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26.6. Пространство модулей тора 71.5 
------------------~--~------~--~---------------- . 
потому ч11о комruексная ruшскостъ С единственна и потому что указанные выше 

·отождествления ямяются анашпическими: z ~ f(z). где f - аналитическая 
·Функция. 

Важно отметить, что ни L 1 ни L2 не являются параметрами лрямоуrольно­
rо тора. Координату z можно ра:стянуrь с постоянным коэффициентом. Если 
ввести z' = z/L 1, что очевидным образом является конформным отображением, 
·ОТождествления (26 .. 21) принимают вид 

z' ~ z' + 1, , , ·т z ~z +1 , (26.22) 

Отсюда следует, что прямоугольный тор имеет только один параметр - значение 

Т. Предывущие уравн~ения олр.еделяют каноническую реализацию nрямоуголь­

ного тора. Длина горизонтальной стороны в канонической реализации равна 
единице. 

Удивительно, что прямоуrольные торы с различным1и nараметрами Т иногда 

мoryr бы1Ъ конформне :эквивалентными. Чтобы доказать эт.о, рассмотрим тор, 

локазанный в верхней левой ча·С'IIИ рис. 2'6.16. Это прямоугольный тор с Т < 1, 
представленный как прямоугольная область на плоскости w. Теnерь осуществим 
серию из трех конформных оrобр.ажен,ий. Для n,ростоты восприятия вертикаль­

ные линии и их образы при отображении rюказаны в вИде двойных линий. Первое 

·ОТображение равно ii5 = -iw, это поворот исходною прямоугольника по часовой 
~стрелке на 90°. Затем полученная фигура растягивается с коэффициентом 1/Т: 
1J = w/T' теперь nрямоугольник расположен ПОД вещественной осью. На конеч­
ном шаге мы его поднимаем: z = 1J + i/T. Полученный результат (внизу слева 
на рисунке) - это каноническая реализаuия прямоуюл,ьного тора с параметром 
1/Т! ТаЮiм образом показано. что два тора с !llараметрам~о~ Т и 1/Т конформне 
эквиrвалентны. Эrо означает, что торы с О < Т ~ 1 конформне эквивалентны 

·~ 
iT h-------т1 

---+'---~L ... -
1 

i t========1 
т 

-

т 

-i t===:::j 

1 l!l. 

Рмt. 2:6.16. !Вверху слева: лрямоуrоnьный тор с nараметром Т на ппоскости w .. 
в.верху Сn'рава: тор, отображенный tnOtpeдCТiBON iii = -iw. Вниэу сnрава: тор, 
отображенный nос[ре.дством f1- w/T. Внизу СJ1ева~ тор, отображеwный nосред~ 

ством z = '1 + i!T. В иii'Ore nолучаетсJi тор с nараметро.м 1/Т 
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'торам с 1 ~ Т < оо. В итоге, nространство модулей nрямоугольного тора может 
быть выбрано в виде инrервала 1 ~Т< оо либо, эквивалентным образом, в ви­
де интервала О < Т ~ 1. При этом п<mразумевается, что не существует такого 
коиформного nреобразования, :которое поро:ждает дальнейшее отождествление 

.между прямоугольными торами, и это на ·самом деле оказывается верным. 

Jlредьщущий ВЫВ<Щ приводит к некоторым следствиям для ультрафиолетовых 

расходимостей. Торы с Т -+ О дают короткие замкнутые струны, которые появ­
ляю'Гся в виде вертикальных отрезков в левой .верхней части 1РИС. 26. r\6. С другой 
~стороны, эти торы конформно эквивалеюны большим торам с Т-+ оо, поэтому 

~с математической точки зрения они не мoryr mривести к проблемам с ультрафи­

·олетовыми расходимостям,и. На самом деле если добавить торы с 1 ~ Т < оо, 
то не следует добавлять торы с О < Т < 1, потому что струнные амплитуды -
это интегралы по пространству неэквивалентных римановых поверхностей и, ес­

ли добавитъ :короткие то,ры, возникнет двойной учет. С помощью канонической 
[реализации модулей 1 ~ Т < оо можно ограничиться рассмотрением только 
JIЛIИHHЬIX торов. 

I1рямоугольнь1е торы н~е исчерпывают множесllЮ всех возможных конформ­

по не·эквивалентных торов. Торы можно также подвергать перекручиванию. Воз­

вр.ащая,сь к части (6) рис .. 26.15, можно ·склеить нижний и верхний края перекру­

ченного цилинлра. Иногда способ того, как это делается труден для понимания, 

nоэтому давайrе подробно рассмотрим этот вопрос. В частности, если имеется 
настоящий резиновый цилиндр, то склейки его открытых краев после перекру­

чивания на угол 8 и после перекручивания на уrол (J + 2п будут физически 
неэквивалентными проuессами. Но для римановой поверхности типа тора, пере­
кручиванне на fJ и [11ерекручивание на 8 + 2r эквивалентны. 

Для ясности nри обсуждении перекрученных торов, сначала рассмотрим об= 

щую конструкцию nроизвол.ьного тора. Для получения тора из комплексной 

JIЛОСiКости нужны два отождествления. Выберем два комплексных числа Wi и w2 , 

оба оrличrные от нуля и удовлетворяющие 

Im (::) >о. (26.23) 

Это условие гораздо nроще, чем выrлцит. Из не:rо следует, что два 1!1анных ком­

nлексных числа соответствуют непар3.11Jilельным векторам. Тогда, по соглашению, 

~выберем w2 в качестве вектора, получаемого из "'' вращением против часовой 
стрелки на угол, меньший }.80\ nример показан на рис. 26.17. Тор возникает 
nосредством сл~едующих отождествлений 

(26.24) 

ФУJЩаментальная область на рисунке- это затемненный параплелограмм с отож­

дествле,нными :краями. В этом состоит общая конструкция торической римановой 
nоверхности~ однако в ней присутствуют внешние параметры. Можно оnределить 

(112 
т-:- -, Im (т) >О~ 

<lUJ 
(26.25) 
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Рrмс. 26.17. Об~ий тор получается из ~омnлексной z-плос~ости 
ПYifeM отождествления z ~ z + (А) 1 и z ~ z + fiJ2 

и, IJ)астягивая z с коэффициентом 1/tv1, замечаем, что nредыдущие отождествле­

ния эквивалентны следующим 

zi'Vz+l, z~z+т. lm(r)>O. (26.26) 

Заметим, что r живет в верхней nолуruюскости JJНI. Новый вид параллелограмма 
показан на рис. 26.18. Оrмеmм, что данный тор является прямоугольным при 
Re (т) =О (I<огда т ч~-tсто мнцмое). 

Может ли nространство модулей тора быть nросто r Е IНI? Нет, не MO)IGeт. 
Из предьщущеrо .анализа прямоугольного тора ·следует, что торы с разными т мо= 

JYI' быть эквивалентными. Действительно, мя nрямоутольноrо тора с nараметром 
Т имеем т = iT, что ясно следует из сравнения с (26.22) и (26.26). Однако этот 
тор э.квивален-rен тору с лараметром r; = i!T. Отсюда следует; что т' = -1/т иj 
по крайней мере для nрямоуrольноrо тора, т и ( -1/r) конформно эквивалентны. 
На с:амом деле мьr скоро увидим, что т и ( -1/т) всегда оnределяют конформно 
.эквивм,ентные торы. 

Теnер.ь шавайrе nшrсним -перекручивание тора nри Re ( t) # О. РассмОТрим 
рис. 26. ~8, Пусть Р обознач.ает точки z = О и z = r, которые при отождествл,ении 
сrановкrся эквив-алентными. С nомощью отождесtвЛениsr z !::::: z + 1 затемнен­
ную область, показанную ~вверху слева, можно nередвинуть и n•олучить схему, 

показаикую вверху сnрава. Фундаментальная область стала nрямоугольником, 
даже несмотря на то, что тор не .является прямоуrольным! Хотя вертикальные 

края по-прежнему отождес1'ВЛЯются, при оrожnествлении горизонтальных линий 

происходит сдвиr: точка Р не отождествляется с точкой, расnоложенной прямо 

нц ней, как это <было бы в случае прямоугольного тора. Теперь прямоугольную 

область можно свернуть в цилиНдр; края которого все ,еще должны быть соедине­

ны друг с другом. Этот uwшндр nоказан в нижней части рис-унка. ОrоЖдествле­
ние точек на двух фаничных компонентах ·этого uилиндра должно происходить 

со сдвигом, так как Р на нюкнем конце д-олжна совnадать с Р на верхнем конце. 

·С nомощью угловой nеременной, изме:няющейся от О до 211', граничные комnо-
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Im( т) 
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lm(r) - -- - - ~: ------· 
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р Rе(т) 
(J р Rе(т) 1 

iPиt. 26.18. Канонич·еская [реализация тора с nара,метром т Е IНI . Затемне,нная област'ь в верхней 

левой части ри·сунка ,може1r быть nередви.нуr:а так, как показано в правой верхней ·части рисунка. 
С n·омощью данной nрямоуrольlfой фу,ндаментальной области получаем цилиндр и находим уrол 

перекручивани11 8, ·tоответсrвуюЩIИЙ окончательному отождествлеiНИЮ 

ненты цюшндра можно Л3JРаметризовать единым образом. Точке Р на нижней 
rраничной компоненте приписывается уrол, равный нулю. Верхняя граничная 

компонента параметризуется таким образом$ что угловое значение данной точки 

совпадает с угловым значением точки на нижней rраниuе, которая до аrож­

дест.мений расположена nрямо nод ней. Так как отожл.ествления nроисходЯт 
со ~сдi.Виrом в.nоль границы на Re (т), а rраницы имеют единичную длину, то угол 
8, <СО110СТЗМеНIНЫЙ р НЗ верхней rранице, равен 

8 = 21r Re (т) , (26.27) 

что Jйооражено на рис. 2·6. а 8. Уrол IJ будем называть углом nерекручивания. 

Теперь можно заняться изучением последствий увеличения угла перекручива­

ния на 27Г. Как следует из уравнения (26.27), этого можно достичь nри т -t т+ 1. 
Если тор с nараметром ·r и тор с nараметром т+ 1 (рис. 26.19) действительно 
Gовnада.ют, ro увеличение угла nерекручинании на 2п не nрiГведет к каким-либо 
измененяям. Теnерь с помощью nроизвола в выборе фуиnаментальноИ области 

; 
; 

,' , , 

1 

т т+l 
,----:-------1 , , , 

1 

Риt. 2641'.9. Тор с ll'iараметром т (слева) и тор с лараметром т+ l (сnрава). Передвигая с nомощью 
z""" z + 1 затемненную ·область нuево, видим что два торе! на самом деле совпадают 
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nокажем, что два таких ·тора на самом деле совnадают. Посредством отождеств­

Jiения z :::: z + 1 затемненную область в левой части рисунка можно сдвинуть 
в положение, показанное в правой части рисунка. При этом каждая точка в дан­
ной области сдвиrается iВ горизонтальном направлении на единицу. При данной 
nроцедуре тор не изменя·ется·, так как это просто другой выбор фундаментальной 

области. Отсюда следует, что левыrй тор с параметром т - это один и ·ют же тор, 

что и правыrй с параметром r + 1 : 

т:::: т+ 1. (26.28) 

Возвращаясь к (26.27) заЮiючаем, что 8 ~ 8 + 21Г. Таким образом. например. углы 
перекручивания вне интервала -1r ~ 8 < 1r не приводят к новым торам. Теперь 

мы можем прИдать этому точный ·смысл. О перекручивании не надо думать как 

о физическом процеосе кручения цилиндра, который предшествует склей~е его 

границ. Перекручиванне - это всего лишь некоторый рецепт отождествления 

точек на двух граничных компонентах цилиндра: выберите произвольным обра­

зом точку Р на нижней границе, nосле чего зафиксируйте произвольную точку 

на верхней границе, с которой она будет отождествляться. Тогда отожлествление 

распtРОстран:яется е.диным образом на все rраницы. Из данного рецепт.а ясно, 
что параметр отождествления при перекручивании nросто опис.ывает положение 

'fО':JКИ на верхней границе, и, ·следовательно, параметр перекручивания определен 

на окружности. 

Что касается пространства модулей тора, то отожm.ествление (26.28) имеет 
важное следствие. Хотя т, конечно, принадлежит IНI, пространс-тво неэкви:валент­

ных торов гораздо меньше. Оrождествление показывает, что любая ~бесконечная 

IВертикальная по;юска единичной ширины содержит все неэквивалентные торы. 

Как nравило, полоску S0 выбирают в виде 

So = { -i < Re (r) ~ i· Im (r) >О}· (26.29) 

.Множество неэквиваленrных торов содержится в So. Оrметим, что п.равая грани~ 
1Ua ·полоски Re (т)= 1/2 вЮiючена .в это множество; а левая граница Re (r) = -1/2 
не включена, nотому что она отождестм.яеrея с правой .границей ti'J()!И т ~ т + 1. 

Из нашего анализа nрямоугольных торов следует, trro возможно r ~ -1/т. 
Давайте теперь докажем что это так. Рассмотрим 'Тор с парам.етром r, 'так как 

по.казано вверху ·C.Jileвa на рис. 26.20. Теn·ерь определим конформно связанную 
моекость z = zjr. Это отображение состоит из вращения с постоянным пара­
метром плюс однородное растяжение,, в ре·зультате чего исходный параллелоJ'l)амм 

переходит в napaJiiЛeлorpaмм~ показанный в верхней правой части рисунка. На по­

rследнем шаге осущ:ествим тр-анслsщию с nостоянным nараметром z' = z- 1/т. 
Окончательный napa.rtJteлorpaмм на z' -nлоскости имеет канонический вИд, а nа­
раметр соответствующего тора равен (-1 jт). Таким образом, т ~ - 1 /т. 

На данный момент, нами о'бнаружено две эквивалентности мя торов, оnи­

сываемых т Е mнi: 

r~т + l, т~--. 
т 

(26.30) 



750· Глава 2б. Летлевые амплитуды в теории струн 
--------------------------------~----~----~--------------

~ 
z=z/т 

,..., 
т т+l ~ 

Q . s 1 
Q-

р s 
р 1 1+1 

о 1 т т 

!.!' z'=z-t 1 Q 
--::;: 

s 
о р 1 

Рис. 26.20. Последо!Ваrельность конформных отображений демонарирующая, 
чtо тор с rпар.аметром т конформно эквива~~ентен тору с параметром -1/т 

Оказывается, что доnолнительных неззвисимых отождествлений не существует. 

Таким образом, значительный интерес nредставляет нахождение фундаменталь­

но:й области мя отождестмений (26.30), что даст нам множество всех неэквива­
.лентных торов. Фундаментальной: областью для первого отождествления является 

полоса So. Так как второе соотношение отоЖдествляет точки в области lтl < 1 
·с точками в области llтl > 1, можно nопробовать использовать подмножество в 80 , 

расположенное за пределами единичной окружности и некоторые точки, расnо­

ложенные на ~;циничной окружности. На ~самом деле это уже ответ, но он далеко 

не очевиден. С nомощью такой же логики можно было бы показать. что можно 
исrJ1юльзовать поп.множество 18 80 , расnоложенное внуrри единичной окружно­
сти и некоторъ1·е точки, распол<>.женные н.а единичной окружности, однако ответ 

был бь1 не.правильиым. Утверждение состоит в том, что фундаментальной обла~ 

стью :является область .1.'0 , оnределяемая как 

.?'о е {-~ < Rt (т) "; ~, Im (т) > О, lтl ;;. 1, t учетом дат.нейшеrо 

оrраничеИЮI: Rе(т);;. О, если lтl = 1 }· (26.31) 

Фундамент.альная область Fo показана на рис . .26.21 в виде затемненной об­
ласти. Как сле,цует из предыдущих условий, определенные границы (nоказанные 
на рисуrнК<е пунктиром) не включены :в Fo. Эти границы составлены из точек 
вертикальной линии Re {r) = -/12 и из точек единичной окружности; расnоло­
женных слева от т= i, которые удаляются nри дальнейшем ограничении в (26.6). 
Ниже ~удет nриве.пена часть ..и.оказательства того, что F0 - это фундаментальная 
область для отождестмений ·(26.30), оставшая,ся часть доказательства ос-rамена 
для задачи 26.6. 
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-1 -1/2 о 1/2 1 о 1/2 

!Рис. 26.21. Фундаментальная облапь :F0 ;цля отождествлений т ~ т + 1 и т ~ -1/r в IНI. 
Замыкание ~о о611асти :F0 при 11Юдходящих оrождесrвлениях является для iТОров простiJ)анством 

модулей М 1,0 , nоказанным справа 

Пространство модулей т для торов~ обозначаемое Mt.o, является верхней 
полуплоскостью IНI, подчине.нной ото:ждествлениям (26.30). В разделе 2.7 было 
выяснено, как построить пространство, возникающее ПIРИ ото:ждес118Лениях: бе­

рем фундаментальную область вместе с ее границей и на границу накладываем 
им.еющиеся отождествления. В данной ситуации фундаментальная область :F0 
вместе ,со своей границей определяет замыкание :F0 : 

- { 1 ' 1 Fo = -- ~ Rе:(т) ~ -, 
2 2 

Im (т)> О, (26.32) 

На 7='0 нающuываются два отождествления: Re (r) = -1/2 и Re (r) = l/2 отож­
дествляются посре.т:ством т -7 т + l, а точки с lтl = 1 отождествляются друr 
с д~руrом посредством r -т -1/т. На самом деле это все возможньl'е отождествле­
ния в Fo (см. задачу 26.6). Возиикающее пространство модулей М1.о для торов 
можно представпять nутем отрезания области Fo ~ скручивания ее мнимой: оси 
и склейки границ так, ка1< nоказано на рис. 26,21. 

Q) Упражнение-разиинна 26.1. Рассмотрите точки на единиlfной окружности 
lrl = 1, расположенные на JН[ между вертикальньши линиями :Re (т) ~ ±1/2. 
Покажите, что точки справа от т = i отождествляются с точками ~слева 

от т = i посредством т -7 -1 jт. 

Давайте рассмотрим физические следствия полученного результат.а. Так как 
вое неэквиваленrnые торы содержаться в F0, то одноnетлевые .амплитуды за­

мкнутых струн должны содержать только вюtады от торов с т Е F0• Так как торы 

в :F0 - это длинные торы, то вопрос об ультрафиолетовых расходимостях не 

стоит. Если ~бы в амnлитудах б.ыла задействована полная полоска So ~ ситуация 
могла бы ·стать I<Райне проблем.атичной. Причина :noro не в том, что лотребо~ 
валось iбы рассматривать малые торыJ потому как. nомимо всего прочеrо, они 
коиформно эквивал~еитны (безоnасным) длинньrм торам. Проблема возникла бы 
по той причине, что доnолнение ~о в S0 ёодержит бесконечное ЧИСJJО коnий всех 
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'торов из .1'0 ! Можно .легко проверить, например, что оно содержит бесконечно 
мноrо коnий тора т= i. Рассмотрим множеСllво Tn со значениями 

Tn = i + n, 'n ~ 1, (26.33) 

все из которых, nосредством т~ т+ 1, являются !ВСего лишь копиями тора т= i. 
С помощью отождествления т~ -1/т приходим к выводу, что 

1 n i 
--=- +--

Tn n2 + 1 ,n2 + 1 
(26.34) 

также явл,яются копиями тора т = i. Однако, при n ~ эти копии находятся 

1Б S0 - ~о. Это оче,видно, потому что вещественная часть -1/тn принадлежит 

(-1/2, 0), а (1/rn) = 1/~ < 1. Если бы мы включили в So все торы, то все 
одноnетлевые амшiJИтуды были бы бесконечными. Вместо этого, однопетлевые 

амшштуды задействуют .1'0 , потому что все неэквивалентные торы входят в этом 

nространстве ровно по одному разу. 

Чтобы установить, что Fo является фундаментальной областью для отож­
дествлений (26.30) необходимо проделать некоторую осязаемую работу. Давайте 
сделаем часть этой работы здесь для того, чтобы читатель представлял, какая 

общая идея стоит :за необходимыми для этоrо методами. Для начала, полез­
но ввести некоторую доnолнительную структуру. Оrметим, что отождествления 

(26.30) на самом деле явл.яютс·я дробио-линейными преобразованиями, таки­
ми же, :какие мы изучали в разnеле 25.6. Пусть Т и S обозначают rettepaтopы 
дробио-линейных nреобразований, которые действуют как 

1 
Тт =т+ 1, Sr = --. (26.35) 

т 

Рассмотрим теперь .nреобразования g вида 

ат+Ь 
gт = . а, Ь, с, d € Z, ad - 1ж = 1. 

СТ+ ·d 
(26.36) 

Отметим, что это дробно-линейное лреобразование с целочисленными пара­

метрами, значит, его можно описат'ь в матричных обозначениях. Сопоставим 
ореобразованию у матрицу 2 х 2, опреnеленную в виде [g) 

(а ь) fg) = с d ' det (g·~ = 1. (26.37) 

В матрице (g] заложе.н некий произвол: можно изменить знак всех элементов, 
не изменя.я при ,этом самого преобразования" Таким образом, необходимо эту 
матрицу и ее же со знаком минус рассматривать как эквивалентные. Для двух 

задаиных nреобразований g1 и f/2 вида (2·6.36), юомnозиция g1g2 таюке является 
nреобраэованием тоrо же вида, и 

(91192] = [gt] [g2]. (26.38) 

Q) У:прожнение-раэминио 28.2. Д(жажите ооотношение (26.38). 
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Матрицы соnоставленные иреобразованиям Т и S, как nравило, выбираются 
в виде 

[Т] = (~ :). [S] = е -~). (26.39) 

Композиция любого числа преобразований S и Т в любом порядке, приводит 
.к nреобразованию вИда (26.36). Полезное ,свойство подобных преобразований 
имеет вид 

Im (т) 
Im (gт) = lст + ,dl2' 

что ранее проверялось в похожем вычислении (см. (25.66)). 

(26.40) 

Множ:ество дробио-линейных преобразований с целочисленными коэффи­
циентами (а, Ь, с, d), удовлетворяющих ad -Ьс = 1, определяют группу G преоб­
разований оrnосительно композиции функций. Эта груnпа называется модулярной 

групп.ой, и совпадает с rpynnoй матриц 2 х 2 с целочисленными элементами и еди­
ничньiм детерминантом, с тем условием, что матрица и она же со знаком минус 

рассматривают.ся как один и тот же 1групnовой элемент. Здесь групnовым умно­
жением Яi81U!ется матричное умножение. Данная модулярная груnпа называется 

Р SL(2, ·z). Здесь L обозначает линейное преобразован.ие ИJIIИ матрицiЬl; двойка 
отвечает размеру матрицы 2 х 2; S образовано от <(специальная», так как матри­
uы имеют единичный детерминант; Z указывает на то, что элементами являются 
целые числа; наконец., Р образовано от «проективttая», что учитывает тот факт, 

что знак всех элементов можно обратить. 

Пусть G' обозначает множество проективн:ых преобразований, которые мож­
но породить комбинацией проиэвольноrо числа nреобразований S и Т и обрат­
ных .к ним; G1 очевидно является подгруnпой модулярной груnпы G. Теперь 
докажем~ что Д11Я любого т Е 1НI существует таrкой g Е G', что !JT Е F0 • Это сво­
дится к утверждению, ·что :F0 содерЖJит одну копию каждого тора - необходимое 

условие для roro, чтобы Fo была фундаментальной областью. Доказательство это­
го уr.:верждения является пrнюдь нетривиальным; и проблема в том, что совсем 

нenpocro понять, каким образом торы нз .80 - Fo мо:ж:н:о отобразить в :Fo. Общая 
стратегия доказательства соодИТ<СЯ ТОМ% чтобы убедиться, что любую точку мож­

но отобразить в некоторую новую точку с достаточно большой мнимой частью, 

nосле чего ее можно было бы отобразить в :F0 посредством некоторого числа Т 
nреобразо:ваний. 

Сперва nо.кажем, что мя каждого т существует такой g Е G', что Im (gт) 
nринимает наибольшее значение. Из (26.40) следует, что необходимо найти та­
кое g, чтобы lст + dl принимало наименьшее значение. Так как с и d являются 
целыми числами, по мере их изменения, (ст + d) образует решетку из точек 
на ком1мексной москости, порожденных т и 1. Ддя любого числа а> О суще­
,ствуют по Jфайней мере конечное число точек, таких что lст + dl <а. Таким 
образом, среди в-сех lcr + dl следует найти такое, мя которого g достигает ми­
нимума., а Im (gт) принимает наибольшее значение. Такое nреобразование g 
не единственно. 
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Теnерь ш>действуем на Tn иреобразованием gr, с n Е Z, выбранным таf<ИМ 
образом, чтобы Tngт Е So. Утверждение состоит в том, что во всех случаях, 
за ИСЮiючением тngr Е Fo, вознихает проmворечие. Пусть 

т' = тngт. (26.41) 

Мнимая часть т' равна м~нимой части gт н, согласно нашему предыдущему 
1 G' , , доказа-rельству, нельзя найти такое g Е , чтобы g т имело мнимую часть, 

большую чем у т'. Бели т' не принадлежит Fo, то lт'l < 1. Однако тогда, 
с помощью (26.40), находим, что 

, Im (т') 1 
Im (Sт) = Jт'J2 > Im (т) (26.42) 

nротиворечит тому, что ни одно nреобразование из G' не должно увеличивать 
мнимую часть т'. Эrо противоречие rюказ:ываеr, что любая rочiКа т Е JН[ мо­
жет быть отображена в Fo с помощью преобразований, порождаемых Т и S 
(и ,обратными к ним). Пусть она лежит в Fo, тогда, если она принадлежит :F0 • 

угвержление доказано. Если она не принадлежит :F0 • то она обязана находиться 
на rгр.анице :F0 • Применяя один раз либо S либо Т, эту точку можно перевести 
в :F0 • Это завершает доказательство того, что любая точка т Е :Н может быть 

отображена в F0 преобразованиями, порождаемыми Т и S. 
Конечно :же, многое еще остается сделать, чтобы доказать, что Го яаляется 

фу!Н.даментальной областью. Необ~одимо установить, что никакие две точки в Fo 
не мoryr быть связаны иреобразованием из G'. На самом деле можно доказать 
более с1Uiьный результат: никакие две точки не мo.ryr быть связаны преобразо­

ванием из модулярной груnпы G. Если это доказано, можно показать, что G' 
совпадает с G. Это означает, что S и Т rюрождают полную модулярную группу 
(см. задачу 26.6). Отсюда также следует. что :Fo ямяе-rся фуи.nаментальноИ обла­
стью модулярной группы. 

Задачи 

.... Задача .26.1. Переход струн иэ oткplill't'Wx в эамкнутые 

Изучите процесс, в котором ·открытая струна с конусным импульсом р+ замы­
кается и образует замкнутую струну. 

(а) Нарисуй-rе конусн.УЮ диаграмму :в ~rиде бесконечного цилиндра с nолубеско­
нечным разрезом, nараллельиым ero оси. Предъявите входящую открытую 
струну и сnециальную струну, порож..щенную .8 точке взаимодействия. 

(б) Для того чтобы нарисомть эту диаграмму в виде некоторой области на плос­
кости w, рассеките цилиндр вдоль направления разреза. Результатом будет 
бесконечная полосJ<са О < Im (w) ~ 21Га'р+. Открытые струны сушествуют 
при Re (w) < О, а замкнуrые струны существуют при Re (w) > О. Линии 
Im (w) ...... О и Im (w) = 2tra'p+ склеиваются ПIРИ Re (w) > О. Что является 
rраниnей э-той струнной диаграммы? 



Задачи 755 ----------------------------------------------------
(в) Постройте отображение из данной конусной диаграммы в z Е 1НI. Потребуй­

те, чтобы входЯщая открытая струна в бесконечном nрошлом отображалась 

как .z =О, а исходящая замкнуrая струна в бесконечном nрошлом отобража­
ла~сь как z = i. 
(Лодсказки: с nомощью~= exp(w/(27r·a'p+)) отобразит-е полоску в IНr. Затем 
определите 1J = ~2 • Почему при данном отображении отnадает необходимость 
в отоЖдествлению<? Покаж:иrе, что рассматриваемая nоверхность отобрази­

лась во внешность конечного разреза на nолной комnлексной плоскости "1· 
Для тоrо чтобы отобразить ее в .z Е IНI, nотребуется отображение, содержащее 
квадратные корни.] 

(1r) На z-плоскости нарисуйте возникновение замкнутой струны в rочке взаи­
модействия. Также схематич·ески изобразите входящие открытые струны и 

исходящие замкнутые струны . 

..,.. 3ид.ачо 26.2. Отображение кольца в каноническое 

Найдите ошиrбку в следующем рассуждении, из которого следует, что конформно 

отобразить тополоrическое кольцо в каноническое кольuо невозможно. 

И3 теоремы отображения Ринана СJJе.цует, чю пюбой топологический диск можно отоб­

разиТiь .в единичный д1иск. Таким образом, топологическое :кольцо можно отобразить 

во внутренность ·единичн·ого диска lzl ~ 1, при этом внеwн1111 граница отображаете"' 
в llzl = l, а внут1рення:я граница отображаетсfl в некоторую замкнутую кривую внутри 
диска. Дпя того ·чтобы осуществи11ь отображе1ние в каноническое кольцо, внутренней 

кр1ивой .необходи·мо придать форму окружности с центром в начале координат, сохраю1я 
nр1и этом границу Jzl = .1. Это приводит :к оrображению диска на себя. Так ~е, как 
отображения !!Н1 'На себя, отображения дисiКа на себя ·обладают тремя еещестiВенными 

параметрами. IНееоз.можно произвольной кривой 111ридать форму окружности с nомощью 

лиwь трех nараметров, по.этому неiВозможно отобразить кольцо в каноническое. 

• 3адоча 26.3. Пространство ~модулеi Т2 комnактификсщий t полем В 

В задаче 17.5 параметрами компактификаuии квадратного тора Т2 являлись R 
и nоле Кал.ьба-Рамона Ь. Оnределите компле~сную переменкую 

- R2 . нz f в . Rz 
p-Ь - +z - = - +z--. 

а' li 21r а' 

Оrметим, что р Е IНI. Докажите. что преобразования (l) и (2) в задаче 17.5 
принимаютвид 

1 
р - t - -. 

{J 

Опишите пространство модулей компактификаций на квадратный тор Т2 • 

• 3o8oчtJ 2·6.4. АмnJ~итуда Wanиrpo-Bиpacopo 

Амплитуда Шаnиро-Вирасоро - это .амnлитуда рассеяния четырех тахионов 
в замкнутых струнах. Напомним; что для тахиона в замкнуrой струне 

2 2 4 
р =-М = -. 

а' 
(1) 
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Дл·я вычисления амплитуды Шапиро-Вирасоро требуется пространство модулей 
.М0,4 ~сферьi с четырьмя выколотыми точками. В с:пучае, когда три выколотые точ­

IКИ расnоложены в О, 1, и оо, пространство модулей nарамеr,ризуется положением 
111оследней выколотой точюи - !Комплексным числом Л Е <С. Отображениями z­
сферы z Е С на себя являются дробно-линейН!Ьiе nреобразования 

.az+b 
z ~ 

8
• ad- Ьс = 1. (2) 

cz+ 
(а) Предположим, что мы хотим проинтегрировать по сфере некоторую вели-

чину. Тогда записываем интеграл J d2 z . . . . Здесь d2 z = dx dy, с z = х + iy. 

Как преобразуется d2z относительно дробио-линейных преобразований? 
(Не забудьте использовать якобиан!) 

(б) По аналогии с амплитуl!I.Ой ВенеuиаJНо рассмотрите для .амплитуды Шапиро­
Вирасоро Asv выражение вида 

А 2/d2 1 la 1 IPP2·P1 :sv = g Z Z1 - Zз •.• Z - Zt ••• , (3) 

где многоточие обоз.начает дополнительные множители, котqрые необходи­

мо выписать, а а и f' являют-ся константами, которые необходимо опреде­
лить из условия инвариантности подынтегральноrо выражения относительно 

дробио-линейных nреобразований. 

(в) Теперь упростите {3) ДJlЯ случаев z~1 =О, z3 = 1, Z4 = оо и z =Л. Покажите, 
что вознJИкает в_-ьtр.ажение вила 

Asv = i 1 d2.Л I.Лit'P2'Pij !l - ЛIРР2·Р'. (4) 

(r) Для вычис.лени:я интеграла ,сначала докажите следующее тождество: 

00 

lzГa = ~ . J dt t012
-

1 ехр ( -tlzl2
). 

Г(а/2) 
(5) 

о 

Теперь в (4) примените его дважд1ы, т. е. по одному разу дпя каждого мно­
:жиrел:я в подынтегральном выражении. Обозначьте требуемые параметры 

через t 'И s. Интеграл по А гауссов) что ста~t~ови:rся очевидным при: замене 
Л~ Лt + iЛ2 и d2Л = dЛ.dЛ2. Вычислите этот гауссов интеграл. Для того 
чтобы теперь нййm интегралы по :t и s; обозначьте t - :ru и s = ( 1 - х )u. 
г.де О < х < 1 и О < и < оо, Окончателъньiй ответ должен быть представим 
в виде Оl"ношения трех rамма функций .~е трем rамма-функuиям. 

(д) Рассмотрите инварианты 

nо.кажите, что полученный ответ имеет ожидаемую структуру полюсов в каж­

дом из трех возможных каналов. 



Задачи 757 ----------------------------------------------------
..,. Задача 26.5. Отобrраженме т в ФУIWIМентапьнуJО об.nаtть 

Пусть т = (9 + i)/10. Найдите преобразование из модулярной групnы, которое 
отображает данную точку в точку то фундаментальной области F 0• Покажите, что 

такое прообразование еп.инственно~ уnостоверившись. что в модулярной труnпе 

нет тахо:rо преобразования ·<(исЮJючая тождественное), которое оставляло бы т0 
не nодвижной. Частный ответ: т0 = Si. Повторите предыдущие !Вычисления для 
т = 9/10 + ijiOO. Частный ответ: то = i + 1/10. [Лодсказка: воспользуйтесь 
процедуроitt которая обсуждаJiiась nри доказательстве то.rо, что любая т может 

быть отображена в фундаментальную область.] 

..,. Задача 26.6. S и Т порождаtот МОАУnярную rpynny 

(а) Пусть z Е Fo и nредположим, что gz Е Fo - это другая точка, где g 
является элементом модулярной группы (так же как в (26.37)). Так как можно 
заменить (z, g) на (gz, .9-~ ), то можно допустить что Im (gz) ~ Im (z). Это 
приводит к lcz + dl ~ 1. Объясните, почему значение lcl ~ 2 невозможно. 
Обсудите конечное ЧIИСЛО возможньrх значений с и d и докажите, что либо 
Re (z) = ±1/2 и gz = z т 1, либо lzl = 1 и gz = -1/z. 

('б) Докажите, что группа d, порожденная S и Т (!И обратными к ним), совпа­
дает с модулярной группой G. Так как G' - это подгруппа в G, достаточно 
показать, что любой ·элемент G является элементом G'. Постройте доказа­
тельство с noмomli10 следуютих двух фактов: (i) лJОбая точка вне :F0 может 
быть отображена в :F0 с nомощь:ю nреобразования из G', и (ii) для любой 
точки Zo на F0 и любого g Е G, отличного от тождественного преобраэова­
ния~ точка szo расположена вне Fo (это является следствием (а)). 
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нелинейная электродинамика, 

функционал энергии 518 

неориентированные замкнуrые 

струны 358 
-открытые струны 318, 329 

неманарные диаrраммы оrкрыtъ~х 

~струн 738 

нормальное упорядочивание 301 
нулевые векторы 46 
Н ью'fон:а закон тяготения 592 

- nостоянная~ выраженная через g 
347 . 

- - дпя произвольной размерности 

91 
- посrоянная G 184 

·Оператор Гейзенберга 261, 280 
- - открытой струны 2.84 
- рождения и униtПО.жения 

замкнутых струн 342 
- - - кванrованноm скалярного 

поля 247 

- - - открьrrых струн 337 

- ·скалярноrо поля 248 
- точечной ча:стиuы Гейзенберга 266 
- - - Шрёдинrера 266 
- числ.а замкнуrых струн 338 
- - открытых струн 302 
~ Шрёдинrера 62, 264 

- - оrкрыrоИ струны 284 
орбифолд С/Zн 61 

1 . 
- JR /Z2 ~60 

- - замкнутых струн 349 
- -, твистоный сектор 3S2 
- T2/Z3 67 
-, определение 60 

- ~ построение 67 
ориентация о~крытой с1руны 318 
~ориенrифолда моекость 359 
-- и Dр-брана 411 

- - и разделенные Dр-браны 412 

- - и совпадающие Dр-браны 412 

Параметр наклона а' 208. 209 
пересечений 'Число 526-529 
Планка длина в nроизвольной 

размерности 91 

- -, масса, время 90, 184 
- постоянная 62 
-энергия 90 

Шiотность j 0 электрическою заряда 
418 

подсчет числа симметричных 

произведений 328 
- - состояний с помощью 

производящей функuии 373, 374 

поля Максвелла, взаимодействие 

с открытой струной 417 

- -, голономня 475 

- -, калибровка светового конуса 
256 

- -, калибровочные 
преобразования 255 

- -, квантовая теория 251 
- -, фотонные состояния 454 
поперечные колебания, волновое 

уравнение 1 02 
- -, определение 102 
- -, час-rота Ю5 
nостоянная тоикой структуры 89. 

346, 681 
потенuиал nары кварк-антикварк 

613, 614 
пространства состояний замкнутой 

струны без компактификаuии 

359 
- - - - с комnакrифюащией 452 
- - лоренц-ковариантные 666 
- - между Dp- и Dq-бранами 405 
- - иа Dр-бране 415 
--открытой струны 314, 315,401 
- ·- парал.ле.льных Dр-бран 397 
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Разбиение N p(N) 57,6, 579 

- ·- P(N; Ь, /) 582 
-- Рь(N) 581 
- - q(N) 582., 602 
- -, производящая функция 602 

разложение по модам JLТIЯ 

NО-!коорnинаты открытой 

,струны 408 
---- NN-к:оординаты 

откры-rой струны 391 

- - - - х--координаты 

открьпой струны 232 

·- - - координат замкнутой струны 

без компакт~1фикации 335, 446 
размерная редукuия 73 

Рамон-Рамона взаимодействие для 

D-бран 551 
- лоля в замкнутой суперструне 416 
Рамона фермионы 362, 368, 371, 373, 

380 
P~D)Ire траектории 210. 608, 609. 611 

репараметризационная 

ин,вариантность взаимодей,ствия 

Кальба-РамоiНа 435 

- - для частиn 124 
- - nяошади 136 
ре.параметризаuия, rенерируемая 

операторами Вирасоро 306, 307, 
328,.342 

риманова nоверхность верхней 

nолуnлоскости lНI 689 
- - кольца 727 
- -комплексной nлоскости С 689 
- -,определение ,690 
- -, прос11раиство модулей М0•3 

709 
~ -, ~ - м,,о 751 

- -, - - . .Nз 709 
--,-- N4 710 
-~сферы С 701 
- - СХОllЯШИХСЯ ТОЧек 722 
--тора 744 

Самодуальный радиус 456 

световой конус. калибровка 

гравитационного nоля 256 
- -. - открытых и замкнутых 

струн 234. 235 
- -, - nоля Максвелла 252 
- -, -точечной частицы 261, 262 

- -. комnоненты тензоров 258 
- -, координаты 36, 46 

- -,энергия и импульс 53, 267 

свободные граничные условия 150, 
156 

связи из действия Полякова 671 
- квантовые Вирасоро 660 

-, параметризаuия 224, 656 
-.разрешимые в калибровке 

световою конуса 229 

с·екторы мя открытых струн между 

D-бранами 525 
- - суnерструн тиnа 1 1 380 

- Рамона и Невье- Шварца 367, 373 

сечение рассеяния 685 
скакалка релятивистская 189. 190 

-,угловой момент 214 

скалярное nоле, rамил.ьтониан 240 

- -, квантовая теория 237, 270 
- -, принuиn действия 238 
- -,стеnени свободы 243 

- -,уравнения движения 

на световом конусе 243 
- -, - -. плосковолновые 

решения 238 
собст,венное время 51 

- ~ кш< действие 122 
состояния ( частицеподобные) 

Кальба-Рамона 260 
- - ,ошю:rравитонные 257 
--одно-частичные 260 
- - однофотонные 254 
- - одночастичные 249 
спиральность 536 
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Стандартная модель, калибровочная 

rpynпa 530 
- -,описание 27, 536 

- -, струнная модель 33 

сrатяст!Ическая сумма 'одиночной 

струны 587 
- - распределения релятивистской 

частицы 585 
статическая калибровка, действие 

для струны 151 
- -, оnределение 152 
стеnени свободы rравитационноrо 

поля 257 

- -, определение 243 

- - поля Максвелла 253 

.струн взаимодействие и постоянная 

Ньютона 347 

- -, изменения ввиду Т -дуальности 
482 

- -, связанное с дилатоном 346 

.струнное число N 423, 425 

·струнный бит 595, 597 

- зарЯд Q 420, 423, 436 

- -, переносимый электрическим 
nолем 432 

·струны ллина 30 
- коицевъrе точки, движение 

с эаlфеJшением на D-бране 165 
·~ ~ ~ заряженные 430 

- - -, ковариантный анализ 
движения 164 

- - -, свОбодное дв·~ение 151 
- координаты 141 

- :натяже.ние эффективное 171 
~ нерелятивистской натяжение 110, 

l] 7 

- ;ориентация 318, 329 
- пространствеиная поверхность ·133 
- релятивистской натяжение 103 

. . .... ~ 
суперrравитация 597 

суперсимметрия 28, 362, 363, 553, 597 

суперструны rетеротические 381, 383 

- замкнуrые 379 
- на D-бране 433 
- открытые 362, 376, 379 

- сектора NS 379 
-- R 379 
-типа 1 556 

-, GSО-проекция 377, 383, 384 

сфера~ объем 78, 79 

- nроизвольной размерности 79 

Тахион, .ампли1Уда рассеяния 682, 
716 

-,потенциал 322-324 

-, ·состояния в замкнутой струне 
343, 671 

- , - в открытой струне 316 

ток, 4-вектор 77 

- сохраняющийся для плотностей 

лаrраижиана 196 
- - лоренцев 211 
--,определение 193 

- электрический 193 
точечной частиuы rамилыониан, 

при наличии заряда 131 
- - Гейзенберrа оператор 266 
- - движение в искривленном 

пространстве 132 
- - действие ~ 20 
- - -,nри наличии заря.tiа 130 
- - квантовые состояния 261, 270 
-- ковариантное квантование 677 

- - лаrранжиан 275; 281 
- - .лоре.нцевы генераторы 

на (световом конусе 276 
-- репараметризационные 

симметрии 281 
~~уравнение Шрёдинrера 261, 271 

- - уtWJнений движения 120, 122, 
J~7, 130 
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- - Шрёдинrера оnератор 266 

Т -дуальная инвариантность 

rамильтониана 481 
Т -дуальность. :ВЛIИЯIНИе 

на взаимодействие ·струн 480 

- за.мкнуrых струн 457 
- как nуальность тора 439 

-открытых струн 466 
- - -, воздействи·е на D-браны471 

Ультрафиолетовые расходимости 725 

Физические сосТ<ояния nр:и 
квантовании на световом 

конусе отrкрьпой C11J>YifЫ 3 15 
- - - - - .конусе точечной 

частиuы 269 

- - - ковариантном квантовании, 

определение 658 

физическое состояние гравитона 680 
-- тахионно:е 667 
- - фотона 668 
фоновые поля 422, 423, 483-485 

фотонные сос-гояния ковариантной 

открытой струны 678 
-- открЬJrой струны на световом 

конусе ·668 
- -nоля Максвелла 254 
фундаментальная область 

моnулярной груnпы ~о 754 

~ -, оnределение 57 
функuия распределения. 

оnределение 573 

Хаrелорна темnература бозонно:й 
теории C'Jl)YИ 583 

--теории открытых суперструн 

<602 
Харди-Рамануджана формула 579, 

580 
Хокинr:а= Пейд.жа nереход 641, 644 

Чана-Патона индексы 404 
черная дыра в nространстве 

анти-де Сипера 640 
- - в супсрструмах 11 В 597, 598 
- -. основные с.войства 592; 594, 

597, 641 
- -, nocтpoeнlliaя с D-бранами 598 
- -,темnература 100, 593, 598, 641 
- -,энтроnия 34, 35, 572, 575, 

591-596., 598. 601, 643 
чистая калибровка, определение 253 

- - поля Максвелла 253 
- - состояний 665 

Шапиро-Вирасора амплитуда 755, 
756 

Шварuа-Кристоффеля отображение 

в обшем случае 694 
- - для четырех открытых струн 711 
- - замкнутого многоугольника 723 

Электрическое поле, граничные 
условия открытой струны 485 

- -движения открытых струн 491, 
492. 499. 50 1 

- - rкритичес.кое 491, 508, 514 
- - на 0-бране 433, 435, 483 
эле:ктромаrнетизм, вектор тока 78, 

193 
-, дуэльная инвариантность 440 

-,калибровочные nотенииалы 74 
-,- nреобразования 73 
-,оnределение напряженности поля 

418 
-,уравнения Максвелла 25, 27, 439, 

503 
энергия вакуума в игрушечной 

модели 571 
- - в компактификации потока 562 

- - .во Вселенной 1 00; 562 
энтроnия, определение 572 
- струны 574, 584, 592, 594, 595, 597 
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энтропия черной дыры 593-595, 597 s 

598, 633 

Янга-Миллса U(I)-теория 404 
- U(3) (SU(3))-теория 530 
- U(N)-калибровочные поля 404 

·4-вектор 45, 51 

D-6раны, 00-браны 150, 655, 679 
-. граничные условия Dр-браны 

150, 389, З90 
-,заряд 97, 416 
-, ючас·сические движения концевых 

точек 160 
-, - - открытой струны 17 [ 

- s лаrранжиан с эле~КТромаrнитными 

полями 508 

-,намотанные на цилиндр 443, 444 
-.!Натяжение Т11 Dр-браны 480-482~ 

618 

-, открытые струны между Dр­
и Dq-бранами 405 

-,--- пар.аллельными 

Dр-бранами 397 

-, - -на Dр-бране 165, 391, 392, 
397 

-, лервое nодробное обсуждение 150 
-, распад 320 

- с магнитными полями 491, 501 

- с электрическими полями 483, 487 



Основные :формул.ьl и константы 

П рОt'Jра·наво МИИIКОВС!КОrо: 

(в,етовой конус: 

1Имnуяы:: 

·ОбiЪем сферы: 

Комnакrификация: 

- di = Т}рv dxP dzv = -(cdt)2 + (dz1
)
2 + ... 

f'Jpv = diag(- 1, 1, 1, ... , 1) 

а· Ь = -а0Ь0 + а 1 Ь1 + а2Ь2 + ... 

... 2 ... 2 2 2 ( Е ) Е2 
rf = с' р ' р = -(? + р = -т с 

G(D) 
-=Vc 

G 

-------------------------------------------~~ 

Действие Намбу-Гото: 

Уравнение движения (1 ): 

·Статмческая каj\иброflк.а: 

Тf 0'1 

S = - ~ f dт 1 auJ (i. · Х')2 - (Х)2(Х'~·-,~ 
Ti 0 

т _ д:С То (Х · Х')Х~- (Х')2 XJJ 
1' - - - -- -~====~====== 
~ - дХР - с Jcx. Х')2 _ (Х)2(Х')2 

ст ~ де То (Х · X'}X,/J - (Х)2 х~ 
'Рр --=-- . 

- дХР' с Jcx . .Х')2 _ (Х)2(.Х')2 

дР~ дР% 
0 = - .-+-

от ou 

Х0(т, и) = ct = /:1'• L = -То 1 dнj 1 ~ 
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Параме11'J)иэацмя: 

Уравнение движени11 (2): 

Имnупьс струны: Р~А = 1 (Р; dtТ- Р: dт) 
1 

du = ds = dE ·H.L То l--
c2 

. 1Г 1 2 
Вращающая01 открыта'R струна: Е = - 'Iol, J = 

2 
fF' Е 

2 tr.z.oc 

Парамеil'р накпона: 

+ + + 21Г r+ Х =f3a'p т, р =-'Р 
{3 

Калибровка световоrо конуса: 

{3= { 
2 для открытых струн 
1 для замкнутых струн 

ртр = _1_ Х.Р pup = __ 1_ ХР' 
27Га' ' 21ra' 

0= iP- ХР" х- ± x-l = -
1 (Х1 ± Х11)2 

' 2{3а'р+ 
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Замкнутu струна: Х"(т,tт)=хg +..tiild:,т+i~ L:; e:•r (а~е••• +.:t:e-'"") 
n~O 

Сектор NS:: 

Сектор R: 

Dр-б:рана: 

а~ = /(1 рР, Li = « р1р1 + N l. , Li = а'р1р1 + Nl. V2 4 4 
00 00 

N .L "' 1 1 N l. "' -I -1 = L..J а_,а,, . = L..J а=,ар 
р=1 p=l 

М2 = ~ (N.L + Nl. - 2), Nl. = N.L 

( -1 )F = - 1 для основных NS-состоя.ний 
1 t2 } _!_ F 

aNs = -
48

, dM =-2+N NS+:(-1) =+l 

8 фермионных !Нулевых мод ---+ i 812 = 16 основных состояний 

(-I)F = -1 для IRa), а= 1,2, ... ,8 

F - -- -(-1) = +11V1я IR6), а= 1, 2, ... ,8, 

ОсцилmJТQры: а~, i = 2, 3, ... ,р и а:, а= р + 1, •.. , d 

Ос!Новные состоJtния: IP +, i}, р = (р2 , ••• , r/) 

00 

Квадрат массы: (i М2 
= -1 + L (tt~na~ + O~na~) 

n= l 

N Dp-бrpatt: Основные состояния IP +, р; [j k J) , j, .k = 1, 2, ... , N, 

р = {р2 , ••• , р"), aNN = Воо = - 2~ , aND = fiDN = 
4
1
8 

Вэаммодейtтвие сrрун и концов отt<рытых струн с полем Кu~tба~Рамоиа на D-~раке: 

. 1 . d дХР дХv - (Х'( )) s =- dт · и дт ди в,.v · т, и + 

1 . dXm 1 . dXm + dтАт(Х)-;;- . - dт Ат(Х)-d _ 
ат n=1f Т п=О 
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J -дуаiiЬ'НОСТЬ: .. 

mR n .... а' 
намотка w = --;;-, импульс р = R, дуальный радиус R = R 

М2 = р2 + w2 + ~ (Nl. + NJ. - 2), NJ. - Nl. = a'pw = nm 
а 

Х = XL + Хл-> Х(т, О") = XL- Хн 

Натяжение б:раны: 
Тр l l 1 

т.=---
211"а1 g Tp-t = 21rR' 

'Вэаимодейст~вие открытой струны с ЭМ-попем: Р; + FтnдтХ11 =О при О"= О, 11" 

!Ппотноаь 11аrранжиана Борна-Инфельда: С= -т"J- det (1Jmn + 211"а'Fтп) 

Температура Хаrедорна: 

Темnература черной ,дыры: 

Энтропия iекемш;rейна: 

Параметры соответствия АД(/КТ111: 

(трунное АейrСПJие Попякова: 

мз 
с-=- 6.674 х ю-•l ~~ 

КГ· с2 

2 ' 9 8 м с= ,98xl0 ·-
с 

кr м2 

h = 1,055 х 10-34 _·_ 
с 

(ijh . -33 
lp = v -;;э = 1,61·6 х 10 см 

1 
- .- = kТн = --= 
/Зн 411"# 

- пСJ 
kТн = 87rGM 

Sв А 

k = 4l2 
р 

1 2 А 
g = --· '""· =-41Г .:1УМ 411' N, 

mp = ~ = 2,176 х ю-s r 
!ic ~ 197 МэВ х 10-15 м 




