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Предисловие редакторов п~еревода 

Теори·я сулерструн представляет ·собой современную теорию всех фундамен

·тальных взаимодействий элементарных частиц ,в nрироде, включая гравитаци

онное. ·Серьезных альтернатив этой воеобъемлютей теории на данный момент 

не существует. В ретроспективе теорию суперструн можно рассматривать как мо

дель квантовой теории поля с бесконечным набором полей. 

В рамках теории суперструн родились и нашли дальнейшее развитие идеи 

суnерсимметрии н дополнительных измерений. Поиски их проявлений в при
роде включены в елисок зада·ч экспериментов на Большом адронном коллайдере 

1(БАК), также ведуrся с помощью космических апnаратов WMAP и «Планк» 
и другими методами. 

Идеи теории суrrерструн проникают в различные области физики: космоло

гию (так называемая струнная космология), физику черных дыр (интерпретация 
хокинrовскоrо излучения), физику адронов и кварк-глюонной плазмы (возмож
ность дуального ОП1исания столкновений тяжелых ионов на современных уско

рителях- RICH, Tevatron, БАК) и даже в физику твердого -rела. 
Теория суnерструн ставит новые интересные математические задачи и про

лимет свет на традиционно чисто математические области (дифференциальную 
геометрию, теорию груnп, теорию чисел и др.). 

Все указанное выше делает теорию сулерструн бесспорно заслуживающей 

внимания не только физиков-теоретиков и математиков, но и специалистов

прi11:клалников. За более чем 50-летнюю историю ~существования этой области на
писано несколько десятков тысяч работ, в их числе - замечательная монография 

·м. Грина, Дж. Шварца., Э. Виттена «Теория суперструн• (в 2-х т. М.: Мир, 1990), а 
та!КЖе монографии Дж. Полчински (Polchinski J. String Theory. Cambridge Univer
sity P·ress, .~998) и К. и М. Беккер и Дж. Шварца (Becker К., Becker М., Schwarz J. Н. 
String theory and M-theory: а modern introduction. Cambridge University Press, 2007). 
Однако изложенщ~ основных идей на уровне, доступном для широко,го круга фи

ЗИJКОВ и математиков, содержится пока исключительно в ~nредлагаемой вниманию 

российского читателя :книге Бартона Цвибаха «Начальный курс теории струн». 

Ирина Арефьева, 

.Валерий Санюк 



Предисловие 

Теория струн - одна из самых интересных областей теоретической физики. 

Это смелое, будоражащее ум построение объе.диняет :гравитацию и другие виды 

взаимодействий, :а также все формы материи в единую кояцеnrуальную структуру. 

К. несчастью, теория струн имеет репутацию невероятно сложной для nо

нимани.я. Действительно, специалис1ЪI в этой области используют современный 

математический аппарат, однако основные положен~ия теории струн довольно 

просrы и должны быть доступны даже •студентам младших курсов университетов 

с усиленной под11отовкой по математике и физике. 
Студенты и коллеги-физики часrо спрашивали меня, какую книгу я мог бы 

порекомендовать в качестве введения в основы теории струн. До недавнего вре

мени все, что я мог сделать - это указать им на несколыю научно-популярных 

текстов или на серьез,ные моно.rрафии. Теперь я могу рекомеНдовать всем пре

восходную книгу Барrона Цвибаха. 

Бартои Цвибах - известный специалист по теории струн, внесший большой 

вклад в развитие струнной 1'еории :поля. В этой книrе он дает поистине всеобъем

лющее ·описание теории~ начинающееся с азов, предполагающих минимальные 

знания продвинуюй физики, и подводящее читаtе.ЛЯ к rраницам современной науки. 

Я с удовольсrв.ием рекомеiЩ}'Ю эту книгу всем желающим изучить основы 

теории ·струн. 

ДЭtJuд Гросс, 

лауреат Нобелевской премии по физике, 

директор Институrа теоретической физики Кавли 
(Калифорнийский университет, Санта-Барбара) 



Предu,словiие ко второму изданию 

Прошло почти шпь лет с тоrо момента~ как я завершил первое издание 
~начального курса теории струн~. 

Как и в первом изд,ами!И, книга в целом разделена на часть 1 (Основы) 
.и часть 11 {Дальнейшее развитие). Во втором издании я улучшил ясность многих 
до~<:аза-rельств и общую удобочитаемость части 1. Возросло число рисунков, а так
же задач, с тем чтобы отразить все идеи, рассмотренные .в основном тексте. В ча

сти 1 :появилосъ nять новых разделов и одна новая rJilaвa. В новых разделах обсуж
даются :классич·еское движение замкнуrых струн, космические струны и орбифол

ды. Новая глава 14 завершает часть 1. В ней объяснены основы теории суперструн. 
Часть 11 также nодверr.лась большим изменениям. Изменился порядок глав, 

для того чтобы как можно раньше ввести в книге понятие Т-дуальности. Мате

риал, относящийсяк физике частиц, сосредоточен в главе 21 и включает новый 
раздел о стабилизации модулей и ландшафте. Глава 23 новая и nолностью nосвя
щена сильным взаимодействиям и АдС/КТП -соответствию. Моей целью бьmо 
дать :простое введение в эту живо развивающуюся область исследований. Коли

чество глав в книrе увеличилось с двадцатlИ трех до двадцати шести, и такое число 

как Н·едьзя кстати подходит дJIЯ книги по теории струн. 

Хотел бы поблагодарить Хонr Лью и Хуана Малдасену за полезный вклад 

по ВОПJЮСУ об АдС/КТП. Я очень благодарен также Алану Гуту - он nроверил 

многие новые задачи 1И сделал весьма ценные замечания по тексту. 

Об этой книге 

«Начальный IКУРС теории струн» должен быть доступным каждому, кто зна

ком со сшщиальной теорией относwтелыюсти, основами квантовой механикиt 

.элеюромаrнетизмом и введением в статистическую физику. Полезно. но не обя
зательно, tнекоторое знакомство с Лаrранже:вой механикой. 

Все главы, за исюtючением введения, содержат упражнения и за.nач-и. Упраж

нения-разминки разбросаны no всему тексту. Предnолагается, что эти проверочные 
вычисления не должнъ1 вызывать :проблем. Большие трудности nри их выnолне

нии могут свидетельствовать о npoбJileмax в усвоении материала. Задачи в конце 

rлав боле-е сложны, а иноr:да развивают новые идеи. Результаты тех задач, ко~ 

rорые помечены знаком t, исnользуются далее в тексте. Мастерский уровень 
овладения материалом требует решения всех уnражнений и большинства задач. 

В любом случае, условия задач должны быть llрочитаны. 

Изложение материала в книrе проводится так, что очень немRогое прихо

дится принимать на веру. Главы 14, 21, 22 и 23 содержат несколько разделов, 
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в ~оторых обсуждаются чрезвычайно интересные вопросы, nолное объяснение 

которых не может 6lJITЬ проведенона уровне данной кмиrи. Or читателя требуется 
принять на веру ряд разумных утверждений, но в остальном материал развива

ется логически и должен ~быть полностью nонятным.. Эти разделы не 'адресованы 
ЭКСЛе1ртам. 

КНиrа сосr-оит из двух частей. Часть 1 (главы 1-14) называется «0CtiOIJы)), 
а часть П (главы 15-26) - ~дальнейшее развитие)). 

Глава 1 служит введением. В rлаве 2 дается об.зор специальной теории от

нос.ительности, но в ней вводятся также понятия, которые, возможно, окажутся 

новыми: координаты на световом конусе, энергия на световом конусе, компакт

ные дополнительные измерения и орбифолды. В rлаве 3 дается обзор электроди
намики и е,е явно реJIЯтивистская формулировка. Здесь же приводится несколько 
замечаний по общей теории относительности и рассматриваются компактные 

измерения на планковских масштабах. В этом месте мы можем исследовать за

хватывающие вопросы о возможности существования больших дополнительных 

измерений. В rлаве 4 в целях развития интуиции исrюльзуется пример нереляти
вистских струн, рассматривается Лаrранжева формулировка механики и вводятся 

необходимые термины. В rлаве 5, чтобы подготовить основу для 111онимания реля
тивистской сtруны, изучается релятивистская точечная часmца. Здесь С13Новится 

ясной мощь и элеrанmость Лагранжевой формулировки. Первое соприкоснове

ние с теорией Сфун проис~одит в главе 6, где излагается классическая динамика 
релятивистской струны. Это очень важная глава, которую следует тщательно изу

чить. В главе 7 закреrтяется понимание динамики струн благоларя детальному 
изучению их движения. Главы с J по 7 мoryr рассматриваться как миникурс 
по теории ,струн. 

Главы с '8 по 11 подrотамивают основу для квантования релятивистских 
струн. В rлаiВе 8 мы узнае.м, как .вычислит~ сохраняющиеся величины, такие 

как импульс и угловой момент свободНiЬJХ струн. В главе 9 рассматривается ка
либровочное решение .на световом к:о;нусе уравнений движения струн и вводится 

т.ерминолоrия, ИсlilоЛьзуе:мая в квантовой теории. В главе 10 объясняются основы 
-георю1 квантовых nt'>Jt;eй и ·состояttий частиц с yпopoJ.t на подсчет параметров, 

харакrеризующ.их ~состояния скалярноrо nоля j фотоиные и rравиrонные сооrоя
кия. Б r:лаве 11 nроводится 'К.Ванrоваии,е релятивистекоИ часmцы в калибрОвке 

на световом конусе. Все :это подво.дит ~к важной rлаве J 2, которая таюке долж~ 
на быть внимательно изучена. В этой rлаве nредставлено квантование ()"11{рытой 
реляmвистской струны в калибровке на свеrовом конусе. Получена критическая 

размерность и !lllоказано, KЗIJ( возникают фотонные состоиния. В rлаве 12 содер
жится разл.ел о нестабильности тахионов. В главе 13 обсуждается квангование за
мкнутых струн и возникновение rравитонных состояний. В ней содержатся таюке 

два раз.аела, в которых рассматриваются квантовые замкнутые струны на про~ 

стейшем орб.ифолде - полупрямой. Глава 14 завершает часть 1. В ней вводится 
понятие о суперструнах. Предстамены секrор.ы Рамона и Невье-Шварца для 

открытых струн и ·рассмотрены их комбинации пля nолученя суперсимметричной 

теории. Глава за~веrршается кратким обсуждением теориИ замкнугых струн тиnа П. 
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Первую часть книrи можно сравнmь ·с дороrой на вершину rоры, приводящей 

к квантованию струн. Во второй части подъем прекращается. Шаги несколько 

замедляются и дальнейший материал опирается на ранее рассмотренные идеи. 

В части П мы пожинаем плоды многих усилий, потраченных при изучении части 1. 
Первая глава части 11 ~ глава 15 посвящена важному вопросу об открытых 

струнах на различных конфитурациях 0-бран. Обсуждение ориентифолдов пере

несено в задачи в конце этой главы. В главе 16 вводится понятие заряда струны 
и локазано, что конuевые т.очки открытых струн несут максвелловский заряд. 

Следующие четыре главы концентрируются вокруг nонятия Т -дуальности. В гла

вах 17 и 18 представлены свойства Т -дуальности замЮiутых и открытых струн 
соответственно. В главе .J9, используя Т -дуальность как главный инструмент, 
изучаются D-браны с электромагнитными полями. В главе 20 вводится общее 
представление о нелинейной электродинамике. В главе показано, что электро

магнитные nоля в теории струн определяюrся теорией . Борна-Инфелъда, неяи

нейной т:еорией, в которой собственная энергия точечных зарядов конечна. 

Струнные модели физики частиц рассмотрены в главе 21. В этой главе деталь
но объяснен раздел Стандартной модели, nосвещенный частицам. и обсуждается 

олин из подходов к построению реалистичной струнной модели, основанный 

на пересекающихся D6--бранах. Глава завершается некоторыми сведениями о ста

билизации модулей и ландшафте. 

Глава 22 начинается с термодинамики струн, после чего обсуждается энтропия 
черной дыры. Представлены попытки теории струн вывести значение энтроnии 

шварцшильдовских черных дыр и успешный вывод энтропии суперсимметричной 

черной дrь1ры. Приложе1ния тео1рии струн к сильным взаимодействиями изложе
ны в главе 23. После обсуждения реджевских траекторий и кварк-антикваркового 
nотенциала рассказано обЛдС/КТП-соответствии. Это соответствие обсуждается 
достаточно подробно с упором на геометрию АдС-пространств. Включен раздел 

о кварк:-rлюонной nл.азме. 

В rлаве 24 содержится введение в лореиц-К<овариантное кван-тование струя. 
Она включает также струнное действие Полякова. В двух nосnедних главах книги 

(25-й и 26-:й) исследуются сильные взаимодействия. Мы узнаем, что струнные 
диаграммы, лре.l!1:стамяющие nроцесСЬI струнных взаимодействий, являются ри

мановьtми nоверхностями. В nоследних двух rлавах предполагается небольшое 
знакомство с комnлексными переменными, и рассмотрение носит более матема

тический характер. Одна из важных целей здес1ь - nоказатrь отсутствие ультра

фиолетовых расходимастей в теории струн, что делает теорию струи первым 

кандидатом на роль теории квантовой rравитащш. 

Квантование струн рассматривается как квантование бесконечного числа 

осцилляторов. Заряд струн описан наглядно как максвелловский ток. Эффект 
петеоль Вильсона сравнивается с эффектом Бома-Ааронова. Модуль кольца свя

зан с емкостью цилиндрического nроводника и т. д., и т. п. Изложение вопросов 

nроводится явно и детально, формализм сведен к минимуму. 

Для кваитоован:ия струн в :кииrе выбрана калибровка свето:воrо конуса. Этот 
поrоюд к К9антованию во всех дет.алях могут nонять даже студенты с с.амь1м 

nоверхностнЬ1м знанием квантовой механики. Но ЭТ<о неверно в случае лоренц-
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~овар.иантноrо кванrования струн, когда nриходится иметь дело с состояниями 

с отрицательной нормой, обращением в нуль rамильтониана и с отсуrствием 

привычноrо вида уравнения Шрёдинrера. Подход, связанный с квантованием 

на с.веrовом конусе, достаточен для большинства физических nроблем, и на самом 
деле упрощает рассмоrрение ряда воnросов. 

Часть 1 кнt~ги достаточно жестко струКТурирована. Мало что можно в ней 
опустить без ушерба для понимания квантования струн. Первая глава части 11 
(о D-'бранах) важна д.1U1 большей части дальнейшего материала. В отношении 
оставшихся глав допустимы вариации в изучении тем, и каждый читатель может 

выбрать свой путь. 

Обновля,емый список опечаrок можно найти на сайте l) 

http://xserver.tns.mit.edu/r-.;zwiebach/firstcourse.htmt 

По вопросам решений задач из книги коллеги могут обратиться к автору 

по адресу 

solutio;ns@cambndge.org 

J) В данном изданкии rrr~ны опечатки, указанные на еаА-те на момент передачи книги в печать. -
l1рш". изд. 



Из пр~едисл~овия к первому изданию 

Идея создания серьезного курса по теории ·струн впервые была высказана 

мне групnой второкурсников Массачусетского технолоrич~еского института rде

'ТО в мае 200 l г. Я nреподавал .в это время статистическую физику и потратил 

примерно час на объяснение того, каким образом релятивистская струна при 

ВЬiсоких энергиях достиrает постоянной ·темnературы (температуры Хаrедорна). 

Я быJil заинтригован идеей создания курса основ теории струн, однако мне не сра

зу ст.ало ясно, что можно создать полезный курс на таком уровне. 

Несколько месяцев спустя я беседовал с Марком Кастнером, деканом физи
ческого факультета. Мrновенrная восторженная реакция Кастнера впервые заста

вила меня серьезно рассмотреть эту идею. В конце 200'1 г. в программу второкурс
никоJВ МТИ rбьm включен новый курс. Впервые я прочел лекции по теме «Теория 
·струн для младшекурснико.в» весной 2002 г. Вскоре после этого появилась данная 
книга. 

Когда мы думаем о nростом изложении теории струн, то главным вопросом 

является следующий: <<Можно ли на самом деле объяснить материал на таком 

уровне?• Я убежден, что ответ на этот !Вопрос безусловно положителен. Хотя 

полное мастерство в овладении теорией струн требует физического образования 

на уровне старшекурсника или аспиранта, основы этой теории можно хорошо 

nонЯ"fь с nомощью ограниченного числа средств, изучаемых на первых курсах 

IИНСППУТОВ. 

Эrа книга была намеренно наnисана так, чтобы ее моr понять продвинутый 
·студент младших курсов. Поэтому я уJВерен, что она станет интересным введением 

в теорию струн для любого студента старших курсов или, на самом деле, ШIЯ 

любою физика, желающего познакомиться с основами теории струн. 

Блаrодарн~ости 

Я хо-гел ·бы поблагодарить декана физического фа~лыета Марка Кастмера 
за ·его nолную энтузиэзма поддержку и интерес к книrе. Я также признате.лен 
заместителю декана по образованию Томасу Грейтку и директору Центра теоре
тической физики Роберту Джаффе за акт!Ивную nоме·ржку П1роекта. 

Обучать теории струн групnу, состаменную в осноююм из подающих на

дежды студе:итов младших курсов, был<> стимулирующим и полезмым занятием. 

Я благодарю студентов, состави:вших первую rрушту: 

Джеффр:и Бро.к 

Зи ЛонrЧен 
IБлейр Коннели 
Ивайло Димо.в 
ПетерЭкюш 
Кудзиа Эджаз 

Кейси Энсслин 

Тереза Фа.т.жо 

Каглар Гирит 
Донглай Гонг 
Адам Граних 

Мар.кита Гав.nичкова 

Кеннет Йенсен 
Майкл КрайJnел 

ФренсисЛ.эм 
Филипп Лароюель 

Габриэле Marpo 
Сурав Маидал 
Стефанос Ма.рнеридис 
Трайша Монтальбо 

Ю.ажин Мото.ям.а 

Mera Пади 
Йан Парриш 
Джеймс Пате 
Тимоти Ричардс 

Джеймс Смит 

Морган Зондерепер 

Дэвид Старр 
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Все они были полны эНl)'Эиазма, забавны и энерrичны. Мои объяснения были 

записаны на ди.ктофон> и трое студентов - Габри;ме Marpo, Mera Пади и Дэвид 
Старр - превратили магнитофонные записи и выписанные на доске уравнения 
в файлы NE)(. Я призн:ателен этим ·студентам за их преданность и ту заботу, с ко
торой они создали аккуратные файлы. Они дали толчок написанию этой книги. 

Дополнительные файлы бъши nодготовлены Габриэле и Мегой. В последу
юшве шесть месяцев записи стали черновиком книги. Потратив долгие летние 
м~есяuы на редактирование ·и исправления~ в октябре 2003 г. я завершил книгу. 

К моменту, когда появИJJся черновик книги, ДэвИ.l!l Старр прелложил крити

Ч·ески перечитать ее. Он разметил каждый рЗЗ.деЛ; внес исправленияf касающиеся 

изложения, и продемонстрировал с;верхьестественную способность выделять сла

бые места. Именно критические замечения Дэвида побудили меня осуществить 

главные исправления. Вклад Дэвида был огромен. Если в книге и достигнута 
какая-то ясность, это в значи11ельной степени произошло благодаря его усилиям. 

Мне приятно отметить помощь и советы, полученные от моего друrа и кол

леги Джеффри ГОJщстоуна. Он щедро поделился со .мной своим пониманием 

-rеории струн,, так что некоrорые разделы этой книги буквально выросли из ero 
замечаний. Он nомог мне второй раз прочесть этот курс. Ilpи этом он высказал 
глубокие замечания по всему тексту. Он также noмor исправить условия ряда 

задач. мя которых сам же написал элегантные решения. 

ОчеiНЬ :важным быJII вклад моеrо друга и сотрудника Ашока Сена. Он охотно 
прочел первый полный черновик и дал ряд бесuенных советов. кот.орые помогли 

сформирова11Ь эту книгу. 

Благ-одаря помощи и заинтересованности множества людей процесс написа

ния этой книги был очень приятным занятием. Я признателен Чиен Хао Лью 

и Джеймсу Стаwеффу за деталыiы·е комментарии ко всему содержанию книги. 

Алан Данн и Блейк Сгеси помогли проверить задач1и. Ян Троост выnолнял роль 

рул:ора, доносившего нам советы и критические замечания. Я опирался на знания 

моих коллег; сnециалистов по теории ·струн, Амихая Ханани, Дэ.ниела Фридмана 
и Вашингrон,а Тейлора. Хотел бы лоблагодарить Филиnпа Аргиреса, Андреаса 

Карча и ·Фридера Ленца за проверку текста, которую он~:~ провели со своими cтy
JJI.i(~Hraми. Хуан Малдасена и Самир Матур внесли полезный вклад в рассмотрение 
Т<ермодинами!КИ струи и черных дыр. Борйс Кере., Фернамо Квеведо и Эн.п.жел: 
У ранга nомог11и сове-тами по вопросу о феноменологии струн. Я благодарю также 
Тамсn.н JВаН Эссен, редактора Кембриджского издательства, за советъ1 и: 'Тщатель

ную работу во время всего процесса издания книrи. 

Наконец., хочу nоблагодарить мою жену Тhби и детей Сесш, Еву, Маргарет 
и Аарона. На кажлхом шагу своеrо nyrи я был окуrан их любовью и поддержкой. 

Сесил и Ева прочли часrь руJ<описи и дали сове:rы от-носительно языка. Вопросы 

о теории струн, ЗЩ~анные Габи и Маргарет; проверили мою способность объяс
нят.ь. Младший Аарон настаиВЭJil иа том, что наилучшей картинкой на обложке 

будет приви.n.ение, сидящее на струне, но мы сошлись на струнах, движущихся 

в электрическом nол·е. 

Бартон Цвибах 
Кембридж, Массачусетс, 2003 г. 
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OCHOBbl 





Глава 1 

Кр.аткое введение 

З,десь мы вnервые nозJJакомимся с теорией струн, рассмот1рим ее роль '8 развитии физики 

и обсудим, как теор.ия струн лытается объединить оnисание всех видов фундаментальных 
взаимодействий. 

1.1. Пуrь к объединению 
В ходе раз~ития физики особо вьшеляются объединения (унификации): со-

1бытия, когда различные до того ЯВJilения признаются взаимосвязанными, а теории _. 
nодправляются с учетом :этого факта. Одно из ·самых важных таких объединений 

·случилось в девяtнадцат:ом веке. 

Долгое время казалось, что электричество и магнетизм -различные физи

'Ческие явления. Электричество было изучено первым. Выдающиеся эксnеримен

ты Генри Кавендиша бЬ'Iли проведены в период or 1771 до 1773 г. Затем были 

исследования Шарля Оrюстена де Кулона, завершившиеся в 1785 r. Эти работы 
позволили создать теорию статического электричества, или электростатику. Даль
нейшие эксперименты обнаружили связи магнетизма •С электричеством. В 1819 r. 
Ганс Христиан Эрстед обнаружил, что электрический ток, текущий в проводе. 

может отклонять ·стрелку помеmе11ного рядом магнитного ком111аса. Вскоре Жан 
Батист Био и Феликс Савар (1820) и Андре Мари Ампер (1820-1825) установили 

.законы магнитного nоля~ созданного электричес.ким током. Решаюwий шаг был 

сделан Майклом Фарадеем (18Зl), пока.за"Вшим, что и изменяющиеся магнитные 
nоля порождают электричесюtе токи. nоявились и уравнения, оnисывающие 

эти ямения. но они~ на самом деле; были некорректиьi. Лишь Джеймс Клерк 

М:аксвелл ( 1865) nостроил соrласоваиную систему уравнений, добавив в одно 
из них новое слаrаемоес, Новое слапiемое не ТОJ1ЬКО устраняло несоrласован~ 
ность~ iНО и .пред:сказывало электромагнитных волны. За это вепикое прозрение 
уравнения электромагнитного поля (или электродинамики) называются сейчас 
уравнениями Максвелла. Они объединяют электричество и магнетизм в единое 

целое. Это элегантное и эстеmчески nривлекателъное обьединение должно было 

обязательно случиться: взятые no отдельности, электричество и магнетизм бы
ли бы противоречивы. 

Другое фундаментальное объединение двух типов явлений произошло в кон
це 1960-х rr.;. примерно через сто лет после работы Максвелла. Оно вскрыло 
.глубокую связь между элеiК'fРомаrнитным:и силами и силами, ответственными 
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за СJiабые взаимодействия. Чтобы оценить значенме этого объединения, необ

ходимо сначала сделатъ обзор основных достижений, произошедших в физике 

со времен Максвелла. 

Важное изменение парадигмы было инициировано специальной теорией от

носительности Ал1ьберт.а Эйнштейна. В этой теории обнаруживается поразитель

мое конuептуальное объединение различных понятий, касающихся пространства 

и времени. В отличие от объединения сил, слияние пространства и времени в про

странетвенно-временной континуум представило новое понимание природы той 

арены., на которой разысрываются физические ямения. Н ьютоновская мехаliика 

была заменена релятив~истской механикой, а старые идеи об абсолютном времени 

были отверrнуrы. Было показано, что масса и энергия взаимозаменяемы. 

Друrое, возможно, еще более драматическое, изменение парадигмы связано 

с возникновением квантовой механики. Многочисленными экспериментами бы
ло доказано, что созданная Эрвином Шрёдинrером, JВернером Гейзенбергом, nо

лем Дираком и друrими физиками квантовая теория является правильной схемой 

для описания микроскопических явлений. В квантовой меха~нике классические 

наблюдаемые становятся оператцрами .. Если два оператора не коммутируют, соот
ветствующие наблюдаемые не MOJYf быть одновременно измерены. Квантовая ме

ханика - это больше, чем теория, это система взглядов. Она дает правила, по ко

торым следует использовать теории, чтобы nолучить физические предсказания. 

В дополнение к этим достижениям, было показано сушествование в природе 

четырех фундаментальных сил (взаимодействий). Коротко рассмотрим их. 

Одна из сил - это сила тяготения, ил.и гравитация. Она известна со времен 

античности, но вnервые была аккуратно описана Исааком Ньютоном. Теория 

Ньютона была ралиюuьно переработана в общей теории относительности Аль

берта Эйнштейна. В этой теории пространство-время частной теории относитель

ности приобретает собственную жизнь, а силы тяготения :возникаюr из кривизны 

п:инамическоrо nространства-времени.; Обшая теория относительности Эйнштей
на представляет собой ЮJассичесКуЮ т.еорию rравитации. Она не сформулирована 
как кмнтовая теория. 

Вторая фундаментальная сила - ЗJlектромаrнитная. Как обсуждалось вы

ше; эта сила хорошо описывае'f!ся уравнениями Максвелла. Теория Маа<свелла 

сформулирована как классическая теория электромагнитных nолей; В противо

nооожность ныотоновской ме--ханике, которая модифицируется частной теорией 

относительности; теория Макснема полностью совместима с частной теорией 

относ:итель:ности. 

Третьей фундаментальной силой является сла~ое взаимодействие. Эта сила 
ответственна за nроцесс ядерного бета-распаn.а, при котором нейтрон распадается 

на nротон, электрон и антинейтрино. В общем случае. JВСе npoueccы с участи

ем не-йтрино nорождаются слабыми силами. Ядерный бета-расnад бьm известен 

с конца девятнадцатого века, но nонимание того, ·что в иrру вступИJiа новая сила; 

приШJilо только в середй.не д~МUiuaтoro века. Величина этой силы: определяется 

фермиевс~ой постоянной. Слабые взаnмодействия намноrо CJiaбee элеК'f}Юмаг

нrитных. 
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Наконец, четвертая сма обусловлена сильным взаимодействием, ее часто 

называют цветовой силой. Эта сила удерживает вместе составные части нейтро

на, протона, пиона и многих друrих субъядерных частиц. Сами составные части, 

называемые кварками, настолько сильно связаны цветовой силой, что их невоз

можно наблюдать в изоляцИи. 

Телерь мы можем вернуться :к воnросу 0'6 объединении. В конце 1960-х п. 
модель Вайнберrа-Салама электрослабых взаимодействий соединила в единую 

структуру электромагнетизм и ·слабую силу. Эта объединенная модель возникла 

не только из соображений простоты или изящества. Она была необходима для со
здания самосогласованной теории слабых взаимодействий, обладающей nредска

зательной силой. В первоначальной формулировке теория рассматривает четыре 

безмас·совые ч.астищы, ЯJВЛЯющихся nереносчиками взаимодействий. Проuесс на
рушения симметрии nридает массу трем из этих частиц - w+, w- и zu' которые 
являюrея переносчиками ·слабого взаимодействия. Оставшаяся безмассовой ча

стица - фотон - является nеренос•чиJюм элеКI1ромагнитноrо взаимодействия. 

Как мы говорили выше, уравнения Максвелла являются уравнениями клас

сического электромагнетизма, они не используют положения квантовой теории. 

Физнюи нашли методъ1 .квантования, которые можно использовать для того, что

бы rnревратить классическую 11еорию в квантовую, т. е. в такую теорию, кото

рую можно вывести, используя принuипы квантовой механики. В то время как 
классическую электродинамику можно с уверенностью использовать для расчета 

переноса энергии в высоковольтных линиях и форм излучения радиоантенн, для 
расчета микроскопrических явлений она неточна и неnравильна . Для корректных 

вычислений в этой области требуется квантовая электродинамика (КЭД), кван
товая версия классич~еской электродинамики. В КЭД фотон возникает как квант 

ЭJiН:Жтромагниrnого поля. Теория слабых взаимодействий также является кванто

вой ·теорией, так что nравильная единая теория - это квантовая электрослабая 

теор~ия,. 

Лроцедура ювантования может быть успешно осуществлена и в случае силь

ного (цветового) взаимодействия, nолученная таким образом теория была назва»а 
квантовой хромадинамикой (КХД) . Носителями цветовой силы являются восемь 
бе.зм.ассовых частиц. Это uветовNе глюоны, котарые, как и кварки., не моrут 
наблюдаться изо.лиро:ваино. Кварки взаимодействуют с глfО()нами, так ка~ они 

имеют ц&ет. Существуют кварки трех цветов. 

Электрослабая теория совместно с КХД образуют Стандартную модель физи

ки частиu.. В этой МО.li1:ели существует nерекрытие между элекfi)()СЛабым сектором 
и ·сектором КХД, так как некоторьtе частицы испытывают влияttие обоих типов 

сил. Однако настоящего глубокого объединения слабой и цветовой сил не про

исходит. Стандартная модель полностью иодводит итог ·современным знаниям 
в физике частиц. Таким образом, мы на ·самом деле не убеждены в любом даль

нейшем возможном объединении. 
В Стандартной модели iИМеется двенадцать переносчиков взаимодействий: 

восемь rлюонов, частиuы w+, w-; Z0 и фотон, вое они бозоны. Кроме roro, су
ществует много частиц материи, и все они фермионы .. Есть два тиnа частиц мате
рии: лептоны ~ кварки. Леnтоны ВI<Jiючают электрон е-, мюон р-, тау=лептон т-, 
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и связанные 'С ними нейтрино- ve, Vp и flт, их можно объединить в список. 

Леnrоны: 
- - -

t , р, , т , lie, 'Vp, Vr. 

Так как мы должны включить и античастицы ко всем пептонам, ro общее 
число пептонов равно двенадцати. Кварки несут цветовой заряд, электрический 

заряд и исrnытыJВают также влияние слабой силы. Существует шесть разных типов 

К!Варков, поэтич~ески называемых ароматами: верхний (и), нижний (d), очарован
ный (с), странный (s), сам1ый верхний (t) и самый нижний (Ь), их тоже можно 
объедiИНИТiЬ В СПИСОК. 

Кварки: u, d~ с, s, t,, Ь. 

Например, кварки и JИ rd обладают разными электрическими зарядами и по
разному отвечают на действие слабой силы. Каждый из перечисленных шести 
кварков сущест,вует в трех цветовых разнов1Идностях, так что всеrо получается 

6 х 3 = 18 ч.астиц. Если учесть античастицы, получится все·rо 36 кварков. Cклa
.lilЬIDaЯ число лентонов с числом кварков, получаем всего 48 частиц материи, 
а добавив ,к этому 12 переносчиков взаимодействий, nолучим 60 частиц. 

Несмотря на большое число частиц, описываемых Стандартной моделью, она 

достаточно элегантна и очень сильна. Но если рассматривать ее как основную 

11еорию всей физики, обнаруживается два ~существенных недостатка. Во-первых, 

она не включает ·гравитацию. Во-вторых, в ней содержатся около двадцати па
раметров, rкоrорые нельзя вычислить в рамках этой же теории. Возможно, про

сrейшим примером такого параметра является безразмерное отношение массы 

МIООНЭ к массе элеК'J1)0!На. Значение этого отношения равно примерно 207, и оно 
должно вноситься в теорию извне. 

Бол~ьшинст,во физиков верят~ что Стандартная мод~ель - толы<о шаг на пуrи 

к формулиро·вке полной теории физики. Значительное число физиков nолагает 

также" что правильным окажется некоторое объединение электрослабых и силь~ 

ных взаимодействий 8 теорию Великого ~объединения (ТВО). Однако в н·астоящее 
время объединение этих. двух взаимодействий каж-ется необязательным. 

Друrой nривлекательной юзможностью ЯВJiяется то, что более полная вер
сия Стандартной модели должна BJUrючrorь суперсимметрию. Суперсимметрия 
nредставляет собой симметрию, связываютую бозоиы и фермионы. Так как все 
частицы материи являются ·фермионами, а все переносчики с.ил ~ бозонами, то 

эта nоразительная симметрия объединяет материю и взаимодействия. В теории 

с суnерсимметрией бозоны и фермионы возникают парами с равной массой. 

ЧacтиUI:ii Стандарmой мо.nели !Не обладают таким свойством, так что супер

симметрия., если она существует 8 природе, должна быть спонтанно нарушена. 

Суnерсимметрия .является настолько привлекательной симметрией; что многие 

физики убеждены; что она в конuе конuов будет открыта. 

Неизвестнос, возникнуг !ИЛИ ~нет рассмотренные нами расширения Стандарт

ной модел1и, но ясио, что вЮiючение jrравитаuии в физику частиц не может быть 
необяза"rел:ьным. Еёли мы :хоmм иметь полную теорию~ ro гравитация дoJDIOia 
быть включена, будь то в JУЗмках о'бъединения ИJШ без неrо. В настоящее время 

явления, обусловленные гравитационной CWIOЙ на мйкроскопическом уровне, 
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являются пренебрежимо м:.а.лыми, но они становятся оnределяю111ими при изуче

нии космолопн1 ранней Вселенной. 

Однако при попытке включить гравитационную физику в Стющартную мо

де;н. возникаеr более важная проблема. Стандартная модель является квантовой 
теорией, в ·то время как общая теория относительности Эйнштейна - класси

ческая теория. Представляется очень сложным. если не вообще невозможным, 

получить самосогласованную теорию, которая частично является квантовой~ а ча

стично- классической. Широко распространено мнение, что rравитаuия также 
должна быть превращена в квантовую теорию. Однако в случае rраtвитации проuе

дура квантования сталкивается с серьезными трудностями. Получающаяся теория 

квантовой гравитации оказывается либо невычислимой, либо полностью непред

сказуемой, и ·об.а варианта неприемлемы. Практически, во мноrих обстоятель

ствах можно уверенно работать с 'КЛассической гравитацией, связанной со Стан

дартной моделью. Например, это все время делается nри описании современной 

Вселенной. Однако 11еория квантовой гравитации необходима для изучения мо

мент.ов времени. близких к Большому взрыву., и некоторых свойств черных дыр. 

Представляется фундаментально необходимой формулировка квантовой теории, 
КОТОIРЗ'Я включала бы гравитацию и другие силы. Для построения та~ой полной 
теории может поиалобиться объединение rравитадии с друrими силами. 

1.2. Теория струн как единая 
физическая теория 

Теория С'Iрун является замечательным кандидатом на единую теорию всех 
сил в природе. Кроме того, это довольно впечатляющий nрототип полной физи

ческой теории. В теории струн !Все взаимодействия действительно объединены на 

глубок:ом и значительном уровне. На самом деле объединены вое частицы. Теория 

струн - :это квантова:л 'Геория; и поскольку она включает rравитаuию, эта теория 

являет-ся !КВаНТОвой теорией rравитаu.ии. Смотря ·с этой точки зрени:я и вспоминая 

nровалы поnыток превратить эйнштейновскую rравитацию в квантовую теорию~ 

можно заютючить; что в теории С11РУН: все друrие :взаимодействия необходимы мя 
со.rласованностй cei(11opa квантовой rравитаuии! Хотя непосредственно измерить 
эффекты кванrовой rравитации довольно трудно, теория квантовой гравитации, 

подобная теории струн, может nредсказать ямения, касающиеся друrих взаимо~ 
действиИ, которые мoryr бы1Ь -rtроверены. 

Почему теория струн - дей~ительно теория объединения? Причина про
ста и коренится в основных nоложениях теории. В теории струн каждая частица 

ИJдентифицируется как конкретна:я колебательная мода элементарной микроско
пической струны. В данном ,случае очень уместна музыкальная аналогия. Так же 

как скрипичная струна может колебаться в разных модах; причем каждая мо

да соответствует определенному звуку. так и моды колебаний фундаментальной 

струны можно с·оnоотавить с различными известными нам ч.астиnами. Одним 

из колебательных состояний струн являетс·я гравитон - квант гравитационного 

nоля . Так 1<31< существует :всеrо один 'f~P- cw~ :tt.в~e ... fffi.CТИЦЪI во:зникают из !КО
лебаний струн, ·-ro, в результате, все ЧастйU:Ьi ес~~iвеино вклюqаются в одну 

. . (~ .. , ~ " ·~· .- ~ ~ 
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Р1ис .. 1.1. Расnад а~ {3 +'У как nроцесс взаимодействия частиц (слева) и струн (справа) 

теорию. Коrла в рамках теории струн мы обсуждаем процесс распада а -+ {3 +'У~ 
где элементарная частица а распадае11ся ка частицы {j и 'У) мы представляем себе 
о.nну струну, колеблюшуюся таким образом. что ока сшюста,мяется с частиuей а) 

и эта струна разбивается на две струны) колеблющиеся так, что они сшюставля

ются ,частицам (3 и 'У. Так как оказывается, что струны необычайно малы, nрямое 
набл10дени,е струноподобной природы частиц может оказаться затруднительным. 

Почему мы уверены, ~по теория струн ямяекя хорошей квантовой теорией 

rраiВитации? Полной уверенности до сих пор нет, но есть очень хорошее сви

аеrельство. Действительно, по-видимому, в теории струн не возникает проблем 

невычислимости ми недостатка пре.дсказуемости, возникающих при попытке 

кванrования теории Эйнш11ейна. 

Для сrоль амбициозной теории. как теория струн, очевидно, желательна 

олре.nеленная стеnень однозначности. Наличие нескольких непротиворечивых 
кандидатов на rроль теории всех взаимодействий было бы разочаровывающим 

фактом. Первым nризнаком того, что теория струн является достат.очно одно

значной, ямяется то, что в ней нет настраиваемых безразмерных параметров. 

Как отмечалось ранее, в Стандартной модели физики частиц имеется около 

двадцати параметров, которые нужно настроить~ придав им точные значения. 

На самом деле теория с настраиваемыми безразмерными параметрами не яв

ляется однозначной. Коrда nараметры nримимают разные значени-я, .получаются 

разные теории с потенциально разными предсказаииями. В теории струн имеется 
один размерный параметр - мина струны ls, .значение этоrо nараметра можно 
nриближенно nре;оссrамять себе JКа]{ тиnичный размер струн. 

Друrим интриrуюшим признаком однозначности теории струн является то, 

чrо размерность nространства-вtуемени оказывается фиксированной. Наше физи

ческое nространство-время четырехмерно, с одним временным и тремя простран

ствеиными измерениями .. В Стандарmой модели эта информация используется 
для лосчюен:ия теории, она не .вывсшится. А в теории струн число пространствен

но-!Временных измерений возникает из вычислений, их получается не четыреt 

а скорее десять. Некоторые и:з этих измерений могут быть скрыты от nрямоrо 

взrлЯl!lа, ес.ли они свернуты в nространство столь малых размеров, что ие могут 

быть :обнаружены эксnериментально при низких энерrиях. Если теория струн 
nра~ильна, должен сушествовать какой-то механизм) обеспечивающий то, что 

наблюдаемая ра:змерно.сть П[JЮСтранства~времени равна четырем. 

Отсутствие настраиваемых безразмерных nараметров - nризнак однозначно

сти теории стру-и: это означает, что теория не может быть непрерывным образом 

деформирована или изменена nyre:м изменения этих параметров. Но ведь могут 
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существовать друrиiе теории, каrорые невозможно nолучить nyreм неnрерывных 

деформаций. Так сколько же имеется теорий струн? 

Начнем с того, что имеюrея два больших nодраздела этих теорий: есть от

крытые и замкиуг.ые струны. У открытых струн есть два конца, в то время 

как у замкнутых струн конЦов нет. Можно рассматривать теории только с за
мкнуrыми струнами и теории, в которых ·есть :как замЮ!уrые, так и открытые 

струны.. Поскольку открытые струны в общем случае могуr замыкаться, образуя 

замкнуrьi·е струны, мы не рассматриваем теорий т-олько с открытыми струнами. 

Второе деление на подразделы заЮiючается в рассмотрении теорий бозонных 

струн и теорий суnерструн. Бозонные струны .ж.ивуr в 26 измерениях и все их 
колебания iПредста:вляют собой бозоны. Так как в этих теориях нет фермионов, 

теории бозонных струн нереа.тистичны. Однако они намного проше, чем тео
рии ·суперструн, и бо.mьшинство важных понятий теории струн можно объяснить 

в рамках ·бозонных ст,рун. Суnерструны живут в десятимерном nространстве-вре

мени и спе.ктр их состояний включ·ает как бозоны, так и фермионы. На самом 

деле эти два набора частиц связаны преобразованием суперсимметрии, nоэтому 

суперсимметрия яrвляется важной составной частью теории струн. Все реали

стичные модели теории струн построены из суnерс11рун. Во всех теориях струн 

гравитон возникает как колебательная мода замкнуrой струны - в теории струн 

гравитация неизбежна. 

К середине 1980-х rr; было известн·о о существовании пяти десятимерных 

теорий суnерструн. За последовавшие годы было обнаружено много внуrрен

них связей между этими теориями. Кроме того, пуrем перехода к определенному 

пределу сильной связи в рамках одной из теорий суперструн была обнаружена но

ва·я 11еория. Эта rеория одиннадцатимерна и, за неимением лучшего названия, ее 

окрестили М-теорией. Теперь стало ясно, что пять теорий cyпepcll>YH и М-теория 
являются просто ст-оронами или различными .пределами: одной единственной тео
рии! В настоящее gремя эта единственная теория остае'JiёЯ во многом загадочной. 

Похоже, что менее обещающие теории боэонных струн не связаны с nаутиной 

сулерётрунных теорий. но в будушем эта точка зрения может измениться. 

Резюмируя, мы виnим, что теория етрун яВЛJяется действительно единой 
и воз~южно единственной теорией. Это каидипат в единую физйчесКую тео

рию) ту теорию, которую Алыберт Эйнштейн стремился посТрОить сразу же после 

сОЗД'аи.ия обшей rеории относительности. Возможно, что Эйнштейн был бы удив
лен, а может быть и огорч·ен той :важной ролью. которую в теории струн играет 

квантовая механика. Но nохо.же. что теория струн является достойRым последо
вателем общей тео.рии относительности. Лочти наверняка теория струн породит 

новое nредставл.ение о лростра.нстве-времени. Особое положение квантовой ме

хани~и в теории струн не должно 'было бы удивить ПOJilя Дирака. Его работы 

по квантованию л оказывают, что он чувствовал, что из квантования классической 

физики могут возникнуть ·глубокие кванто:вь1е теории. Именно это и nроизошло 
в теории струн. Эта кнйrа детально объяснит, nочему теория струн, по .крайней 

мере, в ее простейшей форме, ~есть не что иное, как квантовая механика Юiасси

ческих релятюшстских струн. 
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С самого начала следует ·сказать, чrо до сих пор нет эксперименrаЛЬнJ1о '-
подтверждения теории струн. Чтобы получить такое подтверждение, нужно имеФG- ~ 
четкое предсказание. Такое предсказание трудно nолучить. Теория струн все еще 

находится на ранней стадии раз.вития, и не так-то просто делать предсказания 

с помощью не до конца понятной теории. Все же существует ряд интересных 

возможностей. 

Как отмечаJtlось ~выше. теория суперструн оперирует десятимерным nростран

ством-временем - одним временным и девятью пространствеиными измерени

ями. Если теория струн верна) должны ~сущестоовать дополнительные nростран

ствеиные измерения, даже если мы их до ~сих пор не наблюдали. Можно ли 

проверить сущестоование таких дополнительных измерений? Если дополнитель

ные измерения имеют размер планковской длины lp (шкала масштабов, связан
ных с четырехмерной гравитацией), они будут находиться, может быть навсегда, 

за пределами прямой регистраuии. Действительно. lp "" 10-33 см и эrо расстояние 
на мноrо порядков меньше 10-16 см- наименьшего расстояния, которое может 
б!Ьiть исследовано с nомощью ускорителей частиц. Считалось, что такой сцена
рий наиболее вероятен. Предnолаrалось, что в теории струн шкала масштабов 

l~ совnадает с Wiанковской длиной, и в этом случае дополнительные измерения 

также будут иметь Шiанковские размеры. 

Однако оказалось, что теория струн допускает существование дополнитель

ных измерений с размерамrи nорядка Qдной десятой миллиметра! Удивительно, 

что дополни11ельные измерения таких размеров могли остаться незамеченными. 

Чтобы такое случилось, длина струн l 8 должна быть порядка 1 О -ts см. Кроме того, 
наше трехмерное пространство оказывается rиnерлространс"ПJом, uогруженным 

в девятимерное пространство. Гиперnространство, или многомерная мембрана, 

наз.ывается О-браной. В теории струн эти D-браны являются реальными физиче

скими объектами. В этой ~схеме существование дополнительных измерений может 

быТiь nроверено только гравитационными экспериментами. Дополнительные из

мерения~ еСЛИ 'ОНИ достаТОЧНО маленькие; НО 'бОЛЬШИе lp, МОгут обнаружиться 
в экспериментах на ускорителях чacmu. Если доnолнительные измерения бу

дут обнаружены на ускор.ителях, то Эtt> станет сшьным свидетельством в :пользу 
теории струи. Возможно лаже неnосредствеиное набnюдение струн. Мы обсудим 
проблему дополнительных измерений в гл;аве 3. 

Поразительное nодтверждение теории сtрун может оозникнуrь в результате 

открытия космической струны. Оставшаяс·я от процессов. происходивших в раи
ней Вселенной, космическая струна может раст~rиваться от одного края иаблю
lilаемой Вселенной до другого, и может быть обнаружена благодаря гравитацион

ному линзированию или; более косвенно, пуrем обнаружения rравитационных 

волн. До сего дня н,е обнаружено никаких космических струн, однако поиски 

не исчерпали себя и продолжаются. Если космич,еская струна будет иамена; ее 

следует детально изучить, чтобы подrВ'ердить~ что ·это струна из rеории струн, 

а не другой Jщд сrруны, который мо:жет вооник:кугь в общепринятьtх теориях 

физики частиц. Мы обсуnим: проблему космических струн в главе 7. 
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Друrая возможность прове-рки теории ~связа:на с суnерсимметрией. Если мы 

будем исходить из десятимерной теории суперструн и компактифицируем шесть 

дополнительных измерений, полученная четырехмерная теория будет, в боль

шинст.ве случаев, суперсимметричной. Никаких однозначных предсказаний от
носительно конкретных де'IаЛей четырехмерной теории не возникает, но само 

наличие суперсимметрии является довольно характерным свойством. Экспери

мент.а.Jilьное обнаружение суперсимметрии на будущих ускорителях ст.анет очень 

сильным ~свидетельством того. что теория струн на верном f1У11И. 

Остамяя в стороне пре.дсказания новых явлений, следует спросить себя, 

возникает ли Стандартная модель из теории струн. Так должно быть, потому 

что предполагается, что теория струн есть единая теория всех взаимодействий, 

и поэтому она должна своди11ЬСя к Стандартной модели при достаточно низ
ких энерrиях. Хотя в теории струн хватает места для всех известных частиц и 
взаимодействий. чrо, безусловно, хорошая новость, никто еше не смог показать 

во всех деталях, как они возникаюr. В главе 21 мы изучим ряд моделей, ис
пользующих D-браны и имеющих сверхъестественное сходство с известным нам 

миром .. На самом деле в этих моделях ·Содержание частиц точно такое же, как в 
СтаНдартной моnепи (правда, частицы получаются с нулевой массой, и неясно, 
правильно ли работает придающий им массы механизм). Наш четырехмерный 

мир есть часть D-бра'нt но оказывается, что эти D-браны имеют более трех про

с1'jрансrвенных измерений. Дополнительные измерения D-бран свернугы в ком

паК'П-Iое пространство (мы узнаем далее, как предсrавлять такие конфигурации!). 

Калибровочные tбоооны и частицы материи в модели !ВОзникают из колебаний 
открытых струн, натянутых между D-бранами. Мы покажем, что концевые точки 

открытых струн должны ост.аваться прикрепленными к D-бранам. Если уrодно, 
для C'f1PY11 можно npивecrn музыкальную аналогию: точно тах же, как струны 
скрипки натянуrы между ·колками, D-браны фиксируют концевые точки откры

тых струн, наннизшие к:олебательнь1е моды которых мo;ryr представлить частицы 

Стандартной модели! 

Теория струн, так же, как 'Эйнштейновская: теория rяrотен:ия. обл:адает заrа
nочным свойством. Уравнения 'Тяrоrения Эйнштейна доnускают много космоло
гиче-ских решений. Каждое решение представляет непротиворечивую всёJiенную, 

но roлы<fi одно из них предст~ВJJstёr нашу наблюдаемую Вселенную. Не так-то 
легко о&ьяснить, чrо совершает отбор физического решения, но в :космологии это 

делается с помоwью аргументов, основанных на начальных условиях, симметрии 

и лростоrе. Чем меньше число решений, которыми обладает теория, тем более 
она предсказуема. Если множество решений характеризуется непрерывными па

раметрамм, отбор решения эквивалентен нас11р0йке значений параметров. Таким 

образом, теория, формулировка которой не требует настраиваемых параметров, 
может порождатъ настраиваемые параметры путем выбора своих решений! Оче

видно, чrо ·в теории струн набор решений (моделей с'фун) характеризуется как 
дискретными) так и непрерывными nарамеrрами. 

С учетом Э1Их замеч~яий, можно задаться вопросом: каковы возможные 
иrоrи nоиска реалист-ичной модели ·струм? Ясно., чrо дл.я воспроизв-едения Стан

дартмай модели струнная м~одель не должна иметь непрерывных nараметров: 
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такие nарамеrры требуют существования безмассовых nолей, которые не наблю

далис~ь экспериментально. Один возможный итог (наихудший) оостоит в том, 
чrо ни одна модель струн не воспроизводит Стандартную модель. Это исклю
чиJю бы теорию струн из рассмотрения. Друrой возможный итог (наилучший) 
состоит в том, что одна модель струн воспроизводит Стандартную модель. Кроме 
того, модель изображается хорошо изолированной точкой в пространстве всех 

струнных решений; таким образом, параметры Стандартной модели мoryr быть 
предсказаны. Число моделей струн может быть настолько велико, что возникнет 

странная возможность: множество моделей струн с почти одинаковыми свойства

ми •С !Извесmой точностью согласуются ·со Стандартной моделью. В этом случае 

произоЙдет поrеря предсказательной ·силы. Возможны и друrие итоги. 

Теоретики-струнники иногда утверждают, что теория струн уже привела 

по крайней мере к одному успешному предсказанию: она предсказала гравитацию! 
(Я слышал ЭП> от Джона Шварца.) В этом утверждении есть доля шутки, однако 

я полагаю~ что здесь содержитс'Я •очень важное утверждение. Теория струн -
это квантовая механика релятивистской струны. Никогда и ни в каком смысле 

rраJВитация не IВключалась .18 теорию струн извне. Удивительно, но гравитация 

возникаiет 1В теории струн. Действительно, ни одно из колебаний классической 

реля11ивистской е1руны не соответствует частице тяrотения, но мы обнаруЖива

ем 'Частицу тяготения среди квантовых колебаний релятивистской струны. Читая 

эту книrу, страниuу за сrраниuей, вы увидите в деталях. как это происходит. 

Поразител.ьное квантовое возникновение травитаuии в т.еории струн полностью 

соответствует предсказанию .. 

1 .• /t. Развитие и персnективы 

Теория струн стала очень популярной и аJ<'I!ивной областью исследований 
с момента, когда МайЮI Грин и Джон Шварц в ~ 984 .r. показа.лиt что суперструны 
не nодвержены фатальным противоречиям, разрушающим аналогичные теории 

ч.acmu в десяти измерениях. С тех по.р был лостиrнуr большой nporpecc. 
Теори.я струн nородила новый интересный взгляд на обычные теории физики 

частиц, iВ особенносm, калибровочные теории. Это те ·типы теорий, которые ис
nользуются для формулиро8ки Стамартной модели. Близкие родственники этих 

rwшбiР(>оочных тоорий .возникают на D-бранах теории струи. Начиная с главы 15, 
мы исследуем D-браны и возникающие на них теории. В главе 23 обсуждается 
nриме-чательная физичесiQUI эквивалеliтt~ост.ь некоrорой четырехмерной калиб

ровочной теории и теории замкнугой суперструны (соответствие АдС/КТЛ). Мы 
увидим; как это соответствие было использовано для объяснения гидродинами

ческих свойств кварк~rлюонной плазмы; полученной с помощью ускорителей 

тяжелых ионов при •СОfсдарении ядер золота. 

Теория Сtруи также предложма интересную стаrистичес~ интерnретацию 
Эн1JЮПИИ черной дыры. Из nионерск.их работ Якоба Бекенш11ейна и Сrивена 

Хокинrа мы знаем, что черные дыры обладают как энтропией, так и темnера-
1УJЮЙ. В статистической механиосе эти свойства возникают, если система может 
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быть постро:ен.а многими вырожп.енными сnособами, исnользуя базисные комnо

ненты:. Такая инrерпретаuия невозможна в эйнштейновской теории гравитации, 

где черные дыры либо вообще лишены составных частей, либо их очень мало. 

Однако, в теории струн можно nостроить черные дыры пугем сборки различ

ных типов D-iбран и струн.· Дrnя таких черных дыр предсказываемая энтропия 

Бекенштейна получается nоnсчетом числа способов, которыми они могут быть 
построены из ·составJIЯющих D-бран и струн. Мы обсудим это важное достиже

ние в главе 22. 
Теория струн может лонадобиться для изучения космологии Очень Ранней 

Вселенной. Она может предоставить конкретную модель инфляции - периода 

драматического .экспоненllllиального расширения, которое Вселенная, по-види

мому, испытала .в самые ранние моменты. Теория инфляции nредполагает, что 

наша Вселенная nохожа на растущий пузырь или расширяющуюся область про

странства. Пузыри продолжают все вр.емя :возникать и каждая модель могла бы 

физически реализоваться в каком-то nузыре. Инфляция не возникла бесiGонеч

но давно, так что представляется необходимым ка~ое-то начало. Глубочайшие 
заrадки Вселенной~ похоЖ:е, таятся в режиме, когда классичесiКЗЯ общая теория 

относительности действительно нарушается. Теория струн поможет нам загля

нуть в эту неведомую область. Когда-нибудь мы сумеем понять, ка~ возникла 
Вселенна-я, если это произошло, или как Вселенная могла существовавть вечно 

в прошлом, если эrо действительно было. 

·Оr.веты на такие воnросы потребуют, скорее всего, совершенного владения 

теорией струн, I<оторое лежит сейчас за пределами наших возможностей. На са

мом деле теория струн является незаконченной теорией. Пояснить это можно 

путем сравнения с те.орией Эйнштейна: уравнения общей теории относительно

сти Эйнштейна элеrантны и геометричны, они включают концептуальные основы 

теории и полностью :подготовлены к оnисанию гравитации. В теории струн ни

каки~е поnобньtе уравнения И'еи.звестны и концеnrуальная основа теории остается 
во мно:rом неизвесrной. iеория струн представляет захватываюmую область ис~ 
следований. так как еще nредстоит найти ее основные Идеи. 

Опис:ан!Ие nрирОды и фqрмулировка ·теории - вот современные вызовы тео

рии струн. Если удастся nреодолеть эти трудности, мы nолучим теорию всех вза

имодействий; nозволяющую .nредставить э&олюцию пространства-времени и раз

решить загадки 1квантово-механической Вселенной. При таких больших ставках 
физики mредпочмтают раз~вивать теорию струн, пока не будуr nолучены опреде

л~нные ответы. 



Глава 2 

Спец.иаль .. ная теория относительности 
и дополнительные измерения 

nltРи.лагате.nьное «релятивисrсюий», уnотребляемое, напр:имер, в тер·мине срелятивист
ские сrруны», ~каэывает на совместимость со специальной теорией оrноси1Гельности 

Эйнштейна. В Э1J'Ой главе мы дадим краткий обэор специальной теории относительно
сти и рассмотрим световой конус, координаты на нем и энергию. Затем мы обсудим 
идею дополнительных компакТiНых пространствеиных измерений и на nримере иэ кван

товой ~механики покажем, что если эпи измерения малы, то ~они nрактически не влияют 

на нiИэкоэнергеr~ические лрсщессы. 

2.1. Единицы измерения и параметры 
Единицы измерения - это не что иное, .как фиксированные величины, кото

рые мы используем liJJЯ 1целей отсчета. Измерение включает нахожпение безраз

.мерноrо отношения наблюда·емой величины и соответствующе~й единицы изме

ре1ния. Рассмотрим, например, определение секунды в Международной системе 

едИниц (СИ). Секунnа в СИ (с) оnределена как длительность 9192631 770 nери
одов излучения, испускаемого nри переходе между двумя уровнями сверхтонкой 

структуры в .атом.е цеэия- 1 33. Когда мы измеряем время, прошедшее между дву

:мя событиями, мы на самом деле подсчитываем свободное от единиц измерения 

безразмерiное число., которое говорит нам, сколько секунд прошло между двумя 

·событиями или какое количество периодов излучения цезия укладывается в ин~ 
тервале времени между двумя события.ми, То же самое происходит и с длиной. 

Единица длиныt называемая метр (м), оnределена в наши дни как расстояние, 
nройденное 'Светом за оnределенную долю секунды (точнее~ за 1/299 792 458 с). 
Третьей единицей является единюда .массы килограмм (кr)- масса межцународ· 
ноrо эталона, храиящеrося в Се:вре, Франция. 

Совершая размерный анализ, мы обозначаем единицы длины, времени и мас

сы как L, Т, М, ·соответственно. Эти 1ри е.шиницы называются базисными еди
ющами. Сила; например, имеет елиниuу измерения 

(2.1) 

где [ Х] обозначает единицу измерения :величины Х. Уравнение (2. J) следует 
из закона Ньютона, согласно которому сила; действующая на тело, равна произ~ 
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ведению массы тела и ero ускорения. Единицей измерения силы в СИ является 
ньютон (Н), и он равен кг· мjс2 • 

Интересно, что дЛЯ описания друrих величин не требуется дополнительных 
базисных единиц. Рассмотрим, например, электрический заряд. Нужна JiiИ новая 
единица для описания заряда? Нет, не нужна. Это легко увидеть в гауссовой 
системе единиц. В такой системе величина кулоновской силы IFI, действующей 
меЖ11у двумя зарядами q1 и q2 , разделенными расстоянием r, равна 

(2.2) 

Единицы измерения заряда выражаются через другие единицы, поскольку 
мы знаем уравнение, выражающее силу через заряды. Все ост.а.л~ьные величины 
в этом уравнении имеют известные ·единицы измерения. Гауссова единица изме
рения заряда ·есть СГСЭ-ед., и она оnределяется утверждением, что два заряда 
величиной в одну СГСЭ-ед., помещенные на расстоянии 1 см друг от друга, 
отталкиваются с силой, равной 1 дин (гауссова единица измерения силы, равная 
10-s Н). Таким образом, 

(СГСЭ-ед.)2 =дин· см2 = 10-5 Н· (10-2 м)2 = 10-9 Н· м2 • (2.3) 

Из этого уравнения CJileдyeт, что 

(2.4) 

так что. исполtЬЗуя (2.1), получаем окончательно 

[ СГСЭ-ед.] = М 112 L 312Т- 1
• (2.5) 

Таким образом СГСЭ-ед. выiJ)ажается через три базисные единицы. 
В СИ з:аряд измеряется в :кулонах (Кл). Ситуация в СИ несколько более 

запутанная. но rла.вная идея остается nрежней,. Кулон оnреде.ляе11ся в СИ как 

количество электричества, nроносимое через сечение проводника rоком в 1 амQ 
nep (А) з-а 1 с. Сам по себе амnер оnределяется как величина 'J'()ка, текущего 
по двум лроводам; на.ходящимся wa расстоянии 1 м друr or друrа, и заставля-

.. .. -7 .. .. . 
ющеrо провода действовать друr на друга с силой 2 х 1 О Н на каждый метр 

длины. В противоположност1ь СГСЭ-ед. заряда, кулон не выражается в метрах, 

килограммах и секундах. Закон Кулона в СИ имеет вид; 

rде 
1 . 9 Н· м

2 

~ = .8,99 х 10 2 • 
41ГЕо Кл 

(2.6) 

Обратите внимание на наличие множите.ля Кл - 2 в определении сrоящеrо впе
реди пос:rоянноrо :коэффициента. Так как ~аЖдый зарял. несет один множитеJiь 

Кл; .nри вычислении величины ,силм все множители Кл сокращаются. Два заря:n:а 
·величиной 1 Кл каждый, нахо.дящиеся на расстоянии 1 м друr от друга, будут 
испытывать силу 8~99 х 109 Н. Это позволяет вывести, •ёJ<ольк.о СГСЭ-ед. заряда 
содержится в ·1 Кл (задача 2.1 ). Хотя мы и не заnисьtваем кулоны через друrис 
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единицы, это nросто воnрос удобстм. Кулоны и СГСЭ-ед. связаны друг с друrом, 

а СГСЭ-ед. записываюrся через три базисные единицы. 

Когда мы говорим о параметрах теории, удобно различать размерные и без

размерные параметры . Рассмотрим, например, теорию, в которой есть три типа 

частиц с мас·сами m 1, т2 и m 3 • Можно считать, что в такой т:еории есть один 

размерный nараметр - масса m 1 nервой . частицы - и два безразмерных nара

метра m2/m1 и mз/m1. 
fЬВQJ>ят, что rеория ·струн не имеет настраиваемых параметров .. Под этим 

подразумевается, что для ее формулировки не нужны безразмерные параметры. 

Однако, в эт:ой теории есть один размерный параметр - длина струны l 8 • Эта 
длина устанавливает характерный масштаб. В начале 1970-х rr. теория струн 
бша впервые сформулiИрована для описания адронов и длина струны полагалась 

сравнимой с размером нуклона. Сейчас мы ·считаем, что теория струн является 
теорией фУifl[аментальных взаимодействий. Соответственно, мы полагаем, что 
д.nина С1руны много меньше размеров нуклона. 

2 .• 2. ·инт~ервапь~• и преобр.аэования Лоренца 

Сnециальная теория относительности основана на экспериментальном фак

те: величина скорости свет.а (с ~ 3 х 108 м/с) одинакова для всех инерциаль
ных н.аблюдаrелей. Эrот факт приводит к р~ду довольно удивительных выводов. 

Ньютоново интуитивное уrвержл.ен11е об абсолютности времеt~J.~, nонятие одно
времениости и другие nривычные нам nредставления должны быть пересмотре

ны. При сравнении координат событий два инерциальных наблюдателя, с этого 

момента называемые лоренцевекими наблюдателями, обнаруживают, что соот

ветствующие преобразования .координат смешивают пространс11во и время. 

В сnециальной теории 'ОТIJfосиrел.ьности события характеризуются значени

ями Ч'еlЪiрех координат ~ временной координаты t и трех пространствеиных 
координат (ж, у, .z). Удобно объёдинить эти четыре числа в единый комплекс 
(ct, w, У~ z), где .временная: координата умножена на ·скорость света для того; что-
бы все коом.инатьt имели размерность мины. Чтобы сделать обозначения бопее 
единообразными; переобозначим их следующим образом, иcliiOJtЬЗyJI имексы: 

. 11 ~ (,..о ,..1 2 3) ",.. (» ~'~' -.. "') 
х - w ' ... 'х 'х . = ц., <~~, llt ~ • (2.7) 

Здесь верхний индекс р. nринимает чет&Iре значения: О, 1, 2, 3. Величины хР 
называются Iiiространс:rвенно-.временными ~оординатами. 

Рассмотрим лоренцевскую систему от.счета S, в которой два события пред
ставляются ~оординатами :еР и zP +Ах11 • Рассмотрим далее вторую лоренцевскую 
систему отсчета S'. в ~оторой те же два события оnисываются координатами х'Р 
и а:'Р + lix'11 , соответственно. В общем: случае различны не только сами коор
дин.аш х11 и х'Р, но и разности координат дх11 и ~z'11 • С другой стороны, оба 
наблюдателя nридуг к единому мнению о величине инвариантного интервала 

дi. Эт<>т ИН"'"Срвал ·определяется как 

(2.8) 
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Обратите внимание на знак «минус• перед ( f1x0
)
2 в nротивоnоложность зна:ку 

«ПЛЮС~ перед пространствеиными слагаемыми (f1xi)2 (i = 1, 2, 3). В этом знаке 
заrко.дировано фундаментаrпьное различие между временной и пространствеины

ми координатами. Равенство значений интервалов записывается в виде 

или 

(2.10) 

Знак «минус» в левой части (2.8) подразумевает, что дs2 > О для времениподобных 
событий. Это такие события, для которых 

(2.11) 

История частицы ruредставляется в пространстве-времени в виде кривой, назы

ваемой мировой линией частицы. Любые два события на мировой линии частицы 

разделены времениnодобным интерва.rюм, поскольку ни одна частица не может 

двигаться быстрее света, и поэтому расстояние, nройденное светом за время, 

разделяющее события, должно быть бол~ьше, чем пространствеиное расстояние 

между этими событиями. Именно эrо и утверждает соотношение (2.11 ). Вы в мо
мент рождения и Вы же в момент, коrда читаете эти строки, представляете собой 
два различных времениnодобных события: между ними прошло много времени, 

но они разделены не оч•ень большим расстоянием. События, связанные мировой 

линией фотона, называются светоподобны.ми. Для таких пар событий дв2 = О, так 
как в этом случае выражения с двух сторон (2. J t) тождественны: ~ространствен
ное раосrояние между событиями совшtдает с расстоянием, которое прошел бы 

свет за время, разделяющее события. Два событий, Ш1й которых f1s2 < о, назы
ваюrсй пространствемоподобными. Собьtrия, которые npoизoWJiи одновременно 
в даиной лореиuевской системе отсчета, но в разных пространсrвенны.х точках 
этой с:исrемы, разделены nростраиственноnодобным интервалом. Так iКВК f1i· 
может iбыть отриuательным, ~ero нельзя заnисать как (~s)2 • ОднаJ<о для собьrrий, 
разделенных врем;е.ниnодобным интер8Мом, мы можем оnределить 

(2.12) 

Часто полезно рассматривать события., бесконечно б.лизкие друг к друrу. Малые 

разности координат нужны для определения скоростейt а также полезны в общей 

теории о.rносительности. Бесконечно малое nрирашение координат заnисывается 

как ·dxP, а соответствующий инвариантный интервал записывается как ds2
• Как 

сл~едуеr из (2.8), 

-di = -(dx0
)

2 + (dx1
)

2 + (dx2
)
2 + (dx3

)
2

• 

Равеflство ин11ервалов ~ это утверждение, что 

d$2 = d8'2. 

(2.13) 

(2.14) 
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Очень полезные обозначения возникают nри nопытке упрост-ить выражение для 

инвариаtrrа di. Введем для этоrо символы, несущие не верхние, а нижние ин
дексы. Определим 

(2.15) 

Единственным существенным изменением стало включение знака •минус» перед 

нулевой компонентой. Собирая все вместе, запишем 

.dzlJ = (dzo, .dzl, dx2, dx3) = ( -dx0
, dx1

, dz2
, dж3) . 

Теперь можно переписать ds2 с помощью dxP и dxp: 

-di = -:(dz0
)
2 + (dx1

)
2 + {dx2

)
2 + (dx3

)
2 = 

= dxodx0 + dxadx 1 + dx2dx2 + dx3dx3
• 

(2.16) 

(2.17) 

и мы видим, что знак «минус)> в (2.13) исчез. Инвариантный интервал принял вид 

з 

-ds2 = Z: dx11dx~' . (2.18) 
IJ=O 

В оставwейся части книги мы 'будем использовать соглашение суммирования 

Эйнштейна. Согласно этому соглашению, суммирование должно быть произведе

но IIO повторным индексам в отдельном слагаемом по всему множеству значений. 

Мы не рассматриваем индексы как повторные, если они возникают в разных сла

гаемых. Например, не требуется проводить суммирование в выражениях а~' + lf 
или аР= fiS, но выражение aPЬIJ неявно подразумевает суммирование. Повтор
ный индекс должен встретится один раз как нижний индекс, а другой раз -
как верхний; и не более чем кважn:ы в каждом слаrаемом. Буква, выбранная лля 
повrорноrо индекса, несущественна: так; aiSЬP = а11Ь,.,. Из-за этоrо nовторные 
индексы иногда называют немыми индеiксами! Исnользуя новое обозначение 
суммирова~ния, мы можем переnис.ать (2.18) :как 

...1~2 _ d . ..1-.Р 
-(.UI = Хра.с • (2.19) 

Так же • .как это было ~сделано в (2.12) nля конечных разностей К!оординат, мя 
времениnодобных ИNтерва.лов мы оnре.ztеля:ем величину 

ds = .Jdai, если di >О. (2.20) 

Можно та101rе заrшс.:ать интервал di, используя метрику Минкоаского 1/pv. Это 
}{(елается: с ломощью равенства 

2- . pd 11 ( .. ) -ds - q1111dx х . 2.21 

Само no себе выражение (2.21) не оnределяет метрику f/pv· Если мы допол~ 
нитепьно потребуем, чтобы fJJSII была величиной, симметричной относитмьио 
перестановки индексов. 

(2.22) 
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rorдa это уrвержд.ение совмесtно с (2.21) nолностью о~деляет метрику, на
зываемую метрикой Минковскоrо. Разумно с самою начала объявить, что fJJW 

явля,.ется симметричной величиной, так как мы сейчас покажем, что любая ан

тисимметричная составляющая должна быть равна нулю. 

Любой двухиНде~сный объект Мр., можно разложить на симметричную и ан

тисимметричную части: 

(2.23) 

Перrюе слагаемое в правой части {симметричная часть М) инвариантно относи

телыно перестановки индексов J.t и v. Второе слагаемое в правой части (анти
сим.метричная ч·астrь М) изменяет знак при перестанооке индексов J.t и v. Если 
1/p.v :имеет антисимметричную часть ~pv(= -{1111)., то ее вклад не изменяет правую 
часть (2.21 ). Это можно показать следующим образом: 

(2.24) 

На первом шаге мы исrюльзовали антисимметрию {1111 • На втором шаге мы пе

реобозначили нем.ые индексы: индекс р заменшея на индекс v и наоборот. 
На 11J)етьем шаге мы переставили месrами множители dzP и dx11

• В результате 
получилось, что ~IJIIdxP dxv равно самому себе со знаком •минус~, и поэтому 
обращается в нуль. Существование антисимметричной части 'f/p.11 бессмысленно, 

так ·что мы просто объявим, что ее нет. 

Так как по повторяющимся индексам идет суммирование, формула (2.21) 
означает, чrо 

2 00 о 1 1 о 11 
-ds = 1]oodx dx + 1Jo•dx dx + 1]юdх dx + 1J~ 1dx dx + .... (2.25) 

Сравнивая с (2.17) и исполыуя {2.22), мы ВИдим~ что 7Joo = -1, 1J11 = tJ22 = 'l]зз = 1, 
а :все остал~ные компоненты равны нулю. Можно собрать все значения в мат~ 

рнчном виде: 

-l о о о 

о о О ' 
1]pv = 

о о 1 o f . (2.26) 

() ·О о 1 

В этом в-ыражении, которое следует общепринятому отождествлению двухин

.nексньrх объе.ктов матрицам} иti.Jieкc р, лервый имекс '1/pv; нумерует строки; 

а v, второй и-идеiКС в 1J, нумерует столбцы. Метрика Мин~овскоrо может исполь
зоваться мя оnределения формализма оnусканий индексов. Перепишем формулу 
(2.15) как 

(2.27) 

Тогда, если .задано множество величии 11, всегда ~rожно оnределить Ьр. как 

(2.28) 



42 Глава 2. Специальная теория относительности и дополнительные измерения 

Если заданы объекты аР и lJP, ro можно оnределить релятивистское СЮiЛЯрное 
произведение а · Ь; 

(2.29) 

В применении к (2.19) это дает -di = dx \dx. Заметим, что аРЬр = apll. Удобно 
ввести матрицу, обратную q1111 • Если обозначить ее ,f11

, то 

-1 
о 

о 

о 

о 

1 
о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 
(2.30) 

Неnосредственной проверкой можно убедиться, что эта матрица действительно 

обратна матрице (2.26). Если рассматривать ifv как матрицу, как и 1/pv, то 
первый иНдекс нумерует строки, а второй - столбцы. В индексных обозначениях 

сJВОйство обратимости заnисываете" как 

vp ~v 
f} 'f/pp = Ор' 

r,де дель1'8-,символ Кронекера 6Z определен равенствами 

ecJIIи р = v; 

если р f= 11. 

(2.31) 

(2.32) 

Обра11иrе внимание, что ililовrоряющийся индекс р в (2.31) обеспечивает матрич
ное умножение. Дельта-сим.вол Кронекера - индексное представление единич

ной маТ1рицы. Точно так же_, как метрика с нижними индексами использ<>валась 
.для оnускания индекса_, метрика с верхними индексами используется для подня

тия индекса. Так; из (2.28) и (2.31) имеем: 
-Р#-1 . . РР ( /) (-РР ) . 11 - р 1/ LP '1 Ь:р = 'fJ t]pvb ) = .,, f}p11 Ь = 611 Ь =и . (2.33) 

Нижний индекс р, !В Ьр .поднят с помощью qPP и становится верхним ин.аек~ 
сом р. Послеnний mar в предыдущем вычислении требует небольших объяснений: 
6tb17 = 11, так как мы сумм~tруем по v, а .se обращается в нуль во всех случаях, 
кроме v = р. а в этом случае кронекерОБСкий дельта-символ равен единице. 

Лоренцевекие преобразования - это соотношения между .координатами 

в двух различных инерuиальных системах отсчета. Рассмотрим систему S и си
стему Sl, движущуюся в положительном наnравлении вдоль оси z системы ко
орд~tн:ат S со с.короотью ·11 '(рис. 2.1). Предположим, чrо координатные оси двух 
систем параллельны, а начала координат совпадают .в обший 11.ЛЯ них момент 
времени t = t' = О . Мы rооорим~ что переход от системы к системе S' есть 
буст l) вдоль папрамемня оси х с параметром скорости jЗ = v/c. 

l) В англоязычной литературе буе1ами называют tфtоора;;ования Лоренuа ВИда (2.34). - Орим. 
ред. 'flepeiJoda. 
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Y · S у' S' 

--I....,.V 

о х' 

Рис. 2.1. Две лоренцевекие систем!Ы отсчета, связан.,.ые бустом. Система S' совершает буст 
вдо.111 ь наnравления +х <еисте'Nы S с параметром буста fJ = tJ/c 

В этом случае преобразо:вание Лоренца имеет вид: 

х' = 1(х - {Зсt). 

ct' = -y(d - f3x), 

' у =у, , 
z = z, 

где лоренц-фактор 1 равен 

1 1 

-у- .ji- f32 = ~' 2. 
l-

с2 

Исполыуя индексы и меняя порядок двух первых выражений, получаем: 

z'0 = 1(х0 - {3ж1 
), 

х' 1 = 1( -/3х0 + х1 ), 
х'2 = z2, 

x'J = хз. 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

В этом nреобразовании коQрдинаты а-/ и ж3 остаются немзменнЬIМИ, они ор
тоrонмьны направле~иию буста. Обратные лоренцевекие nреобраэования дают 
знач~ения коор.11инат х, выраже.иных через коор.nииаты х' . Они легко находятся, 
если разрешить с~tстему ур-авнений (2.36) отиостельно х. В резуJI'Ьтате nолучится 
то же множество преоб.разований, только в них х и х' меняются местами, а f3 
заменяется на (- /3), что и требуется из симметрийных 'соображений. 

Координаты в nриведен·ных выше пре·обра:юваниях удовлетворяют с()()ТНо-
шению 

(2.37) 

чт-о можно nроверить nрямым вычислением. Это сооmошение ~есть просто утвер

ждение об ин~JЗриантности интервала lls2 ме:ж.ву двумя событиями: первое со
бытие предстаВлено t<оордйиатами (0, О, О, О) в обеих системах S и S', а второе 
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событие лред:.ставлено t<ООрдинатами xiJ 8 s и x'IJ 18 s'. По определению, ttреобра
:ювания Лоренца есть обратимые линейные преобразования координат, сохраняющие 

интервал (2.37). 
В общем случае мы записываем лоренцевекое преобразование как линейную 

связь 

(2.38) 

rде величины LIJ11 являются постоянными, определяющими линейное преобра
. зование. Для буста в (2.36) имеем 

'У --y{j о о 

[L] = LIJII = --y{j 1 о о 

о о l о 
(2.39) 

о о о 1 . 

При определении матрицы .L как (L] = LIJ11 мы следуем соглашению, что первый 
ИН,li1екс нумерует строки, а второй индекс нумерует столбцы. Именно по этой 

причине нижний индекс в LIJ11 записан правее ве;рхнеrо индекса. 
Коэффициенты LIJ11 подчиняются уравнению (2.37). В индексных обозначе

ниях это уравнение требует, чтобы 
а 8 'JS 111 

1Jа(ЗХ ::1.i = fJIJvX Z • (2.40) 

Используя дважды в правой части формулу (2.38), получаем: 

(2.41) 

Это уравнение эквивалентно соотношению 

kapX0~ =О, 'С ka{J :- fiJJvL11
0 L11p- fla/J· (2.42) 

Так как kapx0 xf1 = О должно выполняты;я мя всех значений координат х, 
находим: 

kа{З + k{За =О. (2.43) 

В этом можно убедиться; Эйniйсав суммы по а и /3. Так как kир на самом деле 
симмеrрично относительно n~ерестановки имексов~ из (2.43) следует kofJ = О. 
Это означает) что 

t},_.vLjJ0 Liip = f/oP· (2.44) 

Переnисав (2.44) так, чтобы формула ОТ!Вечала nравилам матричноrо умножения~ 
имеем: 

(2.45) 

Суммирование по индексу 11 nроизводится без проблем: это индекс столбца в 1JiJv 

и hмекс СТJ)(>ки в L 11p. Однако .ишекс 1J :является индексом строки в LIJ<н хотя 
этот индекс .nол.ж:ен быть индексом столбца, чтобы nросуммирова'I'.ЬСя с индексом 

строки в 1/pv. Кроме тоrо, индекс а в LP а ·является индексом столбца, в то время 
как он есть индекс строки в f1afJ. Это означает, что мы до.lilжны поменять местами 
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ст.обJЩЬr .и строки LP.a, т. е. совершить матричную операцию транспонирования. 
Поэтому формула (2.45) мо~.ет быть переnисана как матричное уравнение 

(2.46) 

Здесь 1J - матрица~ компоненты которой равны J]pv· Это симпатичное уравнение 
есть то условие, которому должна удометворять матриnа L, tпобы быть лорен
uевскием преобразованием. 

Взяв детерминант от обеих частей этого равенства, можно вывести важное 

свойство лоренцевских лреобразо:ваний. Так как детерминант произведения мат

риц равен произведению де-герминантов, запишем: 

{det Lт){det 1/)(det L) = det 1J. (2.47) 

Сокращая общий множитель det 1J, и вспоминая, чт-о операция транспонирования 
не меняет значения детерминанта матрицы, находим: 

(det L)2 = 1 => det L = ±1. (2.48) 

Можно убедиться, что det L = 1 для буста (2.39). Так как det L никогда не об
ращается в нуль, матриl.!lа L всегда обратима и, слс.довательно, вое лоренцевекие 
nреобразования являют,ся обратимыми преобразованиями. 

Множество ло,ренuевских преобразований включает бусты вдоль каждой 

из вроетранетвенных координат. Кроме того, оно включает nространственные 

повороты. В результате пространствеиного поворота координаты (х0 , х 1 , х2 , z 3
) 

преобразуются в координаты ( х'0 , х'1 , х'2 , х13), дпя которых х0 = х'0 , так как вре
мя не изменяется при повороте координат. Так как пространствеиное расстояние 

от данной точки до .начата координат сохраняется при поворо11е относительно 

начала координат, пмеем 

(2.49) 

Вместе с равенством .х0 = х10 из эroro следует. что :равенство (2.37) выполняется. 
Таким образом, пространстпениые поооротьt являются лоренцевекими nреобра

зованиями. 

Говорят, что .л.юбая совокуnиость четырех ооличин, преобразующихся под 

дейсm!Ием .:mоренцевс·ких лреобразойаний так :же, как хР, называется 4~векто~ 
ром :ил.м лоренцевекием вект-ором .. Когда мы испол,ьзуем ИJ-Шексные обозначения 

и пишем 11, мы подразумеваем, что 11 tсть 4-вектор. Беря дифференциалы ли
нейных уравнений (2.36), видим, что линеИные преобразования, связывающие 
х' с х, связывают также dx' с dx. Лозтому дифференциалы dzP определяют 
лоренцевекий вектор. В духе индексных обозначений величина; не имеющая 

свободных индексов, должна быть ·инвариантом лоренцевских преобразований, 
Величина не имеет свободных индексов, eCJiи у нее вообще нет иидексов или она 
соде)ржит только повторяющиеся индексы, например, aPЬil. 

rоворят, что 4-вектор аР времениnодобен, если а2 = а· а < О, nростран
ствеrннолодобен, если а2 > Ot и нулевой, если а2 = О. Вспоминая обсуждение 
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формулы (2.11), мы видим, что разности коордянат между времениподобными 
событиями оnределяют времениnодобнмй ве.ктор. Аналогично, разности коорди

нат между пространственноподобными событиямiИ соответствует пространствен

ноподобный вектор, а разности координат между светоподобными событиями -
нул·евой вектор. 

(!)Упражнение-разминка 2.1. Проверьте, что инвариант ds2 действительно co
xpaiOiemcя под действием преобразо8аний Лоренца (2.36). 

(!) Упражнение-рtuминка 2.2. Рассмотрим два 4-вектора аР и 1f. Запишите ло
ренцевски.е преобразования а11 ~ а'Р и ff -+ Ь'11 , аналогичные (2.36). Проверьте. 
что а~'Ь11 есть инвариант этих .преобразований 

2.3. !Координаты светового конуса 

Обсудим теперь систему координат, которая будет чрезвычайно nолезна при 

изучении теории струн, - систему координат светового конуса. Наиболее про

СТЬJМ ·образом квантование релятивистской струнь• можно осуществить, исполь

зуя координаты светового ~онуса. Существует другой подход к квантованию ре

лятивистской струны, в котором вообще не используются какие бы то ни было 

специальные координаты. Этот подход, называемый лоренц-коварианrным кван

'Jiованием, очень элегантен, но должное обсуждение потребовало бы изучения 

значительного дополншельноrо материала. В этой книге мы будем использовать 

для квантования струн координаты све11ового конуса. 

Оnределим nве :координаты светового конуса х + и х- как две независимые 
линейные комбинации временной координаты и произюльной щюстранствен

ной координаты, в качестве коrорой принnо выбирать х 1 
• Это можно записать так: 

(2.SO) 

Координаты х2 и х3 ·не иrрают никакой роли iB этом определении. В систе
ме координат свето-воrо конуса (х0,х 1 } заменяются на (ж+, х-); а две другие 
координаты оотаются неilэменными. Таким образом~ полный набор координат 
свеrооого коиуса - это (х +, ж- , х2 , а?). 

Новъrе координаты х + и х- называются .координатами ·светового конуса, так 
как связанные с ними координатные оси являются мировыми линями световых 

лучей, исnускаемых источflиком из начала координат вдоль оси х1 
• Для луча 

света, движущеrося в положительном направлении х), имеем х 1 = ct = х0 , и по
этому х- =О. По определению, линttя х- = О есть ось х+ (рис. 2.2). Для луча 
света, движущеrося в отрицательном направлении х 1 , имеем xi = ~d = -х0 , 
и поэтому~+ =О. Эrо соответствует оси ж-. Оси х± наКJiоненьt nод уrлом 45° 
по 'МНОlllению к осям х0 , х1 • 

Можем ли мы считать х + или, возможно, х- , новой временноИ координа
той? Да. На самом деле обе эти координаты моrут на равных nравах считаться 
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Рис •. 2.2. Пространственно-в[ременная диаr[рамма. на которой х 1 и х0 представляют ортоrональ· 
ные оси. Показаrны также оси .светового К·онуса x:Z: = О. Кривые со стрелками - возможные 

мировые линии физических частиц 

временной координатой, хотя ни одна из них не является временной координатой 

в привычном смысле эroro слова. Время светового конуса не совсем совпадает 

с обычным временем, Вероятно, самым знакомым сiВойством времени является 
то, что для любоrо физического движения частицы оно идет вперед. На рис. 2.2 
физичес~ое движение, начинающееся в начале координат, представлено остаю

щимися внуrри ·светового конуса криrвыми, наклон которых никогда не стано

вится меньше 45°. Для всех этих кривых, когда мы дви~емся по стрелкам, как 
х+, так и х- возрастают. Единственная тонкость заключается в том, что для 
специально выбранных световых лучей время светового конуса останавливается! 

Как мы видели выше., х+ остается постоянной мя светового луча, дви.жущегося 
в отрицательном направлении ·оси х 1 

) в том время как х- остается nооrоянной 
ЛJ1'Я cвeroooro луча, движуш,е.rося в положительном наnравлении х1 • 

Для определенностиf вмберем ·z+ временной координатой светооого конуса. 
Соо'f8е1'СТВенно, будем считат-ь х- пространствеиной координатой. Конечно, эти 

временная и пространствеиная координаты светового конуса выглядят несколько 

странно. 

Беря дифференциалы от (2.50), немедленно находим, что 

(2.51) 

Отсюда следует, Ч'fО инвариантный интервал (2.1 З), IВыраженн.ый через коорди
наты с:веrовоrо конуса (2.50), принимает вид 

(2~52) , 

Здес1ь оче1Видна симметрия в оnределениях х + и х- . Заме-rим, что при заданном .ds2 

выражения для dx + или dx- можно получmъ без извлечения квэдратноrо корня. 
Как мы увиди~ rв rnaвe 9, это очень важное свойство координат светового конуса. 
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Как nред.ста~rить формулу (2.52), исnользуя инде--ксные ·обозначения? Нам 
все еще нужны Иliдексы, пробеrающие четыре значения, но на этот раз индексы 

будуr IИМеНОВЗТIЬСЯ 

+, -, 2 .• 3. (2.53) 

Как и в ·выражении (2.21), заnишем 

-ds2 = fi,.vdzlj dx11
• (2.54) 

Здесь мы вБеJii.И метрику световоrо конуса fj, которая, как и метрика Минковскоrо, 
определена как величина, симметричная относительно перестановки индексов. 

Раскрывая это выражение и сравнивая с Qюрмулой (2.52), находим: 

- - 1 11+- = 11-+ = - ' .... .... о 

11++ = " __ = '. (2.55) 

В подпространстве ( +, -) диаюнальные элементы метрики с.ветовоrо конуса 
обращаются в нуль, а недиаrональные элементы отличны от нуля. Мы находим 

также, что метрика 'ij не смешивает подпространство ( +, -) с подпространство м 
(2, З): 

...... .-. о 
·'1+1 = '1-1 = ' 1 = 2, 3. (2.56) 

Ма1Ричное представление метрики светового конуса имеет вид 

о -1 о 

...... -1 о о о 
f/pv = 

о о 1 о 
(2.57) 

о о о 1 

Комnоненты светового конуса любого лоренцевекого вектора аР определяются 
по аналогии с (2.50)= 

(2.58) 

Скалярное nроизведение двух векторов, определенное в (2.29), может быть заnи
сано через комnоненты векторов светового конуса. На этот раз получим 

(2.59) 

Последнее равенство немедленно вытекает из суммированяя по ловторяюшимся 
ивде~сам и исполъэования (2.57). Первое равенство требует небольшоrо вычис
л:енюt. На самом дeJile достаточно nроверить, что 

(2.60) 

Это быс-тро деlli\ется ё nомощью формулы (2.58) й ан:.шоrичных вырu:ений для 
ь±. Мы мо~ем т.аюке ввести нижние индексЬI ~светового конуса. Рассмотрим 
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выражение .а· Ь = aJJ'fYJ, и разложим сумму по индексу р,, используя индексы 
светового конуса: 

а· Ь = а+ь+ + а_ь- + ·а2Ь2 + а3Ь3 • 

Сравнивая с формулой (2.59), находим, что 

а+ = -а , а_ = -а+. 

(2.61) 

(2.62) 

Когда мы опускали или поднимали нулевой индекс в лоренцевекой системе 

отсчета, мы изменяли знак выражения. В координатах светового J<оиуса при 

поднятии И.tЩlсжса первые две координаты n·ереключаются друг на друга, и, кроме 

эrого, мы ТtОЖе изменяем знак. 

Так как физика, описываемая с помошью координат светового конуса, вы

глядит непривычно, мы должны с ней освоиться. Для этого рассмотрим пример, 
в котором вычисления простьr, но результат удивителен. 

Рассмотрим частицу, движущуюся вдоль оси х 1 с nараметром скорости Р = 
= vfc. В момент .времени t = О все координаты х 1 ) х2 и х3 равны нулю. Движение 
легко оnисывается, если координаты выражаются как функции времени: 

(2.63) 

Как будуr эти же выражения выглялеть в координатах светового конуса? Так как 
х+ есть время, а х2 = ж3 =О, нужно nросто выразить х- через х+ . ПолъзуS~сь 
формулой (2.63), находим: 

В результате 

1 +,в о 
- v'2 х . 

_ х0 - х 1 (1 - {1) 0 1 - f3 
ж = == . х = х+ 

../2 V2 l+,В 

(2.64) 

(2.65) 

Так .как эта формула выражает координату светового коиуса через время светового 

конуса, то отношение 

dx= 1- f3 
d~+ = 1 + р (2.66) 

отоЖJiествляе'Гся со скоростью св,етовоr.о конуса. Не кажется ли вам, что эта 
скорость светового конуса выrляди·т несколыш странно? Для света, распростра

няющеrося направо (/Э = 1), ·Она равна нулю. Действительно, свет, распространя

ющийся направо, имеет нулевую скорость светового конуса, так как х- вообще 

не изм·еняется . Это соответствует линии J на рис. 2.3. Предположим, что у нас 
есть частица, движушаяся направо с большой обычной скоростью, так что /3 ~ 1 
(линия 2). Тогда ее скорость на световом конусе очень мала. Для того чтобы эта 
частица немного щюдвинулась в иаnрамеtши х- . 11.0-Jt:Жно nройти много време
ни светооо.го конуса. Возможно, еще интереснее то, что нело.nвижная частица 

в стаН'дарrиых координатах (линия 3) движется довольно быстро в координатах 
свеrовоrо конуСа. Когда /3 = О, частица имеет единичную скорость на с вето'~ , 
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о х• 

Рис. 2.3. Мировые ли!Нии частиц с различными tкоростями IНа ·световом конусе. Частица 1 имеет 
нуле1ву.ю Сtкорость Ct.вeroвoro конуса. Скорости !ПОследовательно увеличиваются, вnлоть до момента, 

КQГДа с;корос11'ь час-rицы 5 становится бесконечной 

конусе. К01rда параметр f3 отрицателен и раст-ет, скорость светового конуса увели
чив.аетсR: числитеJilь в формуле (2.66) больше единицы и увеличивается, в то время 
как знаменатель меньше единицы и уменьшается. При f3 = -1 (линия 5) скорость 
светового конуса бесконечна! Хотя это .вы.1rлядит странным, здесь нет никакого 

противоречия с теорией относи11ельности. Просто скорость светового конуса не

обычна. Координаты светового конуса - это такая система координат, в которой 

кинематика имеет нерелятивистский tВид, и возможны бесконечные скорости. 

Заметим, чт-о координаты светового конуса были введены как изменение коор

динат, а не как ~преобразования Лоренца. Не существует лоренuевских лреобразо
ваний, лереводящих координаты (ж0 , х 1 , х2 , ж3) в координаты (х10, х'1 , х'2, х'3) = 

( + - 2 3) = х ,х t ·ж ,х . 

Q) Упражнение-рmминиа 2.3. Убедитесь в том. что ttOёJieднee уm8ерждение пра
вильно. 

2 .• 4. Релятивистские энергия и импульс 

В частной теории оmосителыюсти существует фундаментальное соотноше

ние между массой т точечной час.тицы, ее релкmвистской энергией Е и реля

ТJИв.ясtским имnульсом р. Это С()()'i1{Ошение имеет виn: 

Е2 .... .... 2 2 
-;;r-p·p=mc. (2.67) 

РеляТtив.истсюие энергия и имnульс выражаются через массу и скорость частицы 

сле.пующими известными соотношениями: 

(2.68) 
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0 Упражнение·раэминка 2.4. Лроверьте, что приведенные выше выражения дЛJi 

энергии Е и импульса р удо6/lеmворяют соотношению (2.67). 

Как мы вскоре nокажем, энергию и импульс можно использовать мя оnре
деления 4-вектора имnульса. Этот 4-вектор имеет компоненты 

Исnол,ьзуя ива nоследних соотношения, находим: 

Формулу (2 .. 28) можно использовать для опускания индекса у 'jf: 

Из предыдущих выражений для~ и PJJ следует, что 

Е2 
..Р (р0)2 - ... - ... р pll =- + р. р = -(! + р. р, 

так что, rюльзуясь формулой (2.67), находим, что 

-.lJ 22 
1' PJJ = -т с. 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

Так как .произведение ri"Pp. не имеет свободных индексов, оно должно быть 
лоренцевекием скаляром. Действительно) все лоренцевекие наблюдатели nридуг 

к ·соrласию по поводу массь1 частиuы.. Исnользуя обозначение реля:rмвистсr«>rо 

скалярною nроизведения; можно записать выражение (2.73) в виде:. 

(2.74) 

Uентральным понятием сnециальной теории от~носиrелыюсти является .п:оняrие 
ё(Jбственног.о времени. Это ·есть лоренu-инварианrная мера времени. Рассмотрим 
дв.юкущуюс.·я часnщу и два события, случивш:иеся на ее траектории. Разнь1е 

лоренцевекие наблюдатели зафиксируют разные значения интервала времени 

между этими двумя событиями. Но представим себе, что движущаяся частица 

несет на ~себе часы. Собственное время -это время, nрошедшее между двумя 

событиями по этим часам. По определению~ оно есть инвариант: все наблюдатели 

должны прийти к согласию относител!ъно времени) ирошедшеrо по этим часам! 

Собственное время естестБенно возникает при вычислении инвариантных 
интервалов. Рассмотрим инвариантный интервал для движения частицы вдоль 

оси ·х: 

(2.75) 
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Вычислим теnерь интt.IРВМ, используя лоренцевскую систему отсчета, nривязан

ную к частице. Это сисrема, в которой частица не движется, а ~время фиксируется 

часами, которые д!Вижутся вместе с частицей. В такой системе dx = О и dt = dtp -
прошедшее собственное время. В результате, 

(2.76) 

Сокращая знаки минус и измекая квадраТНый корень(спомощьюформулы (2.20)), 
НЮI:ОДИМ 

ds = cdt,. (2.77) 

Это показывает, что для времениподобных интервалов ds/c есть интервал соб
ственного времени. Аналогично, сокрашая знаки минус и извлекая квадратный 

корень из nравой и левой ч·асrей формулы (2. 75), получаем: 

dt 1 
ds = cdtvl- [32 -+ - = -. 

.ds с 
(2.78) 

Величина ds ·есть лоренцевекий .инвариант, cro можно использовать для постро
ения новых лоренuевских векторов из СТЗ!рых. Например, 4-вектор скорости v,P 

получ.ается, если взять отношение dx14 и ds. Так как dx~ - лоренцевекий вектор, 
а ds - лоренцевекий скаляр, их отношение тоже есть лоренцевекий вектор: 

JJ _ dxP _ (d(d) dx d. у dz) 
и - с ds - с ds ' ds ' ds' ds · (2.79) 

Множитель с включен в формулу ддя того, чтобы uP имело размерность скорости. 
Компоненты и/' можно упростить, используя производную сложной функции 
и формулу (2.78). Например, 

dж dэ; dt tlz"Y 
-=--=-
ds 

Возвращаясь к i(2.79), находим: 

dt .ds с 

u,P = -у·(с, Vz, Vy, Vz) = 7(С, VJ• 

(2.80) 

(2.81) 

Сравнивая с фqрмулой (2.70), видим, что 4-вектор имnульса ·есть просто масса, 
умноженная на 4-вектор скорости: 

(2.82) 

Это nодтверждает наше прежнее предположение, что комnоненты Jf образуют 
4-векrор. Так как любой 4-вектор преоб,разуется rnpи лоренцевских преобразова
ниях .как жР, можно использовать формулу (2.36) и получить, что в результате 
буста в направлении оси х 4-вектор tf преобразуется по формулам: 

(2.83) 
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2 •. 5. Эн,ергия и импульс 

в координатах светового конуса 

Компоненты р + и р- лоренцевекого вектора импульса светового конуса 2) 

получаются с помощью правила (2.58): 

1 о 1 
р- = V].(p - р) = -Р+· (2.84) 

Какую из этих компонент следует о"Гождествить с энергией световоrо конуса? 

Наивный ответ: р +. 1В любой лоренцевекой системе отсчета и время и энергия 
являются нулевыми компонентами ·соответствующих 4-векторов. Так как время 

свеrового конуса быJIIo выбрано равным х+, отсюда можно сделать вы.вод, что 
энергия светового конуса должна быть выбрана как р +. Однако это не rодится. 
Координаты светового конуса не лреобразуются как лоренцевекие координаты, 

та.к rчто нам следует nроявлять аккуратность и детально проанализировать этот 

вопрос. Обе величины р± nодобны энергии, так как они положительны для 
физических частиц. Действительно, из (2.67) nри т # О имеем 

р0 =Е= Jg. p+m2c2 > lil ~ IP11-
c 

(2.85) 

В результате р0 ± р1 > О, и nоэтому р± > О. Хотя обе величины являются при
емлемыми кандидатами для энергии, оказывается, что физически оправданный 

выбор есrь -р+ ., что совпадает с р-. 
Прежде чем мы обоснуем этот выбор, вычислим nроизведение ррхР. В стан-

дартных координатах 

.. о 1 2 3 
р · х = рох + Р• х + Р2Х + РзХ . (2.86) 

В координатах светового конуса, используя (2.61), получим 

+ - 2 3 
р · х = Р+Х + р_х + Р2Х + рзх . (2.87) 

В стандартных координатах р0 = -Е jc умножается на время х0 • В координатах 
светового 1юнуса Р+ умно :же но на время световоrо конуса х +. nоэтому мы можем 
ожИдать; что величина Р+ равна энергии световою к:онуса, взятой со знаком 

минус. 

Почему это ·связь важна? Энерrия и время являются сопряженными вели

чинам~. Как из:веспrо :из кванто.воИ механики, оператор Гамильтона J) измеря
ет энергию и порождает эволюцию во вр-емени. Волновая функция точечной 

2) В ориrин.але автор nол~;зуется сокращениями <•имnульс свеwвоrо конуса~. •энерrия светового 
конуса» вмест.о <<ИМtrульс в координатах светового конуса• и т . .n. - llpu.м. ред. перевода. 

з) Здесь и ниже дается весьма уnрощенная 'fl)аКТовка оnератора Iамилътона и уравнения Шрё
динrера. - При.м. р;д. n.epesoдa. 
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частицы с :энергией Е и имnульсом р определяется формулой 

ф(t, Ж) = ехр (- ~ (Et - р · Ж)) . (2.88) 

Эrа волновая функция удовлетворяет уравнению Шрёдинrера 

in дФ = '! 'Ф· 
дх0 с 

(2.89) 

Аналогично, эволюция во времени световоrо конуса и энерrия светового конуса 

Е1с должны быть ·связаны уравнением 

in д'Ф = Е~с '1/J. 
.дх+ с 

(2.90) 

Чтобы найти зависимосТh волновой функции от х+, заметим, что 

ф(t, Ж)= ехр (~(р.ж0 +Р· Ж)) = ехр (~ р· ж), (2.91) 

иt используя (2.87), получим 

ф(ж) = ехр ( ~ (р+ж + + Р-Ж- + J12Ж2 + РзЖ3)) • (2.92) 

Теnерь можно вернуться к уравнению (2.90) и вычислить 

(2.93) 

Эrо rt<одтверждает наше отождествление величины { -Р+) с энергией светового 
конуса. Так как ·С необходимостью -р+ = р- , у.nобно в качестве зкерmи светового 
коиуса нс~Iоль:ювать р-, с тем, чтобы исЮtючить знак в nриведенном выше 

уравнении: 

- Etc 
р --- . 

с 
(2.94) 

Ряд физи~ов предnочитает поднимать и опускать индексы + и - . чтобы упро
стить ·выражения, ·со.nерж.ащие величины, апреnеленные на световом конусе. Хотя 

иногда это удобно, но легко может привести .к ошибкам, Если вы говорите по те

лефону с коплеrой и он произносит: « ••• р-плюс, умноженное ... », вы должны 
спросить: «Плюс вверху или плюс внизу?» В оставшейся части книги мы не бу

нем олус.катъ индекс.ы + ми -. Они всеrда будут считаться верхними и энергия 
всеrда будет 1равна р-. 

м~ожно убедиться в том, чrо отождествление,- с энерtией световоrо конуса 
~орош·о соtfласуется •с приме-ром~ рассмотренном нами для скорости светоооrо 

КiОНуса. Покажем, что часmца с маленькой скоростью светового конуса имеет 
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также малую энергию свеrового конуса. Предположим, что у нас есть частица, 

оченrь быстро движущаяся в н.аправлении +х 1 
• Как обсуждалось после выражения 

(2.66), ~ее ·скорость световоrо конуса очень мала. Так как импульс р1 очень велик, 
из уравнения (2.67) получае~: 

о Е V 1 т2с2 1 m2Cl 
р = - = (р' )2 + т2с2 = р . 1 + -- ~ р + --. . 

с (pl)2 2р 
{2.95) 

Поэтому энерrиs светового конуса Е1с = р-с, где 

- J о 1 m2c2 
р = .J2(p - р ) ~ 2J2pl . (2:96) 

Как и о:жидалось, как скорость, так и энергия свет-ового конуса уменьшаются 
1 

с ростом р. 

2.6. Лоренц-инвариантность при наличии 
v 

дополнительных иэмер~ении 

Если теор.ия струн верна, мы до.JiiЖНы принять во .внимание возможность, что 

пространство-время имеет более четырех измерений. Число временных измере

ний нужно оставить равным единице - кажется очень трудным, если вообще 

возможным., построить соrласованную теорию более чем с одним измерением 

времени. Таким образом, дополнительные измерения должны быть простран
ственнiЬiми. Может ли сушествовать лор.енцевская инвариантность в мирах бо

лее чем с тремя пространствеиными измерениями? Да.. Лоренцевекая .инвари
антность - понятi-tе, которое легК:о nопускает очень естественное обобщение 

на пространство-время с доп,олиительными пространствеиными измерениями. 

Сначала расшйрим определение инвариантного интервала ds2 , Ч'Гобы вклю
чить дополнительные пространствеиные измерения. Например, в мире с пятью 

пространствеиными измерения.ми можно записать 

(2.97) 

Лреобраэ-ования Лоренца определяются тогда как линейные преобразования ко~ 

opnirнaт, остаВ!iяющие di" инвариантным. Эrо обесnечит В'Ыrtолнение услокия, 
что каждый инерциальный наблюдатель в шестимерном пространстве-времени 

будет соглашаться со значением скорости света. Чем больше измерений, тем 

больше лоренцеrвских nреоб;разований. В то время, как в четырехмерном про

странстве·времени имеются бусты в направлениях х 1 , х2 и х3 , в новом мире 
у нас появятся бусты вдоль каждою из пяти пространствеиных .измерений. В слу

чае трех ~ространственных координат имеются три базисных пространствеиных 

вращения: те. кото:рые комбинируют х 1 и ~} t х1 и х3 и, наконе.u, х2 и а::3 • РаВ"ен
ство числа бустов и числа вращениИ есть специальное свойство четырехмерного 

простраиства~временп. В случае ш:rт:-и измерений у иас есть десять вращений, что 

вдвое больше чИсла бустов. 
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Для многомерной лоренцевекой инвариантности допустимо уменьшение ко

личества измерений: если вдоль некоторых измерений ничего специальною 

не происходит, то лоренцевекой инвариантностью оrраничивается меньшее числа 

измерений. Это ясно вы11екает из выражения (2.97). Для движения~ не включаю
щего дополнительных измерений, dx4 = dx~ =О, и выражение мя ds2 сводится 
к тому, которое используется в четырех измерениях. 

2.7. Компактные дополнительные измерения 

Дополнительные пространственные измерения могут остаться незамеченны

ми в экспериментах при низких энергиях, если они свернуты в компаJ<ТНое 4) 

пространство малого объема. В этом разделе мы попробуем понять, что такое 
компакmое измерение. Мы рассмотрим главным образом случай одного измере

ния. В разделе 2. Ю мы объясним, 111очему малые компактные измерения трудно 
каблюnать. 

Рассмотрим одномерный мир, наnример, бесконечную линию, и пусть х 

будет координатой вдоль этой линии. Для каждой точки Р, принадлежащей ли
нии, существует единствен!Ное действительное число z(P), которое называется 
~оординатой х точки Р. Хорошая координата на этой б.есконечной линии удо

влетворяет двум условиям: 

• любые две различные точки Р1 i=P2 имеют различные координаты: x(Pt) #х(Р2); 
• ~оординаты точек неnрерывны: близким точкам соответствуют почти равные 

~оо,рдинаты. 

Если на этой бес~онечной линии выбрано начало координат, то мя опре

деления координаты можно использовать расс11ояние от начала. Координата, 
nриписываемая каждой точке., есть расстояние от этой точки до начала коорди
нат~ ~оторое берется со знаком, за-висящим ·ОТ того, с какой стороны от начала 

находится точка. 

Представим, что мы живем в мире <; одним Iitространственньtм измерением. 

Предположим, что вы и.ш.ете вдоль этоrо nространственноrо измерения и заме
ч.аете странную картину: каЖдый раз; как вы проходите расстояние 21rR при 
некотором R; пейзаж вокруг повторяется. Если вы встретИ.Jilи своею друга Фила; 
то замечаете, ч11о .на расс11ояииях 211'R, 4'11' R, 61rR, ••• вдоль линии (рис. 2.4) нахо
дятся клоны 'Фила. На ·самом деле имеются и другие КJIOHЬI вдоль линии с тем же 

расстоянием друг от друга. 

Не существует сnособа отличить бесконечную ~~нию с таким странным свой
ством от окружности юuиноИ 2;r R. Де,йствительно, уrверждение, что эта странная 

линия есть о.кружностъ, обменяет удивительное свойство - в действительности, 

нет никаких .клонов Фила; вы сt~ова .и снова встречаете одного и тоrо же Фила, 
fitoк:a ходиrе tю окружности~ 

~ . 
Напомним, что М·ноrообразия (в том числе nространства) ·называются комnактными, если из вся-

кого счетного похр:ытия открытыми о.крестностями можно ешелить конечное подпокры:тие. - llpuм. 
р.ед. леревода. 
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Рис. 2.4. Одномерн,ый мир, ловторяющйся каждые 21ГR. Покаэаны несколько копий Фила 

Ка!КИМ образом это объясняется математически? Мы можем рассматривать 

окружность как открытую линию с отождествлением. Это означает, что мы объ

явля,ем, что точки ~с координат.ами, отличающимися на 27Г AR, являются одной 
и той же точкой. Более точно, две точки объямяются одной точкой, если их 

координаты отшtчаются на целое число '21r R: 

(2:98) 

Это точное, но несколько громоздкое обозначение. Без риска ошиби~ься можно 

просто за111исать 

х ~ х + 21ГR. (2.99) 

что следует ч.итатъ как; <<отождествим любые две точки, к;оординаты которых 

отличаются на 21r R». При таком отождествлении открытая линия становится 
окружностью. Отождестмение превра1'юю некомпактное измерение в компакт

ное s). Вам может rюказаться, что линия с отождествленними есть просто слож
ный сrюсоб описания окружности. Однако, мы увидим., что многие физические 

щ:юблемы становятся яснее, если рассматривать компактное измерение 11<ак pac
wиpeнJtoe иэмерен11е с ·отож.mествлени11м11. 

Интервал О~ х < 21rR естьфундаментальная областьлля отождествления (2:99) 
(рис. 2.5). Фуцааментальная область есть nодпространство всего пространства, 
у.ttомеtворяющее двум условиям: 

1) ни:какиrе две точки в нем не отождествлены; 

2) Jпоба·я точка всеrо nространства связана отождествлением с векоторой точкой 
.в фундаментальной области. 

Каждый раз, когда это возможно, фундаментал.ьная область выбирается связ

ной. Для построен.ия пространства, порождаемоrо отождествлением, мы берем 

отождествление 

/\ 
о 21rR о 

[Риt. 2.'5. и~тереал о ~ z < 211" R есть фундаментальная обла:сть ДМ1 линии 
с оtождесrмен,ием (2.99). Отождесmленное nространство есть окружнос11ь радиус·ом R 

S) Такuй Лрсщесс ·'nринято .называть компактификацией. - Прим. рtд. пере8ода. 
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фундаментальную область ~вместе с ее границей, и выполняем ()Т()ждествление 

на rранице. В нашем случае фунламентальная область вместе с границей есть 

сеrме!Нт О ~ ж ~ 21Г R. В этом ·сеrменrе мы отождествляем точку х = О с точкой 
х = 27Г R. В результате nолучаем окружность. 

Окружность радиусо-м R можно представить на двумерной моекости .как 
мноЖ:ес11во точек, на:ходящихся на расстоянии R от точки, называемой центром 
окружности. Оrметим, что полученный вь&ше центр был построен непосредствен

но, без помощи объеМJIIющеrо двумерного пространства. Для нашей окружности 

не существует где бы то ни было точки, представляющей центр окружности. Мы 

можем, ооразно выражаясь, говорить о ралиусе R окружности, но в нашем случае 
радиус есть п1росто величина, которая после умножения на 21Г дает полную длину 

окружности. 

На ·окружности координата х уже не является хорошей координатой. Эта 

координата теперь либо многозначна, л111бо раз!Ры.вна. Такая проблема возникает 

Р1ис. 2.6. Испольэоеание угла (} дл.я 

оnре,деliенrия координаты на о~ружно

tти. На'чалу отсч·ёта Q nр1иnмсыеается 
нулевой уrол: B(Q) =О. К·оорднl'.!ата 

(J ·eaetiГ.se~нo мноrоэt~~ачна 

с любой координатой на окружности. Рассмот

рим использование углов для задания коорди

нат на окружносm единичною радиуса (рис. 2.6). 
Зафиксируем точку отсчета Q на окружности, 
и пусть О обозначает центр окружности. Лю
бой точке Р на окружности мы приписыва
ем в качестве координаты угол 8{Р) = LPOQ. 
Эrот угол естественно многозначен. Наnример, 

точка отсчета Q имеет координаты 8( Q) = 0° 
и 8(Q) = 360°. Если мы потребуем, чтобы углы 
были однозначными, оrраничившись, напри

мер" интервалом 09 ~ 8 < 360°, тогда они ста
новятся разрывными. Действительно, две близ

кие точки Q и Q' имеют в этом случае совер~ 
шенно разные уrлы: tJ(Q) =О, в то uремя как 
8(Q') rv 3606

• С мноrозиачными координатами 
легче работать, ·чем с разрывными. 

&ли имее11ся мир ·С несколькими открытыми измерениями, вы можете nри~ 
мениТh отожлестмеt-~ие (2.99) к одному измерению, ничего не делая с осталь~ 
и~ыми. Измерение, оniИсываемое координатой х, nреврашается в окружность, 

а другие измерения остаются отlфытыми. Конечно, можно сделать комnактными 

и нtскольk'о измерений. !Рассмотрим, например, nлоскость (х, у), подчиненную 
двум отож.~естuениям: 

ж ~ х + 21r R, у ~ у + 21r R. (2.100) 

Возможно, nри записи О'Юждествлений яснее nоказывать одн•овременно обе ко

qрдинаты. Тоrда два о·rождествления заnисываются как 

(х, у)::: {х + 21rR, у), 

(х, .!/) ~ (х, у+ 211' R). 

{2.101} 

(2.102) 
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Рис •. 2. 7. ffiвадратная область на tnлоскости с отождествления ми, указанными nунктирны!Ми ли
ниям rи и стрел1Ками. Ре.эулrьтирующей nоверхностью является щр. Отождествление вертикальных 
лини rй приводит rк цмлиндру, изображенному справа от квадратной области. Для nолучения тора 

следует склеить края расллющенного цилиндра так, как rnоказаrно внизу 

Первое оrождествление предполагает, чrо мы можем ограничиться инт.ерваJilом 

О~ х < 21rR, а второе отожлестмение предnолагает, что мы можем ограничиться 
инrо.рвалом О ~ у < 21ГR. Таким образом, фундаментальная область представля
ет собой квадратную область О~ Х; у < 21ГR, как показ-ано на рис. 2.7. Чтобы 
построить пространство., определяемое ОТОЖll'естмениями, мы берем фундамен

тальную область вместе с ее rраниuей, образуя полный квадрат О ~ ж ~ 211' R, 
и ·осушсствляем отождествления на границе. Вертикальные края отождествляют
ся, так как они соответствуют точкам вида r(O, у) и (21ГR~ у), которые отоЖll.еств
ляются: по формуле (2.101). Горизонтальные края отожп:естмяются, так как они 
соо1'i8етствуют rоqкам вида (х, О) и (х, 21rR), которые отождествляются по форму
ле (2.102). Результирующее пространство называется двумерным тором. Можно 
изобразить тор, .взяв фундаменrальttую область (с ero rраницей) и склёив вер
тикальны,е края, как того требует ·их отождест~шение. В результате получится 

цилиндр, как эrо л оказано вверху ·справа на рис. 2. 7 (склеенный шов показан 
пунктиром). Однако в этом цилиндре нижняя окружность и верхняя окружность 
таюк~е должны быть склеены, так как они представляют не что иное, каrк горизон

тальные края фундам,ентальной области. Чrобы сделать это с помощью бумаги, 

следует расплющить цилиндр '" затем с:катат:ь его, чтобы сЮiеитъ окружности. 
Результат выrля.щит как сплющенный бублик. Имея в раслоряжен:ии кусок rиб
коrо садоооrо IШlaнra, вы можете просто оrожnествить два конца эroro шланга, 

nолучив в результате знакомую картину тора. 
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Мы видели., как компакmфицировать координаты, используя отождеств

Jilение. Некоторые компактные пространства строятся иначе. Однако в теории 

струн особенно легко работать с компактными пространствами, возникающими 

из отождествлений. Во всей книrе мы будем :конuентрировать внимание именно 
на ·таких пространствах. 

Q) Упражнение-розминко 2.5. Рассмотрите плоскость (х, у) с отождествлениями 

(х. у)~ (х + 21ГR. у+ 21ГR). (2.103) 

Каково результирующее пространство? Указание: наиболее ясно пространство 
предстаВflЯеmся с помощью .фундаментальной области, для которой прямая 

линия z + у = О явдяется границей. 

2.8. Орбифопды 
Иногда отоЖllеств.ления содержат фиксированные (или неподвижные) точки, 

т. е. точки, переходящие в себя при от-ождествлении. Например, рассмотрим дей
ствительную прямую. nарамеТI))изованную координатой х и подвергнутую отож

дествлению х ~ -х. Точка .х =О есть единственная фиксированная точка отож

дествления. Фундаментальная область моЖ!ет быть выбрана как полуnрямая х ~ О 

(рис. 2.8). Заметим, что rраничная точка z - О должна быть включена в фун
даменrальную область. Полученное таким отождествлением пространство есть, 

на самом деле, фундаментальная область z ~ О. Это простейший nример орбифол
да, пространства, полученного отожлестВJilениями с фиксированными точками. 

В фиксиtРОванных точках орбифолд синrулярен. В то время как полупрямая х ~ О 

представляет ·Собой привычное одномерное мноrобразие для х > О, окрестность 
точки х =О не относитс·я к типичным. Та~ой орбифолд называется IR1/Z2 ор
бифолдом. Зnесь !R1 

- (о.nномерная) веИствительная прямая, а Z2 описывает 
основное свойство оrождестмения:. когда оно рассматривается как преобразова

и:ие ж~ -х: если nрименить его дважды, ·оно возвращает ис~одную координату. 

Некоторые двумерные юонусы мoryr быть получены как орбифолдьi. Начнем 

с f'i.Лоскости (х, у) и от.ождествим каждую ее точку с образом. лоJГученным вра
щением вокруr .начала координат на ytrOл 21Г/N) где N ~ 2 - целое число. Проще 
всеrо описать это отождествление; используя комплексные числа z ~ х + iy: 

(2.104) 

Это отождествление действует как оЖИдалось: умножение любого комплексною 

числа на фазу eia (а действительно) поворачiивае! компл~ексное число на угол а. 

о х 
-----------------------1 ... 

о 

Рiис. 2.8. 'Отождествление х ~ -z на дейttвиtеnьной nрямой 
nриводит к nолуnря.мой. Это IR1/Z2 орбифолд 
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Рис. 2.9. Фундамент.альная область для отождепвления z ~ e2
1ri/N z отмечена серым. 

После отождесrвlilения !МЫ nолучаем конус- Cf'llN орбифопд 

nолучаеТ(;Я оrождествлен•r'е типа ZN: nреобразование z ~ e2тri/N z nосле N -крат
ного применения ооз:вращает точку в исходное положение. Точка должна быть 

отождествлена со всеми N - 1 образами, полученными повторяющимися дей
ствиями nреобразования. Единственная фиксированная точка иреобразования 
ZN -это начало координат z =О. Как будет объяснено nозже, точки z фунда
ментальной области отождествления (2.104) удовлетворяют ограничению 

21r 
О~ arg (z) < N. (2.105) 

Здесь мы напомним; что число z = rei8 с действительными r и(} имеет arg(z) =0. 
Фундаментальная область nока:зана на рис. 2.9. На nравом рисунке виден конус, 
nолученный сЮiеиванием лучей arg(z) =О и arg (z) = 21Г/N с помошью отож
дествления (2.104). Результирующий конус называется С/Zн орбифолдом, rде 
С означает комплексную (исходную двумерную) москость. Конус синrуляреN 
в верш·ине z = О в том см'ысле, что здесь сконцентриро·вана кривизна. 

Объясним. почему обласrь, определенная формулой (2.105), является фун
п.аментальной областью, Действуя многократно на область nреобразованием z ~ 
e21fi/N z, мы находим N- l ·образов, которые вместе с самой областью неnрерывно 
nокрывают всю комnлексную nлоскость. Так как к:аж.цая точка в области имеет 
точно .N- 1 копий., nричем все они находятся вне этой области, то никакие две 
точки из области не отождестВJilяются. Любая точка С, не находящаяся в области, 

полжна л~ежать в одной из N - 1 копий~ и nоэтому имеет прообраз в области. 
Заметим, что наше доказательство использовало тот факт~ что N - целое число; 

например, если N иррационально, любая точка имела бы бесконечное число об
разов . . РассмОТрени·ое оrожлесiмение приводит только к таким конусам~ мя ко
торых .nолньiй угол развертки nри вершиие ра:веiН 21Г, деленному на целое число. 

Существуют. конусы 'И с друmми углами, но они не получаются как о,рбифомы. 
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Случай, коrда N заменяется на рациональное чиСJiо, исследуется в задаче 2.7. 
Дополнительные nримеры орбифо;щов рассмотрены в задачах 2.5, 2.6 и 2.10. 

Физика ·в пространсmах с харакrернмми синrулярностями обычно сложна 
и иногда даже не самосогласована. Орбифолды - это пространства с прослежи

ваемыми синrулярностями, по крайней мере, пока рассматриваются струны. Как 
будет видно в Главе 13, физика квантовых струн на орбифолде полностью реrу
пярна, т.ак как орбифолл возникает из отождесталений, применеиных к несингу
лярному пространству, .в котором квантовая струна проста. Струны на орбифолде 

наследуют эту простоту. 

2.9. Квантовая механика и потенциальная яма 

Постоянная Планка h впервые .возниКJ[а IКак ~онстанта прсшорциональности, 
связывающая энергию Е с круговой частотой w фотона: 

Е= fiы. (2.106) 

Так как размерность w равна т- 1 
• размерность 1i есть произведение энергии 

на :время. Размерность энергии равна М L2T-2 , поэтому 

[Л]= (энергия) х (время)= ML2T- 1
• (2.107) 

Значение ЛОСТОЯННОIЙ Планка равно li ~ 1,055 х ю-27 эрr. с. 
Постоянная Планка h вознихает в основных коммутационных соотношени

ях кванrовой м~еханики. Шрёдинrеровские ·Операторы координаты и имnульса 

удовлетворяют соотношению 

![:t, р] = ili. (2.108) 

Если у нас имеется н·есколько .прос:rрансrвенных измерений, то комм)>ТаU.ионные 

с·оотношения имеют вид 

[ i J . -· z, Pi = .мi, 

где дельта~символ ~ронекера опредеш~н пк же, ка:к в (2.32): 

. { 1, 5j = 
О; 

~если t = 1; 

~если i # j. 

(2.109) 

(2.110) 

В трех пространствеиных измерениях индексы i и j nробеrают знач·ения от 1 до 3. 
Обобщение кваиrовой механики на случай большего числа измерений делается 

непосредственно. При d пJ)ОСТJ)анственньrх измерениях индексы в (2.109) просто 
прйнимаюr d возможных значений. 

Чтобы подготовить nочву д;11я анализа малого дополнительного измерения, 
рассмотрим стандартную квантово-механическую задаttу. Рассмотрим стационар-
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Рис. 2.10. (лева: одномерный mоr<енщиал в виде ямы со стенками бесконечной высоты; частица 
живет на ОТ[резке. Справа: в моекости (х, у) част!Ица должrна ·остается внутри инте1рвала О< ж< а, 

на1nравление у отождествляется как у:::: у+ 21ГR; частица живет на цилиндре 

ноеуравнение Шрёдинrера 

для ощюмерноrо потенциала в виде ямы бесконечной высоты: 

V'(x) = { 
ot 
оо, 

если х Е (О, а); 

если х g (0, а). 

(2.111) 

(2.112) 

Из бесконечности потенциала в точках х ~ (0, а) следует, что ф(х) =О. В част
НОС11И vp(O) = ф(а) =О. Мы иолучаем квант-овую механику частицы, живущей 
на ()ftlрёзке (рис. 2.10). 

Когда ж Е (О, a)t уравнение Шрёдин.rера принимает вид 

п2 d2w 
-2m dx2 = Еф, (2.113) 

Решения уравнения (2.113)~ согласованные с rранйчными условиями~ имеют вИд 

fi (.· k1r:t) 
1/Jk(X) = v; sin а , k = 1' 2, ... ' 00. (2.114) 

Знач·ение k = о заmрещено, taK как в этом селучае волновая функция обращается 

в куль везде. Подставив решение в ура·внение (2.113) и nродифференцировав его, 
видим, чrо энерrия Ek состояния 'Ф• равна 

п.2 ( .k1Г )2 
Е~;=--. 

2m а 
(2.115) 
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2.10. Потенrциапьная яма 

с дополнительным измерением 

Добавим теперь доnОJ!lнительное измерение к проблеме потенциальной ямы 

(не подразумевается никакого каламбура!). В дополнение к х вЮiючим измере
ние у, •ю·юрое свернуrо в маленькую окружность радиуса R. Иными словами, 
совершаем отождес118Ление 

(х, :У)~ (х, у+ 21rR). (2.116) 

Исходное измерение х не изменилось (см. рис. 2.10). Так как направление у 
превратилось в оюру:жность длиной 211" R, nространство, rв котором движется ча

стица, теперь представляет собой цилиндр. Этот шшиндр имеет высоту а и ллину 

окружности 21rR. Потенuиал V(x, у) продолжаетопреnеляться формулой (2.112) 
и не зависит от у. 

Мы увидим, что до тех пор, пока R мало. и мы рассматриваем только низкие 
энергии, квантовая механика частиuы на отрезке очень похожа на квантовую 

механику частиuы на uилиндре. Единственным масштабом длины в исходной 

проблеме ямяеrся paЗ'i\tep отрезка а, так как малые R означают R «: а. 
В двух измерениях уравнение Шрёдингера (2.11 1) принимает вид 

(2.117) 

Чтобы решить это уравнеНiие, воспользуемся методом разделения nеременных. 

Положим 1/J(x, у)= ф(х)ф(у), тогда ура~внение можно записать как 

/i2 1 d2ф($) /i2 1 ,d2ф(у) 
---- --- =Е. 

2m "(х) dx2 2m ф(у) dy2 -
(2.118) 

Зависящие от х и у слагаемые в этом уравнении должны по отдельности быть 

~онстантами, так что решения имеют вид 'Фk.z(x, у) = 1/Jk(x)Фt(y). rде 

. (k1ГХ) ·Фk{х) = с* sin 7 , {2.119) 

. . ('У) .. (ly) Фt{У) = а1 stn R + Ь1 cos R . (2.120) 

ФиэиЮI вдоль измерения х остается неизменной, так как :волновая функция 
должна все равно обращаться в нуль на коншiх сеrмента. Поэтому (2.119) при~ 
нимзет ту же форму., что и (2.114), и k = 1, 2) •••• Граничное условие для ф1(у) 
возник:аrет i8 результате оrождест:мения у ~ у + 21ГR. Так .как у и у + 27Г R .яв
ляются !Координатами, nредстамяющими одну и 1ГУ же точку, волновая функция 

д:откна nринимать одно и то же знач,ение при данных аргументах: 

ф,(у) = Фt(У + 21ГR). {2.121) 

В противоположность 'Фk(х), функция Фi(У) не должна обращаться в нульдлялю
бого у. В результате общее периодическое решение, вьшисанное в области (2.116)) 
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включает как синусы, так и косинусы. Наличие косинусов разрешает ненулевое 

nостоянное решение: при l = О получаем Фо(У) = Ьо. Эrо решение есть ключ 
к пониманию того, nочему малое доnолнительное измерение не слишком сильно 

меняет физику низ.ких энергий. 

Собственные значения Ek·.l имеют вид 

;,,2 l[(k1r)2 ( l )2] E~c.t=2m l а+ R . (2.122) 

Эти энергии ~оответствуют дважды вырожденным состояflйям при l ;/= О, так 
как в этом случае (2.'120) ~содержит два линейно независимых решения. Допол
нительное измерение резко меняет cneiCI]>. Однако, мы увидим, что если R «: а, 
тогда низколежащая часть ~спеК"f])а не изменяется. Остальной спектр изменяется, 
но Э'fИ изменения несущественны при .низких энергиях. 

Так как разрешено значение l =О, уровни энергии Ek.o совпадают со ста
рыми уровнями энергии Е~с! Новая система содержит все уровни энергии старой 

сисrемы. Но она включает также доnолнительные уровни энергии. Чему равен 

наинизшяй новый уровень энергии? Чтобы минимизироватъ энергию, каждое 

из слагаемых в (2.122) должно быть как можно меньше. Минимум достигается 
п1ри k = 1, так как k = О не разрешено, и l = J , так как l = О дает спрые уровни. 
Наннизший новый уровень энергии равен · 

(2.123) 

Если R « а, второе слаrаемое много больше первого, и 

fi2 ( 1 )
2 

Е rv - = 1
'
1 2m R · (2.124) 

Эrа .энергия сравнима ~с эн.ерrней уровня k собственного 'Состояния исходной 

задачи (см. (2.115))t .когда 
k1r l 1 а 
- rv- => k rv:; R' 
а R ,. 

(2.125) 

Так как R много меньше; ч·ем а, ч.ис.ло k очен.ь большое. Таким образом; пер

БЬJй новый энер.rетический уровею> возникает nри энергии, много большей; чем 

энергии низколежащих исходных с~Qстояний,. Поэтому мы приходим к выводу~ 

Ч1Го допОhнительное измерение может ·оставаться СiКрытым от экспериментов при 

определетнном уровне энергий, до тех пор, пока измерение досrа.точно мало. Как 
только зондирующие энергии ст.ановятся достаточно большими, явления, обу

словле.нные доnолнительным измерением, могут наблюдаться. 

Любопытно, что кванто:ва:я механика струны вводит новые эффекты. Для 

дополни1'ельного измерения~ которое много меньше, чем }'Ж!е являющаяся малой 

длина ·струны l 8 , моrут возникнуть новые низ1юлежащие состояния! Они соот
ветствуют струнам, которые обматываются вокруг доnолнительного измерения. 

Такие состояния не имеют аналоrа в квантовой механике точечной частицы, 
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и МJЫ изучим их nодробнее в rлаве 17. В теории струн остается верным вывод, 
что иэ малоrо дополнительного измерения не возникают новые состояния с ма

лой энергией, но при доnолнительном условии, что измерение не должно быть 
существенно меньше, чем l 8 • Как мы узнаем в главе 17, в теории струн эффек
ты ·компактного измерения, имеющею радиус меньше, чем l 6 , нельзя отличить 

от от таких же эффектов другого комnактного измерения р.адиусом больше l 3 • 

з.адачи 

• Зада11а 2.1. Упражнения с единицами иэмереrни rй 

(а) Най.dите ·соотношение ме:жду кулоном (Кл) и СГСЭ-единицей заряда. 
(б) Объясните смысл единицы К (rрав.ус Кельвина), используемой для измерения 

температуры, и объясни-rе ее связь с базовыми единицами длины, массы 

и времени. 

(в) Постройте и оцените безразмерное число, исnользуя заряд электрона е (оnре
деленный в гауссовой системе единиц} и nосrоянные 1i и с. (В сисrеме еди
ниц Хевисайда-Лоренца кв.адрат заряда е2 в гауссовой системе заменяется 
на e2/41r.) 

• Зада11а 2.2. IПpeoбpaJoaattиR Лоренца дпя координат световоrо конуса 

Рассмотрите координаты zP = (z0, z 1, :i, z 3) и связанные с ними координаты 
светового конуса (х+, х-, х2 , х3). Запишите следующие nреобразования Лоренца, 
выразив их через координаты светового конуса: 

(а) буст с параметром ·с~орости {3 в направлении х:1 ; 
{б) вращение на угол IJ мос1юсти (z1 

t х2); 
(в) 6уст с nараметром скорости .fj в направлении х3 

• 

._ Задача 2 .. 3. 11оренцевскме nрео6раэованм11, проиэводные и квантовые операторы 

(а) Заnишите лоренцевекие nреобразования для комnонент вектора ар под дей

ствием буста :вдоль оси х 1 . 

(б) Покажите, что величины дjlJxP преобразуются под действием ~буста вдоль 

оси х 1 так же, как рассмотренный в n. (а) 4-вектор ·ар. Это служит лод
твер,ждением того; что в данном конкретном случае частные производные 

по координатам с верхними индексами хР ведут себя как 4~вектор с нижни~ 
м.и индексами. Поэтому часто эти nро.иэводные записывают в виде др. 

(Iв) Покажите., что в квантовой механйkt выражении мя 4-вектора энергии
импульса через производные может быть записано в виде 

h д 

Рр = i дхР· 

• Задача 2-.4. Jlоренqевские преобраэования как матрицы 

Матрица L, удовлетюряющая (2.46), явля~ется ~преобразова:нием Лоренца. Пока
жиrе следующее: 
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·(а) если L1 !И L2 - лорен:це·вские преобразования, то и L 1L 2 - лоренцевекое 

преобраэование; 

(б) если L - лоренцевекое преобразование, то и L -l - лоренцевс~<:ое преобра
зование; 

{в) если L - лоренцевекое nреобразование, то и Lт - лоренцевекое преобра
:Jование. 

• ЗадачD 2.5. Построе1Ни·е простых орбифопдов 

(а) Рассмотрим окружность 8 1
, n~дставленную как дейст&ительная nрямая с 

отождествлением х ~ х + 2, Выберем в каче·ст!Ве фундаментальной области 

-1 < х ~ 1 . Окружность есть пространство -1 ~ х ~ 1 с отождествленными 
точками х = ± 1. Орбифолд 8 1 /Z2 определяется наложением Z2 -отождеств
ления х ~ -х. Опишите действие этого отождествления на окружность. 
Пока.жите, ·что на окружности существуют две точки, которые остаются фик

сированными ПОД действием z2. Найлиrе фундаментальную область дЛЯ двух 

отождествлений. Опишите простыми •СЛОвами орбифо;щ S1/Z2. 

{6) Рассмотрим тор Т2 , представленный ка!К плоскость (х, у) с оrождествлени
ями х ~ х + 2 и у ~ у + 2. Выберите в качестве фундаментальной области 
-1 < х, у ~ l. Орбифолд Т2 /Z2 определяется нало*ением Z2 -отождеств
ления (х, у) ~ (-х, -у). Докажите, что существуют четыре точки на торе, 
остающиеся фиксированными при Z2 преобразовании. Покажите, ·что орби

фоJщ T2/Z2 топологически есть двумерная сфера, естественно представимая 
как прямоуrольная н,аволQчка со сшитыми краями. 

• JадачD 2.6. !Построение орбифо11да Т2 /Zз 
Рассмотрим комnлексную плоскость z = ж + iy, лодверrнуrую следующим двум 
оrожд:естмениям: 

z ~ T1(z) = z + 1, и z ~ T2(z) = z +ei1f13
• 

(а) Фундаментальной областью с ·ее границей является nаразшелоrрам, три вер

шины которого находятся в точках z = О, z = 1 и z = itr 13 • Где находится 
четвертая вершина? Сделайте рисунок и укажите отождествления на rранице. 

Получившееся пространство есть косой тор. 

(б) Рассмотрим теnерь дополпиmелJJное ;отождествленwе Z3 

z ~ R(z) = e2
"i13z. 

Чтобь1 понять, как это оrождестмеиие действует на косой тор, нарисуйте 
короткую диаrональ, ра·зделяющую тор на два равносторонних треуrольника. 

Тщательно опишите действие Z3 на каждый из двух треугольников (напом

ним, что за действием R может следовать Произвольное действие с т.' т2 
и их обратными). 

(в) Определите три фиксированные ·юч~ки 011ождествления Zз на торе. Покажите1 
что орбифолд Т2 J'llз ·т<1nологически является двумерной сферой, ~естественно 
предст.авляемой как треугольная подушка со сшитыми сторонами и уrлам:и 

в фиксированных ·точках. 
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~ Зада'lа 2. 7. &оп ее общ. конструкция конусов 

Рассмотрим IJ1ЛОСкость (х, у) и комплексную координату z = х + iy. Мы видели, 
что отождествление z "' e2wi/N z с целым N может быть исnользОвано пля по
строения конуса. 

Исследуем теnерь отождествление 

Z .~ .e21fi M/N z, 

rде N > М ~ 2 - взаиJМно простые целые числа (их наибольший общий делитель 
равен единице). Может показаться, что фундаментальная область обеспечивается 
rочками z. лля которых О ~ arg (z) < 21r М 1 N. Поиrрайте теперь с малыми зна
чениями М и N, чтобы убедиться., что это неверно. НаЙдите фундаментальную 

область для отождесmления. [Указание: исnользуйте следующий результат. Если 
заданы два взаимно простых целых числа а и .ь, то С)'Ществуют целые числа т 

и n такие, что ma+.nb = 1. Найти т и ·n не так-то nросто, если не использовать 
алюритм Евклида. Попробуй-ге найти, например, целые числа т и n, удовлетво
ряющие уравнению 187m + 35n = 1.) 

~ Задача 2.8. IПростраиственно-:временные диаrраммы и nреобразования Лоренца 

Рассмотрите пространствеино-временную диаrрамму, на которой оси х0 и х 1 

лоренцевекой системы S представлены вертикальной и rори:зонтальной осями, 
соответственно. Покажите, чт.о оси z10 и х'1 лоренцевекой системы S', связан
ной с S формулами (2.36), возникают в исходной пространствеино-временной 
диаrрамiМе как наклонные оси. Найдите утол между этими осями. Покажите 
по.щюбно, как возникают оси при /3 > О и /3 < О, указав в каждом случае на
правления возрастания значений коо,рдинат. 

~ Задача 2.9.. Cвeronqдofiнu ,комnактификациJI 

ОrоЖдесrмение х ~ :~: + 2trR есть уrверждение. что числовая ~ось с координа
той :t бы.ла компактифищирована в окружность радиусом R. В этом ото:жлеств
лений временное из-мерение оставалось неnрйкосновенньtм. Рассмотрим теперь 
с-транную «светоnодооНую» компаrсrификацию, nри которой мы отождествляем 
события, црос1ранстве:нные и временные координаты которых связаны соотно= 

mениями 

( х) "-J ( ::r; ). 2 ( R) 
ct: - ct · + 1r -R · . (t) 

(а) П·ерепишите это оюждесТiвление, используя координаты световоrо конуса. 

(б) Рассмотри-ге координаты (ct;1 х'), связанные с (ct, х) бустом с nараметром 
скорости /3. Выразите отоЖдествление через шwихованные координаты. 
Чтобы физически интерпретмровать соотпошение ( 1), рассмотрите семейство 
отож.n.ествлений 

(2) 

rде Ra есть мина, которая в конце коi-щов будет приравнена нулю, п тоrда 
(2) сведется к (1). 



Задачи 69 -------------------------------------------------- . 

(в) Пок.ажи11е, что существует полученная бустом система отсчета S', в кото
рой отождестмение (2) становится стандартным отождесrВJJJением (т. е. nро
странствеиная координата отождествляется, а временная координата- нет). 
Найдите параметр сК:оросrи S' по отношению к S и радиус К:омпактифика
uии в ·этой лоренцевекой ··системе S'. 

{г) Представьте ваш ответ к п. (в) на пространствеино-временной диаграмме. 
~кажите две точки, связанные отождествлением (2), и пространствеиную 
и временную оси лоренцевекой системы S' 1 в ~оторой компактификация 
стандартна. 

(д) Заполните пус'Гые места в следующем преД/Iожении: светаподобная ком
nакrификация радиусом R возникает путем лоренцевекого преобразования 
стандартной комnактификации радиуса ... с лоренц-фактором 'У "' R/ ... 
в пределе, когда ... -+О . 

...,. 3aiJaч.a 2.10. Пространственно-вре,менной орбифопд в двух иэмере!Ниях 

Рассмотрим двумерный мир с координатами х0 и ж1 • Буст с параметром сК:оро
сти {З вдоль оси z 1 описывается двумя nервыми уравнениями в (2.36). Мы хотим 
nонять структуру двумерною nространства, возникающего после оrо.ждест.вления 

(1) 

Мы отождествляем пространствеино-временные точки, координаты которых свя

заны бустом! 

{а) Используйте результат задачи 2.2, n. (а), чтобы переписать ( 1) как 

(x+,ж-)~(e-~z+,e~z-), где e~=~m. (2) 

Ка~ова область изменения~? Что является фиксираминой точкой ·Орбифол~ 
да? Пред.-rtоложите, что /3 > О и следовательно А > О. 

(б) Нарисуйте nространственно~временную диаграмму; укажите оси х+ и х , 
и нарисуйте оемейство :кривых 

(3) 

где .а> О- действительная константа, которая помечает различные кривые. 
Укажите,~ какие кривые соответствуют малым а; а :какие - iбольшим. Для 

каж.дого а уравнение (3) описывает две несвязные кривые. Покажите, что 
отождествление (2) связывает точки обеих кривых. 

{в) ИспоJl'ьзуйте выражение -ds2 = -2dx+x- для интервала, чтобы nокаэать, 
что любая кривая, оrшсываемая уравнением (3), просrранственноподобна. 

(г) Рассмотрите tКривые х+ х- = а2 для не.которого фиксированного а. Оrож
дествление (2) переводит каждую из этих кривых в окружность. Найдите ин~ 
в-ариантную мину этой окр-ужности~ интегрируя nодходящий корень из ds2 

между двумя сосе.дними отождествленными точками. Сформулируйте ваш 

ОТJJеТ, выразив его чере·э а и Л. Om1em: V2aA. 
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Грубо rовор.я, пока время идет ,от минус бесконечности к ruнoc бесконечно

сти, nараметр а меняется от бесконечности до нуля и затем обратно устремляется 

к бесконечности. Такой орбифолд представляет вселеннуюt 111ространством ко

rорой является окружность. Окружность вначале большая, заrем она сжимается 
до нyJJieвoro размера, после чего расширяется снова. У этого орбифолда только 

один недостаток: кривые х + х- = -а2 на самом деле являются замкнугыми вре
мениподобныеми окружностями. 

~ 3одочо 2.11. Доnопиитепьное измерение и статистическая механика 

Запишите двойную сумму, представляющую функцию распределения Z(a, R) ста
тистической механики для квантово-механической системы б), рассмотренной в 
разделе 2.1·0. Обратите внимание, чrо Z(a, R) факторизуется: Z(a,R) = Z(a)Z(R). 

(а) Вычислите явно функцию Z(a. R) в пределе очень высокой темпераrуры 
(fj = ljkT ~ О). Докажите. что эта функuия расnределения совладает с функ
цией распределения частицы в двумерном ящике со сторонами а и 21ГR. Это 

л,оказывает, чrо при высоких температурах эффекты дополнительного изме

рения становятся видимыми. 

(б) Предnоложите, что R <<а, так что имеются ·температуры, которые велики, 
если рассматривается размер ящика а, но малы, ·если речь идет о компактном 

измерении. Запишите неравенство, включаюшее kT и другие константы, 
чтобы выразить эrу возможность. Оцените Z{a, R) в этом режиме, включив 
ст.аршую поправку, связанную с малым доnолнительным измерением. 

6
) Здесь Идет речь о вьtЧислении статистической суммы, например, по формуле 

Z = Eg,exp(- PEi), 
i 

где fi - Щ)аmость .выроЖдении i-ro уровня энерrии Е;. - Прим. ред. перевода. 



Гла 1ва 3 

3лекщр.омагнетизм и гравитация 

в многомерных пространствах 

Являясь одной и.э воз,можных теорий воех вза:имоде.йствий, теория струн вк.nючаеr макс
велловскую электродинамику и ее нелинейных родственников, а также гравитацию. Мы 

расс.мо1ри.м релятивистскую формулировку четырехмерной электродинамики и nокажем, 
н:аскол1ько она облегч.аеr оrnределен!Ие электродинамики при других размерностях. Мы 
дадим !Краткое описаrние эйншпе:йновской теории гравитации и с помощrью перехода 

к ныютоно!Вскому пределу обСУ,АИМ связь между nланиовекой дnиной и гравитационной 
m;ост.оянной в разных измерениях. Далее мы изучим влияние rкомпактификации на грави

т.ационную постоянную и объясним, как1им образом большrие .дополнительные измерения 
могли бы rизбежать детекти[рован!Ия. 

3.1. Классическая электродинамика 

В противоположность ньютоновской механике, классическая электродина
мика ямяется релятивистской теорией. На самом деле, рассматривая электро

динамику) Эйнштейн np»щe.n к формулировке частной теории относителыюсти. 
Электродинамика имеет особ.енно элегантную формулировку, в которой стано

вится явным релятивистский характе1р теории. Эта релятивистская формулировка 

допускает естественное обобщение на б6льшее число измерений. Прежде чем об

·суждать релятивистскую формулировку, мь1 должны повторить уравнения Макс

вема; описывающие динамику ·электрического и м.агниrноrо полей. 

Хотя в наши дни большинство курсов эле.rктродинамики исnользуют между

народную систему едини.ц СИ, мя обсуждений релятивистских вопросов и допол

нительных измерений значительно удобнее система Хевисайда-Лоренца. В этой 
системе единиц уравнения Максвелла в вакууме имеют следующий вид: 

- 1 ав 
·~ х Е = ---

V ·В= О, 

v. Ё = р, 

с дt ' 

- l - 1 дЁ 
\7XB=cj+c дt' 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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Из nриведеиных уравнений видно, ':IТО nоля Ё и В измеряются одними и те
ми же единицами. Первые два уравнения - это уравнения Максвема, свободные 

от источников. Вторая пара уравненИй включает источники: ruютность заряда р, 

измеряемая в единицах ЗЗiрЯда, приходящеrося на ед,иничный объем, и плотность 

тока j, .измеряемая в единицах тока, прихол.ящегося на единицу площади. Си
ла Лоренца, определяющая скорость изменения импульса заряженной частицы 

в электромагнитном поле, принимает вид: 

- = q Ё+-хВ ' . dp ( v ) . 
dt с 

(3.5) 

Так как дивергенция магнитного поля В равна нулю, само поле может быть 
записано как ротор вектоJРа - хорошо известного векторного потенциала 1: 

jj = v х 1. (3.6) 

В электростатике электрическое поле Ё обладает нулевым ротором, и поэтому 
может быть записано как (минус) rрадиенr скаляра, хорошо известного скаляр

ного поrенциала Ф. В электродинамике, как указывает уравнение {3.1), ротор Ё 
не всегда равен нулю. Подставляя (3.6) в (3.1 ), находим линейную комбинацию 
Ё и произво,цной по времени от .1, ротор которой равен нулю: 

(Ё 1 дl) v х + ~ дt =0. (3.7) 

Выражение в скобках nолагается равным - V Ф и ЭJJектрическое nоле Ё можно 
записать через скалярн!Ый потенциал и векторный потенциал: 

- 1 дi. 
Е=---- -VФ. 

с дt 
(3.8) 

Хотя введенные выше потенциалы ( Ф, .l) ~я nросто ~rспомоrателькыми ве~ 
личинами, используемыми для записи: элеК'фическоrо и магнитного nолей, мь1 

знаем из квантовой механики~ -что на самом деле nотенциалы более фундамен
тальны; че:м напряженности полей Ё и ii. Га.ми.льтониан, описывающий движе
ние заряженной частицы, исnользует потенциалы; а не напряженности полей. 
Поэтому разумно изучить возможные неясности в ОПJI)еделении потенциалов. Как 

мы сейчас покажем, потенциалы полей Ё и В определены неоднозначно. 
Если мь1 заменим А на А1 = .l + V f, rде f ~ произвольмая функция 

координат и времени, то с учетом того, что ротQР rрадиекrа равен нулю, новое 

магнитное поле 1' будет равно старому: 
В' = V х А' = V х А+ V х Vf =В. (3.9) 

Изменение А мечет за с·обой изменение Е, как это ясно из формулы (3.8). Это 
можно компенсировать, изменив и потенциал ·Ф. В ·самом деле; если положить 

1 дt. 
ф ~ Ф1 ~ 'Ф - - - А- ..____\,. А ... 1 

- А ... + VL . - с lJt ' -, ~ ~. (3.10) 
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ни В, ни Ё не будут меняться. Приве.денное выше изменение nотенциалов на
зывается кшtибровочным преобразованием, а rt является параметром калибровки. 

(!) .Упражн,ение-розминн.а 3.1. Проверьте, что заданное формулой (3.8) поле Ё ин-
варuа.нтно относительно К;а.Аибровочного преобразованuя ( 3.1 О). 

- 1 .... , Два набора nотенциалов ( Ф, А) и (Ф , А ) , связанные калибровочным nреоб-
разованием, физически эквивалентны. Оrсю.да следует, что физически эквивалент

ные наборы потенциалов приводят к тождественным электрическим и магнитным 
- 1 -, полям. Однако может случиться так, что потенциалы (Ф, А) и (Ф, А ) приво-

дят tK Qдинаковым злектричес~ому и магнитному nолям) но при этом не удается 

найти ·такую функцию Е, чтобы выnолнялись соотношения (ЗJО). В этом случае 
потенциалы не являются калибровочно эквивментными и должны рассматри

ваться .как физически ра3Jilичные, несмотря на то, что соответствующие им поля 

Ё и ii одинаковы! Эта удивительная ситуация может возникать в пространстве
времени с компактными пространствеиными измерениями, и nроявится в даль

нейшем при изучении D-бран (глава 19). В пространстве Минковскоrо такое 
не.возможно. 

При .наличии компактных nространствеиных измерений возникает еще одна 
тонкость. При заданнмх nолях Ё и В мoryr не сушествовать потенииалы Ф 
и l, IQоторые удовлетворяют соотношениям (3.6) и (3.'8) 11 хорошо определены 
в комnактной части пространства. На помощь приходят калибровочные преоб

разова!Ния. Не является строго необходим,ым иметь однозначно определенные 

потенциалы ( Ф, .А) во всем компактном пространстве. Множество nотенциалов, 
определенных на сшитых вместе кусочках, полностью nокрывающих компакт

ное nространство, ямяется допустимым, ~если в областях перекрытия любых двух 

кусочков соответствующие потенциалы связаны калибровочными преобразова

ниями. С учеrом замечания, что nотенциалы нужны в квантовой механике, мы 

должны заюtючить, что конфиrураnия пмей Ё и В; не возникающая из дОI!lУ
стимых потенuиалов. не подлежит рассмотрению. 

После введения потенци:алов свобQП.ньrе от источников уравнения Максвелла 
(3. 1) и (3..2) удовлетворюотся автома-тически. Уравнения (3.3) и (3.4) несуг допол~ 
нительную информацию. Они мсnользуюте:я для вывода уравнениИ для Ф и 1 . 

. 3.:2. Эn·ектром.аr1нетиэм в трех измерениях 

Что rа.кое элеюромагнеrnз.м в трех пространствеиных измерениях? Один из 
способов сформулировать теорию электромагнетизма в трех измерениях - это 

начать с четырехмерной теории; и исключить одно пространствеиное измерение. 

Такая процедура называется размерной редукцией. 

В четырех щrостранственно~ временных измерениях электрическое и магнитное 

поля име.ют по три пространствеиных компоненты: {Ezt Ev, Е%) и (Bz, В11, Bz), 
соответственно. Мо>юет показат,ьс.яt что редукuия к миру без z-координатЬI будет 
сводиться к отбрасыв~н-шю z -комnонент у обоих nолей. Как ни удивительно, этот 

номер не nроходит! Это невозможно в силу уравнен!Ий Максвелла и выражения 
пл:я силы Лnренnа. 
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Чтобы построить соrл.аоованную Т,рехмерную т.еорию, мы должны бьrrь увере

ны, что динамика не зависит от направления вдоль z, т. е. от того наnравления, ко
rорое мы хотим исключить. Естественно, все дви>К!ения должны быть ограничены 

плос~остью (.:с, у), д;IЯ этою нужно потребовать, что ни одна величина не должна 
зависеть от z. Это не обязательно означ:ает отбрасывание величин с индексом z. 

При построении теории с меньшим числом измерений будем руководство

ваться выражением для силы Лоренца (3.5). Предnоложим, что магнитного поля 
нет. Тогда, для того, чтобы сохранить z-компоненту импульса равной нулю, мы 

должны иметь Ez = О, т. е. z-компоне!Нта элеКJрического поля должна исчез

нуrь. Случай магнитноrо nоля более удивителен. Пусть электрическое поле равно 

нулю. Если скорость частицы есть вектор в nлоскости (х, у), компонента маг
нитного поля, лежащая iВ этой плоскости, будет пороЖдать за счет ве!КТорного 

произведения силу в направлении оси z. С другой стороны, z-компонента маг
нитного поля ~удет порож..щать силу в плоскости (х. у)! Мы заключаем, что Вх 
и в., следует положить равными нулю.) в то время как можно сохранить Bz. 
Собирая все условия. имеем 

Ez = Вх = В11 = О. (З.ll) 

Оставшиеся компоненты полей Еж. Е11 и Bz мoryr зависеть только or х и у. 
В -r.рехмерном мире с i<iоординатами t, х. у индекс z у Bz не является векторным 
индеюсом. Поэтому в таком сжатом мире Bz ведет себя как лоренцевекий скаляр 
(точнее, этот объект является псевдоскаляром). Суммируя, имеем двумерный 

веJСЮр Ё и скалярное поле Bz. 
Можно mро!Верить tоrласованность ограничений, посмотрев на ж- и у-ком

поненты выражения (3.1 ): 

(3.12) 

Так как правые части этих уравнений обращаются в нуль в силу (3.11 ), левые части 
должны такжrе ·исчезать - это и происходит. Каждый: член: в левой части равен 
нулю, nотому; что он содержит либо Ez, либо произвоп.ную по .z. В задаче 3.3 вы 
можете nроверить соrласованность остаsши~ся уравнений. 

В·ывести уравнения трехмерной электродинамики оказалось ие очень трудно, 

значительно труднее угадать, какой должна быть пятимерная электродинамика. 

Как мы увидим .далее, явная релятивистская формулировка уравнекий Максвема 
приводит к обобщению на случай других размерностей. 

3 .• 3 .• Явно релятивистская электродинамика 

В релятивистской формулировке максвелловс:ких уравнений ни электриче

ское, ни маmиmое поле не ·являются частью 4-вектора. Наnротив, 4-веJС.ТОр полу

ч.ается пуrем комбинации скалярного nотенциала Ф с векторным потенциалом 1: 

(З.lЗ) 



З.З. Явно релятивистская электродинамика •s 
------------------~--------------------------------~ 
Соответствующий объект с нижними индексами имеет еид 

Имея А,.., мы строим объект, известный как напряженность поля l) F,..v: 

д 
Здесь д,.. = -

8 
. Из формулы (3.15) следует, что F,.." антисимметричен: 

. ж~' 

{3.14) 

(3.16) 

Из этоrо свойства вытекает, что все диагональные компоненты F,..11 обращаются 
в ·нуль: 

Foo = F11 = F22 = Fзз = О. (3.17) 

Вычислим несколько комnонентов F ,..". Пусть i обозначает nространственный 
иiЩекс, т. е. ИIЩекс, принимающий значения 1, 2 или 3. Используя (3.15) и (3.8), 
находиiМ: 

дАi д~ 1 дА; дФ 
ROi = - - -. = - - + - . = -Ei . 

. дх0 дх• с дt дх• 
(3.18) 

Атuюгично можно вычислить F 12: 

(3.19) 

тах как iJ = V х А. Продолжая в том же духе, можно вычислить все компоненты 
м.атриuы F,..11 : 

о ~Еж -Еу -Ez 

F,..v = Ех о Bz -В 1 

(3.20) 11 

Е у -Bz о В11 1 

. 
Ez Ву -в~ о 

Мы видим, что .электрическое и магнитное nоля Е и В .являются составными 
частями напряженности поля F,..". 

Обсуждавшееся выше калибровочное преобразование (3.10) может быть изящ
но записано в нереляmвистских обозначениях как 

(3.21) 

Здесь .А,.. и А~ -связанные калибровкой потенциалы, а t(x) - nроизвольпая 
фун:кция пространстве ни о-временных координат. 

Q) Упранение-:рD)Минна .3.2. Пр08ерыпе корректность перехода U3 (3.10) в (3.21 ). 

l) Ко.нтравариантный тtнэор piW (3.29) обычно называют тенэором электромаrнитноrо nоля. -
Прим. рео. перееода. 
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Так как калибровочн:ьrе преобразоВ'ания оставляют инварйантными поля Ё 
и В, напряженНОСJIЬ nOJIIя Fpv должна быть калиброВСfqно инвариатной. Дей
ствительно, лепю проверить, что 

FIW -t F~" = дрА~- О"А~ = 
= др(А., + д"Е)- дv(А11 + д11Е) = 
= Fpv + дрдvf - д"дJSf = 

= F,_,". (3.22) 

На последнем шаге мы использовали то, что частные производные комму

тируют. 

Напомним, что использование потениналов вместо векторов Ё и В автома
Тilt.!В~~и '11 .. ределяет реше.ние уравнений Максвелла без источников (3.1) и (3.2). 
Каь:~~ ., . е уравнения записываются с помощью наnря~енности поля Fpv? Они 

-'l't долж:Ны _' __ ыть записаны так, чтобы .автоматически выполняться, если выполняет
ся ,()~.1~.' -Рассмотрим следующую комбинацию напряженностей поля: 
~-

С ~~(3.15) величина T>.pv тоЖдественно обращается в нуль: 

дл(дрАv- д..,AJS) + дJS(д"Ал- длАv) + дv(длАр- д,_,Ал) =О, 

(3.23) 

(3.24) 

если при этом испол!ЬЗОвать коммуrативносТh частных производных. Обращение 

Тл,_,v в Н)'ЛЬ, т. е. 

(3.25) 

предстамяrет множество дифференциальных уравнений .мя нэ;rпря~енности nоля. 
Эти ура:вне:-ния в точн<rсти эквиваленmъi уравнениям Максвема без исrочников. 
Чтобы это стало яснее, заметим, что Тлр.11 удовлетворяет условиям а~симметрии 

(3.26) 

Эrи два уравнениR следуют из (3.23) и свойства антисимметрии F,_," = -F11p 

напряженности поля. Из уравнений ·следует, что Т изменяет знак в результате 
перестановки .цвух любых соседних индексов. 

·(!) Ynpaжн~иue·ptJЗNUfiilt:l 3.3. Про8ёръте уравнениЯ (3.26). 

Любой объект с произвольно большим числом индексов, изменяющий знак 

при перестаковке каждой .пары соседних индексов, будет изменять знак при пере

становi<е любш двух индексов: чтобы поменять местами любые два индекса, вам 
необходимо сделать нечеmое число nерест.ановок ·соседних индексов (проверь.те). 

Объект, изменяющий :знак при перестановке любых двух индексов, наэЬJваетс.я 

пмнос.тью антисимме-rричным. Поэтому Т nолностью антисимметричен. 



_______________ з_._з_._я_в_но~р_ел_я_т_и_в_и_ап_с_к_а_я_э._~е_к_т~р-о_д_и_на_м_и_к_а _______________ :J.J 

Так как Т полностью .антисимметричен, он обращается 18 нуль, когда любые 

два из его имексов принимают одинаковое значение. Значение Т не равно нулю 

только тогда, когда все три .его индекса различны. В этом случае все возмож

ные упорядочения этих трех фиксированных значений будуr давать значения Т, 

отличающиеся самое большее знаком, при Т равном нулю перестановки ин
дексов не создадут новых условий. Так как у нас есть четыре пространсrвенно

временные коорnинаты, выбор трех разных индексов может быть сnелан только 

четырьмя различными способами - ис!КЛючая каждый раз один из индексов. 

Таким образом, обращение Т в нуль дает четыре нетривиальных уравнения. Эти 

четыре уравнения являются тремя компонентами уравнения (3.1} и уравнением 
(3.2). На111ример, обращение в tiуль ·то12 дает 

1 дВz дЕ11 дЕх 
д{)F12 + д1F2о +д2Fо1 =--+---- =0 

2дt дх ду . 
(3.27) 

Это z -компонента уравнения (3.1 ). Три друnие способа выбора индексов приводят 
к остающимся -rрем уравн•ениям (залача 3.2). 

Как :в такой схеме заnисать уравнения Максвелла (3.3) и (3.4)? Поскольку 
эти уравнения содержат источники, мы должны ввести 4-вектор плотности тока: 

·~ ( ·1 ·2 ·3) J = ер, J ' J 'J ' (3.28) 

где р плотность заряда, а J = (/, j 2
, i> - плотность тока. Кроме тоrо, мы 

поднимаем индексы тензора поля. чтобы получить тензор элеJ<ТРОмаrнитноrо 

поля с верхними индексами: 

FJW = rf(l'flvf3 Fap· 

(!) УпрОJКнflние-роэминно 3.4. Покажите, 11mo 

Щl Vi• Oi . ' F,. = -F ,.. , F = -FOi, F'1 = -Fi;. 

Уравнение (3.29) ~совместно с оnределением Fp'll дает выражение 

(3.29) 

(3.30) 

(З.Зl) 

Здесь :МЬI внесли nод знак nроиз-водных компоне-rнты матриц rf', т. к. они яв
ляются константами. Нам известнь1 правил.а пошнимания и опуск:ания индексов 

для 'Частных произоодных! поэтому пишем fJP - rf0 о0 • В результате 

(3.32) 

Из формул (3.30) и (3.20) следует, что 

,О Ez Е у Ez 

рР." = ~Е:е о Bz -вti 
-Еу -Bz о Вэ: 

(З.ЗЗ) 

-Ez Ву -Вх о 
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Исnользуя это ур.авнение и вектор тока (3.28), мы можем компактно заnисать 
уравненм Максвелла (3.3) и (3.4) (см. зада-чу 3.2): 

В отсутствие источников это уравнение принимает вид 

дvFJSV = О ~ дv./1' А" - д2 АР = О, 

где мы использовали обозначение д2 = дР.дJS. 

(3.34) 

(3.35) 

Уравнения '(3.15) совместно с уравнениями (3.34) эквивалентны уравнениям 
Ма1ксвелла в четырех измерениях. Мы примем эти уравнения за основу д11Я 

определения теории Максвелла в пространстве произвольноге числа измерений. 
В d пространствеиных измерениях лоренuевский вектор AJS имеет компоненты 
(Ф, А), где А- d-мерный прос-rранственный вектор. 

Например, в трехмерном пространстве-времени матрица Fpv есть антисим
метричная матрица (3 х 3), nолучающаяс·я из (3.20) отбрасыванием последней 
строки и последнего столбца: 

(
О -Ех 

Fpv = Ех О 
Е11 -Bz 

-Еу) 
Bz . 
о 

(3.36) 

Это немедленно 1Воспроизводит rлавн&Iй результат раздела 3.2: Bz, В11 и Ez 
следует nоложить равными нулю. 

Oi 
Руководствуясь формулой (3.33), назовем F при произвольмом числе из-

мерений электр:ич.еским nолем Е;: 

Oi Ei = F = -FOi. (3.37) 

ЭлеКТ,рическое поле ~ пространсmеиный вектор. Из уравнения (3.16) следует; 
чrо при любом числrе иэмеренм:й 

- 1 дl 
Ё = ---- VФ. (3.38) 

·С Ot 
Магнитное nоле оrоnестмяется с Fij компонентами наnряженности поля. В че
тырехмерном проотранстве~времен.~ F8

j есть антисимметричная матрица (3 х 3). 
Три оnределяющих ее trел:ичины являются комnонентами ве~К1'()ра маrнитноrо no
mt (см. (3.33)). При числе измерений, отлич:ающемся от 4, магнитное поле уже 
не ямяется пространствеиным векrором. В трех nространствеино-временных 
иэмеvеннях магнитное поле есть одно.компоиентн~я величи:на. В пяти простран~ 

сmенно~временных измерениях магнитное nоле имеет столько же независимъ•х 

~омпонент., сколько их может иметь антисимметричная матрица (4 х 4), т. е. 6. 
Tat<oe количество компонент не укладывается в пространственный вектор. 

Нашей следующей целью будет оnределение электрического nоля, обраэо
~mниоrо точечным зарядом в прос11ранстве с произiЮЛъным, но фиксированным 

числом проелранетвенных измерений. Для этого мы доткны сначала узнать, как 

вычислять объемы миоrомёрных ;сфер. Переходим к этому вопросу. 
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.3.4. Отступпiение:- сферы• 
в многомерных пространствах 

Так как мы хотим рассматриват~ь прос1ранства с разным числом измерений, 
нужно быть точным, когда реЧь идет о сферах и их объемах.. Выражаясь небрежно, 
мы можем nepenyr.aть сферы и шары, по крайней мере в том точном смысле, 

в котором они определены в ма11ематике. Коr.па вы ~говорите, что объем сферы 
радиусом R равен (4/3)'f' R3

, вы на самом деле имее'Jiе в виду, что эrо есть объем 
три-шара В3 - ·трехмерного пространства, ограниченного двумерной два-сферой 
S2• В трехмерном nространстве IR3 с координатами х 1 , z 2 и х3 мы записываем 
три-шар как область, определе~нную неравенством 

(3.39) 

Эта область ограничена два-сферой 

S2(R): х~ + х~ + х~ = R2
• (3.40) 

Индексы в В и S обозначают размерность обсуждаемого пространства .. Когда мы 
ОJJУС:каем явно аргумент R, мы подразумеваем, что R = 1. Вам знакомы и про
странства с меньшей размерностью. Так, В2 

- это двумерный диск: область R2, 

оrраниче.нная одномерной окружностью единичного радиуса st. При nроизволь
нам числе измерений шары 1И сферы определяются как подnространства IR11 : 

B d(R) . 2 2 2 ".. R2 , . z 1 + X:z + ... + Жd ::::::: . • (3.41) 

Это область, оrранич,енная сферой Sd-I(R): 

Sd-I(R)· 2 2 2 R2 • ж 1 + х2 + · · · + xd = · (3.42) 

Последнее замечание по терминология: чтобы избежать недоразуме-ний, мы все
rда будем toiiiO:pиrь. <>б объемах. Если пространство одномерно, мы говорим объем, 

nодразумевая длину. В двумерном пространстве мы говорим объем, подразумевая 

ruющадъ. Все мноюмерные пространсnа имеют nросто объе.м. Объемы одно
и двумерных сфер равн~ы 

(3.43) 

Хотя читатель и сталкивался раньше с друrими сферами, возможно, ему неиз

вестно, чему равен объем S3• 

Так как объем .измеряется в единицах .llЛИНЫ в С~~Спени, равной размерности 
пространства, то объем сферы радиусом R связан с объемом сферы единичного 
радиуса соотношением 

(3.44) 

Поскольку зависимость объема от ра,nиуса ле-rко восстанавливается, достаточно 
знать объемы сфер единичного радиуса: 

voi{S1
) = 27r, vol(S2

) = 41r. (3.45) 
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ПриС'I)'ПИМ теперь к вычислению объема сферы s4- 1. Для эrого рассмотрим про
странство IRd с координатами х 1 , х2, ••• , Xtt и положим радиальную координату r 
равной 

r2 
= х: + х~ + ... + х~. (3.46) 

Желаемый объем мы най,дем, вычислив двумя разными способами следующий 

интеграл: 

Ia = j dxd е -r2 
dz·, dz2 . . . . (3.47) 

IR' 

Сначала будем действовать неnосредственно. Подставляя (3.46) в показатель экс
поненты, получим, что интеграл превратится в произведение гауссовых инте

rралов: 

d 00 

Id = Ц j dxi е -zl = ( Ji)4 = 1rd
12

• 

t=l _ 00 

(3.48) 

Теперь nроведем вычисления обходным пуrем. Возьмем интеrрал, разбив IR.4 на 
сферические оболочки. Так как пространство rюстоянноrо r есть сфера sd-J ( r), 
объем оболочки между r и r + dr равен объему 8"-1 

( r), умноженному на dr. 
Поэтому 

00 00 

la= j drv<Jl(Sd-r(R))e-r
2 

=vc:JI(sd- 1
) J drrd-Je-r

1
-

о о 

00 

= ~voJ(sd-l) j dt e-ttf-l, 

о 

(3.49) 

здесь мы исn,олыовали (3.44) и на заключительном шаrе ломеими переменную 
иm:еrрирования на t = r 2

• Последний интеграл в правой части можно выразить 
через очень полезную ,специальную функuию - гамма-функцию. Для положи~ 

телыrых ж rа.мма-функция Г( ж) ·определена как 

00 

Г(х) = j dt e-ttж-t t ж >О. (3.50) 
() 

Если условие ж> О .не соблюдается; интеграл расходhтся вблизи t =О. С учетом 
этоrо оnределения, .выражение (3.49) nринимает вил 

l 1 ·(sa-•) (d) d = 2 vol . Г . 2. . (3.51) 

Сравнивая с предыдущим вычислением (3.48), получаем окончательный ре
зультат: 
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_,, 21Гd/2 

vol($' ) = Г(d/2) · (3.52) 

Остается. вычислитьзначение Г(d/2). Так как d uелое~ мы должны определить 
значения гамма-функции 1как для целых, так и для полуцелых арrументов. Чтобы 

найти Г(l/2), используем определение (3.49) и положим t = ts2
: 

Аналогично 

00 

Г( 1) = j dt е -t = 1. 

о 

(3.53) 

(3.54) 

Для •больших арrументов вычисле:ни1е rамма-функuии упрощается, если восполь

зоваться рекуррентным ·соотношением. Чтобы получить это соотношение, начнем 

с формулы 

00 

Г(ж + 1) = J dte-ttz, ж> О, 
о 

которое можно переписать в виде 

Оrсюда следует; что 

Г(~+ l) = хГ(х), х >О. 

Используя это рекуррентное С()()'f'НОШение, находим, наnример 

г(~) =~.г(. ~ ·) = ~v?Г. 
2 2 2 . 2 

Гамма-функция целых аргументов связана с факториалом; 

Г(5) = 4 · Г(4) = 4 · 3 · Г(З) = 4 · 3 · 2 · Г(2) = 4 · 3 · 2 · 1 · Г(l) = 4!. 

По:пому, при n Е Z и n ~ 1 имеем: 

Г(n) = (n- 1)!, 

(3.55) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 
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no определению О!= 1. Теперь можно проверить нашу формулу (3.52) для уже 
знакомых случаев единичных шаров: 

1 2 1 2w 
val(S ) = vol(S - ) = Г(l) = 21f, 

27Г3/2 
voi(S

2
) = vol(S

3
-

1
) = Г(З/2) = 41f, 

(3.60) 

что соrлзсуется с известными значениями. Для менее знакомого случая S3 нахо-
дим: 

3 п4-1 211"2 
2 voi(S ) = vol(_, ) = - = 211' . 

Г(2) 
(3.61) 

1fd/2 

(9 Упражнение-розNинко 3.5. Покажите, что vol(Bd) = Г(l + d/
2
). 

3.5. Эnеtктриqе.ские попя 

в мноrомерных пространствах 

В этом разд:еле мы вычислим электрическое поле, создаваемое точечным за

рядом в мире с d nространсmенными измерениями. Здесь d может равняться 
трем, и в этом случае ответ известен, или быть меньше трех, но нас особенно 

интересует случай d > 3. Чтобы это осуществить, используем общую версию урав
нений Максвелла, rодящуюся для nроизвольного числа пространствеиных изме

рений. Можно полагать, чrо электрическое поле точечного заряда центрально
симметрично. Наше .вычисление позволит узнать радиальную зависимость и нор

мировку электрического поля. С минимальными модификациями этот результат 
даст информацию о rравитаuионных полях точечных часrиu в d измерениях. 

Для .вычислений нам понадобится нулевая комrюнента уравнения (3.34): 

fJFOi 
дхi = р. (3.62) 

Так как pOi = Ei {см. (3.37))) это ура.внение nредставляет собой nросто теорему 
Гаусса: · 

V·Ё=р,. (3.63) 
Теорема Гаусса верна nри любом числе измерений! Уравнение (3.63) можно ис
nользовать для оnределения электрического nоля .точечною заряда. Наnомним 

сначала, как это делается в знакомом случае трех пространствеиных измерений. 

Рассмотрим точечный заряд q. два-сферу 8 2 
( r) радиусом r. в центре которой 

нuодится этот :заряд, 1И три-шар B 3(r), rраниuей которого является два-сфера. 
Проинтегрируем обе стороны уравнения (3.63) по три-шару, тогда 

1 d(vol) V · Ё = 1 d(vol) р. (3.64) 

В3 В' 
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Применим ·теорему о дивергенции 2> к левой части равенства и замеmм, что 
интеграл по объему справа равен полному заряду: 

1 Ё·da=q. (3.65) 

Sl(r) 

ТаiК как величина E(r) поля Ё на два-сфере постоянна .• получаем, что 

vol(S2(r))E(r) = cq. (3.66) 

Объем два-сферы есть npocro ее площадь 41Гт2 , та!К что 

(3.67) 

Эrо знаJЮМ!ЬIЙ результат для электрического поля точечного заряда в трех про

странствеиных измерениях. Величина электрического поля падает с расстоянием 

как 1/r2
• 

Дл·я числа измерений, больше,rо трех, можно опмкиватъся от формулы (3.63), 
только нужно выяснить, выполняется ли в таких пространствах теорема о ди

вер11енции. Оказывается, что эrо так и есть. Сформулируем сначала теорему в d 
nространствеиных измерениях, а затем приведем ее доказательство. 

Рассмотрим d-мерное nодмножество yd пространства JR4
, и пусть дV4 обо

зкачает rраrницу V 4
• Кроме того~ пусть Ё будет вектором поля в JR11

• Теорема 
о диJВерrенции утверждает, чrо 

1 d(vol) V · Ё = поток Ё через поверхrность дVd = 1 Ё · dv. (3.68) 
V4 дV4 

Последнее выражение в правой части требует некоторого nояснения. В любой 

точке на дVd прое1ранство 8Vd локально аnnроксимируется (d- 1)-мерной 
касательной nшерnлоскостью. Для малого куска дVd вокруr этой точки~ связан
ный с ним вектор dv есть оокторt ортогональный rиперnлоскости, направленный 
из об'ьема, причем величина этого вектора равна объему рассматриваемого малсоrо 
куска. Заметим, чт.о такое ~объяснение нахоnиrся в согласии с нашимй энаийями 

о ,случае :пе, r:де dif ооот:веrствует вектору элемента nлощади dil, 

Проверим теперь теорему с дивергенции для случая четырех пространствеи

ных измерений. Следуя С11Ратеrии, используемой в элементарных учебниках; до
ст,аrочно доказать теорему о дивергенции для малого rиnеркуба, пос.ле чего ре

зультат мя произвол.ьных nодпространств будет сле.п.оватъ из разбиения таких 

nространсто на много малых гиnеркубов. Так ка:к вообразить четырехмерный 
rиnе:ркуб не так уж легко, мы можем исnсмьзоватъ трехмерную картину с че

тъtрехмерными метками (рис. 3.1). Исnользуем декартовы координаты х, у, z, w, 

2) В российской математической и физичесКОй литературс .зта теорема называется теоремо~ 
Остроrрадского-Гаусса.- Лриж. ntp. 
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Z, W 

x+dx х 

Рис. 3 .• 1. Попытка представить "1етырехмер1-1ый гиперкуб. Предс1Гавлены две грани 
nостоянного х {заштриховано) вместе с исходящими нормаль•ными векторами 

и рассмотрим куб) грани KOТQporo лежат на rиперплоскостях, определенных как 

плоскости nОСТ<оянноm значения одной из координат. Пусть одна грань куба 
и проти.воnоложная ей грань лежат на гиперллоскостях постоянного х и посто

янного х + dx. соответственно. Исходяшие векторы нормали - это ёх lilJIЯ грани 
с фикси1рованной координатой x+dx, и ( -ё2) для грани с фиксированной коор
динатой х. Объем каждой из этих двух граней равняется dy dz dw ~ rде dy, dz, dw 
вмест-е с d.x являются длинами граней куба. Для лроизвольного электрическоrо 
поля Ё(х, у, z, w) только ж-компонента дает вклад .в поток через эти две грани. 
Этот IВЮJад. равен 

[Еж(х + dx, у, z, w)- Ех(х, у. z, w)]dy dz ·dW::: ддЕх dx dy dz dw. (3.69) 
·2: 

Аналоrичньrе выр~жения верны д11я потока через три друrие .irlapьt граней. Пол

ный суммарньrй fi{>Y.oк от мменькоrо куба равен 

~ (дЕz дЕ11 дЕz 8Ew) ,;:4 
Поток l!i == -. - + -. - + -.. - + - dx dy dz dw = V · l!i d(vol). 

lJx ду .az /Jw 
(3.70) 

Этот результат в ·точности соответствует теореме о дивергенции (3.68), nриме
неиной к бесконечно малому rиперкубу. Именно это мы и хотели nоказать. 

Теnерь мrо:ж.но вернуrься к; вычисле.нию электрического nоля, созлаваемоrо 

точеч~ным :зарядом в мире с d пространственными· измерениями. РассмО'J"рим 
rочечныit заряд q, сфе:РУ sd-t ( r) радиусом r, в центре ~оторой находится заряд 
(это сФеiРа, окружающая заряд) и шар Bd(r) , rраниuей которого ямяется сфера 
~-1 (r). Мы снова интегрируем обе стороны уравнения (3.62) no шару Btl(r): 

J d(voi)V' · Ё = J d(vol)p. (3. 71) 
Bd В4 
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Объемный интеrрал в nравой части дает .полный заряд, и теорема о дивергенции 
(3.68) связы:вает левую часть с интегралом потока: 

Поток Ё через поверхность sd-l,(r) = q. (3.72) 

Лоток равен величине электрического по.nя, умноженноrо на объем sd-1(r), так 
чrо 

E(r)vot(sd-t(r)) = q. 

ИсnолiЬЗуя (3.52), находим, что 
Г(d/2) q 

E(r) = 2~/2 .,.d-1. 

(3.73) 

(3.74) 

Это есть значение электричес~ого поля точечного заряда в мире с d простран
ствеиными изме:рениями. При d = 3 мы восстанаRЛиваем закон обратных квад
ратов IVIЯ электрического поля. В пространствах с большим числом измерений 
электрическое поле сnадает на больших расстояниях быстрее. Для каждого доnол

нительного пространствеиного измерения мы получаем дополнительный множи

·тель 1/r :в радиальной зависимосrи электричес~ого поля. 

(9 Упрожнение-ра3Иинка 3.6. Проверьте, 'UflO при d = 3 формула (3. 74) совпадает 
'с формулой (3.67). 

Q) Упрожнение-раэминка 3.7. Сша F, действующая на пробный заряд q в электри
ческом поле Ё, равно F = qЁ. Каковы единицы .заряда в розных измерениях? 

Интерес цреп.ставляет и электростатический потенциал Ф. Для стационарнь•х 
полей формула (3.38) дает: 

Ё = -VФ. (3.75) 

Это уравнение совместно с т.еоремой Гаусса приводит к уравнению Пуассона 

(3.76) 

к~ можно использовать для вь.числения потенциала) соэдавае:моrо распре

делением зарядов. Два предыдущих уравнен!Ия справедливы пр!И любом числе 

изме,ре,ний, если, конечно, использовать nодходящие определения градиента и 

лашJасиана. 

Э.б. Гравитаrцмя и планковекая дпина 

Общая теория относительности Эйнштейна- по суrи, теория гравитации. 
В ·этой очен1ь элеmнтной теории динамические переменные кодируют геометрию 

пространства-времени. Коrда rравитационные поля достаточно слабы~ а скоро~ 

сти малы:; достаточно точной является ньютоновекая 11еория тяготения, так что 

нет :нужды работать с более сложным аnnаратом общей теор.ии относительно~ 
сти. Мы :можем исnользовать ньюrоно·вскую теорию мя roro, чтобы понять, как 
оnре.делена nланков<.жая мина в различных размерностях u как она связана с rра
витационной постоянной. Здесь и в ~оставшейся части этой rлавы мы рассмотрим 

эти интересные вопрос:ы. Тем не менее, k'Orдa rравитаuия оозн!Икает в теории 
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струн, эrо происходит на языке общей теории относительности Эйнштейна. Для 

roro чтобы р-азлmчить пояюuение rравитации среди квантовых колебаний реля-
111вистской струны, нужно чуть ближе позна~омиты:я с языком общей теории 

относ.ительности. Здесь мы .лишь коснемся понятий, используемых эrой порази

тельной теорией. 

Большинство физиков не ожидает, ч·ю общая теория относительности ока

жется верной на пои~стине малых расстояниях или nри невероятно больших rра

вит.ационных полях. Это та область, в которой оказывается необходимой теория 
струн - первый серьезный кандидат на квантовую теорию rравитаuии. Общая 
теория относительности является npeдeJJIOM теории струн на больших расстояни

ях/nри слабом гравитационном поле. Теория струн лишь модифицирует общую 

теорию оmосительности; эrо необходимо для того, чтобы согласовать ее с кван

товой механикой. Концептуальная СХ~ема, лежащая в основе этих модификаций, 

до ·сих пор не ясна. Без сомнения, ясность возникнет nосле того, как мы в бли

жайшие rоды лучше поймем теорию струн. 

Пространство-время сnециальной теории относиrельности -nространство 

Минкоаского-арена для физических ямений в отсутствии гравитационных 

полей.. Геометрические свойства пространства-времени Минконского заложены 
в формулу метрики (2.21 ), определяющей инвариантный интервал, разделяющий 
два соседних события: 

(3.77) 

Здесь метрика МинковсJGоrо 1J~,_, - mостоянная метрика, коrорую можно пред
ставить 1В виде матрицы, на rлавной диагонали которой стоят числа ( -1) 1, .•. , 1). 
Говорят, чТ<о пространство Минковскоrо есть плоское пространство. При наличии 
Г[ра!Витационноrо nоля метрика становится динамич,еской. Можно записать 

(3.78) 

r:де .rtоотоянн:ый тензор fJJW заменяется на метрику gJ.IV(x). Если nрисутствует rра
витационное поле, т.о ме1РИКа в общем случае я:вл:яется нетривиалъноА функцией 

пространС1"Венно-.временньtх координат. По определениюt метрика gJW симмет~ 
рична: 

Принято также определяtъ gPil(x) как обратную к матрице 9pv(x): 

glia(x)gav(x) = 6:. 

(3.79) 

. ('3.80) . ... 4 . ." ' 
Во многих физических явлениях гравитаци~ очень слаба, и Ме_!Рика !!if·~y-~ 

может быть ·выбрана очень близкой ~к метрике Минковскоrо t}pv. Тоrда можяо ~.а 

записать: "' 
~ 

(3.81) \ 
и рассматривать h~v(x) как малую флуктуаuию JJ окрестности метрики Ми~~ 
к.овскоrо. Такое разложение nроизводится; наnример ;о nри оn:ис:ании гравитацif~ 
онных волн. Гравитационные волны образуют малую «рябь. на фоне метрики 
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м~инковскоrо. Уравнения Эйнштейна для гравитационно-го nоля заnRсываются 

с nомощью nространственно· временной метрики 9,sv ( х). Из эmх уравнений сле
дует, чrо источники материи и энергии искривляют пространствеино-временное 

мноrообраэ~ие. В случае слабых гравитационных поле.lt уравнения Эйнштейна 
могут быть с mомощью (3.'81} раЗJJожены по степеням hp.v· Вдали от источников 

результирующее линеаризованное уравнение мя hp.v имеет вид З) 

(3.82) 

Здесь hP." = 1Jp.a,/'{Jhap и h = '/f11hp.v = -hoo+h11 +h22+hзз· Уравнение (3.82) есть 
гравитационный анмог уравнения (3.35), описывающего максвелловские поля 
при ОТС}ТСТIВИИ источников. В ro время, ;Как (3.3.5) является точным уравнением, 
(3.82) верно юлько для слабых травитэционных полей. Эrо линеаризованное 
приближение нелинейною уравнения для h. 

Аналогия с электромагнетизмом распространяется и на существование ка

либровочных преобразований. Эйнштейновекая rра~виrсщия обладает калибро

вочными преобразованиями. Они возникают потому, что использование ра311ич

ных систем координат приводит к эквивалентному описанию гравитационной 

физики. В этой книге при изучении теории струн вы сrо.лкнетесь с возможностью 

свободы !Выбора .координат поверхностей, порождаемых движущимися струнами. 

В ·общей теории относительности бесконечно малое изменение ~оординат 

(3.83) 

можно рассматривать как бесконечно малое изменение метрики g,sv. и. исполь
зуя (3.81), как бесконечно малое изменение флуктуирующего поля hiJv_ Можно 
показать., что изменение дается выражением 

(3.84) 

Как указ-ано выше, бесконечно малое изменение 6hiW равно сумме бohpv и по
правки, записанной как О(~" h), которая линейна по~. а таюк~е 110 флуктуациям 
самого nоля h. Инвариа-нтность nолиого нелинейнаго уравнения движения ОТIНО
сительно калибровочною преобразования 6h/~" требует инвариантности линезри
зоваиноrо уравнения движения (3.82) ;относиrельно 60hiJ11

• Действительно, когда 
мь1 i8Зрьируем величины h в (3.82) используя 60h~-'11 , мы получаем слагаемые; ли
нейные по ·ft но не содержащие h. Эти слаrаемые должны полностью сокраwать
ся, так ках все другие вариации ·будут содержать по крайней мере одно поле h. Это 
ясно как для вариаций (3.82) с использование слагаемых, представленных выра
жением O(;t, h); так .и для вариаций всех членов, как квадратичных, так и более 
высокою поря.п.ка по h; содер:жащихся в .полном уравнении движения. В rла~ 

ве 10 мы проверим инвариантность (3.82) относительно nреобразования 60hP.11
• 

В максвемовско:И теории у калибровочного nараметра нет индексовt но в общей 

теории относительнОС'flil калибровочный параметр ммеет векторный индекс. 

J) П<Шробный вывод линеаризованиоrо уравнения ЭйнliiТtйНа (3.82) для слабых полей см., на
nример: Лtiндау л. д. .. Лифшиц Е. М. Теории оолй. М.: flayкa, 1988. § 108. - Лрим. ред. пе~ода. 
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Как м.ы отмечали ранее, ньютоновекая rравитация возникает из общей тео

рии оmосителыi<rсти в nриближении слабых гравитационных nолей и движений 

с малыми скоростями. Во мноrих случаях ньютоновской гравитации оказывается 

достаточно для решения за..m.ачи. С этого момента и до конца э11ой главы мы бу

дем использовать ньютоновскую гравитацию для того, чтобы поняТIЬ оnределение 

планковской JiftИHЫ в различных размерностях, и выяснить, каким образом ведуr 

себя гравитационные nостоянные, когда некоторые пространствеиные измере

ния свернуты. Ре·зультаты. кото,рые мы получим. оказываются верными также 

и в полной обшей теории относительнасти. 

Н:ьютоновский закон тяготения в четырех измерениях утверждает, чrо сила 

притяжения между 1!1.вумя массами m 1 и m2• находяшимися на расстоянии r друг 
от друга~ равна 

lff(4) l = Gm1m2, 
r2 

(3.85) 

где G обозначает четырехмерную ньютоновскую постоянную. Отсюда следует, 
что размерность Гtравитаuионной nостоянной G 

L2 ML L 2 Lз 
[G] ='[Сила] мз. = Т2 М2 = МТ2. 

Численное значение постоянной G определяется э~спериментально: 

мз 
.с= ~6,674 х to- 11 -~ 

кг· с2 · 

(3.86) 

(3.87) 

Так как Jc] = L/Т и [h.J = ML 2 /Т, три фундаментальные константы G, с, 1i мoryr 
быть записаны как 

G = 6;674 х ю-•• ~м
3

с2, с= 2 998 х 108 ~ 
кг· ' с2 ' 

кr · м2 

п = 1 ~oss х ro=34 
2 с 

(3.88) 

Пр~ изучении !Гравитации ·иногда удобно исnользовать «nланковск:ую~ систему 
единиц. Так как в нашем распоряжении есть три базисные единицы: длины, массЬJ 

и времени, мы можем найти новъ1е единиl.!lы длины~ времени и массы; такие; что 

т.ри фундаментальнь1е ко.нстанrЬ1 G, с, 1i nримут ·единичные численные .значения 

в та~ой rсистеме. Эти единиuы называются nланконской миной lp, nланковским 
временем tp и планковекай массой mp. соответственно. В .этих ед:иниuах 

l~ 
G=l·-P·t2 • mt>p 

(3.89) 

11fричем~ в [lJротивоположность выражению (3.87), бездополнительных численных 
констант. Предыдущие соотношения позволяют заnисать lp, tp и mp через G, с 
и n. Легко найти, что 

/(fi, -33 
lp ~ ·v 7 = 1,616 х ю см. (3.90) 
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lp fGh -44 
tp = 7 = ·v 71 = s.з91 х ю с. (3.91) 

т.=~= 2.176 х 10-
5 r. (3.92) 

Эти чи·сл.а представляют те масштабы, на которых мoryr быть существенны эф

фекты релятивистской кван"fовой гравитации. Действительно, nланковекая дли~ 

на н~еобычайно мала, а планковскос время - невероятно короткий промежугок 

времени, за который свет nроходит манковскую длину! В то время, как эйн

штейновскую гравитацию можно использовать вплоть до относиrельно самых 

ранних моментов ~времени в истории вселенной, теория квантовой rравиrсщии 

(например, теория струн) необходима для изучения гравитаuии на расстояниях 
порядка mланковской длины !ИЛИ исследоiВЗни:я вселенной тогда, когда ее возраст 

равнялся план~ювскому времени. 

Сушес~вует эквивалентный C!llocoб описания плаюювской мины: lp - это 
един~ственная .длина, которую можно nостроить, используя только степени G, с 
и li. Таким образом, ~nишем: 

(3.93) 

и подбираем nостоянные а. /3, 'У так, чтобы правая часть имела размерность 
ДJIIИHЬI. 

~ Упражнение-ра3минна 3.8. Локажите, что это условие однозначно фиксирует 
а= 'У= 1/2 и {З = -3/2. воспроизводя тем самым результат (3.90). 

Может показа11ься, что mp - н,е слишком большая масса. но на самом деле 
с точки зреiНИЯ физики элементарных частиu это весьма большая масса. Мас

са m.p nримерно в Ю19 раз больше массы протона. Если фундаментальная теория 
природы основана на базисных постоянных G, с, li, то представляет большую 
заrадку~ nоч·ему массы элементарных частиц настолько меньше «обычной)) мас

сы mp, ~коrорая может быть построена из базисных постоянных. Эrа загадка 

обычно казыв-ается пробле.мой иерархии. 

В связи с плзн~ковской массой рассмотрим следующий вопрос: какой должна 

быть масса .nротона М, для того, чтобы сила гравитационного nритяжения между 

двумя Про1'0Нами комnенсироsала ·силу их электростатического отrалкивания? 

Приравн111вая .величины электрической и гравитационной сил, находим: 

GM1 е2 е2 
---,т- = 41rr2 => GM2 = 47r. (3.94) 

Удобно nоделить обе части этоrо равенства на nc, ·ror.na 

GM:2 е2 1 М2 J 

~ = 411'hc ~ 137 => т~ ~ 137' (3.95) 

здес-ь было iИСnользовано равенство (3.92). Отсюда мЬI находим М~ mp/1 2. т. е. 
М равна примерно одной десятой планко.вской массы. Безразмерное отноше

ние е2 /(41tlic) называется nостоя~иной тонкой структуры. Ранее мы оuенили ее 
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значение, исnользуя оnределение электрического заряда в ·системе Хевисай.и.а

Лоренца, где е= 4,8 х НГ 10 СГСЭ-ед. (см. задачу 2.1(в)). 

(!) Упрвжнение-розмин:ко 3.9 .. Массаэлектрона те= 0,9109х 10-27 гt илиэквива
лентная энергия тес2 = 0,5110 МэВ. Покажите, что энергия, эквивалентная 
массе Планка, равна тре2 = 1,221 х 1019 ГэВ (1 ГэВ = 109 эВ). Эта энергия 
называется планковск.ой энергией. 

3. 7. Гр.авитационные потенциалы 

Мы хотим выяснить, что происходит с rравитационной nостоянной G, ко
гда пытаемся оnиса11Ъ rравитацию в пространстве-времени иных размерностей. 

Чтобы понять это, исследуем rравитационные потенциалы в ньютоновской гра
витации .. В этом разделе мы получим уравнение, которое связывает гравитацион
ный потенциал с расnределением масс в пространстве-времени с щ:юизвольным, 

но фиксированным числом пространствеиных измерений. Сделав этоt мы узнаем, 
как оnределить соответствующую rравитационную nостоянную. Этот результат 

будет использован в следующем разде.ле, чтобы определить при любом числе изме

рений rшанковскую мину через соответствующую гравитационную постоянную. 

Введем гравиmционное поле g. единицами которого является сила. прихо
дящаяся на единицу массы. Эrо определение аналогично определению злектри

ч:ес!Коrо поля как силыt действующей на пробную частицу: сила, действующая 

ка данную пробную массу т в точке, rде гравитационное поле равно § t есть т§. 
Мы полагаем§ ра.вным взятому со знаком минус градиенту потенциала Vg: 

§= -vvg. (3.96) 

Будем считат.ьt что это уравнение верно nри л:юб'ом числе измерений. Формула 
(3.96) имеет следуюший смысл: если вы передвигаете часtИuу no эамкнуrой nетле 
в ст.атическом J}>а.витационном поле; то полная работа, совершаемая против сил 

rравитащионноrо nоля$ равна нулю. 

Q) Упражнен.ие-раэмиllиtl 3.1 О. Докажите сделанное утверждение. 

Каковы единицы rравиmционного потенциала? Из формулы (3.96) следует: 

[
.,.] = '[Сила] _ I[Ys] [." 1 _ (Энергия] 
g - ~ ::::} VgJ - • 

М L М 
(3.97) 

Единицей rравитаuионноrо nотенциала nри любом числе измерений является энер

гия, приходящаяся на единицу массы. Гравитационный потенциал J14> rочечной 
массы в четырех измерениях равен 

."(4) __ GM 
Yg - • 

r 
(3.98) 

Найдем уравнение JliUI rравитаци~онноrо поте:нuиала, исnользуя аналогию с элек-

1'1ромагнетизмом. В электромагнетИ'зме мы нашли уравнение для электростатиче~ 
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скоrо nотенциала, верное nри любом числе измерений. Это уравнение (3.76): 

(3.99) 

Четырехмерный скалярный. nотенциал точечно11о заряда q равен 

(3.100) 

и он удовлетворяетуравнению (3.99), где р- плотность точечного заряда. По ана
логии, можно сделать nредnоложение, чrо чеrырехмерный гравитационный по

тенциал (3.98) удовлетворяет уравнению 

(3.101) 

где Рт - пл<Лность маrерии. Поскольку это уравнение верно в четырех изм~ре

ниях, для других размерносrей нужна лишь небольшая модификация.. Заметим, 

что левая часть при любом числе измерений имеет одну и ту же размерность: 

единицы V9 всегда одни и те же, а размерность лаnласиана всегда есть обрат

ная величина квадрата длины. Правая часть должна иметь ту же размерность 
в любом числе измерений. Так как Рт есть плотность массы, она имеет разную 
размерность при р:азном числе измерений, и, как следствие, единицы G дОJDК
ны меняться при изменении размерности. Перепишем nоэтому рассматриваемое 

уравнение более точно в виде 

V2Vg(D) = 41rG(D) Рт ~ (3.102) 

rд:е ин.де:кс D <Лмечает, что мы работаем в D-мерном пространстве-времени. 

Инде~сы, указанные в скобках, обозначают размерность пространства-време

ни. В частности, мы ·rождесrвляе.м G(4
) с четь1рехмерной постоянной Ньютона. 

В ·обшем случае, мы буде~f использовать D для обазначения размерности n{Ю
стрэиства-времени~ а d- дд.я обозначения числа пространствеиных измерений. 

Очевидно, что D = d + 1. 
Урnвнение ( 3.102) определяет ньютоновскую rравитацюо в пространствах 

с произвольным чие-л,ом измерений. Как и в случае электрического поля точеч

ного заряда, гравитационное поле точеч:ной .массы в мире с d nространствеиными 
измерениями убывает как (ljr4- 1 ~ В результате, сила, действующая между двумя 
точечными массами, находящимися на расстоянии r друr от друга; убывает как 
(1/ra-l~ При трех nространствеиных .измерениях это знакомый нам закон об
ратных квадратов мя завис-имоmи сИJtы притя.*ения от расстояния. Если D = 6 
(мир с двумя доnолнительными измерениями)~ rравитацион:ная сила убывает 

как (1/r4). 

3.8. Планковекая длина в разных размерностях 
Мы ·ощзед:еляем .манковскую длину в случае nроизвольнога числа измере

Н!Ий так же., как это было сделано в четырех измере11иях: манковекая мина."......, . 
это ·едИНС'Fвенная ДJiинаt nостроенная тоэнжо с использованием степеней rp$~ ~ 
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тационнои постоянной a<D>, с и !i. Чтобы вычислить манковскую длину, нужно 
оnределить размерность ·G(D). Это леr~о ·сделать, е·сли вспомнить, что размер
ность G(D)Pm (правой части ·(3.102)) одинакова в случае nроизвольною числа 
измерений. Напримерt сравнивая случаи четырех и пяти измерений, имеем: 

(3.103) 

Размерность G(S) по сравнению ·С размерностью G содержит одну дополнитель
ную степень длины. С nомощью формулы (3.89) можно выразить размерность G 
через размерность мины и размерности с и !i: 

(3.104) 

Тогда из (3.103) следует, что 

(3.105) 

Так как планковекая миJНа единственным образом строится из гравитационной 

постоянной, .а также с и li, можно убрать скобки в предыдущем выражении 
и заменить L на пятимерную планковскую мину t~>: 

t:.G{S) 

(l(5))3 - _",- 
р . - с3 . 

ВосстанаВJilивая четырехмерную планковскую мину, получаем: 

(3.106) 

(3.107) 

Гравитационные mостоянные в четырех и пяти измерениях нельзя сравнить не

rюqредственно; так как они измеряются в разных единицах. Однако планковские 

длины сравнивать можно. Если планковекая мина одинакова в четырех и rutm 
измеренмях, rorдa G(S) JG = lp t т. е. гравитационньiе постоянные различаются 
одНой степенью общей nланкавекоИ длины. 

НеТрудно обобшить nредьщущее выражение на nространство-время D изме

рений. 

(~) Упражнение~разминно 3 •. 11. О окажите, что ( 3. t 06) и ( 3.1 07) заАiемются в об
щем cлyttae на 

{3.108) 
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3.9. Гравитационные постоJWнные 
и ко.мпакти~фикация 

Если теория струн верна, наш мир действительно облаnает более высокой 
размерностью. Базовая теория гравитации олределяет.ся тогда в многомерном 

мире при некотором значении многомерной планконской дrшны. Поскольку мы 
набJIIю.наем толь.ко четыре измерения. дополнительные измерения моrут быть 

свернуrы, образуя компактное пространство малого объема. Тогда мы можем 

спросить, чему равно эффективное значение четырехмерной планкоаской .ми

ны? Как ·будет показано ниже, эффективная ·четырехмерная планковекая длина 

зави~сит от объема доnолнительмых измерений, а также от значения м.ногомерной 

плаиковской длины. 

Эrи наблюдения доnускают возможность того, чrо IПЛанко.вская длина в эф

фективно четырехмерном мире -знаменитое число, примерно равное 10-33 см, -
может не совпадать с фундаментальной манковехой миной в первоначальной 

мноюмерной теории. Возможно ли. что фундаментальная планковекая длина 

много больше. чем знакомая четырехмерная длина? Мы ответим на этот вопрос 
в ·СЛедующем разделе. В этом разделе мы обсудим влияние комлактификации 

на гравитационные константы. 

Как следует вычислять гравитационную nостоянную в четырех измерениях, 

если нам задана гравитационная постоянная в пяти измерениях? Во-первых, мы 
замечаем, что необхолимо свернуrь одно пространствеиное измерение, в против

ном случае не возникнет эффективного четрыехмерноrо nространства-времени. 

Как будет :видно, размер дополнительного измерения входит в формулу, свя

зывающую гравитационные константы. Чтобы получить точные соотношения, 

рассмотрим пятимерное пространство-время, в котором одно измерение обра

зует маленькую окружность радиуса R. Нам :задана .константа G<5> и мы хотим 
в q . " И"'" ·G· (4) obl .и ... л . . ~ь . . 

Пусть (а; 1, ~i. х3) обозначают wи nространствеиных измерения бесконечной 
nротяженностi-t, а х4 обозначает компактифиuированное измерение с шноюй 
окружности 21Г R (рис. 3.2). Поместим однородное коЛьцо nоnной массой М 

м 
-- ----- --- ·-- - - ----~~---~------------

;/ 
1 

1 
1 

' , 
1 
1 
t 
1 
1 
1 
\ 
\ 

' \ 
' ' 

4 
ж 

____________________ ........ ..._ ___________ .....,. 
1 2 3 

х ~х ~х =0 
1 2 3 
х,ж,ж 

РМ>с. 3.2. Мир с Че1Гырьм:я nространпвенными измерениями, 'одно из которых, а именно х4, 
ко:мп.актифициро·вано в окружнt~сtь радиусом R. I<OJiьцo nолной массой М расntшожено вдоль 

эrON> кaм'nal<tнoro измерения 
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вдоль окружности при х 1 - :i = х3 = О. Получим расnределение массы, од
нородное вдоль измерения х4 • Нас интересует гравитационный потенциал v;s>, 
возникающий при таком распренелении массы. Мы могли бы nоместить точеч

ную массу 18 некоторой фиксированной точке ж4 • но это делает вычисления более 
СЛОЖНЬIJМИ (задача 3.9). 8 даННОМ случае J'l)ЗВИ1'ЗUИОННЫЙ ПОТеНциал V?) не 30-

4 8ucum от х . Полную массу М можно записать как 

полная масса = М = 21r Rm, (3.109) 

rде ·m - м.аоса, приходящаяся на единицу мины. 

Чему равна nлотность массы в таком пятимерном мире? Она отлична от нуля 

только при х 1 = х2 = х3 = О. ЧтобЬI представить такую rшотность массы, 
исrюльзуем дельта-функции. Напомним, что дельrd-функция d(x) может быть 
представлена как синrулярная функция, значение которой равно нулю везде 

00 

за исключением точки ж= О, причем интеrрал ./ dx 6(ж) = 1. Из вида этого 
-00 

инт.еrрала следует, чrо если х имеет размерность длины, то «S(x) имеет размер
ность обратной длины .. Так как пятимерная !ПЛотность массы сконцеmрирована 
при х 1 = :i = z 3 =О, разумно включить в формулу для нее произведение трех 
дельта-функи.ий 6(х 1)6(х2)6(х3). Мы утверждаем, что 

(3.110) 

Проверим, прежде вceifo, размерности. Плотность массы р<5> должна иметь раз
мернОСТh M/L4

• Все сходится, так как т имеет размерность ·единицы массы, 
деленной на ·един:ицу длины, .а три дельта-функции обеспечивают дополнитель
Ньi'Й множитель L -э. nредnоложение (3.110) может отлмча'I'ЬСя от точного ответа 
на числовой безразмерный множитель, наnример, на двойку. Для заключительной 

проверки интеq;ируем p(S) по .всему пiространству, в ре1ультате должна nолучить
ся nолная масса: 

оо 2~Л 

1 dx1 dx2 dж3 1 dz4 р<5> = 
-оо О 

оо 2wR 

dx
2 6(х2) J dz3 ~(х3) J dx

4 
= 

-00 -оо -оо О 

== т2кR. (3.111) 

Этодействительно полная масса, соrласно (3.109}. Для эффективно четырехмер~ 
ного наблюдателя масса ~ точечная, и расположена она в точt<!е х1 = ж2 = :е3 ~О. 
Поэтому данный набЛilодатель заnисывает 

(3.1 12) 
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Об&rатите внимание на соотношение 

(3.113) 

Исnользуем эту информаuИю в уравнениях nля гравитационного потенuиала. 
Используя пятимерные версии ·сооmошений (3.102) и (3.113), находим 

(3.1 14) 

Как мы замечали выше, v;s> не зависит от z4
, поэтому лапласиан, на самом деле, 

четырехмерен. Так как эффективный четырехмерный rравитационный потенциал 

равен vj5>, .предыдущее уравнение принимает ВИд уравнения тяготения в четырех 
измере!Ниях~ где константа м·еж:ду множителями 47Г и р<4> равна четырехмерной 
rравмтационной постоянной. 

Та~ким образом, мы показали, что 

G{S) G(5) 
G =-::::} -G = 1wR = lc, 

21IR 
(3.115) 

где lc есть длина доrюлнитепьноrо компаюrифицированноrо измерения. Это то, 
что мы искали: связь меЖду rравитационными постоянными, выраженная через 

размер дополни-rельноrо измерения. 

Обобщение (3. [ 15) на случай боле·е чем одного дополнительного измерения 
осуществляrется непосредсmенно. Находим: 

(3.116) 

rne ;fc - длина каждого из дополнительных измерений. Если различные из; 

м·ере.ния сворачивают.ся в 'Оfфу..киости разной длины) правая часть nредыдущей 

формулы заменяет.ся на произведение различных д1шн. На самом деле это про~ 
изведение есть объем Vc доnолнительных измерений, так что 

G(D) 

G=Vc. 

э.·tо. 6опьwие допопнитепьные измерения 

(3.117) 

Мы произвели :всю подrотовителыную рабо1)'. В разделе 3.8 мы нашли связь 
между манконекой миной: и rравитаuионной nостоянной в щюстранстве любого 
ч~сл;а :измерений. В разделе 3.9 мь1 определили, каким образом гравитационные 
nостоянные О'ка:эываются связанными Дrpyr с Дrруrом nосле комnактификации. 

Теnерь мы готовы определить, каким образом фумдамеН'JаJiьная шанковекая 
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длина в многомерной теории с комnактификацией связана с планконской миной 

в эффективной четыре.хмерной 11еории. 

Для начала рассмотрим пятимерный мир с планкавекой длиной l~) и одной 
пространствеиной координатой, свернугой в окружност~ь длиной lc. Что тоrда 
есть lrp? Из формул (3.106) и (3.1115) находим, что 

(t~>)' = (t.)2 ~) = (t.)2tc. (3.118) 

Решая относительно lc, получаем: 

(3.119) 

Это СОО'Пfошение позволяет рассмотреть возможность того, что мир на самом 

деле пятим·ерен, причем фундаментальная планковекая мина t~> много больше, 
ч~ем 10-33 см. Конечно, мы дотк.нь1 имеТIЬ lp "' 10-33 см. В конце концов, это 
четырехме1рная Шiанковская длина, значение которой дается фо,рмулой (3.90). 

Современные ускорители исследуют расстояния вnлоть ДО порядка ю-lб см. 
Если :это или несколько меньшее р.асстояние является фундаментальной величи-

ной., можно выбрать/;) "' I0-18 см. Каким тоrда будет lc? При t;>,...., to-18 см 
и lp ,..., 10-33 см из уравнения (3.119) находим, чrо lc,..., 1012 см "' 107 км. Это 
более чем iВ двадцать раз превышает расстояние от Земли до Луны. Подобное 
большое допмнительное измерение было бы уже давно обнаружено. 

Не сумев построить реалистичный сценарий в пяти измерениях, попробуем 

построить его в шести измерениях. При произвольном D из формул (3.108) и 
(3.116) nолучаем 

(3.120) 

Находя отсюда lc, имеем: 

- ·(D) Р 
( 

t(D} ) 2/(D-4) 

lc = l 1p Т.: . (3.121) 

При D = 6 и lp,..., 10-18 из этой формулы nолучаем: 

(f.6}')2 
lc = р . rv 1 о-3• 

lp 
(3.122) 

Этот вариант значительно интереснее! Ближайщей величиной является МИI(роН 

1 мкм = 10~6 м, водном миллиметре содержится 100 микрометров. Мы находимt 
что lc "' 10 мкм. Мотуr ли существовать дополнительные измерения длиной 
10-3 см? Вы :можете подумать, что это все еще слишком большая мина; так как 
Jraжe микроскоnы мoryr исследовать значительно меньшие расстояния. Кроме 
того, мы отмечали tfiышe. что ускорители •способны исследовать расстояния по

рrядка 1 <Г 16 см. Как: ни удивительно, но возможно, что ~большие дополнительные 
измерения» существуют, nросто мы их еще не видели. 
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Существование доnолнительных измерений может быть nодтвер-ж:дено пу

тем nроверки закона, определяющего rравитационное притяжение двух масс. 

~1Я расстояний, мноrо •больших шкалы :компактификации lc, мир эффективно 
четырехмерен, так что :зависимость силы притяжения двух масс от расстояния 

чeЖliiY ними должна точно следовать ныотоно:вскому закону обратных квадратов. 
С пруrой стороны, для рассrояний, меньших lc, мир эффективно многомерен, 
и закон притяжения должен ~измениться. ·Сила притяжения междудвумя массами, 

&е11УWЗЯ себя как 1/r4
, rде r - расстояние> согласуется с существованием двух 

ко~шактных дополнительных измерений. 

Оказывается, что т.еорию .гравитации на малых расстояниях очень трудно 

проверить; ·сила тяrотения чрезвычайно мала, и nаразитные кулонавекие силы 

.1олжны очень точно сокращаТIЬСя. Руководствуясь главным образом возможным 

сушесrвованием больших доnолнительных измерений, физики поставили эксnе

ричент по проверке закона обратных квадратов на расстояниях меньших одного 

~fилли:метра. Проведеиные к нашему времени эксперименты не обнаружили ни

какоrо отклонения от закона обратных квадратов вплоть до расстояний порядка 

о.:хной де.сятой миллиметра. Это означает, что дополнительные измерения, если 

они сущесmуют, должны иметь размер меньше одной десятой миллиметра. Как 

с.1едует из (3.122), компактные измерения размером одна сотая миллиметра все 
еше ·соrласуются с экспериментом. 

Можно задать ~вопрос: как обстоит дело ·с инымиt нежели rравитация, ·силами? 

Э.ле.ктромаrнетизм -был проверен до значительно меньших расстояний, и мы зна

ем, что кулоновекая сила очень точно подчиняется ·закону об,ратных квадратов. 

Например, ре·зерфордовское рассеяние альфа-частиц на нуклонах подтверЖдает, 

что закон обратных !Квадратов выполняется до 10-11 ·СМ. Так как зависимость 
кулонавекой •СИЛЬJ or расстояния дмжна была бы измениться на рассrояниях. 
меньших размера доnолнительных измерений, ·этот факт, по-вИl[имому, исJ<Jiю

чает большие далолиительные измере.ния. Однако) возможность существования 

таких измерений соХ1])аняется в теории е1рун, rде :наш вроетранетвенный мир 

мог бы быть трехмерной rипермоскостью, nересекающей дополнительные изме

рения. Эта :rиnерnлоскость называется DЗ ... браной. Такая '03-брана есть :D-брана 
с тремя ЩЮ'странст.венными измерени:ям.и. 

Оrкрытые C'IPYRЫ обладают замечательным свойством, заключа.ющимся в roмt 
что их концьr дотюны всегда оставаться при--креnленными к D-бранам. Во множе~ 
ё!'ве феноменолоrических моделей, построенных в рамках теории струн~ именно 

флуктуации отiфытых (струн nоро:ж:дают знакомые пептоны, кварки и калиб

ровочные 11оля, включая максвелло-вск:ое калибровочное поле. Отсюда следует. 

что зти поля npИ!q)eiUieны к D-бранам и не ощущают наличия дополнительных 

измерений. Если максвеллавекое поле живет на D-бране, силовые линии элек

трическоrо поля, идущие от заряда, остаются на D-·бране и не переходят в до

пмнительные изм,ерения, при любой шкале расстояний закон силы не меняется. 

Замкнутые струиы не ограничены D-бранами, и поэтому тяготение, воэ:никаю

ш·ее .из замкн-утых струн, ощущает наличие дополнителы-tых измерений. 

Хотя планковекая длина i p :является важным масштабом длины в четырех 
измерениях, если существуют •большие доnолюrrельные измерения, то исr~-tнно 
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фундаментальная nланковекая мина была бы намноrо больше, чем эффепивная 

четырехмерная nланковекая длина. Возможность существования больших доnол

нительных измерений кажется нескмько неестественной - почему дополни
тел:ьные измерения должны быть много больше, чем фундаментальный масштаб 
длины? Однако эrо не новая проблема, а скорее проблема большой иерархии под 

друrой маской. Мы замечали ранее, что физика частиц сталкивается с загадоч
ной проблемой иерархии между планковекай массой и массами элементарных 

11астиu . .В сuенаfРИИ с большими дополнит-ельными измерениями постулируется, 
что иерархия возникает из-·за дополнительных измерений) которы,е много боль

ше фундаментапьноrо масштаба длины.. В любом случае поистине волнующий 

факт состоит в том, что современные экспериментальные данные не исключают 

существования больших дополнительных измерений. Оrкрытие больших допол

нительных измерений будет революционным событием. 

Однако возможно, что доrюлнительные измерения хоть и мною больше, чем 

l,"' 10-33 см, но все же достаточно малы. Если пространство-время имеет десять 
измерений, ro, полаrая D = 10 и t~0> "' Jo-•·s см в формуле (3.121). получим 
lc "V 10-J3 см,, т.е. расстояние, намного меньшее, чем те, которые можно проверить 
с помощью настольных гравитационных эксnериментов. Дополнительные измере

ния такого или меньшего размера следует искать, используя ускорители частиц. 

Задаqи 

• Задача 3.1 .. Jlоренцевс,ка:я ковармантносrь дпя движения 

8 э.леитромамитных nonяx t 4> 

Уравнение движения под действием силы Лоренца (3.5) можно записать в реля
тивистской форме как 

dpJS q . . dxv ( ) 
ds = ё Fpv ds ' 1 

rде Рр - 4-имnульс. Проверьте явно, что это уравнение восnроизводит (3.5), 
когда р - пространственный индекс, Как вьtглядит (1), если р, =О? Имеет ли 
это уравнение смысл? Является ли ( 1) калибровочно-инвариантным уравнением? 

• Задача 3 .. 2. Уравнения Максвеппа в четырех иэмерениJtх 

(а) Покажите, что уравнения Максвелла без источников возникают из уравнения 
Tp>.v =О. 

('б) Покажите; что уравнения Максвелла с источюtf<.ами оозникают из уравнения 
(3.34). 

• З.aihlчe 3.3.. Эпекrромаrнетмэм 8 ·rpex измерениях 
(а) Най.nите редуцированные уравнения Максвелла в трех измерениях, начав 

с уравнений Ма--ксвелла и выраженt~я мя силы в четырех измерениях. ис

пользуя рецепт (3.12) и предnоложив, что ни одно nоле не может зависеть 
от наnрамения .~еоордн!Наты z. 

4
) t Результаты задач с ·этим энаком будут испшьэованы в дальнейшем. 



Задачи "9 
---------------------------------------------------~ 
(б) Повторите анализ трехмерного электромагнетизма, начав с лоренц-'t<овари

антной формулировки. Примите А~'= (Ф, А1 , А2), исследуйте F1111 , уравнения 
Максвелла (3.34) и релятивис11скую форму силы. выведенную в задаче 3.1 . 

..- 3aiJaчa 3.4. ЭnеК1'JРИЧе'ские nqnя и потенциалы точечных зарядов 

{а) Покажите. что из уравнения Максвелла Totj =О для полей, независяших от 
времени~ верно дi Ej - дj Е; = О. Объясните, nочему это условие соответствует 

уравнению Ё = =VФ. 
(б) По кажите, что в случае d пространствеиных измерений потенциал Ф, созда

ваемый точ·ечньtм зapЯlilOM q, задается формулой 

Г{d/2- 1) q 
Фt(r) = 41Гd/2 ,.а-2. 

• 3аа;ачо 3.5. Вычисление дивергенции в многомерном nространстве 

Пусть j = /(r)r- векторная функция в !Rd. Здесь r- единичный вектор, на
правленный вдоль радиус-вектора, а r - расстояiНие от начала координат. Вы ве

шите формулу для V · f. применяя теорему о .uивергенuии к сферической оболочке 
радиусом т и шириной d.r. ПJЮверьте, что для d = 3 полученный ответ сводится 
к V · f = /'(r) + 2/(r)/r. 

• 3аа.ач.а 3.6. Аналитическое продолжение гамма-функции t 
Рассмотрим определение гамма-функции комплексного аргумента z, действи
Т<еJil:ьная часть ~oroporo положительна: 

00 

Л(z) = 1 dt e-ttz-t, Re (z) >О. 
о 

Используя это уравнениеj nокажитеj что nри Re (z) > О 
1 .. 00 

1 ( N (-t)n) N (-1)" ( 1 
I'(z) = dt tz-l e-t- """. · . + """. . . · .. + dt e-te-1 

. 
.i:-.J n! i L...i n! z + n 

0 n= O n=O 1 

Объясните, почему nравая часть этой формулы хорошо оnределена для Re (~) > 
> - N - 1. Из этоrо ёЛедует. что nравая часть является аналитическим продолже
нием Г(z) дnя Re (z) > -N- 1. Сделайте из этоrо вывод, что у rамма-фунiЩИif 
есть nолюса в rочках О, -1, -2, ... , и найдите значение вычета в точ~е z = -n 
(trдe n - положительное целое число). 

• 3ааача 3 .. 7. Просtые эффекть• IСIIантовой гравитации ма111t11 

(а) Чему ра:внsшся бы ~rравитационн~ый• 'боровский радиус атома водорода, 

если бы электрон притяrивался .к протону CJiUIOЙ гравитации? Стандартный 
п2 

боровекий радиус tра.вен ао = -. 2 ~ 5.29 х 10-9 см. 
те 
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(б) В СiИстеме ед-ttниц., rде G, с и 1i nоложены равными единице, температура 
черной дыры равна kT = l/(81rM). Вст.авьте в эту формулу нужное количе
ство степеней G, с и fi. Оцените температуру черной дыры массой в миллион 
солнечнЪiх масс. Чему равна масса ~че:рной дыры, температура которой равна 
комнатной температуре? 

... Задача з.в. 3нерrмв вакуума и связанная rC неi wкana расстояний 

Наблюдения показывают, что расширение Вселенной постоянно ускоряется, воз

можно, за счет ruюmости энергии вакуума. Плотность массы, связанная с этой 
энергией 1 nримерно равна Pvac = 7,7 х 10-27 кгjм3 . Ряд физиков nытаются nо
юпь ускорение Вселенной, вводя модификации в теорию гравитации, nоэтому 

:по.лез.но знать, ка'Юiе масштабы длин будут иметь значение. Если предположить, 

что единственными ОlfНОСЯШIИмся к делу nараметрами ЯВJ11Яются Pvac, 1i и с, то 
можно сконструировать параметр длины lva.c, перемножив степени: 

lvac = Pc:acnfЗ c-r. 

Чему должны быть равны значения а, {J, 'У в приведеиной выше формуле? Чему 
равно численное .значение lvac? Выразите ответ в МIКМ . 

.,. Задача 3.9.. Движение nnанет в четырех и бол-.wем чиспе мэмерен1ИЙ 

Рассмотрим движение манет по ruюским круговым орбитам вокруг тяжелых 

звезд в нашем четырехмерном пространстве-времени и в пространствах с до

nолниrелыными пространствеиными измерениями. Мы хотим исследовать ста
бильность этих орбит по отношению к возмущениям, сохраняющим эти орбиты 

плоскими. Такое возмуiЦение возникает, наnример~ если мет.еорит, движушийся 

в плоскости орбиты. сталк:иsа.еТiСя с манетой и меняет ее угловой момент. 
Покажите, что в ro время) как в нашем четырехмерном мире круговые nла

нетн~ые ,орбиты стабильны относительно т.акмх возмущений, они перестают быть 

·стабильными в nяти или более и:змерениях. [Указание: может оказат:ься полезнь•м 
исrюль:юван.ие эффективноrо поrе:нциала дпя движения в nоле центральных сил.] 

.,. Задача J.:IO. Гравитационное nопе точе..ной массы в комnа1ктИфмцированном 

nятимерном мире 

Рассмотрим пстиме:рное пространство-врем·я с пространственнъiми координата

ми (х, у, z, w), которые еще не компапифицирова.ны. Точ~ечная масса М nоме
щена в на·чале коорди.нат (х, yj :z~ w) ==(О, О~ О, О). 

r(a) Найдите гравитационный потенциал v;s>. Запишите ответ через М, o<s> и 
r = (x2+r/+z2 +to2

) 112 • (Указание: используйте l12Yg(s) = 41f'G(5)Pт и теорему 
о дивергенции.] 
Пусть теnерь w становится окружностью радиусом а, nри этом масса остается 
фиксированной., как показа:но на р:ис. 3.3. 

~(б) Заnишите точное выражение для rравитационноrо nотенциала J15
> (х, у, z, О). 

Эrот потенциал есть фунiЩИЯ R = (~2 + у2 + z2
)

112 и может быть заnисан 
в виде бесконечной суммы. 



Задачи 101 ----------------------------------------------------
w 

м (х, у, z, О) 
_ __ ,_ --- --------- -~--~~~~.~ ~~==-======~=•==~~- -- =-..... х, у, z 
(О, '0, О, О) 

Рмс. 3.3. К задаче 3.10: т,очечная масса М в пятимерном просrранстве-времени 

с одним комп:ак11ным измерением 

(в) Покажите, 'ЧТО при R »а гравитационный потенциал принимает ВИд четы
рехмерiНоrо гравитационного потенциала, mричем ньютоновекая постоянная 

а<4> .выражается через о<5) как в (3.115). (Указание:: превратите бесконечную 
,сумму в интerpaJil.] 

Эти результаты nод'f!верж.щают как соотношение между четырех- и пятимерными 

ньюrоно:вскими постоянными при компактификации, так и возникновение че-
1iырехмеrрного потенциала на рассrояниях. больших по сравнению с размером 

компа~сrноrо измерени·я . 

..,. 3одtlчо 3.11. Точн·ое выражение д.nя rравмтационноrо nотенциала 

Бесконечная сумма в задаче 3.10 может быть точно вычислена с помощью тож-
дества: 

~ 1 
- ~ cth (.!.) 

n~oo 1 + (1rnx)2 - Ж :t · 

(а) НайЛите rочную замкнуrую форму :выражения для гравитационною потен~ 

циала Vi5)(x~ У~ Z, О) 'В J<()Мnактифицированиой теории. 
(б) Разложите этот ответ в ряд, чтобы вычислить главную nоnравку к гравита

ционному потенциалу в пределе R >> а. Для какого 3Начения R/a nоnравка 
будет ПОРЯАКЗ 1 %? 

(в) Используйт.е rочный ответ из (а) дnя разложения потенциала при R << а. 
Найдите первые два члена разложения. Узнаете ли вы ведущее слагаемое? 



Глава 4 

Нерелят.ивистские струнь1 

Полное nонимание то!НКоСТЕй теории релJJтивистских струн требует nонима~ия основ 
физики НеiJ)еJIIятивистских струн. У эТtих струн rимеются!Масса и натижение. Они могут со

вершать nоnеречные и nродол1ьные колебания. Мы рассматриваем уравнен1и.R движения 

нереляrивистских струн и развиваем Лагранжев формализм .АЛЯ оnисани11 их динамики. 

4.1. Уравнения движения струны 
дпя спучая поперечных колебаний 

Начнем из.учение струн с обсуждения поnеречных колебаний натянутой стру

ны. Наnравление вдоль ·струны называеJ1Ся продольным. а наnравления. орто

тональные струне, называются поперечными. Для простоты обозначений мы 

рассматриваем случай, коrда существует ·только одно поперечное напра~вление. 

Обобщение на дополниrелrьные поперечные направления очевидно. 

Работая в ruюскости ( х, у), рассмотрим классическую не релятивистскую 
струну. конuы которой закреплены в точках (О. О) и (а, О). В статической кон
фигурации струна натянуrа вдоль оси х меЖду этими двумя точкамiИ. В про

цессе поперечных колебаний координата х каждой точки ·струны не изменяется 

со временем., nоперечное смещение rочки задается ее координатой у. Направле

ние вдоль х продолыюе, а вдОЛ!Ь у - rюперечное. Чтобы описать классическую 

механику ·однородной ·струны, нам нужно знат~ь две веши: натяжение То и массуt 

приходящуюся на единицу дЛины:; IJ'O· Полная масса струны равна в этом случае 
М =р0а. 

Кратко nознакомимся с ·ед.ин:иnами. Натя~ение имеет размерность силы, 
так что 

. .· [энерrия] 
[То] = [сила~ = . i(L] . (4.1) 

Если вы растягиваете струну на бесконечно малое расстояние d~) ее натяжение 
nрм растяжении остается nриблизительно nостоянным, и ~изменение энергии 

равно совершенной работе T0dz. Полная масса струны не изменяется. Однако, 
если бы м:ы рассм:атрИВЗJ11и релятивистсие струны, статическая струна с большим 

количеством энергии имела бы больш.ую массу. Используя (4. 1) и замечая, что 
энергия измеряется в еDJиницах массы; умноженных на квадрат скорости света; 
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х 

1 
1 

:dy 
dx : 

------------------------~ 1 
1 
1 
1 
1 

Рмс. 4.1~ l<ороrкий отрезок IКЛассической нерелятивистской струны, колеблю

щеiйся в 1nоперечном наnравлении. С учеrом ра3ных накло!j!ов в двух концев1ых 

точках IВ03'Никаеr суммарная вертикальная сила 

а Ро - единица массы, приходящаяся на единицу длины, имеем 

м 2 2 
[То) = L (v) = [J.toJ(v) . (4.2) 

Д..1я нерелятивистской струны оба параметра- То и Р,о - являются настраива

~tыми, и скорость в nравой части полученного нами равенства может оказаться 

скоростью nоперечмых ~волн. Из nредыдущей формулы следует, что натяжение 

струны То и линейная nлотность массы J.to у релятивистской струны могла бы 
·быrь связана соотношением То = рос2 , так как с - каноническая скорость в тео
рии ~относительности. В главе 6 мы увидим, что это действительно правильное 
соотношение в случае релятивистской струны. 

Возвращаясь к классической нерепятивистской струне, выведем уравнение 

J.виж~ения. Рассмотрим малый отрезок статической струны от точки х до точки 

х + dx при у = О. Поперечные колебания этого куска rrоказаны на рис. 4.1. В моQ 
~•ент времени t поnеречное смещение с-труны равно y(t. х) в точке х и y(t. x+dx) 
в точке х + dx. Предmо.1южим, что койебания малы, nQдразумевая nод этим ТО; 
что в любые моменты времени 

д у 
дх «:: 1. (4.3) 

в любо:й т-очке струrны. Это гарантирует, что nоперечное смещение струны мало 

.no сравнению с миной струны. Длина струны изменяется мало, так что можно 
предnоложить, что натяжение То остается неизменным. 

Наклон rcтpy-ttы в точках х и х + .dx немного ра'111ичен. Эта разница в на
клоне означает. что натяжение струны изменяет наnравление и рассматриваемый 

отрезок струны nодвергается действию результирующей силы. Для поперечных 

колебаний нам нужно вьtчислить только вертикальную составляющую этой силы; 

rоризонтальная составляющая силы пренебрежимо мала (задача 4.1). Вертикаль
ная ооставляющая силы в rочrке (х + dж, 11 + dy) с хорошей точщ)стъю равна То. 
умноженному на nроизволную ду/дiХ, вычисленную в точке х + dx, и наnрав
деиа вверх; аналогично, вертикальная составляющая силы в точке (х, у) равна 

Т0 , умноженному на произ:водную дуjдх,. вычисленную в точке х, и направлена 
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вниз. Поэтому суммарная вертикальная сила dF11 равна 

dF.
. = 171 ду ду l:J2y 

v .1 о -То -д ~ То !) 2 dx. 
дж z+dz Х z vX 

(4.4) 

.Масса dm этоrо отрезка струны, первоначально располагавшегося межа.у точ
~<:ами х и х + .dx, оnределяется произведением мотиости массы {lo и dx. Со
iГласно зак:ону Ныотона, суммарная вертикапьная сила равна массе, умноженной 

на ускQрение, и направлена rю :вертикали. Поэтому можно просто записать 

(4.5) 

Сокращая d.x с обеих сторон равенства и пере'ставл.яя слагаемые, получим: 

(4.6) 

Мь1 приiWJи к волновому уравнению! Наnомним, что дnя волнового уравнения 

д2у 1 IJ2y 
{j 2 - 2 дt2 = О, 
х V.o 

(4.7) 

nараметр v0 есть скорость волн. Таким образом, для nоперечных волн, бегуших 

по натянуrой струне, ~скорост.ь ~о этих волн равна 

(4.8) 

Че.м больше натяжение или чем леrче струна, тем быстрее бегут волны. 

4.2. ~раничнrые и начапьные усповия 

Так как wавнение ( 4.6) я.вляется дифференциальным уравнением в частных 
производных, содержащим проиэводные по ПРОС11Рансrвенным координатам и 

времени, для того, Ч'Jiобы зафиксировать решения. мы должны в общем случае 

задаТiь как rраничные, так и начальные условия. Наиболее общими тиnами гра
ничных условий .:являются rраничные условия Дирихле и Неймана. 

Для рассматр!ИI~аемой струнъ1 граничные условия Дирихле задают положения 
концов струны. Например, если мы прикрепим каждый ~онец струны к стенке 

,(рис. 4.2. слева), мы наложим граничные условия Дирихле 

y(t, х =О) = y(t. х =а) =О. (4.9) 

А если мы nрикрепим невесомую петлю к каждому концу струны и nозволим 

петлям 'С~олмиrъ no двум сте:р:жням без трения, мы нможим rранiИчные условия 
Неймана. Для рассма'f1J)иваемой е1руиы граничные условия Неймама задают эна
'Чения щюизоодной ду/д~ на концах струны. Так как nеrли невесомы и скользят 
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у 

ж=а 

х=О х=а ' х=О 

Рис. 4.2. Слева: струн.а, на l(онцы которой нсmожены tfРаничные ус.ловия Дмрихле. 

Сnрава: сiТруна, на концы К·оторой напожены гранмчные условмя Неймана 

~стержням без трения, то производнаяду/дж должна обращаться в нуль в точ

.u.х х = О~ х = а (рис. 4.2 ·сn1рава). Если бы это было не так, то наклон струны 
I стержню был бы отличен от нуля, и комnонента натяжения струны ускоряла бы 

~.lи в направлении оси у. Так как к3.Ж111ая nетля невесома, их ускорение было 

бы бе·с~онечно большим .. Эrо невозможно, поэтому мы накладываем граничные 
~~1овия Неймана 

.l)y . ду 
дх (t, х = О) = дх (t, х = а) = О. (4.10) 

Такие условия nрименяются для струн, концевые точки которых мoryr свободно 

.uшгаться 1В направлении у. 

Посмотрим, .как решается волновое уравнение для конкретного набора на

чэ.1ьных условий. Об шее решение уравнения ( 4.6) имеет вид 

y(t, х) = h+(x- vot) + h_(x + vot). (4.11) 

r.1e h+ и h_ - nроизволъные функuии одной переменной. Решение представляет 
с~Тiерпозицию двух волн: волны h+, беrущей направо, и волны h_, бегущей 
на.:tево. Предположим, что начальные значения у и ду/дх в момент времени 
t =О известны. Исполыуя формулу (4.11)., виним, что эп информация приводит 
к уравнениям 

(4.12) 

(4.13) 

rзе сле.ва стоят и.звестные функции, а штрихи означают nроиэоодные no apry~ 
\tенmм. Используя (4.12); можно выразить h_ через h+. Подставляя в (4.13), 
nолучаем ·обыкновенное дифференциальное уравнение пероо-го порядка для h+ . 
!Решив :по уравнение (используя при этом nодхоnяwие граничные условия); мы 
вновь можем исnолъзовать (4.12), на этот раз, для тоrо, чтобы найти явньtй вид 
h_ . При известных h+ и h_ полное решение уравнений движения дается выра
жением (4. Н). 

4.3. Частоты поперечных колебаний 
I1редrюложим, чrо у нас есть струна~ каждая точка которой колеблется в иа

nрамении оои у по синусоидал:ьному закону с одинаковой фазой. Это означает; 

что y(t, х) и:меет вид 
y(t, z) = y(z) sin (tAJt + ф), (4.14) 
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~где liJ - уrловая частота колебаний, а ·Ф - постоянная общая фаза. Наша цель 

·сос--тоит в том, чтобы найти разрешеннiЫе частоты колебаний. Подставляя (4.14) 
.в (4.6) и сокращая общий зависящий от времени множитель, находим: 

d2у(ж) 2 р.о 
dx2 + liJ То у(х) =О. (4.15) 

Эrо обычное дифференциальное уравнение второго порядка дпя профиля коле

баний у(х). Разрешенные частоrы отбираются этим уравнением в совокуnности 

с rраничными условиями. Так как (.с), JLo и То - постоянные, решение диффе
ренциального уравнения выражается через тригонометрические функuии. При 

граничных условиях Дирихле ( 4..9) имеем нетривиальные решения 

( 1Гnх) Yn(x) = An sin а , n = l, 2, ... , (4.16) 

где An - произвольные константы. Значение n = О не включено, так как ему 
·соответствует неrюдвижная струна. Подстамяя Yn{x) в (4.15), находим разре-
шенные частоты Ыn: 

1А1п = {€ е:) . n = 1, 2, . . . . (4.17) 

Таковы частоты колебаний в случае струны Дирихле. Струны скрипки являются 
струн,ами Дирихле. Чтобы настроить ·Скриnичную струну на правильную частоту, 

следует nQдогнат~ь натяжение СтРУНЫ. Чем больше натяжение, тем выше частота 

тона, что и n:редсказываетс:я формулой (4.17). 
В случае граничных условий Неймана ( 4.1 0), получаем пrространственные 

решения 

(1f'n:c) Yn (х) = An cos а , t n = О, 1, 2, .... (4.18) 

На этот раз решение с n = О менее тривиально: струна не колеблется. но пе
ремещается как uелое в nоложение y(:t, х) = А0 • Частоты колебанiий, которые 
находятся подстановкой (4..18) в (4.15); такие же, как в случае (4.17). Таким об
разом; частоты колебаний в случае задач Дирихле и Неймана одинаковы. Случай 
Нейман,а допускает ·одно доiJlолнительное решение; не включенное в ,общую фор

мулу (4.14): струна может перемещатъся с nостоянной скоростью. Действительноt 
y(t, ж) = at + Ь с постоянными а и Ь удовлетворяет как rраничным условиям, 
"mк и исходному волновому уравнению ( 4. 7). 

4.4. Более общий случай копеблющихся струн 
Кратк:О обсудим некооорые задачи; тесно связанные с рассмотренными в 

предыдущем разделе. Наnример, мы можем считать, чrо плотность массы струны 

р(:х) ямяется функцией nоложения. Форма волнового уравнения (4.6) не изменяw 
етсяt так как оно ·было вывеп:ено на основании локальных соображ:еиий: исследоw 

~ШЛея мал.ый отрезок струны, который вы,бирался настолько малым, чтобы плот-
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ность масссы Э'J1ого отрезка была nриближенно посrоянной. Поэтому nолучаем: 

д2у - р(.~) д2у =о 
дх2 То дt2 • 

(4.19) 

Для нормальных колебаний исnользуем решения вида (4.14) и находим, чrо 

(4.20) 

Эrо уравнение уже :не так леrко решить, и детальны~ анализ возможен только, 

если .задан конкретный ви..щ р(х). В задачах 4.3 и 4.7 рассматриваются некоторые 
конкретные распределения масс, и с помощью вариационного подхода можно 

получить верхнюю rраницу для наименьшей частоты колебаний. 

До сих пор мы рассматривали только поперечно колеблюшиеся струны. Стру
ны допускают и продольные колебания, хотя для релятивистских струн это не

возможно. Представьт.е струну, натянутую вдоль оси х, и рассмотрите бесконечно 

малый отрезок, который в состоянии равновесия имеет координаты (х, ж+ dx). 
Предположим далее, что в момент 18ремени t конuы этого бесконечно малого 
отрезка продольно ·смещаются от положения раrвновесия на расстояния fJ(t, х) 
и f}(t, х + dx), соответственно. Если эти две величины не одинаковы, данный 
отрезок струны сжат или растянут. Для этой сис-rем.ы можно получить уравнение 
движения, аиалюrично тому, как это было сделано выше дпя поnеречного движе

ния. Однако., невозможно доnустить. что натяжение постоянно вдоль струны. Дпя 
поперечных коле,бани:й суммарная сила, 11ействующая на малый отрезок струны, 

возникает из-за разных углов, под которыми одно и то же ~натяжение приложено 

к nротивоположным концам малого отрезка. Если струна .всегда лежит вдоль 

оси х; то ·суммарная сила может действовать на отрезок, только если натяжение 

на двух концах различно. Поэтому волны !Вдоль продольно колеблющейся струны 

сопровождается волнами натяЖ:ения (задача 4.2). 

4.5. Краткий о~бэор Лаrранж,евой механики 

По ОШ!РС.делению, функция Ла:rранжа L ·системы равна 

(4.21) 

rде Т ~ КJИНетическая знерrия системы~ а V ~ ее nотенциальная энергия. Для то

чечной частицы массой т. двюкущейся вдоль оси ж под .влиянием не зависящего 

от ЩУёмени nоrеицима V(z), иерелятивисrекая функция Лаrранжа принимает 
'ВИД 

L(t) = ~ m(x(t))2
- v(x(t)), . ( ) _ dx(t) xt --- dt . (4.22) 

Необходимо подчер:кнуrь, что эта функция Лаrраюка ·еС'JЪ неявная функция вре~ 

мен и., так ll{aк не содержит зависимости от времени явно. Зависимость от времени 
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возникает из-за зависимости от времени координаты x{t). Действие S оnреде-
ляется uк 

S = 1 L(t) dt. (4.23) 
р 

rде Р - пуrь x(t) между iНачальным положением Xi в начальный момент вре
мени ti и конечным положением х 1 в конечный момент времени t1 > ti. Один 
из таких пугей показан на !РИС. 4.3. 

Действие - это функционал. В ro время как в функцию одной переменной 
закладывается одно число - аргумент - на .входе и она возвращает другое число 

на выходе, то в функционал на входе закладывается функция и возвращается число 

на вых.Qде .. Так как функция обычно определена своими значениями в бесконечно 
1 :f .... ,. 

большом числе точек, функционал можно понимать как функцию от бескон~~НОJ 
Y"")":::l; #'> 

большого числа n.еременных. В нашем случае аргументом функцианала де~~(уя-~ 
ЯВJIIяется функция x(t), кот:ор.ая определяет nуть Р. Подчеркнем то, что я~я~? 

x(t) 

х 1 ----------------·----------------·---

х. ----------

t . 
J 

t 

Рмr. 4.Э. Пут~о Р. nредстэвляющиИ возможное одномерное 
д:вижен:ие :t(t) чааицrы в И1Пе1рвале времени [t8, t1) 

ж~ -----·•мм•Oiii' ·18f - . 

x(t) +б~{t) .· ·· . .. . ! J . 
·~ · -·,. ---·---·---т------- б:е(t) 

~ · : ~ ~--~--~----т-~·-г· 
x(t) : : 

j ' 1 
i 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 i 

t. • t t 

Рис. 4.4. Путь ж(t) rи ero вариация z(t) + dx(t). 
Эта rвариация 6ж(t) обращается в нуль в точках t = ti и t = t 1 

{ 
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аргументом S, :используя обозначение S[ z]. Здесь ( х] :представтrет всю функцию 
.ж(t). Эапись S [ x(t)] может привести к недоразумению, так как в этом ·случае пред
полаrается, что S в конеч:ном итоге является функцией t, что на самом деле не так. 

В более явном виде, для любого пути x(t) действие задается выражением 

tr 

S[z[ = J Н m(:i:(t))
2

- V(z(t))} dt (4.24) 

t, 

Очень важно подчеркнуть, что действие S можно вычислить для любоrо пути 
x(t),a не 11олькодля пуrей, соответствующихфизически реализуемому движению . 
.Именно потому, что S можно вычислить мя всех путей, действие является очень 
мощным инструментом мя нахождения тех nyreй, которые могут быть физически 

реализованы. 

Лринuип Гами;пь11она утверждает, что путь 'Р, который реально совершает 
·система, это тот nyrь, мя кoroporo действие S стационарно. Более точно, если 
этот nуть 1' подвергнуть бесконечно малому изменению, в первом порядке по ва
риации пути действие останется неизменным. Если использовать функцию z(t), 
определяющую путьt ro возмущен.ный nуть имеет вид z{t) + 6x(t) (см. рис. 4.4). 
Для любого момента времени .t вариация 6x(t) есть расстояние no вертикали меж
ду первоначальным путем и проварьированным nyreм .. Как показано на рисунке, 
мы рассматриваем только такие вариации, д.ля коrорых начальные и конечные 

положениях;= xi(.t) и Xf = x(tJ) неизменны (концы закреплены): 

(4.25) 

Вычислим теnерь действие S[.x + 6х) Д11Я возмущенного пути x(t) + бх(t): 

tf .· 2 

S[z +6z[ ~ J {; ( {t (z(t) + 6z(t))) - V(z(t) + &z)} dt = 

t; 

~ . 

= S[ ж 1 + J { m:i:(t) ~ .Sж(t) - v' ( z(t)) бz(t)} dt + о( (.Sz )2
). (4.26) 

t; 

При переход:е к последнему выражению мы разложили V в ряд TeЙJilopa по ж(t). 
Слагаемые rюряд:ка ( 6х )2 и ВЬIШе не нужны дЛЯ тоrо; чтобъt определить, являет
~ся ли действие стационарным или нет. Поэтому мы остамяем их неопреде.лен
~ным~ и обозначаем их вiКЛад как О((ох)2). Новое действие можно записать хак 
S + 68 t rде IJS линейно r~o 6~. Из приведеиного выше уравнения видно, что ·68 
дается вь•ражением 

tr 

6S = J { mi:(t) ~ 6:t(t)- v' (z(t) }6:t(t)} dt. (4.27) 

ti 
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Чrобы найти уравнения движения .• следует переписать вариацию бS в виде 68 = 
= f dt dx(t){ ... }. В частности, ох не должно стоять nод зна~ом производной. 
Эroro можно достичь с помощью интеrрирования по частям: 

t, 

os = f { :t (mt(t)б:c(t))- mX(t)б:c(l)- v'(x(t))бx(t)} dt = 

t; 
t, 

= mz(tj)б.x(tj)- mx(ti)бx(ti) + f ox(t)( - mi(t) - v'(x(t))) dt. 

Используя (4.25), приводим вариацию 1К ви.щу 

t, 

68 = f ox(t) ( -mi(t) - v' ( x(t))) dt. 

t, 

(4.28) 

(4.29) 

Действие стационарно • .если 68 обращается в нуль для любой вариации ox(t). 
Чтобы это было выполнено, выражение, на которое умножается ox(t) под инте
гралом, должно обращаться в нуль: 

mi(t) = - v' (x(t) ). (4.30) 

Это второй за~он Ньютона, примененный к движению частицы в потенциаль

ном поле V(x). Мы восстановили ожипа,емое уравнение движения, потребовав 
стационарности действия в результате вариации. 

Предположим, что мы определили nyrь, по которому движется частица от Xi 

до х 1. Как мы видели, в этом случае действие стационарно по отношению к вари
,~шиям, которые обрашаются в нуль в начальный и конечный моменты времени. 
А сrэuионарt~о ли действие по отношению к вариациям. коrорьн.~ изменяют на

чальное nоло~ение в момент ti ИllИ конечное положение 8 момент t 1? 8 обшем 
случае ответ отриuательны.й. Это можно увидеть из уравнения (4.28). Слагаемое 
с интегралом обращается в нуль, но nри ox(tJ) :/=О первое слагаемое в nравой 
части не обращается в нуль, если Т<олько не обращается в нуль конечный имnульс 
частицы mx,(t1). Аналогично обстоит дело nри ox(ti) #О. 

Прин·uиn Гамильтона уrверЖдает, что действие стационарно на классическом 

решении. Но кnассическое решение не всегда определяет минимум действия . 
. Можно ПОСТ1JЮИТ:ь nростой приме1р, в коrором юtассическое решение ямяется 
седповой точкой функиионала действия; т. е. у~величивается liЛЯ некоторых вари
аций и уменьшается для друrих. Подробности см. ь задаче 4.6. 

4.6. Функцrи• Лаrранжа нере.nятивистской аруны 

Вернемся к струне с постоянной плотностью массы ро; постоянным натя~ 

жени·ем Т:0 и концами, находящимися в rочках х = О и ж = а. Ее кинетиче
ская энер.rия eCTh nрост.о сумма кинетических энергий всех бесконечно малых 
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;отрезков, из которых состоит струна. Поэтому можно написать: 

(4.3]) 

Потенциальная энергия возникает из той работы, которая должна быть выполi . \ 
нена. чтобы растянуть отрезки. Рассмотрим беконечно малый кусочек струн~, т~ 
занимающий nоложение от (ж, О) до (ж+ dx, О) когда струна находится в равн(:)

:весии. Если кусочек струны мгновенно растягивается от (ж, у) до (ж+ dx, у+ d"'J,.. 
(см. рис. 4.1), ro измене.н~tе длины .~l бесконечно малого отрезка оказывается 
равным 

.6.1 = .;(4z)2 + (dy)2 -" = dz( J~ + (ZY -t) ~" ~ (Z)'. (4.32) 

.здесь мы использовали приближение малых колебаний (4.3) мя тоrо, чтобы 
отбросить члены более высокого порядка в разложении квадратного корня. Так 

как выполненная работа по растягиванию каждого бесконечно малого отрезка 

·струны равна T0~l, полная потенциальная энергия V равна 

!а l · ( . ду)2 
V = 2 То дх dx. (4.33) 

о 

Функция Лаrраюка струны равна Т - V: 

. ( ) /

11 

[ 1 ( 8у ) 2 
1 -:- (; {}у )2] .· . ~ !а ~ 

L t = l Р,о дt - 2 То дх / dж = ~ dx. 
о о 

(4.34) 

:rде L, носит название .плотности Лаг,ранжиана: 

r,(д1J.· ~. ) = ~ (lJ. У .. )2- ~то(· !!. )2· дt ' <дХ 2 Jlo дt 2 . дх (4.35) 

Поэтому действие мя струны равно 

В этом де1Иствии ~nyrь» есть фующия y(t; х), определенный в области простран
ства ~(t, ~), указанной на рис. 4.5. 
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х 

граничные 

условия 

•В -- - - ------..-------- ---, 

начальные 

условия 

конечные 

условия 

---+------~---------~------~ 

rраничные 

условия 

t 

rмс. •.s. Движение струны задается функцией y(t, z), определенной в области t Е (t;, t1 ), 
z Е (О, а]. Гранич1ные условия заданы в 11'ОЧ1ках х =О и х =а ,АЛЯ всех t Е (t;, t1]. Начальные 

1И к~онечные условия заданы в моменты t = ti и t = t,, соответственно, дnя всех х Е (О, а) 

Чтобы найти уравнение l118ижения, следует изучить вариацию действия при 

1/(t,z)---+ y~(t,x)+6y(t,x). Осушествляя варьированиетак же, как и ранее, получаем: 

t, 4 

ьs = 1 dt 1 dx[ ду д(6у) -т. ду д(dу)] 
Ро дt дt о дz дz . (4.37) 

t; о 

(9 У.пражнение-раJмuнко 4.1. Докажите формулу (4.37). 

Производные не должны действовать на вариации J), поэтому перепишем 
каждое из двух слагаемых как полкую производную за вычетом слагаемого, в ко

тором производмая не действует на вариацию: 

t, а - ~ ( . ) , 2 !:1 ( А.. ) =2 ] 8 1 . 1 ... [и ' ду . . д '!1 ' и "11 б · . д 11 
S = dt '~ 7ii JJo дt ·бfl - Р,о дt" ify + дх -То h у + То дх2 оу . 

t. о 

(4.38) 
Производмая no !Времени в nервом с.лаrаемом сводится к значениям в точках t 1 
.и t.;, в ro время хак пространствеиная произоодная дает значения в концевых 
точках .струны: 

(4.39) 

l) Поо~ольку данное уrвержден.ие не .имеет обоснования в тексте; nроще восnользоваться nереста

номчнОсt'Ы() onepaциlt мрь:ированiUI и nиффеl)енцироеания 6: = :t 6;. - Лршt. ргд. n~fJёtloдtJ. 
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Наше окончательное в--ыражение да1IЯ бS содержит три слагаемых. Каждое должно 

:независимо обращаты;я в нуль. Третье слагаемое? наnример, о.nределяется дви

жением струны в интервале х Е (0, а) и t Е (t;, t, ). В данном случае граничные 
условия не ограничивают 6y(t, х), поэтому мы nолагаем равным нулю коэффици
ент при 6у и воостанамиваем наше исходное уравнение ( 4.6). Первое ·слагаемое 
iВ (4.39) оnределяется конфигурацией струны в момеiНты времени t, и t,. Если 
мы зафиксируем эти конфигурации, ro по сушеству положим 6y(ti, х) и бу(t,, х) 
равными нулю. Эrо мечет за собой обращение первого слагаемого в нуль. Мы 

· ·сталкиваемс:я с аналогичной ситуацией nри ис·следовании свободной частицы. 

Второе слагаемое в (4.39)- новое. В явном виде оно равно 

t, 

J (-То :: (t, a)6y(t, а) + То : (t, 0)6y(t, О)] dl (4.40) 

ti 

и относится к ДВИ)IrеНИЮ концов струны y(t, О) и y(t., а). Нам нужно граничное 
условие для каждого из двух слагаемых в этом В'Ыр~ении. Пусть х. обозначает 
координату х концевой точки: х. может равнятьс'Я либо нулю, либо а. Выбор 

концевой точки означает фиксацию значения ж •. Мы можем обратить каждое 
слагаем·ое в ( 4.40) в нуль, задав л1ибо граничные условия Дирихле, либо граничные 
условия Неймана. Рассмотрим концевую точку х. и связанное с ней слагаемое в 
(4.40). EcJJiи мы наЮJJцы:ваем граничное условие Дирихле, nоложение выбранной 
.iКо:нечной т~и фиксируется во времени, и мы требуем, чтобы вариаuия tSy(t, ж.) 
·обращалась в нуль. Из этого следует, чrо выбранное слагаемое обратится в нуль. 

С другой стороны, если мы предnолагаем, что концевая точка может свободно 
перемещаться, то вариация 6y(t, z.) нич·:ем не ограничена. Слагаемое исчезает, 
если наложить условие: 

~(t; ~.) -О, граничные условия Ней.ма11а. 
дж 

(4.41) 

Граничные условия Дирихле можно записать в такой форме, чrо станет явным 
их сходспю с rраничными условиями Неймана. Если концевые точки струны 

фиксированы, производ.ные по времени от координат концевых точек должны 

обращаться iВ нуль: 

д•• tft<t; z.)-= о. rраничиые условiiЯ Дирихле. (4.42) 

Сходство с (4.41) поразительно. Единственное отличие сосТ<оит в rом, что 
пространствеиные nроизводн.ые nревратипись во временные. Если записать гра

ничные услови·я Дирикле в этой форме, мы еще должны за.nа'Гiь значения коор~ 
динат в фиксированных концевых точках, 

Чтобы .nyчwe понять физическое содержание граничных условий, рассмотрим 

им nулы:: струны р". У имnульса нет друrих комnонент, так как мы nредnоложили, 
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что движение ограничено только наnравлением вдоль оси у. Этот имnульс есть 

npocro сумма имnульсов каждого бесконечно малоrо отрезка вдоль струны: 

а 

1 д:u . 
р11 = ро дt dx. (4.43) 

о 

Посмотрим, ·сохраняется ли он: 

dpu(t) /
4 

д2у . !а д2у _ [ду] z=a 
dt = Ро дt2 dx = То дхl dx =То lJж х=о' 

о о 

(4.44) 

rде Mlbl использовали волновое уравнение (4.6). Мы видим, что в случае гранич
ных условий Неймама (4.41) импульс сохраняет.ся, но для граничных условий 
Дирихле им111ульс в общем случае не сохраняется! Действительно, когда кон
цы струны при~реnлены к стенюе. эта стенка постоянно действует на струну 

с определенной силой .. Например, в низшей нормальной моде струны Дирихле 
суммарный импульс nостоянно осцИJUJирует между направлениями +у и -у. 

Почему это важно для теории струн? Долгое время теоретики-струнники не 

принимали всерьез :возможность граничных условий Дирихле. Казалось нефизи

ческим, чт-о импульс струны может пересmть сохраняться. Кроме того, к чему же 

могли быть при~q>еплены концы открытой струны? Ответ таков: они прикреп

лены к D-бранам - новому типу динамич,еских протяженных объектов. Если 

струна npикpeiUieнa к 0-бране, то общий импульс может сохраняться: импульс, 

теряемый струной, поrлощается О-браной. Детальный анализ поведения члена, 
индуцированного варьированием. на nространствеиных rраницах является реша

ющим мя осознания !ВОзможности существования D-бран в теории струн. 

Завершим эту главу более общим выводом уравнения движения струны. Для 

этого используем формулу {4.35), чтоfjъt записать действие в виде 

(4.45) 

Оnределим также величины 

~- /)L, 
р = дil' (4.46) 

где •/ = дуjдz. Это просто производные L. по nерiюму и второму аргументам, 
~соаrветственно.. В явном виде они равны 

lJg 
-nZ ·- ~'Р- -r - .10 • 

дх 
(4.47) 

Коrда мы варьируем траекторию д:вижения по 6yt вариация действия определя
·ется ВЬiраженwем 
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Используя стандартные преобразования., находим, что 

а t1 t1 а 

68= 1 (1"6yJ:::: dx+ 1 [P"6yJ:: dt-f dt 1 dx(a;; + а;:•)6у. 
о t, ti о 

(4.49) 

(9 Упражнение-розминка 4.2. Выведите формулу (4.49). 

(9 Упражнение-раJмuнка 4.3. Детально сравните вЩJаженин (4.49) и (4.39). 

Вариация (4.49) :приводiИТ к уравнению движения 

д'Рf дР 
-+--=0. 
дt .дх 

(4.50) 

Испол~ьзу.я (4.46), мы окончательно убеждаемся, что эrо есть волновое урав
нение ( 4.6). 

Заметим, что .величина 'Р', задаваемая формулой (4.47). совnадает с плотно
стью имnульса rв уравнении {4.43). Это не случайность. В Лаrранжевой механике 
производмая ·функции Лаrранжа по с"орости раiВна сопряженному импульсу. Для 

струны fl иrрает роль скорости, так что pt, производмая лаrранжиана по iJ, есть 
rшотность импульса. 

В дополнение к ·сказанному заметим, что для концов струны, которые моrут 

сiВОбодно двига1ЪСя, обращение в нуль fJS требует P:z =О. Как видно из (4.47), 
это гр-анич:ное условие Неймана. Кроме того, pt обращается в нуль на концах 
струны в с,лучае .rраничноrо условия Дири.хле (4.42). Более детальный анализ этих 
фактов будет .nан !В главе 8, rде будет показано, что 'Р' и pz имеют интересную 
двумерную иитерпретаuию. 

• 3одочо 4.1. Соr.пасоваиност.ь малых поперечных колебаний 

Проведите заново анализ поперечных колебаний, рассмотренных в разделе 4.1. 
Вычислите rоризонтальную силу dFh; действующую на малый отрезок струны; 
показанный на рис. 4.1. Л окажите, что для малых колебаний эrа сила намного 
меньше; чем вертикальная CИJIIa tiF'ft, ответс11венная за поперечные колебания. 

• Зоаоча 4.2. Продоn~t~нь•е волны на струнах 

Рассмотрите струну ;с однородной мотностъю массы JlO, натянутую между точ
ками ,z = О и х = .а . Пуст.ь равновесное натяжение равно То. Продольные волны 
возможны тоrда, когда натяжение струнЬI измен.я~ется при ее растяжении и сжа

тии. Для отрезка такой струны: с равновесной длиной L малое изменение дL 
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длины струны сопровоЖJ](ается малым изменением натяжения дТ, причем 

1 1 IJ.L 
то= L дт· 

'Здесь то - коэффициент натяженияt измеряемый в ·единицах натяжения. Найди
·те уравнение~ коrором,у подчиняются малые nродольные колебания такой струны. 

Найдите скорость волн. 

• 3о8очо 4.3.. Конфиrурацмя иэ двух соединенных струн 

·Струна. натяжение коrорой равно Т0, растянута от х = О до х = 2а. Часть струны 
ж Е .(0, а) обладает постоянной nлотностью массы р. 1 , а друrая ч:асть струны 

z Е (а, 2а)- постоянной плотностью массы р2 • Рассмотрим дифференциальное 
уравнение (4.20), оnределяющее нормальные колебания. 

dy 
{а) Какие граничные условия должны быть наложены на у(х) и dx (z) в точке 

х=а? 

(б~ Напишите условия, определяющие возможные частоты колебаний. 

(в) Рассчитайте наннизшую частоту колебаний такой струны, если р 1 = р.о и 

Р2 = 2р,о. 

• .3oatlчo 4.4. .Эволюция начальной кон~фиrурацим открытой струны 

Струна, на~ение которой ра1вно Т0 , плоnюсть массы .Ро и скорость волны 

v0 = ~' растягивается от (ж, у) = (0, О) до (ж" у) = (а, 0). Конечные точки 
струны фиксированы, а сама струна может колебаться в направлении оси у. 

(а) Запишите :Y(f, х) как в (4.11), и докажите, ·что приведеиные выше граничные 
условия Дирихле требуют выполнения равенств: 

(1) 

Здесь и Е ( -оо, оо)- фиктивная переменная, являющаяся аргументом функ

ц1fй,..h.±. -.. .,; 
Рассмотрите nроблему начальяых значений для этой струны. При ·t ~ О поnереч-

. k~ .смещение тоЖJlественно ра.вно цулюs и скорость равна 

ду . х( х) -(O,x)=vo- 1--, хЕ(О,а). 
1 дt а а 

(2) 

<i'.· 
{б) вЫЧислите h+(u) для tt Е (-а, а). Определяет ли это h+(u) мя всех и? 
(в) Вычислите y(t. х) мя х и Vot в области D; определяемой двуw~ условиями 

D = { (~, vut) 1 о ~ х ± vot < а}. 
Изобразите область D на плоскост.и с осями z и vot. 

(r) В момент t =О середина с1'1J)уны х = а/2 имеет наибольшую скорость среди 
всех rочек струны. Покажите, что скорость средней точки достигает нуля 

в момент времени t0 = a/(2v0), и что y(t0 , а/2) =- ajJ 2. Это максимальное 
вертикальное смещение струны. 
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..- Задача 4.5. Движение .:sамкнутой струны 

Можно довольно ацуратно описать движение нерелятивистской замкнугой стру

ны, рассматривая струну, замкнутую вокруr шилиндра большого охвата 21rR, 
на tКO'f<OIIOM она туго натянуrа ·за ·счет натяжения То. Мы прешюлаrаем. ·что стру
на может .lii.ВИrаться по поверхности цилиндра, не испытывая никакого трения. 

Пусть ж - координата вдоль окружности, охватывающей цилиндр: х ~ ж + 21r R, 
и пусть 11 - координата, перпендикулярная ж, изме.ня.ющаяся в наnравлении 

оси цили~-~.Щра. Как и ожидалось, общее решение поперечного движения дается 

формулой 

у(х, t) = h+(x- vot) + h_(x + vot):, 

где h+{u) и h_(v)- произвольные функции одной переменной, причем -оо <и, 

v < оо. Масса струны, приходящаяся на единицу мины равна р0 , а v0 = .J1Ъfilo. 
(а) Установите условие периодичности, которому должна удовлетворять функция 

у(ж, t) из-за отожд:ествления~ цримене.нноrо к координате х. Покажите, что 
производные h~(u) и h~(v) являют-ся периодическими функциями и и v, 
СООТ!ВеТСТDеННО. 

(б) Лок:ажите, что можно записать: 

h+(u) = au +/(и), h_(v) = {jv + g(v), (l) 

rде f и g - периодические функции, а а и {j - константы. nолучите 

соотношение меЖду а и {З, вытекающисе из (а). 

(в) Вычислите общий момент импульса струны в направлении у. Сохраняется 

ли он? 

... зоаочо 4.6. Стационарное действие.: мииимумЬI и С@АJIОВИНЫ 

Частицу, осуществляющую rар.моническое.д.вижение вдол1ь оси х, можно исполь~ 

зовать мя демонстрации тоrо, что классические решения не ~всегда являются 

минимумами функцианала действия. Действие .д.л.я такой частицы имеет вид 

t1 е1 

.S[x] = 1 Ldt = 1 dt ~ m(x
2

- w2x2
), 

о о 

rде т - масс;а частицы, ~ - чactO'J'a колебаний, а движение происходит в интер

вал~е ~мени t Е (0, t 1]. Рассмотрим классичесiКое решение x(t) и ero вариацию 
6x(t), обращающуюся .в нуль в точках t = О и t = t 1. 

(а) Покажите, что вариация .а'ействия точно равна 

t, [( . ' 2 ] 
6S[6a:) = S[Z + 6а:)- S[z] = ~т 1 dt ~) - оiж2 

• 

о 

Лримечаrельно, что 68 зави:сиr Т<Олько от lx; !' выn.адает из ответа. 
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(б) Полный набор вариаций, ~обращающихся в нуль при t = О и t = t 1 nринимает 

ВИД 
7rn 

DnX = sin W8 t, где Wn = tl и n = 1, 2, ... , 00. 

Общая вариация ьх, обращающаяся в нуль при t = О и t = t 1 , есть линейная 
суперnозиuия вариаций 6nx с щюизвол.ьными коэффициентами Ьn. Вычис
лите 6S[cSnx) (ваш ответ дОJIIЖен обращаться в нуль при Wn = Ы). Докажите, 
что 

.ss[t. Ь,.6,.х] = ~ 6S(Ь..dnxJ. 
~(в) Покажиrе, ч11о при t1 < 1f/Ы получается 6Sf6nx) >О для всех n ~ l. Объ

ясн!Ите, почему это условие гарантирует, что :классическое решение является 

минимумом действия. Покажите, что для 1Г~ < t1 < 27r/iJ все вариации 6nx 
nриводят к 6S > О, за исключением 6 1х, для которой 68 < О. В этом слу
чае классическое решение является седловой точкой: существуют вариации, 

увеличи,ваюшие действие, и вариации, уменьшающие его. С ростом t 1 число 
вариаци·й 6nx, уменьшающих действие, растет. 

• Заiача 4.7. Вариационная задача АЛЯ струны 

Рассмотрим 'С"fРуну, растянуrу:ю от х = О до х = а с натяжением То и nлотностью 
массы р(х), зависящей от координаты. Концы струны зафиксированы и мoryr 

колебаться в направлении оси у. Ура,внение (4.20) определяет частоты колебаний 
Wa и соответствующие профили Фа(z) для этой струны. 

~(а) Определите вариационную процедуру, определяюшую верхнюю границу наи
меньшей часrо'fЫ колебаний ыо. (Эrо можно сделать примерно так же, как 
в квантовой механике, rде энерrия Ео основного состояния системы с rа

мильТ<ониамом Н удовлетворяет условию Ео ~ ('Ф, Н'Ф)/('#f, .,Р).) В качестве 
полезною ne~pвoro шага рас-смотрите ~скалярное nроизведение 

а 

·('Фа, 'Фi) = 1 p(x)'#fi{ж).Pj(ж) dx 

о 

и nокажl(те, что оно ~обращается в нуль nри w, #- l.tJj. Объясните, nочему ваша 

вариационная nроцедура работает. 

(б) Рассмотрите случай р.(ж) = р.о xja. Исnользуйте вариационный принuиn; 
чтобы найm простое ограничение на наннизшую частоту колебаний. Срав

ните ,с отве-гом f.tJ~ ~ (18,956) То/(~~оа2); полученным nрямым численным 
решением задачи на собственные значения. 

• Задача 4.8. Вывод уравнениJ1 Эйпера-Лаrранжа t 

(а) Рассмотрите действие для динамической персменной q(t): 

S = 1 dt L(q(t), q(t); t). (1) 
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Вычислите вариацию 68 дейсrвия в результате вариации бq(t) координа'IЪi. 
Исnользуя условие 68 =О, най.дите уравнение движения для координаты q(t) 
(уравнение Эйлера-Лаrранжа). 

~(б) Раосмоrрите действие динамической полевой переменной ф(t, i). Как ука
зано. поле есть функция пространства и времени. и кратко может быть 

записано как пространсТJвенно-временная функция ф(х). Действие получа
ется интегрированием плотности лаrранжиана .l по пространству-времени. 
Плотность лагранжиаиа ·есть функция поля и пространствеино-временных 

производных поля: 

(2) 

Здесь dD х = dt .dx 1 
••• dxtJ и д11ф = ддф . Вычислите вариацию действия 68, 

x/J 
полученную в результате вщ:>иации поля бф(х) . Исnользуя условие 68 =О, 
найnите уравнение mоля для ф(х) (уравнение Эйлера-Лагранжа). 



Глава 5 

Релнтивистснан точечнан частица 

Чтобы сформулировать динамику системы, мы можем рассмотреть либо уравнения дви

жения, либо действие. В случае релятивистской точечной частицы АОВольно легко 

заnисать уравнения движения. Но действие настолько фиэично и rеометрично, что име

ет свою ценность. Важно то, что угадать уравнения движения релятивистской струны 

довольно трудно, действие же является естественным обобщением действия для реля
тивистской частицы, которое мы рассмотрим в этой главе. Завершим rлаву обсуждением 

заряженной репятивистской частицы . 

5.1. Действие дпя релятивистской 
точечной частицы 

В этом разделе мы узнаем, как сформулировать релятивистскую теорию , опи

сывающую свободную точечную частицу массой т > О. Свободная частица - это 

частица, на которую не действуют никакие силы . Наш анализ начнется с пред

варительных замечаний о единицах измерения и нерелятивистских частицах. 

Дnя любой динамической системы действие S получается пуrем интегриро
вания лаrранжиана по времени. Так как функция Лаrранжа измеряется в единицах 

энергии, действие имеет размерность энергии, умноженной на время: 

(5.1) 

Очевидно, что действие имеет ту же размерность, что и постоянная li. Действи
тельно, из вида квантово-механического соотношения неопределенностей следу

ет, что произведение неопределенностей энергии и времени имеет порядок /i. 
Действие Snr свободной нерелятивистской частицы задается интегралом по 

времени от кинетической энергии: 

Вытекающее из принuипа Гамильтона уравнение движения имеет вид 

dv 
dt =о. (5.3) 
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•Свободная частица дв.ижет.ся с nост.оянной скоростью, так как даже свободная 

релятивистская частица должна двигаться с постоянной скоростью. А откуда мы 

знаем, что в рамках теории относительности действие Snr неправильно? Возмож

но. простейший ответ ·состоит в том, что это действие rюзволяет частиuе двигаться 

.с любой пос11оянной скоростью, даже превышающеrй скорость света. В это выра

жение мя действия ско,рость свет.а даже не входит. Действие Snr не может быть 
дейсrви~ем для релятивистской точечной ·частицы. 

Построим теnерь релятивистс.кое действие S для свободной точечной части
uы. Мы сделаем сначала разумное предположение о виде действия, и затем про
верим, хорошо ли оно работает. Так как нас интересует релятивистская физика, 

удооно пре.n:ставить движение частицы в пространстве-времени. Луrь, который 

nроходит частица в пространстве-времени, называют мировой линией частицы. 

Даже неподвижная частица описывает линию в nространстве-времени, так как 

!Время -rечет всегда. 

Физически приемлемое .действие должно nриводить к лоренц-инвариант

ным уравнениям движения. Сосредоrочимся на этом воnросе .. Предположим, что 
конкретный лоренцевекий наблюдаrель ·сообщает вам, что наблюдается части

ца, двюкущаяся в СОО1'Ветствии с уравнениями движения, или попросту говоря, 

частица совершает физическое движение. УтверЖдение одного наблюдателя, что 
конкреmое движение допустимо, будет несовместимо с уrверждением другого 

наблюдателя, что ro же самое движение заnрещено. Если уравнения движе
ния :выполняютс.я в заданной лоренцевекой системе, они должны выполняться 

и ю всех лорендевских системах. Эrо .и означает лоренцевскую инвариантность 
уравнений движения. 

Мы собираемся записаТh выражение дпя действия и потратить время на полу

чение уравнений движения. Существует ли сnособ наложить на действие какое-то 

оrраничение.; которое nриведет к лоренц-инвариантности уравнений движения? 

Да, та~<:ой способ существует. Мы требуем, чтобы действие было лоренuевскием 

скаляром: мя kaЖJII.Oй мировой линии частиu:ы все лоренцевекие наблюдате

ли должны получи'fЬ о~но и то же значение мя действия. Так как у действия 

нет mроотранственн•о-вvеменных индексов, такое требование представляется ра

.зу:мным. Если действие . .я~mяете:я лоренuевскием скал:яром, уравнения движения 
iбудуr лоренци.нвариантными. Причина ясн;а и проста. Предположим, что один 

лQре.нцевский наблюдатель уrверждает, что для заданной мировой линии дей

~спие стационарно по отношению ко всем вариациям мировой линии. Так как 

все .лоренцев<жие наблюдатели согласны оrносительно величины действия для 

любой мировой линии, они все согласятся, что действие стационарно вдоль 

·обсуждаемой мировой линии. Соrласно прин~uипу Гамильтона, мировая линия, 
приводящая к стаиионарности действия~ удовлетворяет уравнениям движения, 

и nоэтому все лоренцевекие наблюдатели согласятся, что на обсуждаемой миро

вой линии въшоJшяются уравнения дв~ения. 

Лоренuе:-В<ж:а.я инJВариантноСТ:ъ }lакладывает сильные ограничения на воз
можные формьr действия. На самом деле есть веские основания бесnокоиться, 
что лоре~tцевская ИiИвариаН'fИостъ ~ слишком сильное ограничение на действие. 

Наnример, не:релятивис1'ское действие в (5.2) не инвариантно no отношению 
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к галилеевым бустам v -4 v+vo с лостоянно.й ifo. Такойбустесть лреобразование 
симметрии, ·таrк как уравнение двЮК<ения (5.3) инвариан.тно относительно этого 
преобразо:вания. Аналогично может случиться так, что уравнения движения ре

ляmвистской точечной частицы являются лоренц-инвариантными, а действие -
нет. К счастью., в нашем случае ·этого усложнения не возникает; мы наИдем удо

влетворительное полносtью лоренц-инварианmое действие. 

(~) Ynpoжнeнue-pa3NUHKD 5 .. 1. Вычислите .явно вариацию действия Snr по отноше
нию к бу.сту Галилея. 

Мы знаем, ·что действие есть функционал: на !ВХОде он берет множество функ

.uий, оп!Исывающих мировую линию, и вьшает на выходе число S. Представьте 
частицу, пространствеино-временная траектория которой исходит из начала ко-

.сt ордин.ат и заканчивается в точке ( ct 1, х 1). 
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Как по казан о на рис. 5.1 (где м я простоты 
используется одно пространствеиное изме

рение). существует много возможных ми
ровых линий между начальной и концевой 

точками. Примем, что для любой миро

вой линии вое лоренцевекие наблюдатели 

вычисляют одно и то же значение А11Я дей

ствия. Пусть Р обозначает одну мировую 

линию. Какая величина, связанная с Р, 
приводит к согласию всех лоренщевских 

наблюдателей? Это проЙденное собствен

ное время! Все лоренцевекие наблюдатели 
приходят к согласию относительно интер-

р 5 1 п вала времени, который про· шел 1110 часам. . ис. • • рос:rра1НСТ1Венно~временная диа~ 

!Гра.мма с несколькими мировЫiми пиниям1и, 

свяэыеаiОЩими начало координат с про

•странстееню,;временной точкой (ct1 , ~,) 

закрепленным на движущейся частице. Та-

ким образом, примем. что действие дЛя ми

ровой линии Р проnорuионально связан
ному с ней собственному времени. 

Чтобы сформулиров-ать эту !ИДею количественно~ вспомним; что 

(5.4) 

-и чrо бесконечно малый промежуток собственноrо времени равен dsjc (для вре

мениnодобных интервалов верно di = {ds)2
). Интеграл от (ds/c) no пуrи Р равен 

собственному времени, прошедшему при движении по Р. Так как ·Собственное 
время измеряется в ~единицах !Времени, то для того, чтобы получить единицы дей

ствия. нам н~ен дополнительный множитель, измеряемый в единицах энергии 
или единицах массы, умноженной на квадрат скорости. Этот множитель должен 
·быть лоренц~инвариантным для того; чтобы сохранить лоренцевскую инвари

антность частично угаданного нами :выражения (ds/c). В качестве массы можно 
ис;~пользо&ать массу частицы т f .а в качестве скоросm - фундаментальную в тео

рии относительности ·Скорость с. Мы не можем исnоль.:ювать скорОСТь частицы. 
так как ·она не лоренц~инвариантна. Тоrда nолучается множитель mc2, чтоt по су
ществу, есть ·энергия покоя частицы. Поэтому уrаданный нами вид действия есть 
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интеграл ar ·mc2(dв/c)-= mcds. Конечно, остается еще возможность, что потерян 
безразмерный rчисленный фактор. Оказывается, что нужно дописать знак минус, 

но единичный коэффициент nравилен. Таким образом, мы уrверждаем, что пра

вильный ~Вид действия есть 

S= -те j da. 
1> 

(5.5) 

Действие ра~вно взятой со знаком минус энерrии покоя, умноженной на собствен

ное время. Такое действие :выглядит настолько просто, что это может вызвать за

мешательство. Вероятно, оно ·совершгенно непохоже на те виды действия, которые 

вам приходилось видеть ранее. Суr!ь этоrо выражения можно сделать более понят

ным, если выбрать конкретноrо лоренцевекого наблюдателя и выразить действие 

как ин11еграл от лаrранжиана 1110 времени. С !Помощью {5.4) мы связываем ds с dt: 

R ds=cdt . 
с2 

(5.6) 

Это позволяет заnисать действие (5.5) как интеграл по времени: 

(5.7) 

rде ti и t 1 - значения времени в начальной и концевой точках мировой линии Р, 
соответственно. Из .этоrо варианта :заnиси действия мы вид.им, что релятивистская 
функци·я Лаrранжа мя точечной частицы равна 

(5.8) 

Функция Лаrранжа равна взятой со знаком минус энергии nокоя, умноженной 

на l)'tлятивистский множитель, она не имеет смысла !ПрИ v > с, потому что 
переста,ет быть действительной. Таким образом обеспечивается выполнение nо

стулата о существовании максимальной скоросm. Этого можно было ожидать; 
собстве:нное время определено ТОJilько для движения со скоростью, не превыша

ющей ско,рости света. Все nyrи, показанные на рис. 5.1, представляют движение, 
nprи ко1ором скорость частицы :никогда не превышает скорости света. Действие 

оnределено ·rоль:юо л.л:я такмх nугей. В .любой точке любого из этих путей каса~ 
.. rельный векrор к nуги является времениnодобным. 

Чтобы nоl«iЗать., что эта такая Лаrранжа приводит к знакомой физике в пре
деле малых ·скоростей, разложим ква.цратный корень, предnолагая, что v < с. 
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Удерживая только первый член разложения, имеем: 

2 ( 1 v2) 2 l 2 L '.::::. -те 1 - 2 с2 = -те + 2 mv . (5.9) 

Постоянные сл.агаемые в функции Лаrранжа не влияют на уравнения движения, 

так что слагаемое ( - mc2
) можно .не учитывать. Оставwееся существенное сла

rае:мое совпаиает с нерепятивисrской функцией Лсrгранжа (5.2), показывая, что 
возникает знакомая нерелятиiВистская физика. Это таюке подтверждает правиль

Jtюсть нормировки реляmвисrскоrо лаrранжиана. 

Каноничес.кий импульс есть производмая функции Лаrран.жа по ·скорости. 
Используя (5.8), находим, что 

_. дL 2 ( v ) 1 m6 
Р = 8v = -те - с2 . . г--;;r = г-:;; · 

v~-;? v•-;p: 
(5.10) 

Это как р:аз равно реЛ~ятивистскому импульсу точечной частиuы. А что можно 
сказать о rамильrониане? Он определяется формулой 

mv2 R2 mc2 
H=p·v-L= + ·.тс2 1--= , 

[17 с2[17 
v·-7:2 v~-~ 

(5.11) 

еде результат записан как функция скорости частицы, а не как функция ее 

импульса. Как и ожидалось, ответ совпадает ·С релятивистской энергией точечной 
частицы (2.68). 

Таким образом. мы воспроизвели знакомую физику релятивистской частицы, 
исходя :из довольно необычного действия (5.5). Эrо действие очень злеrантно: 
оно кратi<:о заnис:ывается через геометрическую величину ds, имеет ясную фи
зичес.кую интерnретацию - nолное собственное время. - и явно гарантирует 

.лоренц-инвариантность тоИ физики~ которую оnисывает. 

5.2. Реnа·рамiетризацио·нная инвариантность 

В эrом разделе мы исследуем важное свойство действия точечной частицы 

(s.~;). Это свойство называется репараметризационной инвариантностью. Чтобы 
вычи<·литъ инт.еграл в выражении ДIIЯ действия, наблюдатель может найти по

лезным па,раметризовать мировую линию частицы. Репараметризационная инва

риантност)ь действия означает, что величина действия не зависит от выбранной 

.для ero расч<ета параметризации. Так и должно быть, потому что действие (5.5) 
определено, на самом деле. независимо от любой параметризации: интегриро

вание можно осушествить; разбив 'Р на маленькие куски и сi<ЛадtЫВВЯ значения 
те d8 JUiя каждого куска. Чтобы осуществить это, вообще не требуется никакой 

nараметри:зации. Оl!tнако на nраlё'rИке мировые линии описываются как nарамет

ризаванные линии, и для вычисления действия исп.rмьзуется параметриэация. 
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Рис. :5.2. Мировая :111ин·ия, полностью mараметриэованная т. 
!Все пространсrвеiнно-временные координаты zP являются функциями т 

Мы параметризуем мировую линию Р точечной частицы, используя пара

метр т (рис. 5.2). Этот параметр должен строго возрастать при движении по ми
ровой линии от начальной точки xf до концевой rочки xj t но в остальном 
произволен. Когда т меняется в интервале {т;, т,), он описывает движение ча
ст~ицы. Иметь параметризацию мировой линии означает знать выражения мя 
координат хР как функций т: 

(5. 12) 

Мы: Jребуем также, чтобы 

xf = хР(т;). xf = хР(тJ). (5.13) 

Заметим, что параметризуется даже временная координаn z0
• Обычно мы ис

пользуем время как параметр и описываем положение как функцию времени. 
Именно так мы делали в ражеле 5 .. 1. Но ёСjИI мы хотим рассмат.ривать .nростран
ственные и временную координатJЬI на равном основании, мы должны nарамет= 

ризоватъ их вое с помощью доnолнительного nараме'фа. т. 

Заnишем заново n:одынтеrральное выражен и~ d8) используя параметризо

ва,нную мировую линию .. Для этого испол.ьзуем dti = -1JprJ dxP dэ{ и запишем 

d:r;JJ d;ev 
ds2 ~ -f]pv - - -~(dт)2 • 

dт dт 
(5.14) 

. 2 ( - )2 Для л.юбоrо движения; скорость которого не nревышает скорости ,света~ ds = ds 
и поэтому действие (5.5) принимает вид 

"., 

S= -те J (5. 15) 

Это явны~й вИд действ:ия в случае. когда fiУТ!ь nараметризован параметром т. 

Мы уже видели, что значение дейспш.я одинаково лля всех лоренuевских 

наблюдателей. Зафиксируем телерь наблюдат.еля, который вычислил действиеt 
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исnользуя некоторый параметр т. Будет ли значение действия зависеть от вы

бора па;раметра? Ответ отр:-ицательный. Наблюдатель может репараметризовать 

мировую линию, при этом значение действия не изменится. Таким образом, S 
репараметри:зационно-инеар.иантно .• Чтобы увидеть это, предположим, что мы из
менИЛJи параметр т на т'. Тогда, следуя цепному правилу, 

dxP dxP ,dт' 

dт = dт' dт · 

Подставляя в ( 5.15), получаем: 

1'J 

8= - mc 1 
Т; 

т' 1 
dxP dxv dт' 1 

-'lpv dт' dт' dт dт = -те 
т! • 

(5.16) 

(5.17) 

Эта формула имеет тот же ВИд, что и (5.15), и это доказывает репараметризаци
онную инвариантность. Поскольку проверка этого свойства довольно проста, мы 

rоворим, что действие ( 5.15) явно репараметризационно-ин вариантно. 

5.3. Урав1нени11 движения 

Переходим к уравнениям движения. Для этого следует вычислить вариацию 

,f5S действия (5.5)., когда мировая линия частицы :варьируется на малую величину 
.tJxP(т). Здесь т - произвольный параметр вдоль пуrи. Тоrда вариация равна 
npoc:ro 

бS = -те 1 ,б(ds). (5.18) 

Вариацию ds можно найти из более простой вариации ds2 - (ds)2• Варьируя обе 
стороны равенства (5.14), находим: 

(5.19) 

Множитель 2 в пра,вой части возникает из-за того, что, в силу симметрии, вари

ац!Ии dzP fdт и dz11 /dт дают один и тот Ж!е результат. Так как вариация скорости 
равна производной по времени от вариации координаты, 

б(dzP) = d(tJzP). 
dт dт 

(5.20) 

Используя этот результат и несколыю уnрощая (5.19). получаем 

(5.21) 
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rде 'r/pv было использо:вано для опускания Kllt!.teкca у dx11

• Теnерь можно продви
нуться впе~д и rnроВЩ>ьировать действие с помощью (5.18); 

TJ , 1 d(6жР) dx,_. 
{JS = :те dт . ds dт. (5.22) 

Здесь мы ввели явно цреnелы интегрирования: Ti и т1 обозначают значения пара
метра в начальной и концевой точках мировой линии, соответственно. Заметим, 

что 

dxp 
те ds = mup = pfJ, (5.23) 

iИ в результа'ifе вариация действия принимает вид 

(5.24) 

Чтобы получить уравнение движения, нужно под интегралом получить ~хР, умно
жеНtюе на некоторое выражение; тоrда уравнение движения просто соответствует 

·обраще.нию этого выражения в нуль. Так как под интегралом .1все еще имеются 

произоодные, действующие на 6zP, перепишем подынтегральное выражение как 
полную производную плюс дополнительные слагаемые, содержашие 6х,_. как 
множитель: 

(5.25) 

Первый интеграл дает 6хРрР, .вычисленное на границах мировой линии. По· 
·сколъку мм зафиксировали координаты на rраницах, это выражение обрашаеtся 

в нуль. Так как второе слагаемое должно исчезать fфй щюиэоольных 6:~;Р( т), мы 
получаем ур-авнение движения 

dp 
_1! =о. 
d'Т 

(5.26) 

Очевидно, что d~ /dт также обращается в нуль. Уравнение движения утверждает, 
что импульс PJJ (или tf') точечной частицы постоянен вдоль ее мировой линии. 
Это уrверждение является па;раметризационно независимым. Если функция по

'Стоянна вnоль линии, ее прсrизводная по любому параметру; используемому для 

опис.ания линии, будет обращаться в нуль. Действительно; nараметр т в (5.26) 
nроизволеи. Мы nолучили это уравнение~ варьируя релятивистское действие для 

точечной частицы, и используя полносrью релятивистсtmе обозначения. 
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С!) Jlпрожнени~разминко 5.2. Покажите, что уравнение (5.26) подразумевает, что 

dpp =0 
dт1 

(5.27) 

верно для произвольнiJго параметра т'(т). Что должно вьтолнятьсн для dт'/dт 
для того, чтооы т' бшо таким же хорошим пара.метром, как и r? 

Если мы параметризуем мировую линию собственным временем s, то из урав
нения (5.26) будет следовать, что 

dpP 
ds =О. (5.28) 

Используя (5.23), чrобы записать импульс как производную координаты по соб-
·ственному времени, нахQдим, что 

(5.29) 

Это эквивалентная форма записи уравнения движения. Постоянство dx"' /ds 
означает, что на nyrи, размеченном равными интервалами собственного времени, 

·изменение ~ :между любой последовательной парой меток одинаково. Уравне
ние (.5.29) не выполняется, когда s заменяется :на произвольный nараметр т. Эrо 
лонятно: произвольный параметр означает произвольно расположенные метки, 

1'3К что изменение х"' ме.жду любой последовательной парой новых меток не 
обязано быть одинаковым. На самом деле можно записать чуrь более сложный 

твариант уравнения (5.29), использующий произвольный параметр и явно репа
раметризанионно-иивариантный (задача 5.2). 

Мы достигли цели этого ра:здела: nоказали, как вывести физически ожида~ 
·емоо ~авнение движен}tя (5.26) (или (5.29)). исхоnя из лоренu-инвариантноrо 
действия (5.5). Как об1Ьяснено выше, гарантируется, что результирующее уравне
ние движения лоренц-инвариантно. Проверим это явно. 

Под действием .лоренuевских прООбразований коо,рдинаты zP nреобразуются 
так) как указано в уравнении (2.38): х'Р = LP11xv, где nостоянные величины LPv 
можно рассматривать как элементы обратимой матрицы L. Так как ds одинаково 
во воех лоренценеких системах отсчета, уравнение движения в штриховэнных 

координатах имеет вид (5.29) с заменой хР на х'Р: 

d2x'P dl . v ·. a2zv 
О= ds2 = ds2 (LPvx ) = LPv ds2 . (5.30) 

Поскольку ма11])ица L обратима; из этого уравнения следует уравнение (5.29). 
ИныNи словами, если уравнение движения выполняется в mтрихованных коор
динатах., оно выnолня,ется и в нештриховзнных координатах. Это и есть лоренц~ 

инвариантность уравнений движения. 
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5.4. Эпектрически заряженная 
релятивистская частица 

До сих пор мы рассматривали свободную точечную частицу. которая движется 
с rюстояннО;й 4-сiJ<Оростъю илИ nостоянным 4-импульсом. Если точечная частица 

электрически заряжена и ~существуют нетривизльные электромагнитные поля, 

то на частицу будуг действовать силы и ее 4-имnульс не будет nостоянным. 

На самом ~еле известно, каrким образом импульс такой qастицы изменяется 

со временем. Производная импульса по времени определяется уравнением (3.5) 
для силы Лоренца, релятивистская запись которой приведена в задаче 3.1: 

(5.31) 

Это довольно сложное уравнение, :вЮJiючающее напряженность поля и 4-скорость 

частицы. Так как ds возникает с обеих сторон равенства) это уравнение справед
ливо и .для произвольного лараметра т: 

(5.32) 

В дух:е предыдущего анализа можно rюпыrаться зап~исатъ действие, которое после 

вариации приводит к этому уравнению двИЖ:ения. Действие оказывается на удив

ление простым .. 

Так как максвелловское поле воздействует на точечную частицу вдоль ее 

мировой линии Р, мы должны добавить к действию (5.5) интеграл поР~ учиты
вающиit взаимодействие частицы с электромагнитным полем. Интеграл должен 
быть лоренu-иrнвар~tантным, и форма (5.32) уКазывает, что интеграл содержит 
4-скорость частицы. Поскольку 4-скорость содержит один пространственно-вре

ме:нноti индекс, для roro, чтобы получить лоренцевекий скаляр, следует умножить 
ее на другую вtличи:н:у ro~ с одним индекс·ом. Естественным канд.идатом явля

ется калибровочный nотенциал Ар. Мы уrверждаем, что вклад взаимодействия 

rв действии имеет вид 

1 dxP 
~ dтАр(х(т)) dт (т). (5.33) 
р 

Здесь q - эле:кт.рический заряд, а интеrрал берется по мировой линии 1', ла
раметризованной nроизвольным параметром т. При каждом т веi<ТОр (dxiA fdт) 
скалярно умножается на калибровочн.ый потенциал Ар, вычисленный в точке 
х(т), r.L~e находится частица. Подынтеrрал~ное ~выражение можно записать короче 
как Apdx11 , ~сократив множители dт. В этой форме записи вклад. взаимодействия 
.явно не зав.ис:ит от параметриэации. Мировая линия частицы ямяег-тся одно

мерным nростраиством; и естественное поле; которое может взаимодействовать 

с частицей лоренц-инвариантным образом, эrо поле с од1-1им индексом. Этот 

факт имеет интересное обобщение, коr.ща мы рассматриваем движение струн. 
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Поскольку струны одномерны, они при движении в пространстве-времени вы

черчивают двумерные мировые лнстьi. Мы увидим, что ·струны естественным 

'Образом взаимодействуют с полями, имеющими два лоренцевских индекса! 

Полное действие мя эл·ектрически заряженной ·точечной ·частицы ПОтriается_ 
добавлением слаrаемоrо {5.33) к (5.5): .:J 

S =-те 1 ds+ ~ 1 Ар(ж)dжР. 
'Р 1' 

. ... 
Это лоренц-инвариантное действие nросто и элеrантно. Уравнение движ.ениЯ1~~32) 
лолучается из него, если положить равной нулю вариацию S в результате ИЗме
нения 6хР мировой линии частицы. Я не хочу лишать вас удовольствия само
стоятел~ьного вывода этого важного результата. Поэтому оставляю для задачи 5.5 
rварьирование действия (5.34) и вывоn уравнения движения. 

Эада11и 

• 3а8ача 5.1. Уравrнение движения точечной частицы и репараметриэацин 

Если 111уrь точечной частицы парамет:ризован собственным временем, уравнение 

движения имеет вид (5.29). Рассмотрим теперь новый nараметр т= /(s). Найдите 
наиболее общую функцию f, для которой из (5.29) следует 

• Задача 5.2,. Уравrненме движения частицы при nромэвопьной параметриэации 

Проварьируйте действие точечной частицы (5.15) и найдите явно реnараметриза
ционно-инвариантную форму уравнении двюкения свободной частицы. 

• 'JtJihl'ltJ 5.3. Ток 3ар11женной точечной частицы 

РассмО'I))ите точечную частицу с заря;дом q, движение которой в (D = d + 1) -мер
ном простраисrве-в,ремени описьtваеrся функциями fif(т) = [i0(т), f(т)]. rде т 
- пщэаметр. Движущаяся частиnа порождает электромаrнитныИ ток jP. = ( cpt ]) . 

(а) Исnользуя дельта-функцию, за~пишите выражения для компонент тока j 0(xt t) 
и /{x,t). · 

(б) Покажите, что ваши оmеты в п. (а) возникают из интеrральноrо представ
ления 

jP(t,al)=qc 1 dт6°(х-ж(т)) ~;т>. 
Здесь 6D(x) = 6(х0)б{х1 ) ••• 6(zd). 
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... заа.ача 5.4. Функqиll Гамильтона Не[реЯJIТИВМСТСИОi эар;~женной частицы t 

Дей·ствие для нерелятивистской частицы с массой т и зарядом q, взаимодей
ствующей с электромаrнитным полем, получается заменой nервого слагаемою 

в (5.34) мя нерелятивистскоrо действия свободной точечной частицы: 

11 2 ql dxP 
S = 2 mv .dt + с Ар(х) (it dt. 

Мы выбрали время дпя параметризации вroporo интеграла. 

(а) Переnишит.е дейст18ие S через потенциалы (Ф, l) и обычную скорость 6. 
Кэк выглядит функция Латраюка? 

(б) Вычислите канонический импульс р, соnряженный с координатой частицы, 
и покажите,. что он равен 

... - q А-
Р= mv+- . . 

с 

(в) Постройте функцию Гамильтона заряженной частицы и покажите, что она 
равна 

1 ( -Ф q -)2 Н = 
2
m р - ~ А + .qФ. 

• Заооча 5.5. Уравн·ени11 движения зараженной точечной частмцы 

Рассмотрите :вариацию действия (5.34) в результате вариации .6z11(ж) траектории 
частицы. Вариация первого слагаемою .в действии была получена в разделе 5.3. 
Проварьируйте второе слагаемое {записанное более явно в (5.33)) и nокажите, что 
уравнение движения есть (5.32). Начните вычисления с объяснения того, почему 

дА 
6Ар(х(т)) = дх: (х(т))6х"(т}. 

• Зодоча 5.6. Динамика .эпектромаrнитноrо non11 и эар••енноii частицы t 
Действие, оп~сыв:ающее динамику как элекqюмаrнитноrо поля, так и заряжен

ной точечной частицы. дается выражением 

' 1 - q 1 . ( ) . __ и 1 1 D ~Jil S = ·-те ds + ё Ар х dw - ~ d xFpvF . 
р р 

Здесь dD(z) = dx0dx1 ••• . dxd. Заметим, что действие S' есть гибрид: последнее 
слагаемое есть инте,rрал по пространству-времени, а два первых слагаемых -
интегралы по мировой линии частицы. Первое ·слагаемое включено для полноты 

и не будет иrрать никакой роли. Получите уравнение электромагнитного поля 
при нал!Ичии заряженной частицы; вычислив вариацию S' под действием вари
ации ·ОАркал·ибровочноrо потенциала. Ответом должно быть уравнение (3.34), 
а ток 1ычислен в задаче 5.3. [Указание: чтобы проварьировать А11 (х) в действии. 
записанмом в виде интеграла по мировой линии. nолезно переписать это 'ёЛа

r.:.аемсrе с помощыо дельта-функций в виде nолиого интеграла по nространству

времени.] 
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._ Задача 5.7. ,Действие точе-.но'Й частицы в искривленном пространстве 

В разделе 3.6 мы рассматривали инвариантный интервал di = -gpv(z) dxP dx11 

в искривленном nространстве с меrрикой 9p-v(x). Движение точечной частицы 
массой ;m в искривленном пространстве описывается с ломощью действия 

S = -те j ds. 

По.кажите, что уравне11ше д1Вижения nринимает вид 

d [ dxP] l дgpv dxP dx
11 

ds 9 РР ds = 2 дхР ds ds · 

·уравнение движения называется уравнением геодезической. Когда метрика по

·стоянна, символы Кристоффеля обращаются в нуль, :и мы возвращаемся к зна
комому уравнению движения свободной точечной частицы. 



Глава б 

Релятивистские струны 

fil'риступае·м к изучен~ю классической релятивистской струны, которая во многих от

ношениях значительно более элегантна, чем рассмотренная выше нерелятивистская 
струна. Воодушевл·енные nримером точечной частицы, 1МЫ сосредоточимся на изуче

нии nоверхности, 1<оторую nрочерчивает струна в просiТранстве-времени. В качестве 

действия мы ис111ользуем собстве!Нную площадь этой nоеерхносТiи - так называемое 

действие Намбу-1Гото. 'Мы иэучим ре:параметризационное свойство этоrо действия, 

уаановим натяжение струны и найдем уравнения движения. Для открытых струн мы 

сосредоточимся на движен1ии !Концевых точек и введем nо!Нятие D-бран. Наконец, мы 
увидим, что единственным физически содержат.елЬ!ным движением является движение 

в nоnереч!Ном к струне наnраВJПении. 

6.1. Фу~нкцмонап площади 

пространствеиных поверхностей 

Действие для релятивистской струны должно быть функционалом траекrории 

струны. Точно так же, как частица вычерчивает линию в пространстве-времени, 
струна вычерчивает поверхt:~ость. Линия, прочерченная частицей в пространстве

времени. называется мировой линией. Двумерную поверхность. прочерченную 
струной в пространстве-времени, будем называть МUJЮ8ЫМ листом. Наnример, 

замкнуrая сrруна будет вычерчивать трубку, в то время как открытая струна будет 

вьtчерчмвать nолосу. Эти двумерные мировые листы nоказамы н.а nространствен

но-временной диаграмме рис. 6.1. Линии посrоянноrо х0 на этих поверхностях 
являются струнами. Это те объекты, которые видит наблюдатель в фиксирован~ 

ный момент времени х0 • Они являются открытыми кривыми на nоверхности, 
rописывающей эволюцию открытой струны (слева), и 3амкнутыми кривыми ~ 
nля поверхности, оnисываюшей эволюцию замкнутой сrруны (справа) . 

В главе 5 мы узнали. что действие точечной частицы пропорuионально соб
ственному времени~ прошедшему вдоль мировой линии точечной частицы . Соб

ственное время, умноженное на с, является лоренц=инвариантной «собственной 

миной» мировой линии. Для струн мы определим лоренц-инвариантную •соб

·tтвен.ную fiЛ(>щааь• мирового листа. ДейСТtвие релятивистской струны mропор

ционалъно этой собственной плошади и называется действием Нам6у-Гото. 

Функцианалы площади полезны и в других приложениях: например; мыльная 

пленка, удерживаемая между двумя кольцамиj автоматически образует nоверх-
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Рис. 6.1. Мировые листы, ПtРочерчиваеiМые открытой струной (слева) 
и замкнутой струной (сnрава) 

PtМt. 6.2. Пространстеенl'!ая nоверхность* натянуrая междУ двумя кольцамм. 
Ernи бы это быJiа ;мы.~ьная 1nленка, она занма бы поверхность минима!llьной nлощади 

ностъ минимальной площади, соединяющую одно кольцо с другим (рис. 6.2). Ми
ровой лист струны и мыльный nузырь между двумя кольцами - очень разные ти

nы nоверхностей. В любой .заданный момент времени лоренцевекий наблюдатель 
rбудет видеть двумерную поверхность мыльной пленки целиком, но на двумерном 

миро.оом J1IИCre может ви11еть всего лишь одну струну. Представьте, что мьmьная 
пленка нелодвижна в какой-то лоренцевекой системе отсчета. В этом случае 

время не имеет отношения к ,описанию nленки, и мы рассматриваем nленку ~<ак 
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nрос1Jl)анственноподобную поверхность, а именно, поверхность, натянуrую на 

.з.ва пространствеиных измерения. Поверхность существует во всей своей пал

ноте в любой момент времени. Мы сначала рассмотрим знакомые поверхности, 

а затем прiИJIIожим наши знания к случаю поверхностей в пространстве-времени. 

Линия в пространстве может быть параметризована с ПОМОЩЬЮ одного па
раметра. Поверхность в пространстве двумерна, поэтому требуется задать два 
nараметра ~~ и ~2 . Если задана параметризованная поверхность, на ней мож
но нарисовать линии постоянных ~~ и ~2 • Эти линии покрывают поверхность 
сеткой. Будем называть объемлющим пространством мир, 18 котором живет дву

~tерная nоверхность. В случае мыльного пузыря в трех измерениях объемлющее 

nространство - это трехмер.ное mространство х1 , х2 и х3 • Параметризованная 
поверхность описывается набором функций 

х(~', ~2) = (xl(~t, ~2), z2((1 .~2), х\~1, ~2)) . (6.l) 

Пространство параметров определено интервалами изменения параметров t 1 и ~2 • 
Например1 эrо может быть квадрат, если мы исnользуем параметры ~ 1 , ~2 Е [0, 1r]. 
·Физическая поверхность есть образ пространства параметров при отображении 

х(~ 1 , ( 2) и являет-ся nоверхнос11Ью в объемлющем пространстве. Мы можем, no 
')tеньшей мерелокально, рассматривать nараметры ( 1 и ~2 как координаты на фи
зической поверхности. Обратное .к х отображение переводит поверхность в про
странство параметров. Локально это отображение взаимооднозначно и присваи

вает каждой точке пространства две координаты - значения параметров ~ 1 и е. 

Мы хотим вычислить мощадь малого элемента nоверхности в объемлющем 

.nросrранстве. Начнем с рас·смотрения бесконечно малого прямоугольника в nро

странстве nараметров. Обозначим стороны nрямоуюльника d( 1 и <1(2 • Мы хотим 
найm dA - площадь образа этого малого nрямоуrольника в объемлющем про

странстве. Как показано на рис. 6.3. это nлощадь реального кусочка nоверхности, 
с00'['8tтсtвующей бес~онечно мало:-му nрямоуrолыrику :в nространстве nараметров. 

J 1 

~ 
1 

~) 

Рмt. 6.3. Слее.а: 'малый прям~оуrоn:ьни1к. 1выделенный в параметрическом пространстве .. Сnрава: 
noвepxwot:tь в объемлющем npocтpawcrвe ·с образом зтоrо мамrо rrрЯiМОуго.nьника - парал

лелограммо'М, tтoptH<iaмiИ которого ЯIМ1~юrс~ в<екrоры dt!i и dti2 {изоrнуrой стре.nкой указано 
увепичениое изображеwие паралле.nог1рамма} 
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Конечно. нет никаких оснований считать, что этот бе-сконечно малый кусочек 

nоверхности в объемлюwем пространстве является nрям:оуrольником. В общем 

случае это пара.л.лелоrрамм. Назовем стороны этого параплелограмма dv1 и diJ2• 

ОнiИ .являются образами nри отображении х векторов (iЦ 1 , О) и (0, tЦ2), соответ
ственно. Мы мо:ж:ем записать их как 

- IJx 2 
dv,2 =де d(. (6.2) 

Такая запись имеет смысл, например, дх/д~ 1 представляет скорость изменения 
nространствеиных ~оординат по отношению к .~ 1 • Умножая эту скорость на длину 
Ц~ горизонтальной стороны малого прямоугольника в пространсmе параметров, 
nолучаем вектор .dv1• представляюший эту сторону :в объемлюшем пространстве. 

Вычислим renepь mлощаць dA. Используем формулу Д/IЯ nлощми параллело
rрамма 

dA = ldv,Hdv2llsin81l = ldv•lldv2!Jt- cos2 8 = 

= J1dval 2ldv2l 2 -ldvtl 2ldv212 
cos2 е. (6.3) 

rде 8 - уrол между векторами dv1 и dv2• Записывая это через скалярные про
изведения векторов~ получим 

(6.4) 

Окончательно, используя (6.2), получим: 

(6.5) 

.Это ~ общее выражение мя элемента мощади nараметризов.анной простран~ 

,ственной поверхности,. Полный функционал nлощади А определяется формулой 

1 ,., .:'(аж a.t) (дх вх) (ах ах)2 

А= d(~ ·~" д~l . 8~1 ае . д~2 - lJ(1 . д~2 . (6.6) 

Интеrрал iберется в пределах; равных nределам изменения лараметров ~ 1 и ( 2 
• 

. Решением задачи о минимальной площади на пространствеиной поверхности 
является функция x(~i, ~2), минимизирующая функционал А. 

6.2. Репа·раметрiмэациоiННая 

инвариантность площади 

Как мы вилели; nараметри:э~::иtия nоверхности позволяет заnисать злемент 
nлощади в ЯfJHOM виде. Площадь поверхности, более того, площа.nь любого куска 

nоверхности не должна з:ависеть от выбранной для вычислений параметризаuии. 
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Именно это мы nодразумемем, коrда говорим, что nлощадь должна быть репа

раметризационно-инвариантной. 

Так как мы вскоре сопостав.им действие релятивистской струны с определен
ным лонятиiем собственной площади, оно таюке должно быть репараметризаци

·онно-инвариантным. Это озttачает, что мы будем ·Свободны в выборе наиболее 

удобной nараметризации без изменения лежащей в основе физики. Удачный 
выбор rnараметризаuии позrоолит нам изящным образом J)ешить уравнения дви
жения релятивистской струны. 

Таким образом, репараметризационная инвариантность есть важное понятие, 

и е!Го следует глубоко осознать. Для этого попробуем сделать его явным в наших 

формулах. Цел.ь последующего анализа - показать, как это можно сделать. 

Начнем с вопроса, являе11ея ли функционал площади А в ( 6.6) репараметри
зационно-инвариантным? Мы безусловно можем надеяться, что это так. Действи
тельно, на первый взгляд он кажется явно репараметризаuионно-инвариантным. 

В конце концов, если КТ<О-то ре:параметризует поверхность координатами ( 1 (~ 1 ) 
-2 2 1) н~ (( ), то все производные, возникающие согласно цепному nравилу , долж-

ным образом сокращаются. 

(9 Упражнение-разминко 6.J. Проверьте предыдущее утверждение. ИнЬLМи сло
вllМи, покажите, ·что формула (6.6), записанная полностью через параметры 
с тильдой ([1

' [
2
), иде~";ична формуле (6.6) при [ 1 = [1 (~1 ) и r = [2(~2). 

Однако приведеиная выше репараметризация не является самой общей, так 

~Как в н~ей не происходит ·смешивания координат ~ 1 и (2
• Предnоложим, од

нако, что мы совершаем репар:аметризаuию [1 (~ 1 ,~2) и [2(~ 1 ,~2). На этот раз 
можно проверить, исnользуя довольно трудоемкие вычисления, что выражение 

(6.6) инвариантно по отношению к такой репараметризаuии. Однако, эта инва
риантность интуитивно не совсем ясна. Чтобы сделать репараметризационную 
инвариантность (6.6) явной, мы должны иначе переписать функционал I"IЛОЩади. 

Начнем с наблюде-ния, как иреобразуется мера интеrрщювания. Теорема о за
мене переменных из анализа утверждает, что 

11(1 11(2 = det (;~) d(' d(-:> = ldet Ml d(' d(-,, 

JГде М = ( Мц] - матрица, определенная как Mti = д~i 1 8f. Аналоrично, 

d(' d(-, = det ( ~) d(1 d(2 = ldet Ml 11(1 d(2
, 

(6.7) 

(6.8) 

·~ ,.... - - -:f .• 
rде М = [MiJ) - матрица, определенная как Mij = д~ 1 д(1 • Комбинируя выра-
жения (6.7) и (6.8), видим; что 

ldet .М~ · tdet Ml = 1. (6.9) 

l) Uenнoe правило- правило вычисления :nроизводной сложном фунiШИИ: 1t /{:t(t)) = :~ ~.
Прuм. ред. переtюда. 
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Рассмотрим теnерь поверхность S в объемлющем пространстве., которая описы

вается функциями отображения i'(~ 1 , ~2). Пусть ds -длина вектора dx, каса
тельною к noвepxнocrn. Тоrда можно записать, что 

(6.10) 

Для поверхностей в пространстве, которые мы сейчас рассматриваем, не принято 

включать знак минус перед ds2 (сравните с (2.21)). Вектор dx мо~но выразить 
через частные nроизводные и дифференциалы d(1

, ,Ц2 : 

- дх 1 дi 2 дх i 
dx = д~ 1 tЦ. + дf.2 ~ = д(i ~ · (6.11) 

!По повторяющемуся индексу i подразумевается суммирование no возможным 
значениям - 1 и 2. Возвращаясь к (6.10), имеем 

(6.12) 

Эт-о можно кратко записать в виде 

2 . . 
ds = g;j(~) d(• ~1 , (6.13) 

rде 9ij(~) определена как 

(6. 14) 

Величина g;j(~) известна как .индуцированная метрика на S. Она называется 
метрикой, так как (6.13) имеет с точностью до знака форму уравнения (3.78), 
rде мы ввели общее покятие метрики. Это метрика на S, так как с учетом 
roro. что ~i иrрает роль координат на S, уравнение (6.13) определяет расстояния 
на S. Говорят~ что метрика ин(jуцирована, так как для определения расстояний 
на S он.а иciJIOJIJьзyeт ме1рику окружающеrо пространства, в которое S вложена. 
Действительно, скалярное произведение, возникшее в ( 6.14), дояжно действовать 
в nространстве, l(уда вложена S, и позтому заранее nредпмаrается, что в этом 
пространсf'Ве существует метрика. У нас есть только два nараметра ~ 1 и ( 2 ~ так 
что полная ма1рица 9ii приним,ает вид: 

9ij = 

дх дl 

д(' . &{' 

дх дх 

д(2 . д(' 

дi дf 

д{' . 8(2 

дfi дf 
д{'l . 8(2 . 

(6.15) 

Мы nриходим к поистине удив-ительному результату! Детерминант 9ij есть в точ
ности та величина, которая стоит под корнем в (6.6). Полагая 

g = det (9ij), (6.16) 
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можно записать 

(6.17) 

Это элеrант~ая формула для площади, выр~енная через детерминант индуци

рованной метрики. Вместо того, чтобь1 пытаться Ii1Онятъ репарамеризационную 

инвариантность (6.6), мы сосредоточимся на :эквивалентном, но более nростом 
выражении (6.17). 

Теперь мы мо~ем понять инвариантность площади на языке трансформаци

онных свойств метрики 9ij· Ключ к пониманию находится в выражении (6.13). 
Квадрат элемента длины ds2 

- это геометрическое свойство вектора di, кото
рое не лолЖJНо зависеть от ~конкретной параметризаuии, использованной для его 

IВЫчисяения .. Поэтому для любого дpyroro набора параметров [и метрики g(i) 
должно выполняться следующее равенство: 

(6.18) 

Использх..ем правила дифференциро.вания для того, чтобы выразить дифферен

циалы ·~ ·через дифференциалы d~: 

. . - д{' д(q . . 
§ij(~) lЦS d~J = Ур4(~) д(i lJ(j d( d~J • (6.19) 

Так как ЭJO'f результат верен мя любого ~ыбора дифференциалов d(, нююдим 
·связь между метрикой в координатах ( и (: 

_ _ д~Р a[f 
9&;(~) = §pq(() д~i д~j. (6.20) 

Используя М, определенное в формуле (6.8). neiJ)ertишeм (6.20) как 

- - -т ~ 
9tj(~) = UpqMpi Mqj =(М );pOpqMqj· (6.21) 

В матр.ичlНОЙ записи правая чаСТtь есть произведение трех матриu. Исnользуя 
n)>'авило мя Оll])еДелекия детерминаmа rrроиз:ведения и оnределение (6.16), по-
.лучаем: 

g = (det ifT)j(det М)= g(det М)2 • 
Возьмем квадратный корень 

(6.22) 

(6.23) 
и получим свойство преобразования для квадратного корня из детерминанта мет~ 

рики. 

Наконец, мы rоrовы проверить репараметризацион.ную инвариантность (6.17). 
Используя (6.7), i(6.23) и (6.9), имеем 

1 d~ 1 
d(2 ..;g = 1 d(1 а[2 ldet Ml v'9l det Ml ~ 1 d(i d[2 yg, (6.24) 
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что доказывает репараметр:изаuионную инвариантность функцианала площади. 

Для тренированноrо глаза формула шющади (6. ~ 7) явно репараметризаl(ионно
инварианта. Это означает, что если вы знаете, как преобразуется метрика, до

·ста:rочно просто уст:ановит1ь инвариантность. Не требуется никаких rромоздких 

вычислений. 

Q) Упражнение-ра3NUНКQ 6.2. Рассмотрите уравнение д~i /д~j = ьj и используйте 
цеm10е правило, чтобы док.азать свойство матриц 

ММ= 1. (6.25) 

- -Покажите, что верно и М М = l. Наконец, покожите, что det М det М = 1. 
Этот резул.ьтат сильнее док.азанного в (6.9). 

б.З. Функцион,ап площади 
v 

дпя пространствеино-временных поверхностем 

Перейдем к интересующему нас вопросу - случаю nоверхностей в про

странстве-времени. Эти nоверхности получаются представленнем истории струн 

1В пространстве-времени, точно так ж:е, как пространственно-,временная мировая 

JJiffiИЯ получается предст:авлением истории частицы. В случае струн мы получаем 

двумерную поверхность, называемую мировым листом струны. Пространствен

но-временные поверхности, подобные мировым листам струн, не столь уж сильно 

отличаются от пространствеиных nоверхностей. рассмотренных в преды.дущенм 

разделе.. Они двумерны и .д.IIЯ их описаrия rеобходимо два параметра. Вместо 
·того, чтобы обозначат'ь Э'fИ параметры ~ и ~ , дадим им специальные обозначе
.ния - 1' и (7, 

Если задать обычные пространсmе:-нно-временные координаТhl xll = (х0~ х 1 , 
... , х4), поверхность будет оnисываться отображающими функциями 

(6.26) 

которые отображаюr некоторую область в пространстве параметров (т, t1) в лро
странсТ'во-время. Следуя стандартному соглашению; принятому в теории струн, 

мы слеrка и.зменим обозначения. Обозначим вышеуnомянутые отображающие 

функции заглавными буквами 

(6.27) 

Мы не И3меняем смысл.а функuий . . Если задана фиксированная точка (т. (f) в 
nространстве параметров, :эта точка ()1'()6ражае1iся в точку с nросliранственно

IВременными координатами 

(6.28) 

Почему мы nерешли к заглавным буквам Х? Предnоложим, мы использовали бы 
один и тот же символ .w:rя обоз:начения пространственно~:временньtх координат 
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da D 
dт 

т 

Рис. 6 .. 4. C.Jileвa: пространство пара~метJРОВ (т, t1) с выделенным малым прямоугольником. Сnрава: 
ловер>еность в ~об'ьемлющем П[росrрансrве-времени., на кото·рой покаэан образ малоrо nрямоуголь

ника - паралл,елограм, ·сторонами 1которого явпяются векторы dvf и dvf 

и отображающих функций. Тоrда Mibl могли бы все же различать их, записы

вая как х и х# (т, и), но не имели бы удовольствия опускать арrументы (т, q). 
'С другой стороны, введя XJJ, мы можем отбросить аргументы (т, и) и все же 
знать .• что имеем в виду отображающие функции струны. Мы будем называть XJJ 
координатами струны. 

Как и ранее, параметры т и q можно рассматривать, по крайней мере ло

IКально, как коорl!I.Инаты мирового листа. Оrображение. обратное к ХР, переводит 
:мировой лист в пространство параметров и лок,ально присваимет кажJIОЙ точ

ке на nоверхности две координаты - .значения параметров т и q. Сnециально 

со:щавая возможность неразберихи, физики используют также термин мировой 

лист для обозначения двумерного пространства параметров, образ которого при 

отображении XJJ дает нам ... мировой лист! Если это не о.rоворено явно, мы будем 
сохранять использование термина мировой лист для пространствеино-временной 

.поверхности. На ри·с. 6.4 рассматривается открытая струна: е-ле:ва мы виnим по

верхность пространства парамечюв, а справа - пространственно-iвременную по

.верхность. В этом nространстве :лараметров t1 меняется в конечном интервале; а т 
может изменяться от минус до плюс бесконечности. Грубо говоря, параметр т свя
зан со временем на струuах (nоЩХ)бнее ,об этом ниже), а параметр и связан с рас
nоложениями точек вдоль струн. Мировые линии конuевых точек струны имеют 

постоянные зн.ачения и, так чт-о они параметризуются значениями т. Коrда те

чет т, .должно течь и время. Следовательноt по крайней мере в концевых точках, 

дт J:iOHUi!IWil ТGЧJdl 
#о. (6.29) 

Будем считать, что :это выполнено и для других значений q. 

Чтооь1 найти элемент площади, поступим так же, как в случае nространствен
ной nоверхности~ исnользуя иа э-гот раз релятивистс:кие обозначения. Ситуаuия 

показа»а на рис. 6.4. Малыiй mрямоуrольник (:О ·сторонами dт и du в nространстве 
параметров становится ·четырехсторонним элеменrом площади в пространстве-
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времени. Этот четырехугольник натянуr на .векторы dvf и d~. Далее, 

Р дXJJ 
dv2 = -

0 
du, 

, q 
(6.30) 

что аналогично полученной ранее пространствеиной формуле (6.2). Теперь можно 
использовать аналоr (6.4) в каче·стве кандидата на элемент ruющади dA: 

(6.31) 

где точка означает релятивистi;кое скалярное лроизведение. Использование этого 

nроизведения rарантирует, что :элемент площади лоренц-инварианrен: это эле

мент собственной площади. Мы поставили знак вопроса над равенством, так как 

осталась невыя·сненной одна nроблема. Д~е если сейчас это не очевидно, знак 

iВЫражения под ~орнем отр11цателен. Чтобы иметь возможность извлечь квадрат
ный корень. нужно nоменять местами два слагаемых под корнем. Это изменение 

не нарушит лоренuевскую инвариантность. Совершая такую перестановку и ис-. 
nользуя (6.30), находиrм, что собственная площадь определяется формулой 

А= 1 dт du . ( ·дXJJ дXJJ)2- (дXJJ дXJJ) (axv дХv). 
дт ди дт дт ди ди 

(6.32) 

nереходя к релятивистским скалярным произведениям, имеем: 

А= 1 dтdu ( дХ. дХ)
2 

_ (дХ)
2

(дХ)
2

• 
дт ди дт ди 

(6.33) 

Чтобы ruонять, !llочему приведенный выше знак правилен, мы должны убедиться, 
что выражение под корнем nоJю:жительно мя любой то'Чки на мировом листе 
струны. 

Что лок;ально характери~уеr простра:нственно-временную nоверхность. за

метае:мую струной? Оrвет довольно любопытен. Рассмотрим точку на мировом 

!lиcre и множество всех векторовf касательных .к поверхности в этой точке. Такие 
векторы образуют двумерное веlёfОрное пространство. Мы утверждаем~ что в этом 

векторном прос:транеrве суwествует базис, образованный двумя векторами, один 

из которых пространсmенноподобен~ а другой времениподобен. Оrсюда следует, 
что в :каждой точке мировою листа одновременно существуют времениnодобное 

:и iПространственноnодобное касательные направJiения. Правда, есть одна ого

ворка; на каждой струне в фиксированный момент вр~мени может существовать 

конечное множество исключительных точек, в которых касательные к мировому 

листу не !ВКJJiючают времениподобноrо вектора. Как мы увидим, в этих точках 
струна движется со скоростью света. 

Струн;а, которую мы пытаемся определить) не может иметь куски конечного 
размера~ движуuшеся со скоростью света. 8 этом случае струна содержала бы 
не ·талька конечное, но и непрерывное множеств-о точек; в которых касательные 

к мировому листу не включали бы времениnодобных векторов. Представьте, на-



6.3. Функ.ционал площади для пространственно·временных поверхностей 143 

у 

s 

IРмс. 6.5. Струна, расположеl'!ная вдо.nь наnравления х и дви.жущаяся вдоль направления у 

·СО ·Скоростью с1вета. Такое движ.ение не раэ1реwено. Все касаrел ~ьные 1векrоры к мировому листу 

в любой rоч1ке Р ·струны являются либо nространственноподобными, либо нулевыми 

пример.t прямой кусок струны, лежащий вдоль оси х и движущийся со скоростью 

света вдоль оси у. В любой точке этой струны все векторы, касательные к ми

ровому листу, являются пространственноподобными, за исключением нулевых 

векторов :в одном определенном направлении. Чтобы увидеть это, рассмотрим 
рис. 6.5., на котором rnоказана струна в разные близкие моменты времени. Ка
сательные векюры в Р хорошо аппроксимируютс:я векторами. соединяющими 

событие Р с любым соседним событием Р' на мupQtJo:м диете. Так как Р и Р' -
это точки на одной и -гой же струне в разные моменты времени, пространствеиная 

часть касательного вектора выглядит на рисунке как стрелка, соединяющая Р 

и р' 2>. Рассмотрим все стрелки, соединяющие Р с точками на nолуокружно
·сти, проведемной вокруг Р. Любое касат.ельное на111равление на мировом листе 

в rочке Р представляется одной из таких точек. Касательный к мировому листу 

вектор, с~вязанный с PQ, очевидно пространственноподобен, так как Р и Q 
происходят в один и тот же момент времени. Типичная касательная, связанная 
со стрелкой Р R. все еще пространственноподобна: за !Прошедшее время Р может 
попасть в R двигаясь со скоростью света, :но чтобЪI попасть в R, она должна 
двигаться быстрее света . .Все касательные напрамения пространственноподобны. 
за исключением св:язанноrо с PS, которое ямяется нулевым. Это показывает, 
что в точке Р не существует времениподобной касат.ельной. Так как Р - nро
извольная точка на исходном куске ·струны, нигде на этом куске не существует 

времениподобного вектора, касательноrо к мировому лис1)'. 
В каждой точ~е мирового листа существует пространственноподобное на

правление, которое легко представить: если сделать фотографию струны в какой~ 
то момент времени. то каждый касательный вектор, направленный вдоль ми

ны струны~ укаэы:вает в nрост,ранственноподобном напраВJIIении. Действительно; 

в вашей системе отсчета события~ определяющие струну~ одновременны~ но про
·странствеяно р.аздё.Леньt. 

Чтобы понять необходимость во времениnодобном iВекторе в регулярных точках 

на мировом листе, рассмотрю.t сначала мировую линию точечной частицы. Каса-

2) Здесь р'- rобира:гелъное обозначение сосе.пн.их событий. т. е. Р = {Q. R. S ... }. -llpuм. ред. 
!ftёjШioдa. 
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'телЬК!Ый вектор к мировой линии времениподобен. В каждой точке мировой ли

нии этот .касательный вектор может быть использован для описания лоренцен

екого наблюдателя, видящего частицу находящейся 18 покое. Пространственнопо
добнъrй касательный к мировой линии вектор нефизичен, так как он описывает 

частицу" д1Вижущуюся со с~оростъю, большей скорости света. Ситуация со стру

нами более тонкая, l'ак как нет слоеоба ·сообщить, как на них движутся отдельные 
точки. Как будет полностью очевидно, струна не состоит из составных частей, по
ложения которых мы можем проследить (исключение: мы способны проследить 
ко:нuевые точки открытой струны). Тем не менее, времениподобная касательная 
к мировому листу в данной точке струны позволяет описать мгновенного лорен

цевекого наблюдателя, видящего точку, находящуюся в покое. По соображениям 
неnрерывности, если есть времениподобная касательная в одной точке, то их 

доЛЖIНо быть мноrо. Каждая из этих времениподобных касательных определяет 

различных мгновенных лоренuевских наблЮдателей, видящих точку в покое. Эrо 

совместимо с нашей неспособиостью однозначно проследить движение точки 

:на ·СТ,Руне. Если мы наблюдаем струну в два близких моменrа времени, мы не мо

жем сказать, куда какая точка двю~ется, но мы должны уметь находить мя каждой 
1 

точки р струны в конечном положении некоторую точку р струны в начальном 

nоложении, которая могла бы достичь р, двиrаясь со скоростью, меньшей или 

раtВной ·скорости света с. 

Одновременное существование времениподобных и nространственноподоб

ных направлений в каждой точке на мировом листе является нашим критерием 

физического движения. Он гарантирует, что формула (6.33) имеет смысл. 

Утверждение. Если в каждой точке Р некоторой поверхности существуют од
повременно времениподобное и пространственноподобное направления, величина 

под знаком квадратного "'орня в формуле (6.33) всегда положительна, т. е. 

( ах вх)z (в~)2 (tJx)2 - .-·- - - - >0. 
tJт ди fJd .· дт 

(6.34) 

Доюазотельtтво. Рассмотрим множество касательных векторов tf(Л) в точ· 
·ке ~ полученных как 

tf(.\) = дХ/J +д {)Xil, (6.35) 
дт дq 

дХР дХР 
rде Л Е (- ootoo) - параметр. Так как дт и до- -линейно независимые 

.каса'1Гельные векторы, то изменяя Л, мы nолучим с точностью до rюстсянноrо 
- дХР 

масштаба вое касательные векторiЫ в Р, за исключением -д , nо.лучающеrося ' и 

в nределе д ~ оо (рис. 6.6), Конкреmые .масштабы вектора несущественны nри 
оnределении тоrо, ·ямяется ли вектор времениnодобным или просТJ)аиствеRно

nодобны~м. Чтобы r(шределить~ явnяется ли v~-'(.\) времениподобным или про
странст:венноnодобным, рассмотрим ero квадрат.: 

2 2 (дХ)
2 

(дХ .дХ) (дХ)
2 

V (,\) = vP(,\)vp(..\) = ,\ lJu .· + 2Д lJт • Q(f + 8т . . (6.36) 
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tf(Л) 

Рис. 6 .• 6. (л,:еsа: множество касаrельных векrоров v(..\) в rочке Р на МИIРОеом 

листе. Cnpa.ea: график v2
(..\) как функция ..\. В зависtимости от значения ..\, 

ве1ктор v(..\) может быть пространственно- или времениподобным 

Производные от Х являются просто 'ЧИсламtИ, таtК что у нас возникает квад
ратичный полином по .Л. Чтобы в Р получмись как времениподобные. так 
и nростра:нсmенноnожобные касательные векторы, величина v2 (.Л) должна при 
изменении А nринимать как отрицательные, так и положительные значения. 

Иными словами, уравнение v2
(,\) = О должно иметь два действительных корня. 

Для этоrо ди·сюриминант ква.щратноrо уравнения v2(.Л) =О должен быть положи
телен .. Из формулы (6.36) следует, ч·ю мя этого требуется выполнение условия 

( дХ. дХ)
2 

_ (дХ)
2

(дХ)
2 

>О, 
дт дq ди дт 

. . 

(6.37) 

что в точности совпадает с условием (6.34), которое мы хотели доказать! О 

Так как всегда существуюте пространственноподобные касательные, график 
v2(Л) на рис. 6.6 до~еи содержать об.ластъ, rде t12(~) > О. Рассмотрим точку Р 
на мировом листе, rде все касательные направл·ения простра.нственноnодобны, 

за и:сключением единственного нулевого направления. Тогда v2(Л) >О, за исклю
чением ·единственного значения Л, для которого t? стремится к ну.11ю. Уравнение 
·v2

(,\) = О должно иметь единственный корень, и соответствующий дискрими
нант, р-авный нулю. Оrсюда следует, что величина под знаком корня ь действии 

(6.33)t nоюкна бь1тъ равна нулю в точке .Р. Любое возможное движение С'фуны 
в Р должно лежать на каса111ельной к: мировому листу в Р. Так: как движение 
вдолъ nространственнопо.nобных нэпрамениИ нефизично, приемлемым остается-

7олыю нулевой вектор: струна движется со ск:оростю света в Р. 

6.4. Действие дпя струны Намбу-Гото 
Теперь, коrда мы уверены, Чl'О фунЮlионал собственного действия :в (6.33) 

.корректно оп}Уеделен; можно ввести действие nяя релятивистской струны. Оно 

пропорцион.алы-10 соответствующей мощади мировом листа. Чтобы получить 

требуёмые единицы действия, нужно умножить фунЮ1ионал ПJiощади на подхо

дящую КОНС1'анту. 



1 L6 Глава б. Релятивистские струнь1 

~ --------------------------------~-----------------
Как и должно быть, функционал nлощади в (6.33) имеет размерность квад

рата длины. Эrо вытекает из тоrо, что ХР имееr размерность д.;Iины, а каждое 
·слагаемое ЛQД знаком квадратного корня содержит четвеJУIУЮ степень Х. Едини
цы измерения т 1И tJ сокращаются. Каждое слагаемое под корнем содержит две 
производвые по q и две производные по т. Их единицы сокращаются с единица

ми диффе)l)енuиалов. Тем не менее1 мы примем, что и имеет размерность длины, 
а т имеет размерность времени. Мы делаем это, nредвосхищая связь между т 

и временем, а также и и положениями точе.к на струне. Итак, 

(6.38) 

Так как действие S должно иметь размерность М L 2 /Т, а площадь А имеет раз
мерность L 2 , мы должны домножить сооТ!ветствующую площадь на величину 
размерности М/Т. Натяжение струны То имеет размерность силы, а сила, де

ленная на скорость, имеет Жiелаемые единицы М /Т. Поэтому, чтобы получить 
величину с размерностью действия, мы моЖiем умножить соответствующую пло

щадь на T0jc. Используя (6.33), мы полагаем действие струны равным 

.,., t1) 

S = -~ 1 dт 1 мV(:k · Х')2 - (Х)2(.Х')2• (6.39) 

1'i о 

Здесь u 1 > О - некоторая константа, и мы ввели следующие обозначения для 

nроизводнык: 

. Р- {JXP 
х :;:; дт ' 

{)ХР 
ХР'-- ди 

(6.40) 

Конечно, мы еще не доказали, что символ То в действии струны действительно 

точно интер.претируется как натяжение, но это будет сделано в разделе 6.7. Мы 
также обоснуем правильиость общею отрицательного знака в выражении для 

действия. Действие S есть действие Намбу-Гото мя релятивистской струны. 
Критически важноt что это действие ямяется репараметризационно~инва

риантным .. Можно дейспювать так же, как мы дейС'ПЮвали с пространствеиными 
по~ерхностями, чтобы записать действие Намбу~Гото в явно реnараметризаци~ 

онно-инвариаитн·ом в:иде. В этом случае имеем: 

дXiJ дXIi 
- di = dXIJ dX = fJ dXP dX"' = n . -- ·- л~а A~f3 .fJ . pv · .,pJJ 0~а д~/3 щ.;. ~ • (6.41) 

Здесь q11v - метрика Минковскоrо объемлющего пространства. Индексы а и f3 
пр:инимают два значения ~ 1 и 2, - и мы :поло:ж:и.ли ~ 1 = т, ~2 = (f. Точно 
так же, как это дел;алось дтя пространствеиных поверхностей, ~определим инду

:uиро.ванную метрику 1ор на мировом листе; 

дХ"' дХ" дХ дХ 
'У ар = flpv д~а {}~fЗ = /)~а · д~fЗ • (6.42) 
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Более .явно матрица "У ар ( 2 х 2) равна 

"V . _ [ (Х)2 Х · Х'] 
~ ·аР = Х . Х' (Х')2 (6.43) 

С nомощью этой метрики можно записать действие Намбу-Гото в явно репара

)tетризационно-инвариатном виде: 

S=-~ j dтduy'4, -y=det(1ap). (6.44) 

Анализ рспараметризаu.ионной ин10ариантности мя пространствеиных поверхно

стей, выполненный в разделе 6.2, без и.зменений переносится на данный случай. 
Действие (6.44) не только явно репараметризационно-инвариантно, оно записано 
в еще бол·ее компактной форме, ч~ем (6.39). В этой форме действие Намбу-Гото 
деrко обобщается для оnисания динамики объектов, имеющих большее число 

изме:рений, чем струны. Действие та!Коrо типа полезно как первое приближение 

к динамике 0-бран. 

6.5. Уравнения движения, 
граничные условия и D·-браны 

В этом раЗllеле мы лолучим уравнения движения вариацией действия струны. 

При .этом появится возможность обсудить ра311ичные граничные условия, кото

рые моrут быть наложены на концы открытой струны. Граничные условия ди= 
рихле будут интерп]ретированы как следствие существования D-бран. 

Начнем с записи действия Намбу-Гото ( 6.39) в виде двойного интеграла от 
nлотности лаrранж:иана t:,: 

.,., "., O't 

S = 1 dr L = 1 dт 1 dtr l(X~A, Х~"), (6.45) 

1"i Ti 0 

rле {, оn}Уеделяе-гся формулой 

(6.46) 

Уравнения движения релятивистской струны можно получитьt положив равной 

нулю вариацию действия (6.45). Вариация равна 

; = J.,.r . /и. _ [ at,_· h(~XP) IJl .o(o~il>]··· 
68 dr dl! .. д + д· ,у,., 8 , 

дХР т А,.. . (]' -

Т:i о 
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!Г.l(е МЫ IИСПОЛЬЗОБаЛИ формулу 

(6.48) 

:И анало.rичную формулу для fJXIS'. 
Величины дl/дfCtJ и .дl,fдX'IJ будут часто нами использоваться, nозrому 

удобно ввести мя них новые обозначения. Мы так уже делали для нерелятивист

ской струны в разделе 4.6. На этот раз имеем: 

r _ д! То (Х · Х')Х~ - (Х')2 Хр 
Р~~=-.-=-- ' 

дXJJ с Jcx. Х')2 - (Х)2(Х')2 
(6.49) 

(f _ д.С То (Х · X')Xil - (Х)2 Х~ 
'Р --- - -- -г============= 11 

- дXJJ' - с Jcx. Xt)2 _ (Х)2(Х,)2 
(6.50) 

Q) Упрожнение-разNuнна 6.3. Проверьте формулы (6.49) и (6.50). 

Используя эти обозначения, nолучим, что вариация fJS в (6.47) равна 

Первое ·слагаемое в правой части является полной производной по т, оно 

даст вкладь1 rrропорuиональные tJXIS(тJ, и) и fJXP(тi, 0'). Так как тече1-1ие т пол
ра~умев.ает т.еч·ение времени, мы можем представить, что началJЬное и конеч

ное состояние струны фикси!Рованы, и ограничиться вариациями, для которых 

.fJXIJ(TJ, и)= fJXIS(1), и) =О. Мы всеrда б:удем предполагать такие вариации, так 
что об этих слагаемых можно забьпь. Тоrда 1вариация оказывается равной 

(6.52) 

Так как второе слагаемое правой части должно исчезать для любых вариаций 
<бXIJ движения, мы полаrаем 

(6.53) 

Это уравнение движения релятивистской струны, как открытой, так и замкнутой. 

Один только взrпяд на оnределения (6.49) ·:и (6.50) показывает; что это уравне
ние чудовищно сложно. Ключ к его решению Ji!ежит в репараметризаuионной 

инвариантности действия Намбу-Гото. Выбор умной параметризации может ие~ 

вероятно упросmть работу. 
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Первое •слагаемое в nравой части формулы (6.52) имеет отношение к кон
цевым точкам струны. На самом деле это ря,а слагаемых, по два для кажлого 

значения индекса р. Точнее, список имеет вид 

.,., 

J dт( 6Х0(т, t11)Pg (т, о 1 )- 5Х0(т, О)'Рg(т, О)+ 
ra 

(6.54) 

Нам требуется rраничное условие для кождого слагаемого в привенеином ·списке. 
Всего получает.ся 2D = 2( d + 1) граничных условий. 

Сосредоточимся н.а отдельном слагаемом, т. е. зафиксируем 11 и выберем одну 
концевую точку. Пусть q• обозначает q-координа1)' концевой точки; q• может 

равняться нулю или 0'1 • . Выбор концевой точки означает фиксацию значения и •. 
Как и ранее, С}'IЦествуют два естественных .граничных условия, которые можно 

наложить в концевой точке. Первое - это граничное условие Дирихле, когда 

концевая точка струны закреплена в течение всеrо движения: 

дХР 
дт (т, и.)= О, р -1: О. (6.55) 

ПосJGольку В)J)емя изменяется с течением т (см. (6.29)), значение р = О должно 
быть исключено. Д,111я пр-остранственных наnравлений единственно возможными 

являются rраничные условия Дирихле. Принимая, что посrоянство по т означает 

!Постоянство во в:ремени-, и.з уравнения (6.55) следует, чrо р-координата выбран
ной концевой точки струны фиксирована во времени. Альтернативно, вместо 

тоrо, чтобы требовать, чтобы обр-ащал-ась в нуль производмая по т, мы мо~ем 

nросто задать nостоянное значе:ние мя ХР(т, и.). Если концевая точка с"фуны 
эакре,менаt вариации в этой точке обращаются в нуль: ьХР(-r. D'.) = О. Это га
рантирует обращение в нуль соответ.ствующеrо слаrаемоrо в {6.54). 

Второе возможное граничное условие - это усло,вие свободных концов: 

1 

(6.5~~ 
~,...t, 

-
Эrо условие, если необходимо, также может обратить в нуль соответствующее CJi'~- . 

гаемое в (6.54). оно называется уСJiiовием свободных tФнцо!В, rак как не наклады
.ваетникаких ограничений на :вариацию ьХР(т, q.) координат струны в концевd~ 
точке. Координаты точц мoryr nринимать какие утодно значения, необходимJ • 
для того, чтобы вариация действия обратилась в нуль. Граничное условие для 
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свободной концевой 11очки должно б.ь1ть nрименимо при р. = 0: 

'~'t<r, и.>-~<.,., о>= о. (6.57) 

Для нереляти~вистской струны граничное условие на свободных концах вле

чет за собой обращение в нуль pz при выборе граничного условия Неймэна 
на координату струны (см. (4.46)). В конечном счете мы nоймем (6.56) как гра
ничное условие Неймана. Аналогично, будет nоказано, что граничное условие 

Ди,рихле (6.55) требует обращения в нуль Р; на концах струны. 
Грани,чнrые услоiВИЯ (6.55) и (6.56) моrут быть наложены многими разными 

·способами. Для каждоrо nространствеиного направления и в каждой концевой 

точке можно выбрать либо граничные условия Дирихле, либо условия Неймана. 

Так как замкнуrые струны не имеют концевых точек, для них не требуется 

граничных условий. 

Исследуем подробнее случай граничных условий Дирихле. Из изучения не

релятивистских струн ясно, ·что граничные условия Дирихле возникают, если 

концевые точки ·струны закреплены на каких-либо физических объектах. Рас

смотрим. например, рис. 4.2. Левая струна nрикреплена к двум точкам, правая 
струна мо:жет свободно скользить вверх и вниз в концевых точках: эти точки 

закреnлены на одномерных линиях, и горизонтальное движение концевых точек 

.заnрещено. Объекты, на .!Которых должны лежать концевые точки открытой стру

ны, характеризуютс·я размерностью, точнее, числом имеющихся у них простран

ствеиных .измерений. Эти объекты называются D-бранами, где буква D означает 
Дирихле. Объекты, которые фиксируют концевые точки струны слева на рис. 4.2, 
tiульмерны. Они называются DО-бранами. Линии, ограничивающие концевые 

точки с:-труны справа на рисунке, одномерны. Их называют D 1-бранами. 
Dр-брана - ,'}ТО объект с р пространствеиными измерениями. Так как кон~ 

;uеrвые точки С'Q>fНЫ должны лежать ма Dр-бране, задается .множество граничных 

условиИ Дирихле. Наnример, моская D2-брана в трехмерном пространстве оnре
деляется одним условием, скажем, z 3 = О (рис. 6. 7). Это означает~ что 02-брана 
на~одится в плоскости (х 1 ,z2

). Граничное условие Дирихле применимок коор~ 
динате струны Х3 , к(Лорая должна обращаться в нуль .н концевЫх точках струны. 
Так как двmкение концевых точек <ОТJ<рыrой струны свободно вдоль направлений 
по бране, координаты х~ и Х2 удовлетворяют свободным граничным условиям. 
Когда концевые точки открытой •струны имеют свободные ~граничные условия 

моль в.сех простран·ственньtх направлений, это все еще D-брана, но на этот раз 

она называется пространственно заполненной О-браной. Эта 0-брана nростира
ется IJlO всему лространству; и так как конuевые точки открытой струны м01уr 

на"одиться rде уrодно на D-бране; они полностью свободны. 
Для ( кваитовь1х) релятивист~ких 'С1рун совместность граничных условий Ди

рихле nозволяет нам обнаруживать свойства Dабран, Они существу~ют в теории 
струн и являются физическими объектами; а не вводятей в теорию искусственно. 

Необязателъно, чтобы D-браны имели бесконечную протткенность ИJIИ были 



б.б. Статическая калибровка 151 
------------------------------~-------------------

/ 

Рис. 6.7. D2-брана, растянуrая на плоскосil'и (z1
, z2

). Концевые точки открытой аруны моrут 
свободно двигаться no nпос~ости, осrав:аясrь nрикреnленными к ней. Во все ,моменты времени 

!КОордината х3 концевых точек должна обращаться в нуль. Это граничное условие Дирихле для 
коор,динаТtы струны Х3 

тиnерплоскостями. Они облапают вычислимыми rтотностями энергии и боль
шим количеством примечательных свойств. Начиная с главы 15, мы будем де
тально изучать D-браны. 

б.б. Статическая капибiровка 

Чтобы Щ)Оillfнн,утъся в понимании nействия д:tля релятивистской струны, мы 
лол.жны удобно nараметризоватъ мировой лист. Мы можем свободно выбрать 
nараметризацию - это следует из репараметриэациоиной инвариантности дей

,ствия струны. Репараметризаuионная инвариантность в теории струн аналогична 

калибровочной инвариаtinюсти в 'ЭЛектродинамике. Уравнения Максвелла обла

дают симметрией относительно калибровочных лреобразований, это nозволяет 

использовать раЗЭJiичные nотенциалы Ар для описания одних и тех же электро-

маrнитны:х n,олей Е и В. Подходящий выбор калибровки может помочь выявить 
физику явления. Аналоrично; мы можем использовать различные координат~ 

ные ·сетки на мировом листемя .сншсания одного и того же движения струны. 

Подходящий выбор сетки может сильно упростить задачу. Хороший выбор nа

раметризации ~был :полезен даже д1IЯ реляmвистской точечной частицы - ее 

уравнение движения стало максимальwо простьtм, коrда траекторию параметри

ЗОБаJIIИ <;обственным временем. 

В этом разделе мы обсудим только частичную параметризацию на мировом 
листе. Мы зафиксируем линии постоянного r, связав т с временной координа"ой 
Х0 

= d в нек.оrорой выбраннон лоренцевс~<.ой системе. 
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Рис. 6.8. Слева: nолоса в пространстве параrметtРов открытой струны. Вертикальный отрезок 
АВ есть линия т = t0 • Сnрава:: мировой !f:IИСТ открытой струны в объемлющем nространстве. 
Струна в .момент време~и :t = t0 есть пересечение мирового листа с гиnерnлоскостью t = to. 
В статическ·ой ка.либровке струн.а в момент времени t = to есть образ отрезка АВ при т = to 

Рассмотрим rиперплоскость постоянного времени t = t0 в объемлющем 

nространстве (рис. 6.8). Эта IUiоскость будет иерееекать мировой лист вдоль кри
вой, которая для наблюдателей в выбранной нами лоренцевекой системе будет 

:ямятъся струной в момент времени to. Мы будем считать эту кривую кривой 
постоянного т; на самом деле, мы считаем, что это есть кривая т = to. Рас
пространяя определение на все моменты времени t, мы будем считать. что м я 
любой точки Q на мировом листе 

т(Q) = t(Q). (6.58) 

Такой выбор т-параметризаuии называется статической калибровкой, так как 

линии rюстоянноrо т являются •статическими струнами• в избранной лоренцев
·ской системе. 

Мьt не будем пытаться се.йчас выбрать и каким-либо сложным образом. Для 
открытой струны мы ВЬ1берем один край мировоrо листа как кривую (f = О t 
.а дру.гой край - как кривую q = f1t : 

и ·Е (0, u1], открытая <.:труна. (6.59) 

Мь1 нарисовали линии nосrоянной u на nоверхности вполне nроизволiЬно, имея 
в виду, конечно., что эти линии изменяются гладко, не пересекаются и согласуются 

·с дiВумя кривыми, являющимися rраницей мирового листа (рис. 6.8). Построе
ние эквипотенциальных линий и экви~ВШiентно заданию явной 0'-nараметриза

ции .для всех струн. В случае замкнутых можно действовать таким же образом, 

но с одной важной оговоркой: доJtЖНо существовать отожл.ествление в просrран

стве nараметро.s (т, и). Направпение и должно быть превращено в окружность; 
так что :пространство параме11JЮв (т, О') превратится в uилимр. Это необходимо, 
потому что мировой: лист замхнуrой .струны топологически эквивалентен цилин

дру. Обозначая и с длину окружности и, получаем оrождес'fМение 

(6.60) 
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Точки, -r<оторые отождествляются этим соотношением в пространстве парамет
ро:в, отображаются в одну и ту же точку на мировом листе замкнутой струны. 

Замкнутые струны могут быть параметризованы, если использовать любой ин

тервал <J миной (fc, НЗПiРИМер 

(f Е [0, (!с), замкнутая струна. (6.61) 

Рассмотрим некоторые приложсния нашего выбора т .. Можно записать формулу 
(6.58), как 

(6.62) 

или просто 

т= .t. (6.63) 

Следовательно, совокупность координат струны хР можно описать как 

(6.64) 

rде векrор Х представляет пространствеиные координаты струны. Тогда находим: 

дХР = (дх0 , ах) =(о, ах), 
ди ди .ди дq 

дХР = (дХ0 дХ) = ( дХ) 
дт дt'дt с,дt · 

(6.65) 

Видно, чrо эта параметризащия весьма аккуратно разделяет пространствеиные 

и временные комnоненты. 

Теперь, nосле того, как сделан выбор координат т, можно провести npocl)'ю 

проверку, чтобы nодтвердкrь, что мы получили правильный знак под корнем 

в дейёт:вии Намбу-Гото (6.39). Представим себе маленький кусочек струны~ 
на:ходящийся в покое. Так :ка!К этот кусочек не движется, IJX/IJt =О. Исnользуя 
(6.65)t получаем, ЧТ<О J<вадратныИ корень в (6.39) становится равным 

:. (ах):~ . ': о- - ( -с2). . ди 
(6.66) 

Как и ожидалось, wеличина nод знаком корня nоложительна. Если случится так; 

что вы забудете знак под коркем в действии струны, у вас есть хороший сnоооб 

бЬIСТf>О ЭТо fiiPGDeiPИTЬ. 

6.7. Натяжение и энергия растянутой струны 
Произведем теперь nервый расчет с nомощью действия Намбу-Гото - наш 

ПеiРВЫй расчет в теории струн! Мы собираемся nроанализировать растянуrую 

релятивистскую t11>YlfY. Конечные точ!КИ сrруны фиксированы в точках х 1 =О 
и х 1 = а > О, с нулевыми значениями 'Юоординат доnолнительных пространствен
ных измерений. Поэтому мы обозначим пространствеиные координаты конuевых 
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/(о) 

1 
Х (n) = /(n) 

х' 

а 

3 d 
х ' ... , х 

Рис. 6 .. 9. Струна дnиной а pacnonaraeтcя вдоль оси z 1 и п.араметриэована как Х 1(т,t7) = f(tr) 

·точек как (0, О) и (а, 0). Включение единого (d- 1)-мерноrо вектора О указы
iВЗет на то, что струна располагается только вдоль первой пространствеиной 

координаты. 

Мы вычислим дейстJВие дпя эmй растянутой струны., используя статическую 

lКалибровку Х0 = ст. Так как статическая С1iруна натянута вдоль х от х 1 = О 
до х 1 =а~ можно записать 

Х1 (т,и) =/(и), Х2 = Х3 = ... = xd =о, (6.67) 

rде 

f(O) = 0, /(Ut) =а, (6.68) 

и функция /(t7) непрерывна и возрастает на интервале и Е [0, u 1). Такая струна 
изображена на рис. 6.9. Фушщия f должна быть строго возрастающей для того, 
чтобы каждой rочке вдоль струны можно было приписать единственную коор

динату rU. 

Отсюда те[i)ер.ь следует, что 

• iJ ( -Х = с, О, 0), (6.69) 

rде /' = df /d.t:r > ·О. Поэтому 
. • 2 2 
'(Х) = -с, 

i , 

Х · Х = О. (6.70) 

Теnерь мы можем вычислить действие (6.39): 

е, а, t, а, 

S =-~ 1 dt 1 duJo- (-с2)(/')2 =-То j dt 1 du ::. (6.71) 
t; о t; о 

ПодынтеiJ)альное выражение .является полной производной, так что 

,, t, 

s =-То 1 dt (/(n,) -/(О))= 1 dt (-fo~). (6. 72) 

~ ~ 
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здесь м.ы исnол:ьзовали ( 6.68). Заметим, что значение действия не эа~висит от функ
ции J, исnользованной для параметризации струны. Это явное подтверждение 
ре1nараметризационной инвариантности действия струны. 

Попробуем интерпретировать полученный результат. Для этого вспомним, 
что дейс11вие есть интеграл от функции Лаrранжа L по времени. Когда кинети
ческая энерrия обращается в нуль, L = - V, rде V - потенциальная энергия. 
Поскольку струна статична. кинетическая энергия отсуrствует, поэтому 

tf 

S = 1 dt(-V). (6.73) 

fi 

Сравнивая это с выражением (6.72), заключаем, что 

V = Тоа. (6.74) 
~\--,_ 

Потенциальная энергия растянугой струны равна просто Т0а. Что это означает? 
Если натяжение статической .струны равно То, независимо от ее длины, Т0а есть 
количество энергии., которую нужно затратить, чтобы создать струну длиной /;~.-, 
Представьте, что вы начинаете с бесконечно малой струны и начинаете ее ра~-. .:~
тяrиватъ. Так как вы совершаете работу, вы передаете струне энергию, на самом ' 
деле, вы создаете эt~ерrию покоя или массу. Масса Ро на единицу длины равна 

2 V То 
рос = - = То => Р.о = -. 

а с2 
(6. 75) 

Масса (или энергия покоя) возникает только nотому, что у струны есть натяже
ние. Из-за этого релятивистскую струну часто называют безмассовой струной. 
Приведеиное вычисление nодтверждает отождествление То с натяжением стру
ны. Оно также nодтверждает необходимость знака минус перед действием (6.39), 
в противном случае потенциальная энерmя растянутоИ струны оказалась бы от
рицательной. 

Имеется один вопрос, мимо которою мы проскочили. Мы предполагали 

!в проведе-ином анализе, что пцдсnrновка (6.67) удовле-гворя:ет уравнениям дви
жения струны. Е.сли это не так, конфигурация не может быть физически реали

зована. Проверим~ что уравне.иия движения удовлетворяются. 
Во-лервъ•х~ заметим, ЧТО; ·в силу (6.69), ни XIS, ни XIJI не зависят от т. Поэто~ 

му ни рт ни P(f также не зависятот т (см. (6.49) и (6.50)). В этом случае уравнение 
движения (6.53) сводится к 

(6.76) 

Это означает, что Р: не до.лжно завмоеть от и. Возвращаемся опять к (6.50) и, 
исnол~уя (6.70), iНаходим 

ри То с2 Х~ __ Х~ 
--- --То-

. JS - с .J&(/')'- - /' . (6.77) 
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Эrо выражение отлично от нуля только nри р = 1 и в этом случае х~ = !'' 
·так чrо 1'(!, действительно, не зависит от и. Таким образом, уравнения движе
ния удовлетворяются. Даже граничные уСJiовия удовлетворяются. Как мы видели 

в разделе 6.5, не ·существует условий, при которых можно проверить координа
ты струны, удовлетворяющих граничным условиям Дирихле в концевых точках. 

В нашей задаче это означает, что не существует дополнительных условий, которые 
необхожимо проверить д11я любой из пространствеиных координат. Для нулевой 

коорnинаты уравнение (6.57) требует свободного 'граничного условия Р: =О. эrо 
выполняется в ·силу ( 6. 77). 

6.8. Действи·е в терминах попереqной скорости 

Мы выбрuи частичную параметризацию мирового листа, наложив условие 

Х0 = ct = ст. При таком выборе линия постоянного т на мировом листе 
соответствует струне, которую видит выбранный нами лоренцевекий наблюдатель 

nри t = т. 
Можем ли мы определить нечто вроде скорости струны? Так как Х(т, и) -

это пространстве~нные ~оординаты струны, то представляется, что производмая ... 
д Х 1 дт является самой близкой к скорости величиной. Однако такая скорость 
зависит от выбора (1. Например, ее направление определяется вдоль линий посто
янноrо .u. Так 1как q можно выбирать совершенно произ.вольно, то сохранение q 

nостоянной при .IВзятии лроизводной, очевидно, представляется не очень физи

'iески ЗНЗIJИМЫМ! 

Физически фи~аuия 6-параметризаuии струны- довольно хитроумная за

дача, так как струна - объект без субструктуры. При сравнении струны в два 

близких момента времени невозможно сказать, чrо точка движетс'Я от одного 

положения к друrому. Чтобы говорить о точках на струне~ необходима и-nара~ 

ме!Fризаuия, а благодаря репараметризационной инвариантности становится яс-

t ' t+dt 

1 р' 
' • • 
/ 

Рис. 6.10. Струна в ,момент времен1и t и 
mлоскость, ортогональная струне в точ

ке р. В момеiНт времени t +dt ст1рун:а пе
ресекает ~плоскосТJь в точке р'. Для оnре
деления nоперечной с~орости мы nред-

nола1rаем, что р дв~ижется к р' 

но, что такая параметризация: неодноэначна. 

Отсюда следуеr, что nродольное движение 

на струне не имеет физического смысла. 

Все же сушест.вует инвариантнаst ско
рость, которую можно оnределить на струне. 

Одна~<о это поперечная скорость. Мы рас~ 
сматриваем движение струны в простран

стве и представляем, что :каждая точка на 

струне движется перпендикулярно струне 

(рис. 6.Ю). Расемотрим струну в какой-то 
фиксированный момент времени t и отме
тим на ней точку р. Нарисуем rиперnлос

кость. ортогональную струне в точке р. Че

рез бесконечно малый промежуток времени 

dt, в момемт времени t + dt , струна сдвинет~ 
ся, ио все еще будет иерееекать 11JIОСкостъ, 

1 -
на ·этот раз в точке р . Полеречную скорость 



6.8. Действие в терминах поперечной скорости 157 ----------------------------------------------------
можно определит,ь, предположив, что точка р движется к р'. Чтобы определить 
rакую с:rкорость, не ·rребуеn;я никакой параметризации сrруны. 

Говоря об :эволюции струн, мы можем обсуждать две поверхности. Одна -
.это мировой лист, поверхность в nространстве-времени, nредставляющая исто

рию ·струны. Друrая- Э'fО Поверхность в пространстве. Такая пространственная 

.поверхн.ость образуется, если ·объединить все струны, наблюдаемые в разные мо

\tенты времени. Такая поверхноСТh образовалась бы, если бы струна при движе
нии оставляла бы СJ11ед. Поперечная скорость i .1. в любой точке на струне - это 

вектор, ортогональный струне и касательный к пространственiНой поверхности 

струны. Так как v .1. является репараметризационно-инвариантным компонен

том скорости струны, м.ы вправе ожидать, что это понятие войдет в выражение 

liJ.JIЯ действия струны. 

Чтобы определить поперечную скорость 61., полезно рассмотреть единичный 
вектор, касательный к струне .. Для этого мы введем сейчас параметр s, который 
более физичен~ чем почти произволъный параметр n: меру длины вдоль стру
ны s. Рассмотрим фиксированную струну и определим s(u), как длину струны 
в интерiВЗЛе (0, и). Тогда, например, s(O) =О, а s(<r1) будет длиной всей открытой 
струны. Так !Как ds - эrо мина бесконечно малого вектора di. определенного 
~tt~тервшюм d.u моль струны, имеем: 

... ох 
ds = ld.XI = - lмl. 

д и 
(6.78) 

Рассмотрим теперь величину дХ jдu, являющуюся скоростью изменения :i по 
отношению к длине струны. Прежде всею, заметим, что это единичный вектор: 

(6. 79) 

Производпая дХ/дп берется при фиксированном t, т.ак что она лежит вдоль 
линии iПОСтоянноrо t. Поскольку линии посrояиноrо t и ё<сть сами струны, nро
из.водная касательна к струне. Кроме т-оrо 

ах ах dи 
(6.80) -=--

дs ди ds' 
.... 

следовательно, д.Х fдs таюке касателен к струне. Поскольку этот вектор имеет 

'единичную мину; 

дi .. .. 
-
8 

-единичный вектор, касательный .к струне. 
s 

(6.81) 

Мы определили fJ1. как компонент скорости дХ/дт в направлении, перпен~ 
ди.кулярном сwуне (см. рис. 6.11 ). Для roro чтобы найти t<Омnоненту какого~ 
либо вектора ii, перпендюсу.лярную единичному ве}(Т(),ру n, нужно вычисJштъ 
u- (й · ii)ii. Поэтому, исnользуя наw еднfi!ИЧНЫЙ :вектор дХ/дs вдоль струны, 



имеем 

1 
1 

' ' 1 

' 

t+dt 

t 

Р.мс. •б.11. Маленький ку~сок мирового листа, на котором локаэан вектор 8Хj8т, 
поперечная скорость 61 и единичны~ вектор lJX/8s 

v~ =ах_ ( .ах. ах) ах. 
дt дt дs .· дs 

В будущем нам понадобится vi, после небольших расчетов nолучим 

vi = (ах)2- ~(ах .. дi)2· 
дt . .дt дs 

(6.82) 

(6.83) 

Наша цель теперь - записать действие струны через v J. и, если требуется, друmе 

величины. Исnол.ьзуя ·статическую калибровку т= t и уравнения (6.65), находим: 

( ·-··· )2 2 (.tJ.i )·~ Х =-С+ ~ 
дt ' 

(Х')2 = ~(~)~ 
д и 

. , ах ах 
Х·Х =-·

дt ди · 
(6.84) 

С помошью этих ·соотношений мы упрощаем выражение под знаком квадратного 
корня в действии струны: 

Послед:-ние слаrаемые этого выражения можно изящно выразить чере·g vi. Ис
nользуя (6.83), nолучаем; 

(Х. Х1)2 - (Х)2(Х')2 = (:. У<е- vi), (6.86) 
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или 

/· • · 2 dsП V (Х · Х')2 
- (Х)2(Х') = с du v 1 - -;J. (6.87) 

э - ~ . то простое выражение для · мотиости лаrранжиана струны показывает, что 'l! .Li 
является естественной динамической переменной. Кроме того, продольная ко4::-< 

nонента скорости совершенно несущественна. Мы можем теперь записать де~~ 
ствие как 

(6.8~ 

Здесь ds/dO' = jдХ/ди!. Кроме того, мы не сокращаем dt1, так как обычно 
удобно иметь инrеrра.щ по фиксированной области параметра. Мы ввели s как 
функцию О'. равную длине струны при фиксированном времени. Согласно этому 

определению, длина s струны не постоянна, ·что позволяет нам сравнивать струны 
rв различные момен,.ы времени. 

Соответствующий лаrранжиан имеет вид 

L=-To 1 d81jl-1. (6.89) 

Эта формула была записана как интеграл по параметру длины специально для то

rо, чтобы подробнее рассмотреТh интерпретацию этого выражению. Для каждого 

бесконечно малою куска струны Tods яВЛiяется его энергией покоя. В результа
те лаrранжиан есть Интеrра]. по струне ш (минус) энерrии nокоя, умноженной 
на локальныlfi релятивистский мно-житель. В этой форме мы узнаем естественное 

обобщение лаr,раюкиана (5.8) релятивистской частицы. 
Действие (6.88) nригодНо как дrrя открытых, так и д.1tЯ эамкнутьiх струн. 

Внешне оно кажется довольно nростым, но все же приводит к довольно СJЮЖ

ным уравнениям д:вижения мя все:х случаев; кроме наиболее симметричных. 

Чтобы rюлучитrь .простые уравнения движения, мы должны сделать достаточно 

разумный выбор l1. Кроме тоrо, ,для открытых струн нужно понять~ как движуrся 

:концевые 'ТОЧКИ. 

Завершим раздел уmрощением выражений (6.49) и (6.50) дJIЯ Р'"Р и Р"~' 
1В статической калибровке. Начнем с pttP. Знаменаrел:ь равен (6.87), а числитель 
упрощается ·с помощью соотношений (6.84). Находим 

( д:i д:i ).· .. ~' ( 2 (д.i )2 
) . . jP - .-·- Х- -с+--- Х 

ри~' __ То 8t1 8t дt · 

- с dsп- vi . 
с- 1--

du с2 

(6.90) 
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Леренесем ds/du из знаменателя в числитель, и превратим производные по и 
в производные по s: 

(дх дХ) .11 ( 2 (д:i)2 )ах~~ -·- х + с- - --
pUP = _То дs дt дt дs 

с2 п2 1 - __.:!:. 
cZ 

(6.91) 

Компонент р, = О этой величины существенно упрощается. Так как .Х0 = с и 
.{JX0 jдs =с дtj.дs =О, находим 

Почти аналоJГичное вычисление для prp дает 

. (дХ дХ) дXII 
prp = т() ds ХР - а; . дt да 

& do' Гi{ v 1- ;J 

Q) Упрожнение-роJNuнко 6.4. Докажите соотношение (6.93). 

Из формулы {6.93) следует, что prO и f5т равны, соответственно 

... т То .ds i1. 
1' --- . . --

- с2 du пvi . 
· 1-

r? 

6.9. Движение концевых точек ~открытой струнь• 

(6.92) 

(6.93) 

(6.94) 

Перейдем к .анализу движения ко.нцевых точеt<. открытой релятивистской 

струны. Мы рассматриваем концевые точки, свободно движущиеся во всех на

прамениях. Это оз.начает, что мы имеем заполняющую прос1ранство D-брану 

'(см. раздел 6.5). Свободные концевые точiКИ удовлетворяют граничным условиям 
'(6.56). что требует обращения в нуль 'Р; в концевых точках. Мы обнаружим два 
важнь1х свойства свободного движения концевых точек открытой C1PYI'IЫ: 

• к..онuевы'е точки д-вижутся со скоростыо света; 

• конuевы·е точки движутся перпендикулярно струне. 

Для внутренних точек струны понятие скорости .неоднозначно. Однако для 
концевых точек струны скорость хорошо 'ОП!Рёделена: пр:-и определении скорости 

точек не возникает ИИЮlJюй неодноэиачности! Таким образом, наши утверждения 

о движении коюrевых rочеiК содержательны. Во ВТОfРОМ уrверж.и.ении поnеречное 
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к сtруне движе·ние означает, что скорость концевой rочки ортоrональна каса

тельной к струне в концевой точке. 

Для дшсазателъства указанных свойств напомним; что puO должно обращать
ся в нуль в концевых точках. Исnользуя (6.92) и замечая, что квадратный корень 
в знаменателе не может равняТься бесконечности, получаем, что числитель дол
жен обращаться в нуль: 

(6.95) 

Так как ~дХ/дs - единичный вектор, :каса-rельный к струне. а дХ/дt - ско
росТh концевой точки, это выражение доказывает, чrо концевые точки движутся 

перnендикулярно ·струне. Это второе :наше уrверждение. В согласии с такой ин

терnретацией., используя соотношения (6.9.5) и (6.82), мы видим, что в концевых 
точках vl. = дХ/дt = v. На самом деле соотношение (6.95) позволяет обра
титься в нуль скорости концевых точек, и в этом случае свойство поперечиости 

въшолнялось 6ы тривиально. Однако этого случиться не может; как мы сейчас 

покажем, концевые точки движутся со скоростью света. 

Используя (6.95), уnрощаем :выражение (6.91) для рир в концевых точках: 

г;;; дХР 
риР = -тоу I - (? дs . 

Для пространствеиных координат JJ = 1, ... ,d уравнение (6.96) дает 

R -
-(f дХ 
'Р =-То - =0. 

дs 

Так как .{}Xjдs -единичный вe.rrop. мы заключаем; что 

v2 = с2. 

(6.96) 

(6.97) 

(6.98) 

КонцевьJе rочки свободной открытой струны д-вижутся со скоростью света. 
Из эroro вывода с.ледуеr, что знаменатель в (6.92) на самом деле обращается 

в нуль в концевых точхах. При этом уравнение ( 6.95) продолжает выполняться, 
в nротивном случае P(J() расходилось бы, а не обращалось в нул.ь в концевых 
точках. На самом деле к:оrда мы достиrаем концевых точек струны; числитель 

в (6 .. 92) дОJJIЖен обращаться в нуль быстрее знаменателя, обесnечивая обращение 
в нуль всего отношения. 

Задачи 

..,. Зодочt1 6.J. Индуцированная метрика на двумерной поверхности 

д-вумерная поверхность в rшоском трехмерН()М nространстве оnисывается функ

цией уровня z = h(x, у), так что ·точки на поверхности имеiОТ вид (х, у, h(r, у)). 
Эта поверхность ·естественно параметриэуе-гся величинами :z: и у. Наnомним 
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формулу (6.14), которая представляет метрику g;j({), индуцированную на по
верхности~ параметризованной координатами ((1

, (
2
). 

(а) Вычислите комnоiНенты метрики 9ij через h и ее производные. Запишите 
формулу !UlЯ gij в виде Dij = O;j + . . . . 

(б) Запишите максимально упрощенную nодходящую форму интеграла площади 

(А= 1 d! 1d(\Гg). 
~ 3аiача 6.2.. Оnредепение метрики на сфере S 2 с nомощью ·стерео11рафической 

ПОВе[рХНОСТИ 

Рассмотрим единичную сферу S2 Е ne с центром в начале координат: х2 + у2 + z2 = 1. 
Обозначим точку на сфере i=(x,y,z). В стереоrрафической параметризации 
сферы. мы :используем nараметры ~~ и ~2 , и точки на сфере задаются как (см. (6.})) 

х(~· .~2) = (х(~'' ~2), у(~'' ~2), z(~l' (2)). 

При заданных nараметрах (~ 1 , ~2) соотвеttтвующая точка на сфере лежит на ли
нии, проходяшей через северный полюс N =(О, О, 1) и точку (( 1

• (
2

• О). Заметим, 
что сам северный полюс не nринадлежит никаким конечным значениям napa
мe'IJ)OB. 

(а) Нарисуйте схему описанной конструкции. Чему равны требуемые интервалы 

значений ( .1 и ( 2
, если мы хотим nараметризо:вать всю сферу (за исключением 

северного полюса)? 

(б) Вычислите функции х(~ 1 , ~2). у(~ 1 , ~2) и z(~\ ( 2
). 

(в) Вычислите четыре компоненты индуцированной метрики 9ij((). Это метрика 
на сфере, описанная с помошью nараметров ~· Расчет довольно дЛинный, 
но результат достаточно прост (исп·ользуйте символьный манипулятор!). 

(r) nроверьте ваш результат. вычислив nлощапьсферы с помощью формулы (6.17) . 

...,. .зааача :6.3,. Нерааенuво Шварца в IR1
•
1 

Рассмотрим двумерное векторное пространство V с постоянной метрикой, такой, 
что суШеС'твует времениподобный вектор t' (t'2 = t' · t' < О) и nространственно-
подобный вектор s' (s'2 = s' · s' > 0). 
(а) 

(б) 

Покажите, чrо вы можете ·nостроить векторьr t и 8 такие, что t · t = -1, 
s · s = 1, а t · s = О. !1 Указание: в.ыб'ерите t в направлении t'.) Векторьt t и s 
образуют канонический базис в V; которое те;nеръ отождествляется с про
стрзнством IR1

'
1

• 

Рассемотрите теперь два nроизвольных вектор-а v1 и v2 в V. Используйте базис. 
опре.zrеленный в (а), чтобы доказать, что 

rле равенство выполняете-я тогда и только тогда; коша векторы v 1 и v2 парал
лельны. Этот результат дает дополниtельньrе возможности в доказательстве 

(6.34). 
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.,. 3одtJча 6.4. Растя!Нут:ая СТ(РуiНа и iНерепятивиаский npeдe.n 

Исследуйте действие (6.88) uя релятивистской струны с конuами, закреплен
ными в точках (0, О) и (а, 0), как в разделе 6.7. Рассмотрите нерелятивистское 
приближение, когда jvд.l ~ ·С. ~ot осuилляuии малы (см. (4.3)). Вы можете обозна
чить через у совокуnность n·оnеречных координат Х2 

•••• , Xd и заnисать y(t, х), 
где х - координата, соответствуюшая Х 1• Объясните, почему верны следующие 
соотношения: 

d 2 d 2 d- ds = х + у. у. 

nо кажите, ч-го действие сводится, с точностью до аддитивной постоянной, к дей

ств·ию для нерелятивистской струны, совершаюшей малые nоnеречные колеба

ния. Чему равны натяжение и линейная nлотность массымятакой струны? Чему 

р.авна .аддитивная :постоянная? 

IJI> 3адоча 6.5. Апьтерн.ативный вывод нерелвти,вистскоiГо предела 

Рассмотрите ту же системувнерелятивистском nриближении, ~оторое обсужда

лось в задаче 6.4. На этот раз, однако, начните анализ с действия Намбу-Гото 
(6.39) и работайте в статической калибровке. Кроме того, nараметризуйте струны, 

используя Х 1 = х = au/u1• Такая nараметризаuия разрешена в случае малых ос
щилляций. Более того, она разрешена дпя любоrо движения. ШIЯ которого Х1 

растущая вдоль струнь1 функция . 

• Зодоча 6.6. Плоское движение оrкрь1той струны с эакр,еnленнымlи 
концевыми точками 

Рассмотрите движение релятивистской открытой струны в плоскости (х, у). Кон
цы точки струны закреnлены в точках (х, у) = (0, О) и (х, у) = (а, 0), где 
а > О. Мы хотим изучить движения. которые мо:жно оnисать~ 11сnользуя функ
uию y(t. х). равную ве-ртикальному смещению струны на интервале х Е (О; а). 
Покажите, что лаграижиан {6 .. 89) можно заnнсать в виде: 

Здесь у' = ,fJy/д:t и iJ = д,у/дt. 
• Заоача 6.7. )во:.nюция во времеИfИ замкнутой в ;копьцо tтрунь• 

nри t =О замкнутая струна образует окружность радиусом R в плоскости (х, у) 
и имеет нулевую скорость. Эволюция этой струны во времени может быть изуче

на с nомошью пействия ('6.88). Струна будет ·сохранять форму окружности, но ее 
радиус станет функцией :врем;ен11 R(t). Заnишите лагранжиан L как функцию 
радиуса R(t) и его проiнводных no времени. Вычислите зависимость радиуса 
и скорости от времени. Нарисуйте nросrранстеенно-оременную no~sepxнoerь, за

Niетаемую струной. на трехмерном графике с осями х, у, сt. [!Указание: вычислите 
связанный с L rамиль'Гониан, и ис.nользуйте закон сохранения энергии.) 
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.- Задача ·6.8. !Ко~вариантный аналиэ движения концевых точек открытой струны 

Из явного вида 'Р; выведите р;р"Р. Докажите, чrо концевые точки свободной 
открытой струны движутся ·СО скоростью света, исnользуя результат этого вычис

ления . 

.- Задача 6.9.. Гамияьтониан репятивистских струн t 
Рассмотрим лаrранжиан струны С в статической калибровке, записанной через 

дuХ и дtХ. Покажите, ·что ШIОТНость канонического имnульса Р(т, и) дается 
формулой 

... дС 
Р(т, и)= . ( _) 

д дtХ 

То V_1_ ds 
=---=== 

с2 nd<' 
Рассчитайте гамильтониан 1l, выраженный тоже через v .1. и ds/ d<1' J). Запишите 
IIIОЛную функцию Гамильтона как 

1l = j du'Н. = j ds( . .. ) 

и rюкажите, чrо ваш ответ согласуется с интерпретацией, что энергия струны 

есть энергия поперечного движения струны, масса которой возникает только 

из натяжения . 

.- Задача 6.1.0. К[р)':rовая струна в !Пространстве де Сипера 

Действие Намбу-Гото в искривленном пространстве-времени с метрикой g11"(x) 
можно за.111исать так же, как формулу (6.39), при условии, что все скалярные 
nроизведения исnользуют метрику 9pv: 

Х · Х' ~ Opv(X)XP Х'", 

(Х)2 
= 9~Jv(X)X11 Х", 

(Х')2 = gll"(X)X'Il Х"1 • 

Рассмотрим струны в расwиряющемся четырехмерном пространстве-времени 

де Ситтера, для которого метрика 9р11 может быть выбрана диагональной со зна
чениями 

900 = -1, 2Ht g,, = 922 = Озз = е . 

Лост.оянная Хаббла Н имеет размерность обратного времени, так что пронзве-

.nени:е Ht безразмерно. · 

(а) Предположим, ч·ю Х0 - ct = ст и заnишем ХР = {Х0 , Х}. Запишите дей
ствие Намбу-fОТ() через nроизводныt по t и lF от Х. 

J) Здесь и в :заааче б.tО :пре;дложено запис.ать rамильтониан через скорости VJ. и R. Напомним. 
Ч1'() в ·стаiОlартиом rамильrоно:вом формализме mмильrониан выражаетси в терминах канонических 

[(Щдинат и импульоов. - llpuм. ред. мртюда. 
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(б) Рассмотрим теперь круговую струну в плоскости (х 1 , х2), а именно 

Х 1 (т, и)- r{t) cos и, Х2(т, и)= r(t) sin и, и Е (0, 21r), 

где r(t) - радиус., который следует определить. Используйте этот прием, 
чтобы уnростить действие для струны и провести интегрирование по q. 

Запишите сво.й результат в виде 

S = J dt .L(r(t), .r(t); t) 

и определите функцию Лаrранжа L (r(t), r(t); t), явно зависящую от времени. 
Так как е2нt вxolUIT в метрику как множитель, физически измеряемый радиус 
струны на самом деле равен R(t) = e8 tr(t). Запишите функцию Лаrранжа 
через R и R. 

(в) Рассмотрите струны с постоянным R и используйте лаrранжяан для нахо
ждения потенциала V(R) таких струн. Постройте график этого потенциала 
и убедитесь, чrо он хорошо оnределен только nри условии R ~ с/ Н. Найдите 
критическую точку потенциала и соответствующее .значение R. Находится ли 
эта статическая струна в устойчивом равновесии? 

(r) С помощью функции Лаrранжа от R и il вычислите соответствующую функ
uию Гамильтона, выраженную через R и R.. Ynpocrnтe ответ. Сохраняется ли 
такая функция Гамильтона при физическом Дrвижении? 

• Зодача 6.11. Открыт:ые струньt, эаканчивающиеся на D-бранах 
раэн.ых размерностей 

Рассмотрите мир с d пространствеиными измерениями. Dр-брана - протя

Ж:енный объект с р nространствеиными измерениями: р-мерная rиперплос

кость внуrри ·d-мерноrо пространст,ва. Исследуем свойства струн, заканчающихся 
на Dр~бране, rде () ~ р < d. Случай р = d; коrла .D-брана заполняет вс·е про~ 

странство, обсуждался в разделе 6.9. 
Для Dр~браны пусть ж;, где i = 1, ... , р, С<>()ТВ~тствует напрамен:иям на 

Dр.:брапе~ а Ж6 , rде а = .Р + 1, ... , d, соответствует направлениям. ортоrо
налrьнwм Dр-бране. Положение Dр-браны эаnаетс.п 11еличинами :t4 = О, rде 
а = р + 1, . .. , d. Концевые точки открытой струны лежат на Dр-бране. Если 
оrранпчитъся концевой точкой с (f = О, выnолняется сооm.ошение 

Х4(т, tF == О) ·= О, а= р + 1, ... , d. 

Движение концевой точ!КИ вдоль наnравлений ~i D-браны произволъно, мы 
работаем в статической ЮlЛибровке. 

(а) Установите условия, которым удовлетворяют pg, Р{ и Р: в концевой точке 
(отсутствие условия тоже возможно!). 

Докажите., что 

(б) все rранич:ные условия автомат-ически удовлетворяются, если струна ·закан
чива,ет,ся iНа DО-бране; 
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'(в) для струны.~ заканчивающейся на D 1-бране, касательная к струне в концевой 

rочке орrоrонмьна к D 1-бране, а на сtФрость концевой ·точки ограничений 

нет; 

(г) для струны, закан'-'mвающейся на Dр-бране с р ~ 2 имеются две возможности: 

(i) струна орт.оrональна Dр-бране в конuевой точке, а скорость концевой 
точки не связана ограничениями. или 

(ii) струна не ортоrональна Dр-бране в концевой точке, а эта точка движется 
со скоростью света nерпендикулярно струне. 



Гла!Ва 7 

Параметризация струны 

и нлассическое движение 

Мы строим wинии постоянrного u, 1nерnеiНдикулярные лин1ИЯМ rnостоянного т, и ис

nользуем плотность энергии, коrорую nереноСtит струна, ;для того чтобы полностью 
зафиксировать 0'-nараметр.изацию. Получающаяся система уравнений движе1ния струн 
включа;ет волновые уравнения и два :нел1инейных ограничения. Мы нахоДIИМ ·общее реше

НIИе, описы1вающее движение О1Ткрытых струн со свободньtми концевыми точками. Далее 
М'Ы :находим общее ре1Шение, которое опис1ыв.ает дв!Ижение открытых струн с !Незакреп~ 
пенными концами. ·Мы рассматриваем свободную эволюцию замкнутых струн и находим; · 
что для нее характерны возникающие и затем исчезающие каспы. Обсуждаются косми~· · 
ческ1ие струн1ы и граеитационн.ое линзирование, которое они могут nорождать. 

7.1. 81Ь11бор и-параметризации 

Мы уже узнали нес~<:олько фактов о движении релятивистских струн. В част

ности, М.Ы выяснил~. что конuе!Вые тotJKI-1 свободt-юй открытой струны движутся 

со скоростью света перпен.nи~улярно струне. Этот результат был получен с ис

!ПО!Jь:юваи!Ием статической калибровки Х0 = d = ст, которая частично фикси
рует J11араметризаuию мирово.rо листа. Если мы выбрали такую калибровку, дви

же!Ние <..1руны оnределяется функuияма.d X(t, и). При изменении t и и функция 
,X(t, и) описывает прос'J1Ранственную nоверхность струны -nоверхность в nро
странстве, состоящую из nоложений сtруны во все моменты времени. В этой 

fi1aвe пространст.венная поверхность струны будет называтьс.я nросто поверхно

стыо струны. Кроме того; мы ве:зде бупем исnользойа1ъ статическую калибровку. 
Ут,верждение, что концевые точки открытой струны движутся nерпендикулярио 
струне. nодразумевает. что векторы, .касательные к rранице поверхности струны, 

ортагональны струнам. Наша uель сосrоит в ·том, чт.обы найти удобную и -ла

раметризаци ю по.верхности струны. Если мы зн:аем такую параметризацию, мы 

знаем также 0'-параметризацию мирового листа и, в конечном счете. полную 

nараметризаuию мирового листа. 

Мы покажем сейчас, как и,сnолъзовать конкретную и-nараметризаuию от

:J.ельной струны лля построения удобней ·D'-,па·раметриза.uии всех струн, а следо

вательно, всей nоверхности струны. nредnоложим. что струна в момент времени 

;t =О заnает некоторую и-nараметризацию с О' Е [О. ,0"11 (см. рис. 7.1). Рассмотрим 
теnер.ь струну при t = f, где f - бесконечно малая величина. На поверхности 
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!Рис. 7.1. Испо,пьзование mараметриэации струны при t = О для построения параметриэации 

струны при t = t. На поверхноСiТiи струны линии постоянноrо <Т выбираются перnендикулярными 
линиям постоянного t 

струны можно нарисовать 1юропсие отрезки, перпендикулярные струне при t =О. 
Пусть эrn отрезки пересекают струну при t = ·€. Рассмотрим точку О" о на струне 
nри t =О и короткий перпендикуляр. восстановленный из этой точки. Мы уrвер
. .ждаем, ·что пересечение этого перпенликуляра со струной при t = l также имеет 
n = (10 . Совершая это над всеми точками струны при t =О) получа,ем nарамет
ризаuию струны при t = l. Повторяя эту npoueдypy. исnользуем струну при t = l 

мя параме11рязаuии струнъ1 пр:и t = 2t. Продолжаем таким образом, действуя 
в пределе очень малых t. Результатом является множество линий nостоянного и, 
коmрые везде ортгональны струнам (т. е. ортоrональны линиям постоянного t). 
Эта IЮН·струкция может быть пос11)Юена как для открытых, т~ак и для замкнутых 

струн. Для замкнутых струн и-интервал [0, О' с ) мя струны при t = О становит
ся интервалом для всех друrях струн. Для открытых струн О'~ интервал [О, 0"1] 

мя струны при t =О таюке становится интервалом для всех других струн. Это 
nроисходит пото~ что границы поверхности струны ортоrональньi к струнам. 

:и в результате границы имяются линями постоя!Нного n. 
Резюмируя, и-nараметризация данной струны может быть исnользована для 

построения лимий постоянноrо О', которые ;всеrд-а nерпенщfкулярны линиям по

стоянного t. При ·такой nараметризации поверхности струны касательная {} Х 1 дtr 
К струнаМ И Ка•Са'rеЛЬНЭЯ fJX j.'f)t К JfИiНИЯМ nостоянного (! перпемикулярНЫ друr 
другу в каждой точке: 

(7.1) 
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Так как ·Скорость дХ/дt :перпендикулярна струне, она совпадает с V.t (см. (6.82)): 

ах 
·f1 J. = - дл.я всех точек, 

. дt 
(7.2) 

причем не т:олько в конuевых точках, где это выполняется независимо от пара

метризации. Вспоминая, что а есть nараметр длины вдоль струны, из уравнения 

дХ дх 
(7. ~ ) следует дs · дt = О, чrо позволяет упростить предьщущие результаты для 

prts и puts. Находим, что выражение (6.93) ·становится равным 

(7.3) 

Аналогично, выражение ( 6.91) запишется как 

R I)XJJ 
pu,s =-То --. 

дs 
(7.4) 

Уравнение (7.4) выполнено в концевых -гочках открытой струны независимо от 
.u-параметризаuим (см. (6.96)); при телерешней параме1ризации оно выполнено 
везnе вдоль струны. 

7 .2. Физическая интерпретация 
уравнения движения струны 

Использовав и-nарамеrризацию для упрощения ряда nредыдущих выраже

ний. обратимся теnерь к уравнею.t·ям движения струны (6.53). При t = т имеем 
{)"J)TIJ дfJUJS 

дt - = ~ ди . (7.5) 

Рассмотрим сначала ~oмnoнetrrьt этоrо уравнения, ДJUI :которых р.. =О. Из (7.4) 
следует~ что puO = О. Кроме т.ого, из уравнения (7 .З) получаем 

ds 

prO =То du . 

с Г"Vr.i 
yt-~ 

(7.6) 
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Возвращаясь к уравнению движения (7.5), rюлучаем 

др тО 
--=-
дt дt 

ds 
To

dO' 

гvr 
су 1- (J 

=0. (7.7) 

Чтобы nонять физический смысл этого резул!Ьтата, рассмотрим маленький ку

сочек струны, связанный с dO'., ям.яюшимся малым фиксированным числом. 
Движение этого отдельного кусочка струны хорошо оnределено сейчас, после 

iOIO, как мы зафиксировали линии rюстоянноrо .u. Так как ds обозначает дЛИНУ 
кусочка струны du. величина ds может зависеть от времени. Если мы умножим 
ВЬ1ражение внутри 1nроизводной в (7.7) на постоянную величину du, nолучим. 
·что выра>кение 

п 
То ds 

(7.8) 

не зависит от времени. Величина (7.8) имеет размерность энергии, так что мож
но предположить, что это релятивистская энергия, связанная с кусочком струны. 

Действитель.но~ это соrласуется с нашими выводами раздела 6.7. где было nока

зано, что энергия покоя статической растянутой струны определяется ее длиной, 

умноженной на натяжение Т0 • Энергия rюtюя в nриведенном выше выражении 

равна То ds, а релятивистский множитель в знаменателе nревращает (7.8) в nол
ную энергию. Лозтому выраж·ение (7. 7) утверждает. что энергия в ка:ж:дом кусочке 
струны ,du сохраняется. Это очень интересный факт. Из него следует, например, 
что энергия '<.ПКрытоИ струньi в ·Области [О. O'ol не зависиr от времени nри лfОбом 
фи~сирован~ном значении u 0. 

Вышеnриведенкая интерnретаuия nодтвер.ждается также вычислением энер

гии .Е релятивистс"ой струны (задача 6..9). Решая эту задачу. Вы нашли, что 
rамиль-гониан равен 

1 Tods 

Н= п·· : 2 ' 
vl t- ~-
с2 

·откуда следует, что (7 .. 8) есть энергия куска струны. 

(7.9) 

Вернемся к nространствеиным комnонентам уравнения движения струны. 
-т T/S 

Пространствеиные компоненты Р величины Р можно установить из выраже-

ния (7.3): 

.ds 

,.,.т То .du 
1' = -r? -J--:==J.=, ii l• 

(7.10) 
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.и аналоrично, из (7.4) 

н
. -... - дХ 

ри =-~о -. 
дs 

(7 .11) 

Теnерь можно rюlll.ставить эти выражения назад в формулу (7.5), так что 

ds. 

То du дv1. 

= с2 Jt- ~ дt' (7 .12) 

r.1e ка nоследнем шаrе было использовано соотношение (7. 7). Это уравнение 
~южfю несколько небрежно интерпретировать с помощью «эффективной• нере

.1Ятивистской струны. Наnомним, что уравнения движения классической нере

.1ятивистской струны имеют БИJJI: 

(7.13) 

r..1e х - nараметр дЛины вдоль направления, оnределяемого статической растя

нутой струной, а g- поnеречное смеше.ние. Как нам нужно переделать (7.12)~ 
чтобы nолучилось (7.13)? Мы используем множитель dsfdu в nравой части, что
бы преобразовать произоояную по q в ле:вой части в производную по s: 

То 1 дv.1. = д (тoJI _ vi (дХ)]. 
С2 пvi ,{}t дs с2 дs 

1- -
d 

(7.14) 

для малых осцилляций nараметр ШJины s вJiоль колеблющейся струны грубо 
раrвен параметру х вдоль направления статической струны. Поэтому мы можем 

сравни1rь это уравнение с (7.13) 111 заключить, что релятивистская струна обладает 
зависяшими от с:ко:рооrи эффективным натяжением Tett и эффективной массой 
.Pecr, которые определяются выражениями 

н 
2 

Terr =То , 
То 1 

Perr = с2 н2 • 

1- ....d.. 
с2 

(7.15) 

Так как концевые точки с~вободной открытой струны движутся со скоростью v 1. =с, 

эффе,ктивное натяжение струны обращается в концевых точках в нуль. Можно 

сказать, что конuевые точки должны двигаться со скоростью света .nля того, чтобы 

обесnечить обращение в нуль н:атяженlitя в этих точках. Это единственный спо

·соб, при котором релятивистская струна может иметь натяжение м это имело бы 

смысл nри нмич:ии свободных отt<рытых конuов. В ~<:онuевых точках эффектив

ная JIЛотность массьt расходится. Здесь нет проблемы - такая же расходимость 

прнсуrствует в ллотiflости энергии, возникаюшей в nодынтеrралыюм выражении 
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в (7.9). Несмщря на сингулярное повед-ение в ;концевых точках, интеграл оказы
вается IЮН·ечным, как и требуется, так чrо в конце концов мы описываем струны 

с ~онечной энергией. 

7 .3. Волновое уравнение и связи 

Уравнение (7 .. 14) все ·еще довольно сложное. Может показаться, что зафикси
ровав линии nостоянного О', мы ·исiКЛючили репараметризаuии, которые могли бы 

ломочь уnростить уравнения движения. Однако, это не так. Мы показывали, как 

:построить линии постояиного и, если у нас есть одна параметр изованная струна. 

Теперь нужно попробовать параметризо:вать эту первую струну самым наилучшим 

·образом! 

Ниже излагается физический ·способ сделать это. Мы параметризуем струну 

так, что каждый ее отрезок ·С одинаковым параметром длины О' несет одинаковое 

количество энергии. Мы ~будем параметризова11ь струну, используя энерmю! Такая 

лаiРЗМеУрИ'ЗЗ.!UИЯ nриводит к простым уравнениям движения. Чтобы rюказать это, 
лереnишем (7.14) nре;щположительно в другом виде, заменив щ:юизводные по s 
на производные rю n: 

1 fPX п !_ 
е дt2 = ds ди 

Нпх 
ds ди 

du du 

ОпредеJJJим теперь величину A(u): 
ds 
dd 

А(о') = .:. : ... 

н -t?-

(7.16) 

(7.17) 

Мы уже показывали в выр~еиии (7.7), что A{u) не зависит от времени. Выбе
рем d так, чтобы А= 1. С учетом этого оnределения уравнение движения (7.16) 
:принимает вид зна~омоr<> OOJIIHOВ<fro уравнения 

(7.18) 

Эю большое упрощение. Чтобы найти и, приводЯщее к А = 1, припишем и = О 
одной из концевых точек открытой струны и nродолжим свой пуrь вдоль струны) 

nриnис--ъJвая ЮlЖJIOMY куску струны ds иитерваn dtт. задаваемый выражением 

ds 1 
du=н=-dE. - 2 То 

1-~ 
с2 

(7.19) 
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Первое равенство равносильно требованию, чтобы А = 1, а второе равенство сле
дует из ·оТ<ож;дествления (7 .8) с энергией dE, переносимой малым куском струны. 
В такой параметризации ПЛО'fносrь энерrии dE/du есть константа, равная на
тяжению. Уравнение (7.19) можно проинтеrрировать от конце·вой точки q =О 
вruють до точки Q, тоrда 

(7.20) 

Приписанная rочке Q координата a-(Q) равна энергии E(Q), которую переносит 
кусок струны, протянуrый от выбранной концевой точки до точки Q, деленной 
на натяжение. Из предыдущею уравнения следует также, что 

.u Е (0,. 0'1 ). 
Е 

UJ = -, 
То 

(7.21) 

:rде Е - полная :энергия струны. 

Наш выбор tF, сделанный для всех ст.рун, совместим с условием ортоrона.ль

ности (7.1). На самом деле, линии постоянных и не изменились, изменились 
только приписанные им значения и. Линии посrоянноrо t1 означают, что энер

гия в куске струны 1[0, q) nостоянна, такие линиiИ перпендикулярны струне. 
Условие параметр:изации ~(7 .19) на самом деле эквивалентно дифференциаль

ной связи, наложенной на координаты Х. Перепишем сначала первое равенство 
в (7.!19) в !ВИде 

(ds) 2 
1 2 

du + t? V.J.. = 1. (7.22) 

Нс~помина·яt чrо дX/fJs есть единичный векrор, и nольэуясь формулой (7.2), 
найдем 

( д:l)
2 

1 (дх) д(! + с2 1 дt = 1. (7.23) 

ПроверiИМ наконrец граничные условия. Из формулы (7.14) имеем 

~d П_ dn ai _ 11х 
Р = -то у 1 ~ (J ds ди = -То ди . (7.24) 

Поэrому граничное условие для свободных концевых точек выглядит очень просто: 

дi 
t:Ju = О, для концевых точек. (7.25) 

При выбранной лараметр~эаuии граничное условие длп свободных концевь:rх 

точек, впе1рвы:е введенное в (6.56), является nросто nраничным условием Неймана . 
• 
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Мы имеем всего четыре уравнения, которые нужно решить для оnределения 

движения релятивистской струны: {7.18), (7. 1), (7.23) и (7.25). Соберем их вместе: 

волновое уравнение: 
82 i 1 д2Х 
ди2 - с2 д(2 = О. (7.26) 

ах ах 
-·-=0 
дt ди ' 

условие параметри.заuии: (7.27) 

условие rчараметризаuи Ji: ( ~;) 2 + ~ (~~у = 1, (7.28) 

ах ох 
-- =0. 

{)q и=О ди (1=(1• 

rраничное условие: (7.29) 

Для струны с энергией Е эти уравнения требуют, чтобы и 1 = E/Tu. Для полноты 
БК!Iючим (7.19), заnисанное теперь в виле 

ds 
1 dE du 
--- - -) 

То du - H'i - · 
1-- . 

d : 

Наконец, из уравнений (7.3) и (7.4) получаем: 

т~· То 8ХР 
р = с2 at' 

l11• {)XI' 
р = -1() --. 

Q(/ 

7 .4. Проиэвоnьное движение ;открытой струны 

(7.30) 

(7 .31) 

(7.32) 

Наша цель в этом разделе - оn~tсать nроизвольное движение открытой 

струны ·СО св-ободными граничными условиями. Поэтому мы детальtiо исследуем 

способы решиния ураенеtiия (7.26)-(7.29). ... 
Рассмотрим сначала волновое уравнение для Х. Это уравнение немедленно 

решается с nомощью nроизвольных векторных функuий от (d ±и). :Поэтому мы 
пишем 

... 1 ~ ... 
X(t, и)= l(F{ct +и)+ G(~ - <r)). 

Граничное условие в конuевой точке и = О rребует, чтобы 

ах 
=о ~ F'(ct) - G'(ct) = о. 

/),(f о-=0 

(7.33) 

(7.34) 

tде штрих означает nроизводную по аргументу. Так как cl nринимает все воз
можные значения, написанное ·выше уравнение ·вмполняется для всех значениИ 
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.арrумента. Обозначая арrумент и, nолучаем: 

dF{u) _ dё(u) G-(· ) _ F( ) _ 
d 

- d => и - и + ао, 
и и, 

(7.35) 

rne iio - nостоянный вектор. Возвращаясь к (7.33), имеем теnерь 

X(t,u) = ~(F(ct+u) +F(ct- и) +а0). (7.36) 

Можно включить nостоянный вектор i10 в оnределение F (назвать F(u) + iio/2 
новым F), и тогда решение примет вид 

- )(.... - ) X(t. и)= 2' F(ct +и)+ F(ct- и) . (7.37) 

Рассмотрим теnерь граничное условие при и= u 1: 

ди о=и1 
=о => F'(ct +и1)- F'(d- trt) =о. (7.38) 

[ели положить и= d- u 1, то предыдущее условие примет вид 

dF dF 
-(и+ 2n1) = -(и). 
du du 

(7.39) 

Из этого уравнения следует, что лроизводная функции F периодична с периодом 
2и1 • Интегрируя, находим, что функция i' квазипериодична: за период 2u1 она 
изменяется на фиксированную константу. Это условие можно записать как 

(7.40) 

rne v0 - векrо;рная постоянная интегрирования с размерностью скорости, а дру

rие постоянные были добавлены для удобства. На этом анализ граничных условий 

завершается. 

Изучим теперь, какие оrраиичения наЮiадывают условия параметризации 
i(7.27) й (7.28) на функцию F. Стандартный nрй:ем заключается в том, чтобы 
iСЛОЖИ~ь и вычес.Т!Ь первое и второе уравнения. тогда получим уравнение 

(7.41) 

которое может быть короче заnисано в виде 

( ах 1 ах) 2 

ди ± ~ дt = ). (7.42) 



176 Глава 7. Парометризация струны и классическое движение 
--------------------------~------------------------

Зaмtfilм, что это эквив-алентно двум связям (7.27) и (7.28). С п~омощью (7.37) 
.мы можем вычислить производные, :коrорые входят в связи: 

ах 1 ( -, -, ) 
ди = l F {ct + tr) - F ( ct - и) • 

1 ах 1 ("' "' ) - - = - J< (ct +и)+ .r (ct- и) . 
с дt 2 

(7.43) 

.В результате 

дХ 1 aJl r.t'( - ±-- = ±J< c:t±o-). 
дu с дt 

(7.44) 
.... , ,Мt --

Оrсюда следует, что связ.'и (7.42) требуют, чтобы F ·r = 1 для всех аргументов F. -, 
Иными словами, вектор F (и} является единичным вектором: 

(7.45) 

Это серьезный шаг вперед: связи привели к простому условию на F( и). Так как 
F есть ве.кторная функция параметра и, мы можем мысленно представить себе 
F(u.), как параметризованную rкривую в nространстве. Уравнение (7.45) имеет 
:ПJЮС1УЮ ИН'Герлретацию: 

u есть параметр Д)1ИНЬI вдоль кривой F(u). (7.46) 

Это объясняется ~следующим образом. Рассмотрим две близкие точки F(u + du) 
и F(tl) на Iq)ИВОЙ. Их векrорная разность dF = F{u + du)- F(u) имеет длину 
ldFI. Из уравнения (7.45) ·СЛедует:, что ldF/ = /dtt!l, nоказывая, что изменение 
параметра /dul есть расстояние между двумя близкими точками. 

Т.еперь можно nолвести итог нашего анализа уравнений движения. Общее 
решение, оnисывающее .движение О'if'КJ)ьtтой струны со свободными концевыми 
точками, дается формулой 

X(t,u) = ~(F(ct +и)+ F(d- и)), и Е (0, о-1 ], (7.47) 

rде n 1 =Е/То, Е -энергия струны, а F удометворяет условиям 

dF(u) 2 

==1 
du 

и (7.48) 

Задача свелась к тому, чтобы найти векторную фунJЩИю F, удовлетворяющую 
уравнениям (7.48). Второе из этих уравнений говорит нам, что достаточно найти 
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. 3 
х ' ... 

F(O) 

~--------------------------------------х2 

!Рис. 7.2. Векторная фу:нкЩ~ия F(u) иэменяеrся на 1Посто.янн1ый ве:ктор (20' 160/с) при и~ u+20'1• 

IПараметриэова1нная крива:я F(u) mолностью оnределяет движение открытой струны со свобод
ными концевыми точками 

F(u) на интервале и Е (0, 2u1]. Это оnределяет F(u) для всех u, и ·следовательно, 
полностью оnределяет X(t, 0'). Интерnретация v0 будет дана ниже. Иллюстрация 
F показана на рис. 7 .2. 

Функция .F(u) имеет физическую интерпретацию. Из (7.47) следует, что 
движение концевой точки с q = О открыrой струны описывается выражением 

X(t, О)= F(ct). 

Поэтому мы видим, что 

.P(u) есrь положение :кОнцевой точки tr = О в моменr времени u. 
с 

(7.49) 

(7.50) 

Доnолнителмtо можно дать физическую интерпретэuюо постоянной скоро

ст~ v0 • Из второго уравнения (7.48) имеем 

... ( ) ~( . ) . vo F 2q1 = F О + 2.u, -, . с 

(7 .51) 

и, выражая F через nоложения концевой точки и- О, находим: 

-( 20'а ·) ·- . (20',) Х : t =с' О = X(t = 0,0)+ с vo. (7.52) 

Это nоказывает, что v0 есть средняя скорость концевой точки n = О в интервале 
времени {0, 20'1/с]. 
(9 Ynpaжнe-нue-ptlзNиllиil 1.1. Покажuте, что v0 есть на taмDM деле cpeднJIJl скD

рость любой точки q но струне, fJЫчи.tленн.аJl на любом интервале .времени 

длительностью 2u1/c. 
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Рис. 7.3. Открытая струна длиной l еращаеrся с угловой скоростью ы в nлоскости (z, у) 

(:!) Упрожнени:е-рDз~t~инко 7.2. Локажите, что скорость л.юбой точк.и струны есть 
периодическая функция времени с периодом 2u1jc, т. е . .i(t, и)= X(t+2u1jc, n). 

Так как F можно реконструировать, глядя только на концевую точку и= О, 
можно задать вопрос: как долго мы должны наблюдать эту концевую точку, чтобы 

оnределиТh полное движение в ПfРОШЛом и будущем открытой струны с энер

rией Е? Так как для оnределения движения достаточно иметь значения F(u) 
JВ интервале от и = О до u = 2u1, мы должны наблюдать X(t, О) в интервале 
от t = О 111.0 t = 2u1fc. Поскольку и1 = Е/То, мы должны набlil юдать концевую 
rочку в течени~е ~t = 2Е/СХ0 • Это :равно улвоенному времени, необходимому 
свету мя тоrо. Ч'tобы nройти расстояние Е/То, т. е. мину статической струны 
·с энеtрrией Е. 

Используем теперь эту конструкцию мя описания движения прямой от

ifфЫтой струны с энергией ,Е, ~оторая жестко врашаетсS! вокруr фиксированной 
·СредНеЙ ТОЧ:КИ В fШОС~ОСТИ (Х, !/) (рис. 7.3). 

Наша первая [{ель - ·воспроизвести функцию F( u). Э1У функuию можно 
леrко nостроить, так как мы мкоrое знаем о дви~ении концевых точек. Пред

лолаrсая, что струна имеет длину l и вращается с уrловой скоростью UJ, оnишем 
.движение концевой точки u = О формулой 

- l 
.Х (t. О) = 2(cos UJt, sin UJt), (7.53) 

мь1 используем векrор с лвумя комnонентами, так .как лвижtние ограничено 

плоскостью (х, у). Полагая F(ct) = X(t, 0), и-меем 

rt l ( U!ti l.cJU ) 
r (и) = 2 cos ~· sin ~ . (7.54) 
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Заметим, что ecnw век-гор 60 в (7. 48) обрашается в нуль, то функция F nериодична. 
Точнее. йu обраюается в нуль, так как она есть средняя скорость за период. 

В течение периода скорость т.ожс изменяется nериодически, и ~средняя скорость 

.1юбой точки за полный оборот равна нулю. При vo =О из формулы (7.48) ~следует 

F(u + 2u1) = .F\u). Исnользуя (7.54), получаем 

(А) UJ 1Г 

-(2ul) = 21rm => - = -т. 
с с О'! 

(7.55) 

rзе т - ~tелое число. Леrко видеть, что мы должны выбрать т = 1. Для этого 
.1оtтаточно :вычислить выр,ажение Х(О, и). описывающее струну в момент вре
\tени, равный нулю: 

- I ( - ... ) i ( 1Гmli ) Х(О.и) = l F(u)+F(-u) = l cosq,,O . (7.56) 

Для .т= 1 X(O,u) прочерчивает струну при .ст Е {О,иt). При произвольном т 
функция X(O,u) прочерчивает сч>УНУ т раз при .rr Е (0,0"1]. Выбирая т= 1, 
нахо.а:им 

u; 1f 1ГТо 
-;; = и1 = Е. (7.57) 

Мы получили угловую скорость вращения, выраженную через энергию. Первое 

условие в (7 .48) определяет ШIИtty l. Действительно, 

dF u; i ( u;u u;u ) 
- =- - siп-. ,cos- . 
du 2с с с 

(7.58) 

и в результате 

1 
dd: = ( (,r)

2
. cl) 

2 
= 1 => i = 2с ·= 20"1 = ~ Е 

u. ш 1r 1t То · 
(7.59) 

Эr.а мина на множит:ель 2/1Г меньше; чем Juнtнa статической струны с энерги
ей Е. Это важно, так как такая струна обладает кинетичес~<:ой энергией. С .llpyroй 

~стороны, 

1Г 
Е::::::- Tol, 

2 
(7.60) 

значит, эн~ерrия врашающейся струны на множитель 7Г/2 лрев.ышает энергию ста
тической ·струны той же длiИНЫ. Заметим также, что u;(l/2) =с, значит, конuевые 
точки движутся оо скоростью света. В этом решении энергия пропорuиональна 

д.rшне струны. Воэможно, удивительно. что с ростом энергии струны угловая ско

рость w уменьшается. Но конuевые точки ·струны должны двигаться со скоростью 

света, так что если мина струны растет~ угловая скорость должна умеf.lыnаться. 

Оnределив ы и l. м:ы на самом деле onpeдeJIИJJи движение струны. Однако 
интересно заnисать полное выражение для движ~.ения napaмempuЗ()(JOHHl>й струны 

Xi(l,tr). Выразив вект-ор F n (7.54) ч~ерез li1, получим 

... 0"1 ( 1Г1J 1tU) F(u) = -. cos -. sin -_ . 
"lГ 0"1 O't 

(7.61) 
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Наконед, используя выражение (7.47), 

..,.(t ) иt ( 1r(ct +и) 1r(ct - и) . 1r(ct +и) . 1r(ct -и)) 
.л ' , :(1 = - COS + COS , Stn + S1П , 

211' O't O't O't О'] 

(7.62) 
:и после уnроwения, 

* lТ! 1Гl1 ( 1Гсl 1Гd) .л(t,u) =- cos- cos -, sin- . 
7r lТt O't <1't1 

(7.63) 

Параметризованная струна интересна нам тем, что ее плотнос11ь энергии по

стоянна и не ·зависит от параметра и. В задаче 7.2 вам предстоит вычислить 
энергию &(s), приходящуюся на единицу длины струны как функцию рассrоя-
ния s от центра: 

t(s)= . ~· 
v•-l2 

(7.64) 

В центре струны плотность энергии &(О) совпадает с Т0 • Так и должно быть, 
nоскольку центр С1РУНЫ (.s = О) не движется. Плотность энергии расходится 
на концах струны s = ±l/2. Однако полная энергия конечна. 

7 .5. Движения замкнутых струн и каспы 

Рас.смотрим nроизволыюе движение ·свободной замкнутой струны. Как и в 

случае открытых струн, воспользуемся как волновым уравнением (7.26), так и 
условиями nараметризации (7.27) и (7.28). Решение волнового уравнения можно 
записать в вме 

X(t, .u) = ~(F(u)+G(v)}, (7.65) 

rде мы ввели n·еременньrе tt и v) оnре.D!еленные :как 

(7.66) 

Вычи·сляя ЛJЮИЗВОдные Х, немедленно находим, что 

~ ·~ = ~(.F'(u)+д'(v)), (7.67) 

/) i 1 ( -, .... , . ) 
~ = - F (u)- G {v) , 
·ди 2 

(7.68) 

где штрихи означают nро из водные no аргументу. Теперь можно образоват-ь ли
:не:-йные комбинации 

д·.х t ах. - ~'< ) -·- + - - = .r и и 
ди с дt . 

дх 1 ,ах -, 
-. ---. = -G(v). 
дu ·С дt 

(7.69) 
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УСJ!Iовия параметриэации, nреобразованные в (7.42), приводят к 01rраничениям 

1
.;:!,1 12 1 .... , . 12 
r (и) = G (v) = 1, для любых (и, v). (7.70) 

Для замкнуrъJХ струн у нас нет rраничных условий, зато есть условие периодич

ности. Так как~ в силу (7.30), du = dE/To, параметр q замкнуrой струны имеет 
отождествление 

.Е 
(1 ~и+ О') при O'J = - , 

То 
(7. 71) 

где Е есть энергия струны. При росте О' на величину 0'1 , мы возвращаемся в ту же 
rочку на замхнугой струне и nоэтому 

X(t, .u + u 1) = X(t, .u) (7.72) 

является условием периодичн·ости. С помощью (7.65) зто условие можно записать 
;в ви.це 

(7.73) 

ИЛ !И 

(7.74) 

Функции F( u) и G( v) не обязательно должны быть периодическими функциями 
с периодом :<:r1, но они должны изменяться на один и тот же вектор, когда их 

артументы возрастают на u1• Так как и .и v - независимые переменные, частные 

производвые от (7.74) по и и v равны 

F'(u + u1) = F'(u) и G'(v + 0'1) = (~'(v). (7.75) 

Уравнения (7.70) и (7,75) требуют; чтобы F'(u) 
... , 

:и G (v) были n·ериодичесЮ!fми единичными век-
то;рами; их концы мoryr оnисывать две неза

tтси:мые параметриэоваин.ые замкнуrые кривые 

на поверхности единичной ·сферы '(рис.7.4). Дви
жение 33MIOiyrOЙ струны ft()JJIHOCTЬIO 10Пределя

·ется, с точностью до кон~танты, эти:ми двумя 

параметризованными кривыми. Действительно, 
к-ривые ф,иkiсируют F'(u) и G;r(v) и, nосле ин-
tеirрирования, ·оnределяют функции F(u) и G(v) 
с точ.ностью до постоянных ин-геrрирования, то

гда X(t., и) определен с точностью до постоян
ного ве.IКТора. 

В обще.м, возникает .интересная ситуация. 
Как показано на рис. 7 .4, две nара метризованные 
кривые F'(u) и д' (t1) мoryr пересечься nри не
·которых значениях tto и v0 параметров и и v: 

F(tJ.o) = G'(vo) 

z 

у 

G'(v) 

Рис. 7 .4. Концы единичных еек

то;роа F'('u) и G'(v) определяют 
две замкнуТые nараметриэоеанные 

кр:ивые. которые, е данном случае, 

nервсекаются в rочках u = ио и 

tJ = tio 

(7.76) 
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Пусть t0 и uo -значения t и и, определенные через ио и v0 с помошью (7.66). 
Тогда из (7 .67) t11едует, что 

1 д х 1 ( ~ -, ) ... , 
с дt (to, l1o) = 2 Jf- (tto) + G (vo) = F (ио). (7.77) 

-, 
Так как F - ~диничный вектор, из (7. 77) получаем что nри t = t0 ючка и = u0 
на струне достигает скорости света! Кроме того, движение точки nроисходит 

в направлении F'(u0). Дополнительная информация следует из (7.68): 

,ддi (t0 , .uo) = ~(F'(uo)- G'(vo)) =О. 
О" 2 

(7.78) 

Эrо означает, что nараметризация струны в точке t = to становится сингулярной 
в точке и = и о. Чтобы исс111едовать форму струны вблизи и = u0 , мы фиксируем 

.t = t0 и используем тейлорово разложение в окрестности и = u0: 

- 2 -- . .. . дХ 1 2 д Х X(t0 , u) = X(to. ио) +(и- О'()) ди (to. uo) + 2(п- О'о) .диl (to, uo) + 
I з д3Х. 

+ J!(u- uo) д<r3 {to. ио) + .. . . (7.79) 

Из (7.78) и оnределений 

- lf-X. 
Т ::: ou2 (to. uo), 

83-- х 
R - диз (to, uo), (7.80) 

следует, чrо :в разложении (7.79) сокрашаетс.я 111инейное по (и- u0) слаrаемое и 

-<· ) _... t ( - )2 _... 1 ( )з Я Х to, и = Хо + 2 и - uo Т + З! и - D'o + · · · · (7.81) 

В общем случае Т и li не параллельны и не обрашаются в нуль. Оrсюда следует; 
что в точке и= u0 мы имеем касп. На струне касп- это точка, гдедва исходящих 

направления вдоль струны образуют нулевой уrол. Или, что то же самое, в каспе 

·ориентированная касательная к струне изменяет направление. Уравнение (7 .81) 
·оп:исывает касп в точке Хо: nри увеличении u в окрестности точки О'о., струна 
:nр:ибJffиж.ается к Хо вдопь Т при и, rrриближающемся к u0 ; и удаляется от Хо 
вдоль Т при и, удаля·ющемся от u0 • Действительно, в окрестности Х0 разность 
{и - D"o) очень мма, и в разложении (7.81) доминирует cnaraeмoe, содержащее 
Т. Когда мы движемся от Х0 , касn раскрывается за счет слагаемого с Я. Если 
выбрать систему координа1; в которой .вершина каспа находится в начале коор

динат, вектор Т направлен вдоль nоложи-rельноrо направления оси у~ а вектор ii 
лежит в плоскости (х, у), тогда сам к.асп прочерчитит кривую у,...., х213 (.убедитесь 
в этом, решая задачу 7.7). 

Если касп .возникает мя параметров (ио~ v0); он nроявится и мя nараметров 
(u0 + mui , vo + nu1), где т и n ~ про:извольные целые числа. В результате, 
с т.ечением времени ка,спы будуr nepi'IOlii.ИЧec.iКИ возникать и исчезать в различных 
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-, -, 
точках струны. При задании любых двух nараметризованных пугей F (u) и G (tt) 
на два-сфере может возникнуrь несколько раз.iшчных rочек пересече!НИЯ. Каждая 

из них может порождать множество каспов. 

7 .б. Космические струны 
Наш анализ классического движения релятивистских струн можно приме

нить к ~зучению космических струн. Вnолне tюзможtю, что физика ранней Все

ленной сводится к струнам, которые не являются микроскопическими. а рас

ширяются вме,сте со Вселенной, ст;ановясь очень большими. Движение струн 

космических масштабов можно изучать в классическом nриближении. К 2007 го
ду никаких космических струн не обнаружено t). Оrкрытие космической струны 
·стало бы заметным событием. Так как оказывается, что причиной возникновения 
космических струн мoryr быть явления, не связанные с теорией струн, то, даже 

в том случае, если :их откроют, потребуется много работы, чтобы доказать, что 

космическая струна является струной т·еории струн. 

Самый nрямой ·Способ детектирования космической струны связан с rрави

rаоионным линзированием 2>. Чтобы понять это, начнем с обсуждения rравита
:шюннь•х ·эффектов, создаваемых прямой беско11ечно минной релятивистс~<:ой 

струной. Предположим, что мы поместили массовую частицу на некотором рас

·Стоянии от такой струны. Так как у струны есть энергия покоя, можно nредпо

ложить, что частица будет испытывать гравитационное притяжение. На самом 

деле, это не так, .шействующая на час·rиuу сила строго равна нулю. Этот результат 

·общей теории относительности не имеет места .в ньютоновской теории тяготе

ния, в которой rравитанионt·юе притяжение определяется только эффективной 

плотностью массы струны р.0 • В общей теории опюсиrельности дополнительный 
вмад еносиr н:атяж.ение сrруньl, сводящееся к rравитаuионному ОТJ'WJК.Иванию. 

Полная сила притяжения mро.порциона.льна (р.о- То/(?). т. е. такой комбинации, 
которая точно обращается в нуль л.ля релятивистских струн. 

Хотя струна не :исnытывает ·rравитаuионноrо притяжения, она мияет на rео

метрию ортоrональных ей мос~остей. Предп:можим, вы обходите струну, сохра
няя расстояние r до нее пост-оянным. Длина окружносm С, :по которой обошли 
струнуt должна быт'ь меньше ожидаемого знач·енrия 21rr. Точнее~ для любого ра
диального расстояния r 

с 
- = 21Г - ~. (7.82) 
r 

rде посrояниая ~ н.азы вается дефицитом угла. Двумерные пространства, ортоrо~ 

на.льны:е струне, на ·самом деле являются конусами с дефицитом уrла 6.. Струна 
проходит через вершины конусов. Действительно, конусы - это пространства, 

J) На момент выхода русскоrо nеревода (20 10 г.) ситуация с открытием космических струн остается 
nрежней. - tlpuм. ped. переводо. 

2
) Сушествование космичесrких струн может быть также nодтверждено наблюдением мощного 

(;Инхроrронноrо излучения от пи:нсйных истоqников (см.: JИtteи Е. Supen:onducting Stlings // Nuel. 
~hys. 1986. 8 228. Р. 557). -- При.м. ред. перееодо. 
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А 

Рис. 7.5. Слева: комtплекс.ная пnоскость z, .из которой !Вырезано множе
·ство точек. арrумент которых больше нуля и меньше д. Справа: знакомая 

картина !Конуса, полученного отождествлением линий АМ и АМ' 

:в которых круговые петли на постоянном расстоянии от вершины удомеmоряют 

(7.,82). Это можно понять, если построить конус, взяв для начала плоскость. Если 
представить :плоскость, используя комплексную переменную z = х + iy (как. это 
было сделано при изучении орбифолдов в разделе 2.8), то конус возникает при 
вырезании области О ~ arg (z) ·~ 6. и отождесТIВЛении получившейся границы 

-~ 

по формуле z :::: е' z. Это показано на рис. 7 .5, где изображена также окружность 
с uентом в вершине конуса z =О. При обсуждении линзирования мы предполо
жим для простоты, что наблюдатель О и световой источник S лежат на одном 
'Конусе, т. е. ·они имеют одно и то же значение координаты на струне. 

Дефицит уrла д. порождаемый релятивистской струной, зависит от натяже

ния струны iИ от значения постоянной Ньютона G. Вычисления в рамках общей 
теории -относительности показывают, что 

~ = 81tGTo = 8wG J.lo • 
с4 & (7.83) 

Как мы вскоре увидим t угол /::1 тесно связан с углами линзированияj тиnичные 
значени.я которых измеряются в угл<>.вых секундах. Замечая, что 1" = 4,85 х 10-6 

рад. мы можем заnисать 

(
G !l?) д= 5,18" х io0~6 . (7.84) 

Q) Уnрожнение-раз;;инно 7.3. Используя ЗН([Чеnия G и с, покажите, что 

А = 3,8511 х ( Р,о . ) ·. 
10'21 кг/м ·· 

(7.85) 

Шестикилометровая струна с д= 3,8511 будет иметь массу, равную массе Земли, 
Лучше поийть значения д можно, если переn:исать (7.83) как явно безразмер

ное отношение массы Плаю(а mp и массы струны tn8 • За массу струны nри м ем 

единственн-ую ма·ссу, которую моЖ~-~о построить, используя только степени р0 , 

с и h. 
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(!) Упршкнение-ра3NUНNа 7.4. Птшжите, что 

m,=ff-. 
Вспоминая, что mp = ...jhijG, находим: 

ms _ {iii; 
mp -v~· 

и в результате 

Малое значение l:!t. возникает ШIЯ m8 , мaJilыx rю сравнению с mp. 

(7.86) 

(7.87) 

(7.88) 

Чтобы обсудить явление линзирования, вспомним сначала рЯд свойств гео
дезических. Кривая, которая соединяет две фиксированные точки, является гео
дезической, ·если ее длина стационарна при произвольных бесконечно малых де

формациях (вариациях) обращающихся в нуль в фиксированных точках З). Длина 
не изменяется ,в первом nорядке nо таким деформациям. На nлоскости существует 

лишь одна rеодезическая между двумя любыми точками - прямая линия, со

единяющая эти точки. В боле·е сложных пространствах f1еодезичесiКЗя не обязана 

быть единственной или иметь минимальную д111ину. Существует бесконечно боль

шое число геодезич~еских, соединяющих северный и южный nолюсы 2-сферы, 
причем каждая nредставляет полуокружность постоянной долготы. Для двух nро

из,вольных rочек на nоверхности 2-сферы имеются две геодезические - короткая 
и lVIИНная. Действительно, две точки определяют большой круг, а геодезич•ескими 

являюrея две взаимно доnолнительные дуrи, с·ое.диняюшие эти точки. Короткая 
rеоде.зическая ~есть кратчайший ПУJ1Ь между двумя точками. Длинная г.еодези

ческая есть только nyrь nоСl'Оянной длины, семоная точка для функиионала 
.д.nиньt; од:ни деформаци!И Jil:ед:ают ее длиннее; а друrие - ~ороче. На самом деле~ 

длинная геодезическая может бьiТtь непрерывным образом деформирована в ко
роткую. На цилиндре любые две точки можно соединить бесконечным числом 

геодезических. Эти геодезические характеризуются числом оборотов, осуществ

ляемых вокруг цилиндра, чтобы попасть из ОД!ной точки в другую. 

Q) Ynpaж;;e-нue•ptJ3~t~uHкiJ 7.5. Нарисуйте и найдите длину пяти первых кратчайших 
геодезичёек.их~ соединяющих mOqкu (0, О) и (l, О) на .цилиндре (х, у)~ (х, у+ t ). 
На конусе структура геодезических сложна. Рассмотрим две точки Р и Q 

и соединяющие их rеодезические. Число :геодезических зависит от дефицита 

угла д на конусе в вершине А и угла между Р и Q, определяемого как лолоw 
жительный угол~ nолучающийся nоворотом no чаоовой стрелке и переводящем 
АР .в AQ. Угол ·Ф должен обязаl'еnьно быть :меиьшеt чем nолный уrол а nри 
вершине: 

(7.89) 

J) Иными еловами. rеодезичё<:!JЬlt JiMЯRJf<::й :жстремумами функционала мины Jф:ttiiOй на много
образин, )'J)авнения t«>торых СJII!едуют И:) вариацwонноrо принциnа. - Лрим. ред. перенода. 
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Рис. 7.6. Исто-чни'к S и наблюдатель О на расстояниях ds 1И d0 , соответственно, от вершины 

конуса А с дефицитом уfла 1:1. Для nропоi!'ы, вдоль ипочника nроходит раэреэ, который возникает 
nри оrгождествпении точек S и S'. Лучи SO и S' О от источника nриходят к наблюдателю 

по наnравлениям, разделенным углом линзирования 6ф = а+ {3 

Вычисление llOJIIHoro числа геодезических см. в задаче 7.8. Здесь мы ограни
чимся случаем .6. «: 1, имеющем отношение к возможным астрофизическим за
дачам. Предnоложим, ·что наблюдатель О находится на расстоянии do от струны, 
а источник света S- на расстоянии ds от струны. Линзирование возникает в том 
случае, коrда источник S находится nрямо напротив наблюдателя О, за струной. 
В этом случае имеются две геодезические., соединяюшие S и О и находящиеся 
по разные стороны струны. Свет использует обе геодезические, чтобы достичь 

наблюдателя О. который детектирует два одинаковых изображения источника S. 
Наличие двух одинаковых изображений есть характерный признак линзирования 
струнами, возн!аtк:аюwее потому, что у конусов нет кривизньt нигде, кроме верщи

ны. Линзироаание компактными т.елами может давать более двух изображений, 

и так как соответствующая rеометрия искривлена, изображения искажены и мо= 

гут сильно отличаться друг от друrа. 

Чтобы сдел.ат.ь геодезические наглядными, предсi-авим конус, поместив ис
точюtк на двух радимьных линиях, которые должrны быть отоЖдествлены под 

углом с раствором А (рис. 7 .6). Источник возникает в точках S и S', а две гео
дезические, соединя~ющие источник и наблюдателя, nредставляют собой nрямые 

лини:й SO и S'O. Угол дф меЖду SO и S'O в1·очке О является углом линзирова
ния; т. е. углом между изоб;ражениsrми, которые видит наблюдатель. Из рисунка 
видно, что 

Jф =а+ {3. (7.90) 
Кроме того, так как А ест.ь сумма внешних уrлов треуrоJt,ьников SAO и SAO, 
ТО 

.6. = (Ж + {3 + о.' + {З'. (7.91) 

Поскольку каждый угол в правой ·СТороне В'ЫШеnриведенной формулы положи
телен, а 6. ~ 1' то каЖдЫЙ ИЗ них мал: а, 0.

1
' {3, ri << 1. Из ТIСОремы синусов, 

используя приближение малых углов. nолучаем: 

sin ,о sin а' 
--=--
ds do ' 

sin {j sin {З' fi ci 
--=--=>-=-
ds do ds do' 

{3 

ds 
(7.92) 
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Разрешая (I{Олученное равенство относительно а' и {J' и nодстамяя в (7.91 ), 
имеем: 

Ь. = а + {:J + ~ (а + {:J) = .!ф ( 1 + ::). (7.93) 

rne мы таюке использовали (7.90}. Окончательно 

д 
6ф= . 

l + do/ds 
(7.94) 

Мы видим,. что уrол линзирования б.ф ограничен сверху величиной д. Он до
стиrает этой верхней границы при ds -+ оо. Из рис. 7.6 становится также ясно. 
что линзирование возникает только тоrда, коrда О находится внуrри сектора 
МАМ1• Если О находится вне этого сектора, имеется только одна rеодезическая, 
и наблюдатель О видит -голько одно изображение. 

За последние несколько лет выяснилось, чrо те изображения галактик, кото

рые счит.алисъ возникшими в результате линзирования космическими струнами, 

ЯВЛ'ЯЮrся изображениями двух похожltх, но разных rалактик. Так как считается, 

что космические струны л.виrаются с околосветовыми скоростями, возможно, что 

линзы существуют только ограниченный промежуток времени, и их обнаружение 

бросает ·вызов ученым. 

Можно кос:венным образом убедиться в существовании 1юсмических струн. 

Они мoryr давать вклады в анизотропию температуры космического микроволно
вого фона. Оrсутствие наблюдаемых свидетельств этого явления приводит к orpa-

Gpo - 7 7 < 3 х 10 . (7.95) 

Формула (7.84) локасзывает; что для струн, подчиняющихся этому оrраничению~ 
уrлы линэирования будут менъше пары угловых 'Секунд. Кроме того, движение 

J<iосмиче-ских сwун nорождает гравитационные волны. На самом деле, рассмот
ренньtе в предЫдущем разделе .каспы :явля:ю-гся эффективными генераторами 
rравит.аuионных волн. Возможно~ что такие волны можно наблюдать с nомощью 
детекторов гравитациоииьtх волн даже дл·я струн с G~t0Jc2 I'V 10- 13 • Хотя шан~ 
сы и невелики, космические струны мoryr стать nервыми эксnериментальными 

подтверждениями пыоодов теории струн. 

Задачи 

• 3lloDЧtl 7.1. Короткие доказательства, касающиесJI свомста открытых струн 
в nолностью ·tво6одмь1мМ концевыми точками 

Докажите следующи~е ·четыре угверждения, относящиеся к открытым струнам 

со свободными концевыми точками. 

(а) Если оnн.а конnевая точка открытой струны в течение всеrо времени лежит 
на nшермос~еосrи t то и вся отк~~т~я ·струна в теч'ёfifе ~Wf. .,l}peм~~J! . {lежит 
на той же самой rиneprutocкocти. 

1 

t" l •( Р 
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r(б) Если .одна концевая точка открытой струны в течение всеrо времени нахо

дится на расстоянии R от точки Р0 , то и вся открытая струна все время 

находится на расстоянии R от Ро. 
(в) Бели одна концевая точка открьrгой струны в течение всего времени лежит 

внекотором выпуклом подпространстве, ro и вся открытая струна .все время 

лежит в ·этом вьшу:клом tПОJ!lnространстве. [Это обобшение результатов, до
казанных в пп. (а) и (6).] 

(r) Покажиrе, что длина t открытой ·струны, лараметризованной с ломошью 
энерrии (раздел 7 .3), дается выражением 

u,~ 

l = 1 v 1 - -;1 du. 
о 

• Зодоча 7.2. ,AaJiьнeiwee исследование жестко 1Враща10щейся струны 

Пусть s Е ( -l/2, l/2) - nараметр длины для жестко вращающейсЯ струны, рас
смотренной в разделе 7 .4, причем s = О в непоnвижном центре струны. Пусть 
E(s) ·обозначает энерr!Ию единиuы длины как функцию s. 

То 
(а) Покажите, чrо &(s) = . Нарисуйте график E(s) как функцию s . 

.jJ - 4s2Jl2 
Обратите внимание, что E(s) им.еет интегрируемые особенности в концевых 
точках струны, и локажите, что nолная ·энергия равна 1'flТo/2. 

{б) Для каких точек на струне локальная ruютность энергии равна средней мот
иости энергии? 

{в) Вычислите энергию E(s) , переносимую С1J)уной на интервале [-s, s). Чему 
s 

должно быть равно значение (l/
2
) для того, чтобы эта энерrия равнялась: 

nоJювине nолной энерrии струны? 90% полной энергии? 

~ Jaiaчa 1 .. 3. Временная эвоп10ци" nервона11а:nьно ~статической Jамкнутой 
реJАЯТИIИСТС:IСОЙ струны 

Эвол~юпия во времени замкнуrых струн в стаmческой калибровке nодчиняется 
уравнениям ;(7.26}, (7.27) и (7.28) . 

... 
. и( ~ . 

·(а) Jllредлоложим, что дt ' О, и)= О и заnишем общее решение для X(t, и) через 

векторную функцию F(u) одной nеременнон. Чrо nотребуют от F условия 
nараметриэаuии? 

(б) На замкиуrой сrрун,е nараметр q оnределен на окружности u ~ u + о- 1 • 

Ка~ое услови·е нужно наложить на X(t~ и), чтобы это выполнялось? Какие 
приложения существуют у таких Р·? 

(в) Рассмотрим замкнУJУЮ струну; которая статична nри t :.=О и вычерчивает 
замкнуrую кривую "У плиной l. Как связаны d~ и l? Най.n:ите время tp >О, 
меньшее чем l/c, через которое замкн,утая ·струна вновь прочертит кривую ;у. 

Сравните X(tp, и) с X(O,u) ДIIЯ струны в нулевой момент времени. 
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(r) Опишите операции, коrорые следует выnолнить с помощью комnьютера 

(вычисляющего инrеrраль1 и обратные функции), чтобы воспроизвести эво
люцию во времени изначально статической замкнугой струны произвольной 

формы, лежащей R IUiоскости (х., у)? Предположите, что начальная струна 

задана вам как парамет,р'Изованная замкнугая кривая (х(Л), у(Л)) с некото
рым параметром Л Е 1(0, Ло).. 

• Jоаоча 7.4. Релятивистская скакалка Кейси 

Рассмотрим релятивистскую открытую струну с закреnленными концевыми rоч-

ка ми: 

(1) 
Граничное ycJIO'BИe nри q = О удовлетворяется ·следующим решением волновоrо 

уравнения: 

~ 1(- - ) X(t, q) =ха + 2 F(ct + qt)- F(.ct- q,) . (2) 

Зnесь F - векторная функuия одной переменной. 
(.а) Используй-ге (2) и граничное условие при q = q 1 мя нахождения условия 

на F(u). 

(~б) Запишите ограничение на F(u), возникающее из условий параметризаuии 
(7.42). 
В качестве nриложения nознакомимся с nопыткой Кейси исnользовать реля

тивистскую открытую ·струну как скакалку. Для этого она удерживает открытую 

струну (в трех nространствеиных измерениях) правой рукой в начале координат 
х1 = (0, О, 0), а левой рукой- в точке z = Lo на оси Z 1 иначе говоря, в точке 
Х2 = (0, О, Lo) (рис. 7.7). Когда она начинает nрыгать~ мы видим, что касательный -, 
к струне вектор Х в начал·е координат вращается вокруг оси z, образуя с ней 
YfOJ1I 'У. 

(в) Исnол.ьзуя приведеиную 11нформацию, запиши'f1е выражение для F\u). 
(r) Най:дите величину u1, выраженную через длину Lo и уrол 'У. 
(д) Выч:исJ!Jите X(t, и) для: дви~ения релятивистской скакалки Ке~си. 
(~е) Как расnредмен:а энергия струны как функция z? 

..- зааача 7.5. Ппоское АВИЖение ОТI(рытоi аруны с закреппенными rконцевыми точками 

Раосмо11рим движение релятивистской открь~Тбй струны в моекости (х, у). Ко
нечные точки струны nрикреплены к точкам (х, '!/) = (0, О) и (z, у) = (а, 0), 
а > О. В противоположность релятивистской скакалке, струна теперь остается 
в плоскости (х. у). Движение оn!Исъtвается выражением 

i(t, О') ~ ~ (F(ct +О')- F(ct- о-)), 
2 

(1) 

r,д.е F'(tt) - векторная функция ~одной переменной; удовлетворяющая условиям 

dF 1 

-d" = 1, и F(u + 2o-t) = F(u) + (2а, 0). 
и 

(2) 
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!Рис. 7. 7. К задаче 7.4: ре.nJIТ·ивистская скакал на Кейс и 

Рассмотрим rип01'езу !ВИда 

-
1 dF ( [ 1Ги] [ 1ГU]) F (и)= -d = cos 'У cos- , sin 'У cos- . 

. tt О"! O'J ' 

{а) Согласуется ли эта гипотеза с условиями (2)? 

z 

(3) 

(б) Вычислите Х'(О. и). Положив Х(О, и) = (x(u), y(t1)), найдите dy/du и nо
стройте ее как функцию и Е (О., и~), предnолагая для удобства, что О< 'У< 1Г/2. 
Исnользуя эти данные, сделайте грубый набросок !nоложения струны y(u) 
как фун·кuю1 и nри t =О. 

'(в) Вычислите X'(t~ и) и используйте эту веmiчину для оnисани·я движения 
струны вблизи начала координат. Как можно интерnретировать величину 1? 

(r) ИсnоJilь~уйте tпорое усло.вие в (2), чтобы найти интеrральное соотношение 
ме.жду а, <11 и 1. Предnолагая, что 1: мало, найдите nриближенное явное 
сооrн·ошение между этими l])емя переменными. учитывая слагаемые до 'У2 • 

(д) По~GJ.Жите, чт-о (JjtJ1 = Jo('Y). rле J0 - функция Бесселя нулевого nорядка. 
[Ук.азание: Посмотрите интеrральные nредставления бесселевых функuий.] 

..,. За8оча 7.6. Пnoclkoe движение и формирование каспов 

Продолжим ·рассмотрение решения. nолученного в задаче 7.5, rде было показа
:но, что afo-1 = Jo(-y). Здес)ь а - расстояние межлузакреnленными конuевыми 

точками открытой струнlЫ, а и1 - параметр плины струныs равный длине струны 

в любой мом,ент времени, коrда струна имеет нулевую скорость (nочему?). Связь 
ме.ж.ду а и уrловой nеременной 'У необычна, так как .Jo не ямяется nериодиче
СI<ой функцией. Это означает. что движения открытой струны, соответствующие 

значениям 'У и 1 + 21Г, не совладают. 



Задачи 191 ----------------------------------------------------
•а) Покажите, что мrновенный наЮlон струны описывается выражением 

Х (t, о') = cos 1 sin - sin- (cos {З, sin,В), ~, ( 1Гd 1r<J') 1rct 1ГU 
где {3 = 1 cos- cos -. 

O'J о-, O'J Ut 

Покажите, что при ct = u 1/2 струна горизонтальна. 
(б) Докажите, что мrновенная (поперечная) скорость струны удовлетворяет со-

отношению 

! дХ = sin (1 sin 1Гсl sin 1ГU) • 
с дt u, O'J 

Обратите внимаiНие на то, tfТo при t = О струна имеет нулевую скорость. 
Докажите, что при любых 'r < 1r /2 ни Qдна т:очка струны никогда не достигает 
,скорости света. Кроме того, rюкажите, 11ТО при 1 = 1Г /2 средняя точка струны 
·О' = 0'1/2 достигает скорости света в случае. когда ·струна горизонтальна. 

(в) Легко прослеживаемый случай получается nри 1 = v'2(n'/2) (~ 127,3°). По
кажите., что при d = u 1/4 одна точка струны достигает скорости света. 
Исследуйте струну в чуть более поздний момент времени ct = u1j3, и по
кажите, что существ)10Т две точки, имеющие скорость, равную скорости 

·света, а т:акже найдите ·соответствуюшие значения u. Проанализируйте Х' 
как функцию и :и nокажите, что в каждой из этих точек струна имеет касп. 

(r) Исполыуйте вашу любимую математическую программу пля построения кар
тины струны, рассмотренной в n. (в) в разные моменты времени (вам потре
буется численное интегрирование). Предположите, что а= 1 и убедитесь, что 
u 1 ~ 10,155. Как выглядит струна в моменты времени ct =О, u 1/4 и 0'1/3? 

• Зодача 7.7. Кас!Пьt, возникающие в процессе эволюции замкнутых струн 

В этой задаче мы выведем несколько свойств касmов; возникающих в процессе эво

люции свободныхзамкнутых С11РУН. Для этогодетальнее исследуем уравнение (7.81). 

(:а) Используя разложение Тейлора функuий F(u) и G(tt) в окрестности Uo и vo. 
докажите, что 

- ) ( -" -" ) .Т= 2 F (uo) + G {vo) , - 1 ( -", -", ) R = 2' F (uo)- G (vo) , (l) 

где штрихи означают произ.водные по аргументу. Предnоложит:е. чrо ука
занное в формуле (7.76) пересечение путей на .о:ва-сфере регулярно: пути 
не nараллельны в точке nересечения, и ни F"·(ио), ни G'(v0) не равны нулю. 
Объясните, nочему Т не равно нулю й ортоrонально F' ( uo). В общем случае 
R не обращается в нуль, хотя это возможно при специальных условиях. 

(б) Формула (7.81) nоказываетt что касп откры.вается .в наnравлении вектора 

Т и локально находится на ПJilоскости, натянутой на векторы Т и R. За
фиксируйте начало смете мы координат в точке Хо t задайте положительное 
наnравление оси у в.nоль вектора Т и nоместите ось э: так. чтобы ii лежал 
в моекости (х, у). Покажите, что вбJнtзи касnа у"' х213 • В какой моекости 
лежит :скорость касnа? 
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(в) Рассмотрим функции F(u) и G(v), задаваемые формулами 

- 0"1 ( 21rU 21r'U ) F(u) = -
2 

.sin --,- cos --,О , 
1f (11 О') 

- O'J ( 41rV 41r'V) G(v) =- sin -,О,-cos- . 
41f U1 0'1 

(23) 

Убедитесь, чт-о уеловив (7.70) и (7 .. 74) удовлетворяются. Для каспа в точке 
t = и = ·0 определите cro направление, плоскость, в которой он лежит, и его 
скорость. Сделай'J1е рисунок. 

(г) Покажите, ч-го дBИ)IreHJ-te замкнуrой струны периодично с nериодом <r1/(4c). 
(Вспомни11е, чrо в задаче 7.3 было найдено, что струна возвращается к сво
е:му исходному положению за меньший nромежуток времени. чем функция 

F(d +и) повторяет себя.) Сколько каспов образуется за период? 

..,. .3адача 7.8. ПОАСt~ет rеодеэических на кокусе 

Пусть .8. < 21r - дефицит угла конуса и о= 21r - 6. 
- угол при вершине А. Рассмотрим две точки Р 

и Q на конусе, ра:щеле.нные углом ф > 0: луч 
из вершины, проходящий через Q, получается 
из луча из вершины, проходящего через Р, вра

щением по часовой стрелке на угол ф. Число N 
rеодезических, ·соединяющих точки Р и Q, дает
ся формулой 

.где[$] обозначает наибольшее целое число,, мень
ше-е ми равн<rе х. Удобное изображение кони
ческой области и ее копий .nано на рис. 7 .8. 

(а) Убедитесь в справедr~ивости (1), подсчитав 
число геодезических от Р до Q и or Р 
до изображений Q; rnолучающихся в направ
лениях против часовой cтpeлtrn. 

~(б) Проверьте, что N есть инвариант относи
тельно замены ф -+ а - ф ~ объясните, nо
чему так должно быть. 

Рис. 7.8. Серым отмечен конус с уг
лом nри верwиiНе [раэверТКIИ а; две 

точки. Р и Q, разделены углом ф 

(в) Случай, от.носящийся к гравитационному линэированию, - это д < 1r. 

Каковы возможные значени.я N как функции ф? 



Глава 8 

Токи на мировых листах 

Дпя того чтобы глубже nонять явление. физики часто обращаются к идеям сим.метрии 

и иивариантносrи. Свойства С!ИММеТjрии динамических сисrоем и сохраняющиеся вели

чины тесно связаны друг с другом. Мы узнаем, чrо в т-еории СТjрун существуют токи, 

текущие по двумерному мировому листу, заметаемому струной в nространсrве-времени. 

Gвяэанные с этими токами сохраня.ющиеся эар.яды являются rключевыми величинами, 

характ·:ери.эующими свободное ,Авижение струн. Мы nриводим простую фиэичеСtWЮ ин
терnретацию обiЪектов рт м 'Р', ·С которыми уже сrалкивались ранее. 

8.1. Сохране1ние электрического заряда 

Начнем изучение вопроса с обзора физики и математики закона сохранения 
за1ряда ·в рамках теории Максвелла. Этот :классический пример поможет развить 

~более общее пре,цстаВJilение о сохраняющихся токах. 

В электромагнетизме сохраняющийся ток- это 4-вектор ja = (cp,J), rде 
р - плот!Ность заряда, а J - плотность тока. Почему мы говорим, что ja - это 
сохраняюшийся rок? Ло определению, так !КаК он удовлет·воряет уравнению 

(8.1) 

Любой 4-вектор, удовлетворяющий такому уравнению, называется сохраняю

щимен током. Термин ~сохраняющийся ТОJ<)> немного вводит в заблуждение, 
но так lilpиняro говорить. Более точно следует говорить о сохраняющемся заряде, 
так как сох-раняет.ся именно заряд, связанный с током. Посмотрим, как возникает 

этот ·закон сохранения. 

Если разделить пространствеиные и временной индексы в (8.1), получим: 

·О 
!!. •0 А •i дj ""t · 
uoJ + щ) = ·----о + V • J = О . . дх 

(8.2) 

Почему же из этого уравнения следует сох-ранение заряда? В эле:ктромаrнетизме 

nолный заряд Q(t) в фиксированном объеме V есть просто интеrрал от плотности 
заряда р по объему: 

Q(t) = 1 р(Ц!) d1z = 1 ;•(~ f) d1z. (8.3) 
v v 

7 Бартом Цамбак 
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С rочностью до константы заряд является интеrралом по nространству or нулевой 
:компоненты тока. Его nроизводмая tю времени дается выражением 

dQ 1 дjО 3 
dt = дхо d х. 

у 

Используя уравнение (8.2), можно записать: 

dQ 1 -3 dt =- v. jd х. 

v 

Пусть S - [jраница V:, тогда по теореме Гаусса 

dQ 1 '"t ddt =- J. а. 

s 

(8.4) 

(8.5) 

(8.6) 

В этом уравнении содержится физическое утверждение о сохранении заряда: за

ряд, заключенный ~в объеме V может изменяtъс·я только за счет потока заряда 

через поверхнос11Ь S, оrраничивающую этот объем. Во многих случаях мы вы

бираем V настолько большим, что ток J обращается в нуль на поверхности S. 
В этих ·случаях 

dQ 
--0 dt - . (8.7) 

Тогда заряд Q не зависит от времени и про него говорят, что он {(сохраняется». 
Кроме того, хорошо установлено, что электрический заряд является лоренц-ин

~вариантным: все инерциальные наблюдатели, измеряющие заряд, получают одно 

и то же число. Не все сохраняющиеся в-еличины являются лоренц~инвариантны

ми. Наnример, энерrия сохраняется, но энергия не является лоренц-инвариант

ной величиной. Детальнее мы рассмотрим эти факты в залачах 8.1 и 8.2. 

8.2. Возникновение сохраняющихся зарядов 
v 

из ·симметрии лагранжиана 

Одним из ·самых полезных свойств функций Лаrранжа является то, что ими 

можно пользоваться для вывода сохраняюшихся величин. Такие величины помо

гают понять динамику системы. В этом разделе мы начнем наше исследование 

.в рамках Лаrранж:евой механики и поймем, как построить сохраняющуюся вели~ 

чину, связанную с симметрией. Затем мы обратимся к лаrранжианам и покажем, 

ка~{ построить ·связанные с симметрией сохраняюшмеся токи. 

Лусть L(qi(t), q(t); t) - функция Лаrранжа; зависящая or координаты q(t). 
скорост~и q(t) и, возможно, даже имеющая явную зависимость от времени. Кроме 
того, рассмотрим вариацию к:оординаты q(t): 

q{t) -? q(t) + 6q{t), (8.8) 
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где 6q(t) - некоторая конкретная бесконечно малая вариация. Например, если 
.q(t} nредставляет nуть частиuы, то указанная вариаuия представляет собой ин
струкцию о ·том, как меняется nуть: положение в момент времени t изменяется 
на 6q{t). Предnоложим, что у нас есть правило, говорящее о том, как изменяется 
каждый пуrь q(t). Это ознаqает, что для любого заданною nути q(t) мы знаем, 
.как построить ·соответствующую вариацию 6q(t). Такое правило можно записать 
в виде 

6.q(t) = Eh(q(t); t), (8.9) 

rде €- бесконечно малая постоянная~ а h- некоторая функция. 
В результате изменения пути (8.8) возникает индуцированное изменение 

скорости q(t): 

(8.10) 

Чтобы опре.делить, как изменяется L(q(t), q(t); t) в результате вариации (8.8}, мы 
должны также проварьировать ·скоросТIЬ q(t) согласно (8.10). В дальнейшем бу
дем говор.ить о вариаuии .q(t), неяоно подразумевая и соответствующую вариаuию 
q(t). Так как 6.q - ;бесконечно малая, то вариаuия лагранжиана состоит только 

из слагаемых, линейных по 6q. Если эти слагаемые обращаются в нуль, то говорят, 
что функuия Лаrранжа инвариантна. Кроме то:rо, иреобразование (8.8) называют 
:в этом ·случае преобразован.ием ,симметрии. Правило, rоворящее нам о том, как 

варьировать любой пуrь та~к, 'Чтобы л.аrранжиан не изменялся, - это nреобразо
вание симметрии .. Правило конкретизируется заданием функции h в (8.9). 

Теuер.ь сформулируем liame уrверж.цение: если фунmия Лаrранжа L инвари
антна относ:ительно вариации (8.8), то величина Q., определенная как 

(8.11) 

сохраняется во времени при физичесiСом движении. Это означает, что ддя любого 
дви*ения q'(t), удовлетворяющего уравнениям движения, ~заряд., Q есть кон-
станта 1): 

dQ 
-·· ~о dt- ' (8.12) 

Обратите внимание, Е в ле·во:й час-ти уравнения ( 8.11) сокращается с €, возника
юшим в 6q (см. (8.9)). 

Чтобы доказать уравнение сохранения заряда; рассмоорим уравнения Эмера-

Лаrранжа, вытекающие из вариации действия S = J dt L (их вывод представлен 

l) Длн так:их <:охраннющихся величин обычно ~сnользуетсм ~ермнн •интеr-рал движения•. - ЛpUJtt. 
ред.. перееодо. 
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в задаче 4.8). Эти уравнени·я имеют вид: 

!!(дL) _ дL =О. 
dt дq дq 

(8.13) 

Так как функция Лаrран.:жа не иэменяеrея при вариациях координаты и скорости 

·(8.8) и (8.10), мы должны иметь 

дL дL d 
дq 6q + дij dt (6q) = о. (8.14) 

Используя (8.13) для исключения дL/д,q, получаем: 

~(~~) 6q+ ~~ ~(6q) = ~ (~~ 6q) =0, (8.15) 

откуда вытекает, что (8.12) верно для всех Q. удовлетворяющих уравнению (8.11 ). 
Применим этоr новый результат, касаюшийся сохраняюшихся величин, к 

функдни Лаrранжа L{q(t)), зависящей только от скорости. Как мы в этом слу
чае можем варьировать q(t), не изменяя функцию Лаrранжа? Один способ -
:nрименить преобразование q(t) ----t q(t) + f, rде '! - любая постоянная . В этой 
вариации 6q(t) = l и функция h в (8.9) просто равна единице. Это преобра
зование - трансляция в однородном прос1ранстве: в любой момент времени t 
nоложе!Ние частицы изменяется на одну и ту же величину Е. Соответственно, 
скорость не изменяется: q(t) -+ q(t) + dE/dt = q(t). Так как функция Лаrранжа 
зависит только от скQРОсти, она не изменяется, и у нас возникает симметрия. 

Используя (8.11), находим: 

дL дL дL 
E~Q = -

8
, Oq = -

8
, l =:} Q = -д. = р. 

(j q q 
(8.16) 

Мы видим, что Q - импульс, соответствующий координате q. Эта величина со
храняется" так как в функции Лаrранжа не содержится координаты. Заметьте; что 

закон сохранения dQ/dt = О совnадает с уравнением Эйлера-Лагранжа (8.13). 
Этот nример ИJIЛюстрирует знакомый результат Лаrранжевой механИКI·t: если 

функция Лаrраюка системы не содержит некоторой координаты; то сопряжен
ный этой координате импул,ьс сохраняется. Например, мя нерелятивистской 
свободной частицы L = m(q)2/2, и в этом случае Q = mq. 

Рассмотрим теперь симметричные rиютности лаrранжиаиа. В то время как 

:из симметрии функции Лаrраижа следуют законы сохранения «зарядов», сим~;Ь' 
рии плотносrи лаrракжиана сотrветствуют закон~м сохранения тrжов. Запи~ 
действи~е как интеграл от лаграюкиана rю всему набору координат ( 0 в некоторq,~ 
подходящем ~мире•);: ~ 

-Здесь k обозначает число пространсrвенных измерений мира. Таким миром мо~kт 
·бьrть пространство-время Минковскоrо целиком, некоторое его подnространство 
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и.1и, например, двумерное параметрическое пространство на мировом листе стру

ны. Поля фа(~) ямяются функциями координат, и 

а дфа 

даФ = д~а (8.18) 

- производные полей по координатам. Каждое значение индекса а соответствует 

компоненте поля. Рассмотрим теперь бесконечно малую вариацию 

(8.19) 

и связанную с ней вариацию производных поля да Фа. Бесконечно малые вариа
uии удобно записать в виде правила 

(8.20) 

позволяющего варьировать любую произвольную конфигурацию поля. Здесь f.i -

множество бесконечно малых постоянных, и для краткости опущены все индек

сы в аргументах hf. Мы включили индекс в f.i, так как вариация может зависеть 
от нескольких параметров. Например, пространствеино-временная трансляция 

включает столько параметро в, сколько имеется пространстве ин о-временных из

мерений. Так как индекс i в (8.20) повторяется, это означает, что по нему произво
зится суммирование. Следует ясно различать разные типы индексов, с которыми 

мы работаем: 

а - индекс, помечающий мировые координаты ~а или компоненты векторов, 

i - индекс, помечающий параметры в преобразовании симметрии, 

а - индекс, помечающий компоненты поля в лаrранжиане. (8.21) 

Если l инвариантен относительно преобразования (8.19) и соответствующих 
~ ·а 

вариации производных поля тогда величины Ji , определенные как 

i ·а_ д! 6 а 
f. Ji = д(даФ4) ф ' 

ямяются сохраняющимися токами: 

(8.22) 

(8.23) 

Приведем краткое доказательство. Уравнение (8.23) выполняется для любой по
левой конфигурации, удометворяющей Лагранжевым уравнениям движения. 

В (8.22) по повторяющемуся полевому индексу а производится суммирование. 
Если в (8.20) присутствует индекс i, то у нас возникает несколько токов, прону
мерованных индексом i, по одному на каждый параметр вариации. Компоненты 
токов, число которых равно размерности мира, проиндексированы буквой а. 
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Важно не перепутать совершенно различную роль, которую играют эти два типа 

индехсов: 

jr : i помеча,ет ра3Личliые rоки, 

а помечает компоненты токов. (8.24) 

Мы показали в разделе 8.1. что сохраняющиеся токи порождают сохраняющи
еся зарялы. Эти зарялы естъ интегралы по nространству от нулевой компоненты 

тока. Оrсюда, '!fоки jf порождают сохраняющиеся заряды 

1 t 2 k .о 
Qi = d{ ~ ... d{ Ji . (8.25) 

Имеется столько же ,сохраняюшихся зарядов. сколько параметров содержится 

в преобразовании симметрии. 

Q) УnрDЖНение-разNuнно 8.1. Проверьте, что из (8.23) следует, что 

dQ· _ .• -о 
d(o - . (8.26) 

где токи j? достаточно быстро обращаются в нуль на простронетвенной бес
конечности. 

Чтобы доказать (.8.23)., запишем совместно уравнения Эйлера-Лаrранжа, 
связанные с действием (8.17) {см. задачу 4.8), и утверждение об инвариантности: 

(8.27) 

(8.28) 

Используя nервое уравнение nля ТОГО; чтобы исuючиrь дl/дф8 иэ второrо урав
нения, пооучим: 

(8.29) 

и это nоказывает" что для токов, оnределенных как в (8.22), выnолняется соот= 
ношение ~(8.23). 

Мы будем использовать (8.22) мя построения сохран.яющихся токов, .жи
JВущих на м.ировом листе струны. В действител,ьностиt сохраняющиеся заряды 

и сохраняющиеся ·ююи существуют при несколько менее строrих ограничениях, 

чем сформулированные в этом разделе. В качестве nреобразования симметрии 

функции Лаrранжа ltлИ nлотности лаrранжиана можно рассматривать преобра:ю

ваиия~ при которых функция Лагранжа или лагранжиан изменяются на nолную 
прои:зво.nную. Эт.11 ЩJ.еи используются в з:адзчах 8.9 и 8.10. 
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8.3. Сохр.аня~ющиеся токи на мировом писте 

Мы хотим приписать каждой струне релятивистский импульс рр., ~оторый 

сохраняется, если струна движется свободно. Даже несмотря на то, что у импуль

са Рр. есть индекс, это не ток~ а, скорее, «заряд•>. На самом деле, так как каждая 

.компонента Рр должна со~раняться по отдельности, мы име·ем дело оо случаем 

.мнш~ества сохраняющи~ся зарядов. 

В обозначени·ях npel!lыдyщero раздела Qi означает различные заряды. так что 
инлекс J1 в рр играет роль индекса i у Qi. т. е. он нумерует различные заряды. 
Каков же тоrда смысл индекса а в jf·? Мы увидим, что ·этот индекс помечает 
координаты на мировом листе. Токи живут на мировом листе! 

В действии струны (6.39) л:аrран.жиан интеrрируется по координатам миро
воrо листа т и <F, а не по пространствеино-временным координатам xf. В этом 
с.1учае <<мир» (8.17) двумерен, и ИНдекс а в (8.21) принимает два значения. В ре
зультате, сохраияющиеся токи живуr на мировом листе: у них две компоненты 

и они явлиютс.я функциями ~оординат мирового листа. В более явной форме 

(8.30) 

r.1e да = д/д(а. Сравнивая с (8.17), мы видим, что полевые переменные фа 
являются просто координаrnми струны ХР. Заметим, чтодействие струны зависит 
только от производных координат С1руны. 

Чтобы найти сохраняющиеся токи. нам нужно знать вариации поля 6ХР., 
не изменяющие .лаrранжиан. Одна такая iВЗриация равна 

(8.31) 

rде tP - постоя.нная, т. е. не зависит от т и <F. Это nреобразование является 
flостоянной просrпранственно-временной трансляцией: каждая точка на мировом 

листе смешается на один и тот же вектор е.Р. Плотность лаrранжиана инвариант~ 
на, т:ак как зависит rолыю от производных даХР., вариации которых обращаются 
в нуль: б(даХР) = д0(оХР) = д0t! =О. Теле:рь ясна роль различных индексов 
в ('8.21): а - индекс координат на мировом листе, i и а - nространствеино
временные ИНJ!lексы. 

Построим теперь сохраняющийся ток. Используя (8.22) и позволяя юшек~ 
<:ам i и а пробегать значения р, имеем: 

(8.32) 

Сокращая общий множитель ЕР с двух сторон этого уравнения, находим выра
жени·е D.ЛЯ токов: 

·О д.С ( .о ·1) ( д! lJ{, ) 
}р. = lJ(lJaXP) => , )р., }р = fJXil ' (}XJi.t • (8.33) 
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Мы вс'фечалисъ с такими mроиз.водными от С ранее - они входили в ура·внения 

(6.49) и (6.50). На самом деле, можно соnоставить 

•а 1'а . (·О .. J) (1'т .-lf) )р = . Р ~ Jp,J.I' = Р' rp • (8.34) 

Это очень интересный результат: верхними инде~сами т и q в Р ~ отмечают 

компоненты тока :на мировом листе. Уравнение закона ·сохранения тока имеет вид 

дР" IJP(f 
даР; = а: + а: = о. 

Эrо просто уравнение движения релятивистской струны (6.53) 

(8.35) 

Так как токи Р; несуr индекс р, сохраняющиеся заряды также помечены 
этим ~е индексом. Следуя (8.25). чтобы получить заряды, нужно проинтегри
ровать нулевую ~компонентУ Р; токов по пространству. В данном случае это 
означает интегрирование по О': 

O'J 

р11(т) = 1 Р;(т. и) du. 

о 

(8.36) 

Интеrрал берется nри фиксированном т. Мы назвали сохраняющиеся заряды р11 • 
так как они отвечают переносящемуся струной пространствеино-временному 

импульсу. Действительно, iКак мы видели. эти заряды возникают из простран= 

ственно-временной трансляционной инвариантности. Так как (8.36) дает полный 
пространствеино-временной импульс как интеграл по струне, параметризован

.ной координатой q, мы получаем: 

1'; есть плотность по tт 
проотранствеmо-вроменноrо импулъса~ nереносимого струной. 

(8.37) 

Здесь Р; - производная мотности лаrранжиана по скорости Х.Р, так что ее, 
!В согласии с (8.37), можно интерпретиiJ)овать как nлотность канонического им
.пульса. Похожая трактовка была получена для нерелятивистских струн: величину 
"Р, определенную ранее форм;улой (4.46), .можно .интерпретировать на основании 
(4.43) как IUIOТHOCTh импудьса. 

Проверим закон сохранения, дифферен~uируя (8.36) по т и исnользуя урав~ 
нение движения (8.35): 

C1t C1J 

.dp~" 1 д'Р~ - 1 дР$ (11 - = -dl!f=- -:::: -Р!. 
dт дт дq "' о 

{) о 

(8.38) 

Для замкнугой струны координаты и =О и и= tт1 предстамяюr одну и ту же 

точку на мировом листе, так что правая часть обращается в нуль. Для открытой 
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струны со свободными коtп:(евыми точками из граничных условий ( 6.56) следует, 
что Р; обращается в этих rочках в нуль, та!К что оnять ~правая часть обращается 
.в нуль. В обоих этих случаях Рр сохраняется: 

dpp =о. 
dт · (8.39) 

В ·этом уравнении содержится несколько больше, чем в нашем nредыдущем 

утвержпении (8.12) о сохранении заряда. Произво.дная в (8.39) берется по т, но не 
по t. nоэ11ому можно задать вопрос: со~раняется ли Рр во времени мирового листа 
или во времени Минковскоrо? Мы обсудим этот воnрос подробнее в следующем 

разделе. Короткий ответ:. сохраняется в обоих ·случаях. 

Если открытая струна удовлетворяет rраничным условиям Дирихле по неко

торым nространствеиным наnравлениям, импульс струны вдоль этих направле

ний :может не сохраняться. Действит.ельно, rраничное условие (6.55) не гаранти
рует, ч·ю nравая часть (8.38) обращается в нуль. Мы уже отмечали возможность 
такого несохранения мя нерелятивистских струн (раздел 4.6). В ·теории открытых 
струн, коrда у нас есть D-браны, не заполняющие nространство, возникают гра

ничные условия Дирихле. В этом случае имnульс струны может не сохраняться, 

но полный импульс струны и D-браны сохр.аняется. 

8.4. Попный ток импульса 

Уравнение (8.39) оч,ень занимательно. Это закон сохранения на мировом 
листе, а не в пространстве-времени. Иною мы и не могли ожидать: помимо 

всего, токи живут на мировом листе, их индексы - это индексы мирового листа, 

а их арrументы - !Координаты мирового листа. С точки зрения пространства
.времени токи обращаются .в нуль везде; кроме поверхности~ заметенной струной. 

Если мы доверяем репараметризационной инвариантности, мы легко можем 

nолучить стандартный fllространственно-.временной закон со~ранения, выбрав 

,статическую калибровку t = т. tИнтеrрал в (8.36) является тогда интегралом 
no ст.рунам, линии fllостояиноrо времени соответсnуют точке зрения избранного 
лоренuевско.rо наблюдател.я. Tor.na закон сохранения (8.39) п~инимает вид 

(8.40) 

Лоренuевский наблюдатель подтверждащ, что импульс сохраняется во времени. 

Уравнение (8.39) вместе с (8.36) угверждает, что nри любой параметризации 
мировоrо листа мы можем j8Ьiчислить единственную величину Рр, исnользуя 

любую линию постоянного т. Как мы сейчас объясним, эта величина должна 

<:о:впацать с независящим от времени имnульсом Рр, nолученным с nомощью 

статической калибровки. 

Рассмотрим движущуюся струну, фиксированного лоренцевекого наблюда~ 

теля и конкреrnый выбор nарамiетриэаuии мировоrо листа. В такой nараметриза= 
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О" 

и, O"t 
{3 

(dт. du) 1 
n r 'У 

(do', -dт) 

т а т 

!Рис. 8.1. Слева: nол!Ныrй nоток :импульса, исходящего 443 •односеяэной области 'R, на мировом 

Ji1исте равен нyJIIю. Справа: одtюсrвяэная область, граница которой включает кривую 7 и струну 1 

ции линии посrоянного т в некоторой области мирового листа являются линями 

nостоянного t. В результате, в этой области имеется статическая калибровка. 
8 ·остальной части мирового листа параметризация rладко изменяется: линии 
nостоянного т уже не являются линиями постоянного времени. В силу (8.39) 
на остальной части мирового листа интеrрал {8.36) должен все же давать то же 
значение Рр, несмотря на то, что линии постоянного т не являются струнами. 

Из этих рассуждений следует, что любая кривая на мировом листе может быть 

rисnользована для расчета сохраняющегося импудьса Рр. Однако уравнение (8.36) 
nозволяет нам вычислить импульс только, если rкр.ивая есть кривая постоянно

ю т. Пок~ем теперь, как следует обобщить (8.36), чтобы иметь возможность 
вычислить импульс Рр, используя (почти) произвол.ьную юривую на мировом 
листе совместно iC nроизвольной параметризацией мирового листа. Когда мы 
имеем дело с открытыми струнами, кривая должна растянуrься от одной грани

цы к другой. Когда мы имеем дело с ·замкнуrыми струнами, кривая доJIЖНа быть 

замкнугой нерастяжимой крИtВОЙ. 

ПересМО'fJУИМ формулу (8.36). в которой производится интегрирование r~ком

поненты двумерного тока (Р;, ~) fiiO ~кривой постояиною r . Величина, вычис
ляемая в этом интеграле, есть на самом деле nomtж тока вдоль кривой. Так 

~<ак и =компонента Р; тока касателъна к крявой постоянного т, она не дает 
вЮiада .в лот:ок. В общем случае, рассмотрим бесконечно малый сеrмент (dт, du) 
вдоль ориентированной замкнуrой кривой Г 1 кторая замыкает односвязную 
·область 'R на мировом листе (рис. 8.1). Так как (dr, du) параллелен ориенти-

. ро.ванной касательной, исходящая нормаль к ·сегменту есть (du, -dт). Разумно 
1 ' v 

определить исходяшип nоток тока через сегмент !Как скалярное произведение 

:вектора тока и исходящего вектора нормали: 

поток через ·бесконечно малый сегмент границы = 
= (Р;, Р;) · (du, -dr) = Р; du- Р; dr. (8.41) 

Покажем renepь. что определенный так поток обращается в нуль. если его вы
числить моль растюкимой замкнуrой кривой Г на мировом листе. Это разум
ный реэулътат, та~е как рас'I'ЯЖИмая замкнутая кривая окружает область 'R, и мы 
не ·ожидаем, что ·область является источником импульса или ero стоком. 



8.4. Полный ток импульса 203 
----------------------------~-------------------

Исходящий nот-ок через Г заnисывается как 

Pp(r) = f ('Р; dt1- Р; dт). (8.42) 
г 

С помощью двумерного варианта теоремы Гаусса поток то:ка Р; из 'R равен 
интеrралу от дивергенции Р; по R,: 

1 ( д'J'Т fJr!.) 
Рр(Г) = а: + а: .drdu =о, (8.43) 

'R. 

так как Р; есть сохраrняющийся ток. Именно это мы хотели показать. 

Q) Упражнение-разNинк.о 8.2 .. Рассмотрим R? с координатами (ж, у) и односвяз
ную область М. .окруженную границей Г, ориентированной против часовой 
стрелки. Теорема Гаусса дilЯ вектора (А .ж, А') гласит: 

f<A• dy- А' dx) = //(~~+д:) dxdy. 
г м 

(8.44) 

Проверьте, что это уравнение вьтолняется для малого прямоугольника, координа

тыугловкоторого равны (xo,flo), (хо +dx"yo), (хо +dx, 1/о + dy) и (хо, Уо + dy). 
Этого достаточно, чтобы доказать справедливость формулы (8.44) путем раз
биения М на совокупность малых прямоугольников. Дл.я перехода от (8.42) к (8.43) 
мы .испод.ьзовШlи (8.44) для П~? с координатами (т, и) и вектором (Р~. Р;). 
Обобщим теnерь (8.36) следующим образом. Для произвольной кривой 1, 

берущей начало на rранице q = О мирового листа и заканчивающейся на rранице 
и = O'J , оnределим 

Рр('У) = 1 (Р; dtТ -1>: dr). (8.45) 

1 

Если 'У ~есть кривая пост.о.яrнноrо т. т.оrда dт =О везде вдоль 'У, и рр('У) сводится 
iJё (8.36). Доkа:ж:ем теперь, что р11('У), определенный в ёамом общем виде фор
мулой (8.45), действительно совпадает •с Рр, оnределенным в (8.36). Рассмотрим 
кривую 1, .нат.януrую от одной границы мировоrо листа до другой, и .кривую 

::у постояliноrо т, как ПОЮ13ано на рис. ·s.I). Пусть ·U и fj обозначают ориен
тируемые пуrи вдоль границы .мировою листа, 'fЗКИе, что замкнутая кривая Г, 

·окружающая заштрихованную область; определяется фQрмулой 

Г = 1- fj - 1 + а. (8.46) 

Кривая Г ориентирована против часовой стрелки и стягиваема. В результате 
·noroк р,_. (Г) обращается в нуль: 

рр(Г)= j('P;M-'f1,dr)=(/-1 + 1- f)('P;M-'f1,dr)=O. (8.47) 
г 7 7 а Р 
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Так как а н {3 - кривые, на которых dn обращается в Rуль, вклад в интегралы дает 
rолько Р; dт. Но Р; обращается в нуль в концевых точках струны (для с1вободных 
концов), так что эrn интегралы тождественно обращаются в нуль. Остаются 

только интегралы по 1 и 1, так что 

1 (Р; dn- Р; dт) = 1 (Р; dn- Р: dr) = 1 Р; dn = Рр. (8.48) 

1 f f 

тде мы учли, что на 1 dr = О, и использоВЗJilи (8.36). Этим доказывается, что 
PJS("!) = PIS для любой 1:очки 1, связьн:sающеИ границы мирового листа tТ = О 
и u = u1• Следовательно, можно переписать (8.45) как 

'РР = 1 (1'; м- р; dт). (8.49) 

7 

Теперь закон сохранения ,есть уmерждение, что приведенный выше интеграл 

не завискr от выбора кривой 1, до тех пор, nока концевые точки 1 лежат на 
rраничных компонентах мирового листа. 

Аналоrичные расс~ения 11рименимы и к случаю замкнуrых струн. Мы рас

сматриваем лроизвольную неrривиальную замкнутую кривую 1, один раз oбep
fiYiiYIO вокруr :мировою листа, и другую аналогичную нетривиальную замкну

тую кривую f постояиного т для некоторой произвольной, но фиксированной 
параметризации. Две кривые образуют границу кольцевой области 'Я (рис. 8.2). 
Совершенно ана.J:юf1ичны·е арrуменrы показывают, что оба контура дают одинако

вый вклад в Рр· Поэтому можновычислит~ь импульс замкнуrой струны, используя 
любую .замкнутую кри:вуюj ·один раз обернутую вокруг мирового листа. 

Как про.из-вольный лоренцевекий наблюдатель должен исnользо.вать уравне

ние (8.49)? Наблюдатель смотрит на струну в какой-то момент t и спрашивает о ее 
импульсе. Эrо требует использования формулы (8.49)~ где кривая 1 соответствует 
,обсуждаемой струне. В случае произвольной параметризации 1 не дoJDIOta быть 
кривой nостоянного r. В более поздний момент времени t' наблюдатель снова 
,сnрашивает щю кмnульс. В этот момент струна СОО'f'Ветствует кривой 1', в общем 
~слуqае отличной от 'У. В ~силу .независимости выбора от кривой выражения (8.49), 

' 1 

' 1 1 / 1 1 , 
1 1 

' 1 1 \ t 
' 1 1 'R 1 :у 1 1 , t 

1 
, 

1 
1 \ \ 
t \ \ 

' \ \ ' ' \ \ 
' ' ' 

то 1' 

Рмс. 8.2. Мировой JIИt:т замкНУ1fой СТJРУНЫ ~ произволЫiQ~ нетривиалrьной замкнутой кривой 'У 

lil ЭаМКНУ'fОЙ КрИвОЙ '1 n·ри fiOCТOAHЙtr~' 'fl\Qбriicть Между КрИВЫМИ еСТЬ 1(, 

j___J -· ' ---'1 .. ' -
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наблюдатель заключает, что импульс не 1Изменяется. Иными словами, импульс 

сохраняется :во времени. 

Завершим этот разлел сопоставлением с известными результатами. Используя 

фиксированный момент времени т струны -у для вычиСЛJени:я (8.49), получим 

(8.50) 

Значения плотностей импульса в статической калибровке возьмем из формулы 

(6.'94}. Таким образом. мы нахоnим, что энергия и пространственный импульс 
струны задаю11ся выражениями 

(8.51) 

Приведеиное выше в.ыражение для энергии струны совпадает с (7.9). Выра
жение для имnульса разумно: импульс, переносимый малым кусочком струны, 

.:хается :произведением массы Т0 dsjc2 и скорости, умноженной на релятивист
ский фактор 1· 

8.5. Лоре:нцевская симметрия 

и связанные с ней токи 

По nос11р<>ению, действие релятивистской струны лоренц-ин вариантно. Оно 
записано с nомощью лоренцевских векторов, свернутых так, чтобы образовать 

лоренцевекие скаляры. Это означает, чrо лоренuевские преобразо:вания коор.п.и
нат Х"' оставляют действие инвариантным. 8 этом разделе мы построим сохра
:ня .ющиеся: зарядь:i, связанные с лоренцевекой си-мметрией. 

Эти заряды будуr особенно nолезны nри .изучении квантовоit теории струн 

:в главе 12. Как бы мы не квантовали классическую сисrему, cy:i.!i.l.ecтвyer возмож
ность, что будут потеряны :ключевые симметрии классической теории. Если П!РИ 
кванrоваиии теряется лоренцевекая симмет,рия, квантовая теория струн станет; 

no меньшей мере~ весъма сnорной. Мы должиы убедиться, что квантовая теория 

доренц-инвариантна. Чтобы вычислиТЪ сохраняющиеся заряды, нам снаttала по
надобятся инфинитезимальные nрообразования Лоренца. Вспомним (раздел 2.2), 
что лор-ениевекие преобразования являются линейными nреобразованиями коор
динат Х"', остамяющими ин~вариантной квадраrnчную форму f/pvX"' Х11 • Каждое 
бесконечно малое линейное преобразование имеет вид Х"' 4 Х"' +оХР, где 

(8.52) 

Здесь t"'11 
- матрица бесконечно малых постоянных величин. Лоренц-инвариант

.ность накл~ываеifусловия на постоянные ew. Мы требуем i чтобьr 6(f}pvX"'.X11
) =0 

и nоэтому 

(8.53) 
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Представим, что матрица ·f ра$елtена на антисимметричмую и симметричную 
части. Антисимметричная часть не дает вклада в ·fiJP XpXIJ. Из обращения в нуль 
f!P ХрХр для всех з.начений Хр. следУеt, что симметричная часть f равна нулю. 
'Отсюда следует, что общее решение дается антисимметричной матрицей f.p.v: 

(8.54) 

Таким образом" инфинитезим·альные преобразования Лоренца очень просты: это 

яреобразования вида tJXP = EP."Xv с антисимметричными параметрами ЕР.". Ре
зультат верен мя любого числа nространствеино-временных измерений, так как 

лоренцевс.кие nреобразования всегда остам:яют 1JIJ"XP Х11 ин,вариантной. 

(!) Упрожнение-разNинко 8.3. РассмотрШf фиксированную 2 х 2 матрицу Ааь 
(в. Ь = .1, 2). удовлетворяющую условию А0ЬV4Vь = О для любых значений v1 

и v2• Запишите ·четыре слагаемых левой ч.асти и .из условия их обращения в нуль 

покажите tJ явном виде, что матрица А"Ь должна быть антисим.метрична. 
Q) Упрожнение-разNuнко 8 .. 4. Повторите предыдущее упражнение для 4 х 4 .мат

рицы tP" (р, v = О, 1) 2, 3), удовлетворяющей условию Essv 'Vp. Vv = О для любых 
значений vo, Vt, t12, vз. 

Q) Упражнение-раминно 8.5. Покажите., что и3 (8.54) следует Essv = -Evp· 

Q) Упрожнение-разнинна 8.6. Исследуйте буст (2.36) для оч·ень малЬIХ {3. Запи
шите х'Р = хР + ~~~ х11 и .вычислите элементы матрицы Ep.v. Покажите, что 
€

10 = -i' = fJ, и что все остальные эле.Jtенты равны нулю. Это подтвержда
ет, что ·для бесконечно малОlО буста матри.ца fJ.W антиси.м.мерична. 

Покажем теперь явно, что лаrранжиан струны инвариантен относительно 
лоренuевских преобразований. Все слагаемые, :возникающие в этом лаrранжиане. 
имеют :вид 

дХР. дХ11 

f1щ1 IJ~a д(Р ' (8.55) 

rде Еа и EfJ равны либо т. либо и. Мы уrверждаем, что каждое такое слагаемое 
лоренц-инвариаитно. Действительно. 

( 
·дХР. дХv) (д6XIi дХ11 ,дXIS д!JXv) 

6 f/pv д(а /)(Р = 'f/p.r~ д(О д(Р + д(а . д(Р ,. = 

_ .· (· ·Р.Р дХр дХv . vрдХР. дХр) _ 
- f/p.v f д(а д(IЗ + Е д(а (}~fJ -

дХР дХ11 дХР. д6ХР 

= Evp д(а д(fЗ + ~Р.Р д(а д(Р ' (8.56) 

rде мы исnользовали 1/pv дл:я опускания nepвoro индекса у nостоянных Е. Заменяя 
р -+ р и р -+ v во втором слагаемом., получаем 

( 
tJXP дХ") fJXP fJX 11 

{J 1/pv iJ(a .д(Р .· = ( €vp + fpv) д~а д~f3 = О, (8.57) 

в силу антисимметрии Е. Это явно доказывает инвариантность действия струны. 
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Теперь можно исnользовать формулу (8.22) дЛЯ записи токов. Из (8.52) сле

дует, что роль малого nараметра Ei иrрает E/Jv. Поэтому получаем: 

JJV ·а - д l .~х~~ ·- -na pvx 
Е Jpv - .д(даХР) и - r р € и• (8.58) 

Так как ток J;v умножается на антисимметричную матрицу f!v, он должен быть 
таюке антисимметричиым, так как любая симметричная часть тока зануляется 

:в левой стороне равенства. Исnользуя антисимметрию Е1111 , можно записать пра
IВУIО часть равенства как 

IJV ·а ( 1 IJV) (Х -па Х ·ра) Е )pv = -2 Е . prv - v р • (8.59) 

Выражение мя токов может быть непосредственно взято из этого уравнения, 

rа1к как сомножитель Epv в правой части явно ант:ис.имметричен. Поскольку 
·общая !Нормировка токов нююдится в нашей :власти, мы определяем токи м:v 
равенством 

(8.60) 

По построению, 

м:v = -М~р· (8.61) 

Уравнение сохранения т:ока имеет вид 

дМт дМи 
_ _,.!;.P;._V + . pv = 0, 
дт дn 

(8.62) 

и, no аналогии с (8.49), заряды (т. е. ёохраняюшиеся величины) оnределяются 
формулой 

MJW == 1 (М~ dtt- М~dт). (8.63) 

1 

Заряды, I<ак: и токи~ антисимметричны: 

(8.64) 

Сохранение зарядов Mpv есть ре·зультат независимости оnределения (8.63) от фор
мы контура. Для замкнутых струн независимость от контура обусловлено при

ведеиными ранее соображениями для случая импульса. Чтобы обеспечить неза

висимость от контура для открытых струн, следует учесть одно обстоятельство. 

Интегралы Mpv не должны содержаТtь вкладов от линий на границе мирового ли
ста. Это, в свою очередь, требуе'f обращения в нуль м:~~ на rраниuе. Это yCJiloвиe 
выnолняется, так как м:v включает РО' мультиruшкативно, и Р(1 обращается 
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в нуль н:а границе м-ирового листа. Как объяснялось в случае имnульса, лорен

цевекий наблюдатель, измеряющий Mpv, исnользуя струны в разные моменты 
времени, nридет к выводу, ·что dMpv/dt =О. 

Мы можем таюке вычислить лоренцевекие заряды Mpv, используя линии 
nостоянного т. В эrом случае 

(8.65) 

Так как матрица Mpv анmсимметрична, имее11СЯ шесть ~сохраняющихся за

рядов в четырех измерениях. Пусть i и j - пространствеиные индексы, MOi -
три заряда, ассоциированные с тремя основными бустами, а м,j -три заряда, 

связанные с тремя основными вращениями. Если рт - плотность импульса, то 
нормировка, выбранная в (8.60), обесnечивает, что .М~ в точности равен плотно
·СТИ углового момента. Как следствие, компоненты Mij измеряют уrловой момент 

·струны l через обычные соотношения Li = EijkMjk/2. Здесь Eijk - полностью 
антисимметричный символ, причем Е 12э = 1. Более явно, L1 = М2з. L2 = Мз1 
и Lз = М12· 

Заряды, связанные с бустами, равны 

(8.66) 

Умножая на с/Е, где Е- ·со:храняющаяся энер11ия струны, имеем 

cМfJi CJ-pi J. 1 d Xi -nTO 
Е = t Е - Е tF Cr . (8.67) 

Так как c'Pro есть мотиость эиерmи вдоль струны; последнее слагаемое в npa~ 
вой ч.асти nриведеиного выше сООТliоwения можно отождествить с зависящим 

от времени nоложением Х~.м.(t) центра масс (энергии) С'фуны. Таким образом, 
мы получаем 

(8.68) 

Величина l?pi /Е интерnретируется каi< ско,рость центра маос, так ~<ак она сов
.пцает со скоростью точ·ечной частицы с импульсом ri и энергией Е. Формула 
(8.68) олисы:вает дви.ж:ение центра масс. Сохраняющиеся заряды M 0

i вместе с Е 
определяют положение центра масс в момент времени t =О. 

1 8.6. п.араметр наклона а 

Натяжение струны То :ямяется единственным размерным nараметром, вхо
дящим JВ д-ействие струны. В этом разделе мы обоснуем оnределение друrого nара

ме-тра - nараметра наклона а'. Эти два n~араметра связань1, можно использовать 
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один либо друrой. Параметр о/ имеет интересную физическую ИJНТерпретацию, 
коюрая используется со времени возникновения идеи струн. Если мы рассмот

рим жесnю вращающуюся открытую струну~ то а1 есть коэффициент nропорци
·ональности, ~связывающий угловой момент J струны, измеренный в единицах li, 
·С квадратом ее энергии Е. Точнее, 

J = а'Е2• (8.69) 
li 

Так как левая часть равенства безразмерна, то величина а' имеет размерность 
обратного кгвадрата энергии: 

'[ '] 1 а = [Е]2' (8. 70) 

Появление постоянной Планка fi в (8.69) есть просто соглашение. Постоянная а' 
была введена в квантовой теории струн, и ее ·связь с натяжением струны включает 

li. Однако, для наших целей важен сам факт пропорциональности между J и Е2 • 
Это соотношение не содержит n, если мы используем натяжение струны То. 

Чтобы проверить заданную формулой (8.69) пропорциональность, рассмот
рим прямую открытую струну с энергией Е, жестко вращающуюся в плоскости 

(х, у). Эrо в точности та задача, которая исследовалась в разделе 7.4. Единствен
ный отличный от нуля компонент углового момента есть М12 , и ero величина 
обозначается J = IM12j. Из формулы (8.65) ·.следует, что 

(11 

М12 = 1 (Xt1'2- Х1Р[) du. 

о 

(8. 71) 

Чтобы вычи,слИ'IЪ интеграл, нам иуж.иы формулы для координат и импульсов 

вращающейся струны. Наnомним формулу (7.63) 

..,. tТt 1rd ( wd . 1rct )· .л(t, О')=-:- COS- COS -, Stn- , , 
1r О"] . O't O"t 

(8.72) 

:которая оnределя·ет комnоненты (Х1 , Х2) вращающеИся ·струны. Используя урав
нение (7.31), находим: 

(8. 73) 

rдс цравая часть дает комnоненты (1'[, 1'2). Таким ·образом, интеграл в (8.71) 
равен 

СТ1 

-. O't То 1. 2 
Md2 =-- cos 

1Г с 
(8.74) 

о 
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Как .и следовало ожидать для сохраняющегося заряда, зависимость от времени 

исчезла. Так как J = IM,12I и ст1 =Е/То, находим, что 

J = 1 Е2. 
21ГТ'ос 

(8.75) 

Таким образом. угловой момент пропорuион.ален квадрату энерmи струны. Срав

нивая с формулой (8.69), мы получаем, что 

' 1 а= и 
2wTo 1ic 

1 
То = 21ra 1ic. (8.76) 

Этм формулы связывают nараметр наклона а' с натяжением струны То. 

Q) Упрожнение-розминка 8.7. Чтобы пrrжазать, насколько необычно соотношение 
J "" Е2 , рассмотрим одномерный прямой стержень постоянной длины и посто
янной однородной массы, вращающийся вокруг средней точки. Покажите, что 

нерелятивистская энергия и угловой .моменты связаны соотношением J "" VE. 
Можно nолучиТIЬ ожидаемое соmношение J ('V Е2 nyreм следующих оценок. 

Мы знаем" чrо для жесткого ротатора J = Iw, г.де I- момент инерции. Для тела 
массой М и линейными размерами порядка L име·ем 1 "" М L 2• Таким образом 
J"' ML2w. Для вращающе.йся релятивистской струны М"" Е, L"" Е и (1)"" 1/Е 
·(см. (7.57)). В ре~льтате J ('V Е2 • 

1 
Название «Параметр наклона. возникло из-за того, что а является наклоном 

графиков J /li, если их построить как функцию квадра.та э:~-~ерrии. На самом де
ле, траектории Редже явля.ю11ся приближенными линиями. возникающими при 

nостроении rрафика уг.лоооrо момента адронных воэбуждений как функции квад

рата энергии. В нач.але 1970-х rr., когда теория струн исследовалась в качестве 
теории сильных :взаимодействий, параметр наклона а' был эксnериментально 
измеряемой величиной; входящей в действие .l11IЯ струны. Действие (6.39), кото
рое мы за!Писы.вали через То, принимает вИд 

'ГJ и, 

s = 21t~'.nc2 1 dт 1 du Jcx. Х')2 - (i)2(X')2
• (8. 77) 

'Тi о 

Оказывае11ся, что в большинстве современных работ по теории струн вместо 

натяжения струны То используется параметр наК11она о'. В разделе 3.6 мы ис
nользовали h, с н ныотоновскую постоянную G для вычисления характерной 
мины /:р, называем'ой манковской миной. В теории струн можно исiюльзовать 
h. с и размерный параметр а' ,roвr nостроения характерной 11ЛИИЫ ij, называемой 
длИНОЙ Cip}i:НЬI .. 

Q) Упршкнение-разNинна 8.8. Пок.ажите, что 

i, = 1icVii. (8.78) 
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С точностью до множителей .ti и с, длина .струны /.3 есть квадратный корень 
IB а'. Эта связь с фундамеНfШIIьным масштабом длины поз~воляет дать еще одну 
физическую интерпретацию параметра наклона d. 

з.адачи 

• Зод,оча 8.1. Jllоренцевские инварианты и их ппотности 

\1ы хоmм понять, каким образом лоренцевекая инвариантность электрическою 
заряда 111!РИ180дИТ к тому, что nлотность заряда ЯiВЛЯется нулевой компонентой 

.l·оренце.вскоrо вектора. 

Рассмотрим две лоренцевекие системы отсчета S и S', причем S' движется 
в положи-rельном направлении оси +х системы S со скоростью v. В систе
~~е S имеется кубический ящик объемом L3 с ребрами длиной L, выстроенными 
вnолъ осей сис11емы координат. Ящик покоится и заnолнен покоящимся веще

ством с однородной плотностью заряда р0• В эrой сисrеме плотность тока равна 

нулю, J =О. Заметим, что наблюдатель в S' видит ·ящик, подверrнувшийся ло
ренце'ВСкую сокращению вдоль оси х. 

(а) Используйте лоренц-!ИН!ВЗриан'ifНость заряда для вычисления плотности за-

( 
1 "11) 

ряда и ruютности тока ер , 1 , оnисывающих вещество в ящике согласно 
наблюдениям в S'. П роверь-rе, что значения ( ср0, О) и (ер', J') ведут себя как 
4-векторы jP = (ср0,0) и j'P = (cp',J') в том ~смысле, что величины (cp',J') 
получаюТ<Ся из величин в системе по1юя (сРо, О) с помощью лоренцевекою 
буст.а. 

(б) Заnишите формулу для тока jP через р0 и 4-скоростъ ящика, и проверьте, 
Ч'iJ10 IБЗШ резуЛiЬТЗТ верен В СИСТемах 8 И 81

• 

• Зончо 8.2 .. Лоремцевс1каа инвариантность Jnектриqескоrо эаряда 

Яв~~tая nроверка лоренц-мнварнантности элеК1J>Ичесl<оrо заряда довольно хит

роумна, так что эта задача бросает 8ЬI!J{)(J читателю! Рассмотрим, как обычно, 
систему м.счета S и ·систему S;, движушуюся в положительном напраменин оси 
+х ·системы S со ~скоростью v. Полный заряд в системе S nолучается интеrри
рованием по всему пространству в определенный момент времени t = 0: 

а в ш11рнхованной системе S' дается иwтеrралом л о всему nространству nри t' == О: 

Q' -/ d3x' p'(t; =о, х'). 

Мы хотим доiКазать, что Q' = Q. Сложность состоит в том, что наблюдатели в S 
и S' не могут nрийти к согласию о том, что такое равное время. Будем предnола~ 
гать; что j 0 = (ер, J) есть 4-вектор, который сохраняется: даjа = О. Кроме того, 
плотносm зарядов и токов считаются обращающимися в нуль на бесконечttости 

во все моменm времени. 
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~(а) Заnишите в явном виде nреобразоваиия, связывающие (t, х) с (t', х1) и (ер, J) 

с (cp',J'). Считайте, что р и J ямяются функциями аргументов (t, х, у, z). 
Докажи-rе, что 

1 3 1 ' VX f t 1 V •Х VX 1 t 1 1 1[ ( 
1 ) ( , )] Q = d Х 'У . р , 'У CJ. , 'УХ , у , Z - CJ. J 'У CJ. , 'УХ , 1J , Z • 

Чтобы сделать выражение для Q1 как можно более похожим на выражение 
для Q, измени-rе персменные интеrрирования, воспользовавшись заменами 
х = 'УХ1 , у = :у', z = z1

• Напишите результирующее выражение .nля Q'. 
Убедитесь, чrо nри v = О вы получите q = Q. 

(б) Цель состоит в rом, чтобы nоказать, что Q' н.е зависит от сК:орости v. В этом 
случае равенство Q' и Q при v = О влечет за собой равенство Q' и Q для 
всех с~коростей. Покажите, что производную Q' по скорости можно записать 
в виде 

dQ' ( 1 3 [ (др V дjХ) ·а:] 
dv = с2 d х Х дt - с2 дt - J t=vx/cl. х,у, z. 

(1) 

(в) Используйте уравнение сохранения да/' =О, чтобы nоказать, что подын
тегральное выражение в (1) является полной производной. Тогда из наших 
условий на бесконечности следует, что 

dfl =0. 
dv · 

что завершает доказательство равенства Q' = Q. Для вас полезным может 
оказаться равенство: 

U •Х VX . . _ V lj . 'J 
( 

~ ( . . .) ) [ д ·х tJ '3! ] 

дх J Cl' х, у, z y,t = с2 дt- + дх (2) 

rде нижние иНдексы у; :z в левой стороне равенства означают, что част

ная n:роизводная берется nри фиксированных значениях этих .nеременных 

(но не t). Уравнение (2) есть nросто утверждение о производных; и оно с-та
нет вам ясным, если вы liiOймere обозначения. 

• 3одача .в .. э. Уrnовой момент как сохран11ющийс11 1аряд 

.Рассмотрим функцию Лзrранжа L, за.вис.яшую rолько от величины скорости q 
части:uы, движушейся в обычном трехмерном пространстве. 

(а) Запишите бесконечно малую вариацию oq, соответствующую малому враше
нию вектора q. Объясните, почему она оставляет функцию Л.аrранжа инва
риантной. 

(б) Постройте сохраняющийся зарял., связанный с этим nреоб,разованием сим
метрии. Убе.nитесь, что эта сохраняющаяся величина есть (~~екторный) уrло
вой момент. 
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• З"адача 8 .. 4. Обобщение на заряды и сnецмапьным случай токов 

(а) Обобщ!ИТе формулы (8.9) и (8.11) на случай, когда имеются различные пара
метрь• си.мме11J>ИИ Ei и множество координат q0

• Убедитесь, что ваши заряды 
сохраняются. 

~б) Рассмотрите систему (8.17) для «мира~ без пространствеиных измерений. 
Чему равны возможные значения индекса а? Чт-о дают уравнения (8.22), 
(8.23) и (8.25)? Сравните с результатом ч,асти (а) этой задачи. 

• Зод.очо 8.5. Лоренцевс1кИе заряды АЛЯ релятивистской точечной частицыt 
Рассмотрим действие точечной частицы (5.15): 

S = -те j dт .J -fJJJvxiJxv, 

rде х~"(т) = .dzP(т)}dт. Это действие можно рассматривать как механическое, 
тогда z~" - координата, а т играет роль времени; или как полевое действие, 
тогда xJJ есть поле в мире без пространствеиных измерений и с ~о = т. 
(а) Покажите, что xiJ(т) --+ х~"(т) +Е! с посrоянными ЕР является симметрией. 

Найдите связанные с этой симметрией соХ))аняющиеся заряды, и nроверьте 

явно их сохранение. Сравните с имnульсами рl"(т), оnределенными канони
ческим образом из функции Лаrранжа. 

(6) Запишите бесконечно малые преобразования Лоренца для хР {т) и объясните, 
почему действие инвариантно относительно этих преобразований. 

(1в) НаЙдите 1выражения для лоренцевск.их зарядов, выраженные через х,_.(т) и 
рР(т). Убедитесь, что найденные вами лоренцевекие заряды при соответству
ющих ·значениях индексов совnадают с зарядами углового момента. Проверь
те их сохранение в явном виде. 

• 3liдtJчo 8.6. Пpot'rьte оценки, вКJ1ю11а10щие а', То и l 3 

(а) В физике адронов о:' ~ 0,95 tэВ - 2• Вычислите натяжение зд:ронной струны 
в тоннах и длину струны в см. 

(б) Предположим) что длина струны равна ls ~ ю-зо ,см. Вычислите а1 в Гэв=2 

и натяжение струны в тоннах. 

• 3адt~чо 8.1. Уrповой момент вращаtоiЦейа. ttрунь• 

Формула (8.5 t) rо.ворит нам, что имnульс dj, переносимый небольшим куском 
crtrYRЫ; равен 

Тt d - v d- о s .L 

р=-т .. rvr· 
v~- ~~ 

Используйте этот результат, чтобы nyreм лрямо:rо интеrр.ированпя рассчитать 
угловой момент J, который не.сет вращающаяся открытая струна. Убедитесь, что 

ваш результат совnадает с (8.75). 
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.- Задача 8.8. Уrповой момент скакапкм Кейси 

Рассмотрим решение задачи 7.4 в виде релятивистской скакалки. Рассчитай
те величину Jz z-компоненты углового момента (измеренного по отношению 
к нaчa.JIIy координат) как функцию расстояния Lo и угла 'У. Пока.жите. что 

.Jzfli = {sin2 "'{)а' Е2 , где Е - энерrия струны . 

.- .3адочD .8.9.. Обобщение процедуры поиска законов сохранения эаРJiдов 

Рассмотрим заново схему расчета, приведшего к сохраняющемуся заряду Q, опре
деленному в (8.11). Предположим теnерь, что nреобразование (8.8) не оставляет 
функцию Лаrранжа инвариантной, а ее изменя·ет ее на полную производную 

по времени: 

(1) 

rле Л - некоторая вычислимая функuия координат, скоростей и, возможно, 
.времени. Покажите, что сущест.вует модифицированный СО)(раняющийся заряд, 

имеющий вид 

дL 
tQ= -6q - tA. 

дq 
(2) 

Так как nреобразование, изменяющее L на полную nрои·зводную, приводит к со

храняющему;ся заряду, то говорят, что это nреобразование симметрии. 

В качестве nрююжения рассмотрим функцию Лаrранжа L(q(t),q(t)), не за
JВисящую явно от времени. Преобразование вида 

q(t) -t q(t + f) ~ q(t) + Eq(t), (3) 

предста:м:яет постоянную бесконечно макую трансляцию во времени. Покажите, 

что трансляция {3) есть симметрия в ёМЬiсJ1е (1) .. Вычислите Л и постройте 
сохраняющийся зарЯд Q. Знаком ли вам nолученный результат? 

• 3аiача8.10. 06об~&&емие nроцедуры nоиска законов сохранения токов 

Предположим, что иреобразование (8.19) не оставляет инвариантной nлотность 
лаrранжиана t,, а изменяет ее на nолную производную: 

ll = _!__( i А<?-) . д(а € • , 
(1) 

rде Af есtЬ МНОЖеСТВО ВЫЧИСЛЯеМЫХ функций ОТ liJOЛeЙ; ПроИЗВОДНЫХ ПОЛей И, 
возможно~ координат. Покаж:ите, что существует сохраняюшийся ток, имеющий 

ВИД 

(2) 



Задачи 215 --------------------------------------------------
В кач·ест.ве приложения рассмотрим nлоrность лаrранжиана J:.(ф6 , д0ф0), ко

торая не имеет явной зависимости от мировых координат ~о. Лреобразование 

(3) 

rде ! - ~бесконечно малый nостоянный векrор, представляет результат посто
янной трансляции. Покажите, что (3) есть симметрия в смысле (1), причем 

(4) 

Покажите, что сохраняющиеся 'ТОКИ jp принимают вид 
•О д{, О О 

Jp = д(даФ0 ) ·дрф - ~pl. (5) 

Знакомо ли вам i8'? 'На самом деле величины jp определяют тензор энергии
импульса т;. 



Глава 9 

Релнтивистские струны 

на световом конусе 

81водится класс 1Ка.nибровок, коrорые фикс.ируют параметризацию мирового листа, npи

вoдJir 1К паре Оirраничений и mоэвопяют !Выnисать уравнения движения, явпяющиеся 

волновiЬ/ми уравнения!Ми. В одной из э11их 1калиброеок, наэыi8аемо1й калибровtсой свето
вого tсонуса, координата х+ полага~етс11 пропорциональной т, и калибровка nоэвопяеiГ 
получить IПОЛIНОе и яв!Ное решение ураенениИ движения .• В этой кал~ибровке динамика 

С11'руны оrnредел11ет.ся двrижением в поперечных направлениях и значениями двух ну

левых мод. 'Мы придем к класси'ческим модам IВирасоро каtс к осцилляторным мо,Аам 
координаты .х-, и уэ:наем, как вычислить .массу произвольной конфигурации струны. 

9.1. Вари.анты выбора т 

При nервом знакомстве с динамикой классических струн мы использовали 

лля упрошения статическую калибровку. При такой калибровке время мирового 

листа т отождествляется с временной t<оординатой Х0 пространства-времени 
соотношением 

(9.1) 

Теперь мы соб.ираемс.я рассмотреть более общие случаи калибровки. Среди ис

следуемого нами класса калибровок одна - калибровка с.ветовоrо конуса -
окюкется особенно полезной. Пол!Ьзуяс.ь ею, мы сумеем полностью решить урав

нение .ш.вижения струны в явном вме. Наше решение, найденное в статической 
калибровке, не было :вполне явным - движение характеризовалось векторной 

функцией с ограничениями (см .. (7.48)). 
Мы сосреиоточимся на калиб,ровках, мя ~еоторых т nолагает-ся равным ли

нейной комбинации координат С11])уны. Эrо условие можно заnисать как 

(9.2) 

Если выбратъ np = (.1, О, •.. , О) и Л = с, это въtражение nринимает вил (9.1 ). 
Чтобы nонять смысл (9.2); введем связанное с ним уравнение 

npx"' = Л т, (9.3) 

rде мы вместо хР запишем ХР, чтобы nодчеркнуrь, что имеем дело с произ
вольными nространственно-временными координатами. Рассмотрим теnерь два 
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---
струна 

в момент т 

1 

~--~---J..'--------~-......:x2• Хз• ••• 
/ 

1 
/ 

' 

fис. 9_.1. Калибровочное условие n • Х = Лт фиксирует струны каiК кривые, совnадающие 
с пересечением .мирового листа и гиnерnлоскосl'ей, пе;рnенд~кулярных вектору n11 

выписанных выше уравнения при одном и том же фиксированном значении т. 

Если х~ и х~ -две точки, уnов.летвор.яющие (9.3), то n11(xf - xi) =О. Отсюда 
следует, что любой вектор, соединяющий точки в пространстве (9.3), ортоrонален 
вектору nP. Множество всех точек, удовлетворяющих (9.3), образует гиnерnлос
кость, нормальную к nP. 

Теnерь можно nроясниtь смысл фо.рмулы (9.2). Точки Х11 • удометворяющие 
уравнению npX11 = Лт. - это те точки ; которые лежат одновременно на мировом 
листе и на гиперплос~ости (9.3). Уравнение {9.2) уrверждает, что всем таким точ
iКам следует присвоитъ одно и то же значение т - времени на мировом листе. 

:Если м:ь1 оnределим струну .как множесТво т-очек Х·Р (т, и) с постоянными т. 
rв калибровке (9.2) струны лежат на rиnермоскостях вида (9.3). Струна с вре
менем т на мировом листе есть пересечение мирового листа с ~гиперплоскостъю 

n • х = Лт, как показано на рис. 9.1. 

Мы ~отим, чтобы струны бЬiли nространственноподобными объектами. Точ

нее, интервал l:1XJJ М·ежду любыми двумя точками на струне должен быть nро
странственноподобным или, в крайнем случае, нулевым в некотором преде

ле, но ни.коrда не tвремениподобным. Покажем теперь~ что времениподобный 

вектор nP в калибров~е (9.2) гарантирует, что струна пространс118енноподобна. 
В зтой калибровке любой интервал дХР вдоль струны удовлетворяет условию 
n · дХ -О. Так как это условие лоренц~инвариантно., ero можно рассматривать 
rв лореннеrвской системе., r.ne единственной иенулевой компонентой nP является 
:временная комnоне:нта. В этой системе дХР не может иметь временной комnо
ненш. Поэтому он является nространственноподобным вектором . 
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Если niS - нулевой вектор (наnример, (1, 1, О, .•• , 0)), можно показать, что 
из условия n · дХ = О вытека~ет, чrо t:.XP в общем случа·е nросtранственноnодо
'бен и лишь иногда нуле~вой (задача 9.1). Будем считать, что в (9.2) вектор n11 -

нулевой. Такой выбор можно рассматривать как nредел последовательности вы

боров, IВСе из которых включают времениподобный векrор n~'. 
При nроизвольнам выборе nP калибровки, оnределенные формулой (9.2), 

не являются лоренцковарианrными. Выбор nP отбирает конкретную линейную 
комбинацию пространственноподобных координат, которая полагается равной т. 

Не сушествует линейной комбинащии координат, остаюшейся инвариантной при 
nроизвольных лоренцевских преобразованиях. Поэтому :калибровочное преобра

зование в разных лоренuевских системах отсчета принимает разный вид, т. е. 

:калибровка не является лоренц-ковариантной. 

В этом месте удобно рассмотреть метод обраще:ния с размерностями. До сих 

пор мы использовали соглашение, по которому т и и имели размерность времени 

и координаты, сООТtвеrетственно. С этого момента примем, что т и О' являются 

6езразмерн.ыми. В rл. 8 мы доказали, что для открытых струн со свобQдными кон
цами существует хорошо определенный сохраняющийся импульс rf. Используем 
этоr лоренцевекий вектор, чтобы nереписать наше калибровочное условие (9.2) 
в виде 

n · Х(т, n) = :\(n · р)т. (9.4) 

Так как скалярное произведение n·p nостоянно, весь эффект сводится к тому, что 
мы изменили А на другую постоянную Л. Когда открытые струны прикреплены 
к о..~бранам. сохраняются не все компоненты импульса струны. Поскольку мы 

хотели бы, чтобы наш анализ был сrrrраtведлив даже в этом ·случае, предnоложим, 

ч:то вектор nP выбран так, что n • р сохраняется. Эrо условие слабее условия 
сохранения :импульса. Предnоложим, что n · 'Pq = О в концевых точках открытой 
струны, так как это условие естественно гарантирует сохранение n · р (см. выра
жение (8.38), скалярно умноженное на nP). 

Если выписать .вектQР nP явно с обеих сторон уравнения (9.4), то масштаб nP 
мшюю ·сделать несушесТiвенным. Имеет значение только наnравление nP. Вспо
мина·я, что n · Х имеет размерность мины, n · р - размерность импульса, а т 

безразмерно, nредсrавим, что м~ делим обе ·стороны этоrо уравнения на единицу 
времени. Тогда мы .видим, что А имеет размерность скорости; деленной на силу. 

Канони:ческий выбор скорости есть с, а канонический выб'ор сильt - натstжение 
струны То. Попому естественно положить 

- с , . 2 
Л "" - = 21ra 1ic , (9.5) 

Хо 

rде мьt исnользовали (8.76) .w1я того, чтобы св.siзать натяжение струнь• с а'. 
Прежде чем о~ончательно зафиксировать А, nозвольте еще упростить операции 
с размерностями. 

На кону - наша ·способность проследить ~возникновение размерностей раз

личных физических вел~Jчин. Мь1 можем ynpocrnrь задачу, решив проследить 
лишь за одной базовой единиnей вместо трех (длины, времениj массы). По соrла* 
шению, мы осуществляем это, n~ол;аrая две фундаментальные gонстанты равными 
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·единице: 

1i =с= 1, (9.6) 

так, как будто эти ~онстанты безразмерны! Отсюда вытекают два следствия. 

Во-первых, .вое li и с в на.ших формулах бесследно исче3ают. Эта проблема 
не слишком серьезна, так как если нам известна полная размерность выражения, 

в котором h и с были положены равными единице, мы можем однозначно 
восстановить зависимость от 1i и с. Во-вторых, базовые единицы становятся 

зависимыми друr от дpyrn, так что остается только одна независ.имая единица. 

Так как [с] = L/T, из условия с = 1 вытекает, что 

L=T. (9.7) 

На этой стадии [li] = ML2/T превращается в lli] = ML. При 1i = 1 получаем 

1 
М=-. 

L 
(9.8) 

Таким ·образом, .все единицы можно записать через массу или длину (никто 
не использует время!). Можно сказать, что когда мы полагаем 1i =с= 1 и следим 
толыю за одной единицей, мы используем естественную систему единиц. 

Возвращаясь к (9.5)t видим,, что размерность а' становится равной 

[а']= _1_ = ~ = L2. 
[То] М 

(9.9) 

Хотя полная размерность а' равна обратному квадрату энерrии, мы видим, что 
·в ес11ественной системе единиц а' имеет размерность квадрата длины. Это на
ходится в согласии с нашим ,результатом (8.78}. В естественных единицах Д/lина 
струны равна 

i, = ..;;;. (9.10) 

Для сnравки, действие Намбу~rото (8.77) в естественных еди.ницах заnисы
вается в виде 

1'f O't 

8 = ~-1-1· dт 1· м.j(:t. Х')~- (.k)2(X1)2. 
2-ка . 

(9.11) 
n о 

В естественных единицах соотношение (9.5) устанавливает пропорциональ
ностъ :Л nараметру наклона а'. Для открытых струн выбираем :Л = 2а1 , :и урав
нение (9.4) принимает вид 

n · Х(т,D') = 2a:'(n · р)т дпя открытых струи. (9.12) 
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Это - окончательная форма калибровочного условия, фиксирующего т-пара

метризацию мировоrо листа. 

Когда мы .исli!ользуем естественные единицы, масштаб длины можно выра

зить через масштабы массы или энерmи. При заданной длине l можно единствен
ным ·образом построить массу m, используя только l, 1i и с. Эта единственная 
масса равна т= li/(lc), или, эквивалентно, mc2 = lic/l. Для быстрых оценок 
мы используем hc ~ 200 МэВ х 10-15 м .. 

(!) Упражнение-разминка 9.1. Покажите. ·~tmo энергия. эквивалентная длине большо
го дополнительного измерения 10-18 см, приме,рно равна 20 ТэВ (1 ТэВ = 1012 эВ). 

9.2. Соответству1ющая D'-nараметриэация 

Зафиксировав т-параметризацию, найдем соответствующую ей tf -парамет

ризацию. В ~статической калибровке и-параметризация определялась условием 

постоянства плотности энергии 1'".0 по всем струнам (кривым ПОС1QЯНного т). 
Действительно, nолагая A(<r) в (7.17) равным единице пуrем подходящего выбо

ра q, мы nри ни маем 'Рто в (7.6) постоянным. Так как в статической калибровке 
используется np = (О, 1 •.•. , О). мы, на самом деле, требуем 11остоянства np prP.. 

Надлежащее обобщение на случаи, когда n~' nроизвольно. состоит в условии 
постоянства nр'Ртр = n · Р по всем струнам. Дополнительно мы требуем дпя всех 
открытых ·струн, чтобы область параметризации q € (0, 1r]. Чтобы покаэать, что 
мы можем удовлетворить этим условиям, исследуем, каким образом 'P7P(rt и) 
nреобразуется при и-nараметризации. Diядя на {6.49), замечаемt ч·ю числитель 
содержит две производные по и t а знаменателJЬ фактиче·ски одну, и в силу этоrо 

'Рт11 nри реnараметризации преобразуется nодобно d/du. ОТсюда мя двух задан~ 
ных nарамет;ризаuиi% сwуны u и (j имеем 

f'#J( ) - е . тр( -\ • т( . ) - d(j • r( -) 'Р т, и - du 'Р т, и 1 => n 'Р т, и - du n 'Р т, и . (9.13) 

Если мы снабдим струну 71-параметризацией, в которой n · рт (т. 0:) зависит от u. 
то сможем выбрать парамё'irр и так, что n · рт (т, t1) не бу,цет зависеть 'O'f q. Это 
леn<о делается настройкой значения aufdu, -rак что окончательно правая сто
рона в nредыдущем равенстве становится равной числу, которое может завмсеть 

толыш ·ОТ т. Затем мы делаем следующ-ую репараметризацию, которая изменяет 

масштаб l1 на постоянный множитеJI!ь ,Ь: q -t lк!. ~о сохраняет независимость 

n · рт от q, но позволяет, подходяшим образом настроив Ь; ограничить область 
парамщризации значениями .(1 Е (О; 1r). При такой окончательной параметриза
uии имеем 

(9.14) 

rде а( т) - некоторая функция т. На самом деле; а( т) не может зависеть от т, 
и ее знйчение уже фиксировано наложенными нами условиями. Интеrрирова-
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ние (9.14) по струне и Е (0, 1r} дает 

1r J dun·1'т(т,u)=n·p=1ta(т) =? а(т) = n~p· 
о 

(9.15) 

Так как n·p сохраняется, а( т) не зависит от т. Возвращаясь к выраж.ению (9.14), 
nолучаем, что 

n·p 
n · рт = -- - константа мирового листа открытой струны. 

1r 
(9.16) 

В этой лараметриза~ци:и плотность :импульса n · рт посrоянна, так что величина и, 
присюенная точке, проrюрциональна количеству n · р импульса, который несет 
кусок струны, 'ограниченный концевой n =О и данной ·точками. 

Исследуем теnерь уравнение движения д":р; + д(J'1'; =О. Умножая это урав
нение скалярно на nP, no.1ilyчaeм условие 

д ( т д ( (J') дт , n · 'Р ) + дn n · 1' = О. 

Первое с.лаr.аемое обращается в нуль в силу (9.16), так что остается только 

д 
- (n · 'Ptr) =О. 
д и 

Это означ.ает, что n · P(J' не зависит от ·tr. 

(9.17) 

(9.18) 

Поясним теnерьf nочему .n.ля ·открытых сi,рун n · ри =О. Б силу уравнения 
(9 .18 ), достаточно nо казать, что n· ри обращается в нуль в некото,рой точке каждой 
струны. Как отмечено после формуль1 (9.4), :мы предл•олаrаем, что n · ptt = О 
на концах струны, так :как это гарантирует сохранение n · р. Следователыю, 
по крайней мере дЛЯ открытых струн 

n · ptt = О. (9.19) 

Замкнутые струн!Ы ,рассматриваются аналоnичным образом. Мы параме7ризуем 
их, полагая nлотность имnульса n·1'1' постоянной и ·снова _заключаем, что n ·Рт -
nостоянная на мировом листе. Для замкнутых струн М!ЬI хотим, чтобы облас:t;ь 

(! ·Е (0, 1r], так что (9.1,6) превращается в 

'Pr n. р д - .... н - ' тр n · = · l1r ДJiJn. за.мк уrых с ун. (9.20) ~ 

С ,учетом этоrо изменения, удобно заnисать r~·nараметризацию замкнутых стрУR ·~ 
без множителя 2, присуrствующеrо в формуле (9.12): 

n · Х(т, D') ===< a'(n · р)т д1IЯ замкнутых струн. (9.21) 
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Уравнение (9.1 '8) выполняется и для замкнутых струи, но мы не можем доказать, 
что n · р<1 = ·О; на замюiуrой струне нет специальной точки, про которую извест
но., что n · P(f равно нулю. Кроме того, заметим следующую тон~осrь: неясно, как 
выбирать точку q = О пrри каждом значении т. Обе проблемы могут быть раз
решены одновременно. Рассматривая мировой лист замкнугой струны как набор 

замкнутых струн (кривых постоянного т), мы выбираем (1 = О произвольнона од
ной струне. За11ем МJЫ выбираем и= О на всех других струнах, требуя n · P(f =О. 

Чтобы rюказать, как это делается, начнем ·С использования соотношения 

{6.50) для вычисления n · 'Р': 

• , • 2 
n. pu = __ 1_ (Х · Х )дт(n · Х)- (Х} 8(1(n · Х). 

21ra vf<x. Х')2 _ (Х)2(.Х')2 
(9.22) 

Из (9.21) следует, что .д(f{n · Х) =О, и nоэтому n · P(f равно 

u 1 (Х · Х')8т(n · Х) 
n. р = --- -г======= 

21r<i V (Х. Х')2 _ (i)2(.X')2 
(9.23) 

Достаточно доказать, что мы можем обратить n · р<1 в нуль в одной точке ·каждой . ' ·струны. Так как ·дт(n · Х) - констанn, мы должны показать, что Х · Х = О 
1В не~оrорой rоч~е на каждой с11руне. 

Выберем произвольную точку Р на данной струне и объявим, что это та 

точка, для ~оторой и= О (рис. 9.2). Мы говорим, что существует (с точностью 
до масштаба) единственный вектор vP, касател1ьный к мировому листу в точ
ке Р и ортогональный к пространственноподобному :вектору ХР', касательному 

--~---~ --·-----------------~-

.., _,- ;..--.•- :0. - '"" ______ ' ___ .. __ _ ____ _ 

- -- -- ---=~- - ---~-~~- -- - ----

~~ 
<(J ~О. Х (Р) 

р: 
х 

Рис. 9.2. Построение пинrии 11 ~ О на мировом листе замкнутой струны 
nod'ie nрисвоении 'tОЧКе Р зна\!ения l1 =О 
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к струне. Это нетрудно по,казат.ь. На мировом листе сущесrвует времениподоб

ный касател.ьный веюrор t11 в точке Р. Так как Х11' и tP не параллельны, они 
порождают пространство, касателiЬное к мировому листу в Р. Если tpXP' =О, 
то tP есть ~елаемый векrор vP. Если tpXJU ::/=О, мы можем определить 

(9.24) 

и разрешить это уравнение относительно постоянной Ь, так, чrобы vpXP' = 0: 

1 1 1 ,. ,. t · Х' .. , 
,t • Х + ЬХ · Х = О => v,.. = t,.. - Х' . Х' XJ-. (9.25) 

Q) У.пражнени•-fЮзNинно 1 .. 2. Покажите, что вектор vP е (9.25) еремениподобен. 

Далее объявляется, что точка tr =О на соседних струнах задается формулой 
ХР(Р) + ~vP при бес~онечно малом ·f. Поэтому вектор vP хасателен к желаемой 
линии и = О в точке Р. Полностью линия и = О строится, исходя из требования, 
чтобы в каждой ·точке ее касательная была ортоrональна ХР'. Поскольку каса-

• • 1 
тельная к линии и= О пропорuионалъна ХР, мы гарантируем, что Х · Х =О 

• 1 и 

моль линии и = О. Так мы можем получить Х · Х и следовательно, n · Р обра-
щающимися в нуль в одной точке на каждой ·струне. В результате, имеем везде 

n · ри = 0 .. Поэтому формула (9.19) может быть использована как для открытых, 
так и для замкнутых струн: 

n • ри = О и для открыт.ых, и для эамкн:уrых струн. (9.26) 

Теп·ерь мы мо*ем закончит'ь nараметризацию открытых и замкнуrых струн. 

Определяющие уравнения в обоих с!llучаях сводятся к 

rде 

{ 
2 для открытых струи, 

13= 1 для замкнутых струн. 

(9.27) 

(9.28) 

Хотя мы и сум,ели nОёТрОи-ть линию и = О на мировом лиС11е замкнугой 
·струны, но наше nOC11JIOeHiИe очевидно неоднозначно. Мы должны выбрать одну 

:произвол:ьну:ю точку на каждой струне. Любая .другая точка на этой одной струне 

может быть использована как rочка и = О. Это означает; что параметризация 
мировоrо лист~ замкнутой сwуны может быть сдвинуrа строrо вдоль направле

ния и. Не существует способа избежать -этой не-однозначности. Калибров<rчное 
условие не фиксирует однозначно mараметризаuию мирового листа замкнугой 

струны. Этот фаJ<Т будет иметь <ПРИЛ'ОЖ!ение в теории замкнутых струн. 
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9.3. Урав1нен1ИЯ связи и волновые уравнения 
1 • 

Исследуем ·rе.перь ·те оrраничения на Х и Х, которые налагаются выбранной 

параметризацией. Обращение в нуль n · P(f совместно с (9.23) и замечанием, что 
·От(n • Х) есть менулевая постоянная, приводит к уравнению 

х. х' =о. (9.29) 

В статической калибровК!е Х01 =О и (9.29) соодИ'ГСЯ к ранее полученной формуле 
(7.1): Х · i' = ·0. Уравнение (9.29)- это связь, следующая из нашей параметри
заuии. 

Используем rеперь (9.29) для упрощения выражения (6.49) дл·я Р: 

1 Х12 ХР. 
pTIJ = -- --.=::::::== 

27Гd J _ .Х2 Х'2 
С помощью этого результата второе уравнение в (9.27) дает 

1 X'2(n · Х) 
n·p=- . 

{За' J _ х2 Х'2 

(9.30) 

(9.31) 

Так как n · Х = f3o.',(n · р) (см. (9.27)), множители {З со~ращаЮ11ся и мы находим 

(9.32) 

rп.е бwю исrюдиовано то, что Х'2 #О. За исцючением едиt~иц, коrорые теперь 
~стали друrими, эrо согласуется с nредыдушим результатом (7.23), который мы 
получили, используя статическую калибровку, кроме того, nолученное выраже

ние вi<Лючает только пространствеиные комnоненты. Уравнения (9.29) и (9.32) 
являются уравнениями связи, следующими из нашего выбора nараметриэации. 
Вместе они ~имеют вид: 

х + Х' = о, ..t2 + х12 = о. (9.33) 

Эт:и два условия ·удобно :заnисать комnактно 

(i' ± Х')2 = О. (9.34) 

Заметим, 'lто с~Jяэи nринимают такой вид .wrn любого значения {3 в (9.27). 
Наш выбор {З для открьtтых и замкнуrых струн приводит к удобным облаётям t7, 

но возможны и друrие варианты выбора. 

ЗаnанJJы,е нами связи значительно уnро-щают в:ыр~ения ДJJIЯ плотности им
пульса ртР и 'P(ffJ. Чтобы исnользовать связи для упрощения, нам необходимо 
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взять nоложите.льньiй квадратный корень в знаменателе (9.30). Так как Х'2 >О, 
то с помощью {9.32) имеем 

J -Х1Х12 = VX12X'2 = хп. (9.35) 

Возвращаясь к (9.30), 

(9.36) 

Плотность импульса p(J'P, записанная в (6.50), упрощается и принимает вид 

p(J'P = _1_ Х2 XIJI = _._ .Х2 XJ.Iil 
21ra' .j _ х2 х12 21ra' X'z • 

nосле чего, используя (9.32), имеем 

1 
-pt'P ~ -- х~~'. 

21rd 

(9.37) 

(9.38) 

Плотности импульсов являются просты ми производными от координат. Под
ставляя эти выражения в уравнения поля дтРтр + 8u1'ир = О, находим 

(9.39) 

При нашей лараметризации уравнения д.вижения ·являются просто волно

!ВЫМИ уравнениями! Обратим внимание, qто д11Я тоrо~ чтобы получить волновое 
уравнение, был необходим ·знак минус в nравой части (9.38). Для открытых струн 
со свободными концами волновые уравнения доrн>лняются требованием обра
щения в нуль в :к-онце:вьrх точках 'Р(1'*, а следовательно и Хр~. 

9.4. Волновое уравнение и разложение по модам 

Теперь мь1 явно решим в самом общем виде волновое уравнение (9.39) для 
открытых ctPYif. При этом нам nридется ввести ряд основных обозначений~ ис~ 
nользуемых !В теории струн. Предnоложим; что у нас есть заnолняющая 1/lростран

·СПЮ D..:брана. rв результате все координаты ;струн х~ удовлеrворяЮ'f свободным 
rраничным условиям в конu::евьtх точ~ах. Мы знаем, что самое общее решение 
Х~(т, О') !ВОЛНОВОГО уравнеНИЯ (9.39) имеет ВИД 

1 
XP(т,tt) = -(f~(т +и)+ g~(т- и)), 

2 
(9.40) 
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.где fP и ff - произволь;ные функции одного арtуМента. Используя (9.38), нахо
дим, чrо граничные условия риР = О для свободных концов требуют граничных 
условий Неймана 

дХ"' 
-- =0 nри и =0,1f. 
дtт 

Граничное условие при u = О дает 

.дХ"' 1 ( ,.., ,.., ) 
дq (т,О) = 2 f (т)- g (т) =О. 

(9.41) 

(9.42) 

Так как произво.zLные f"' и g"' совnадают, сами /'JJ и ff мoryr отличаться только 
на :константу ~. После замены gP. = /JI. + <f в (9.40), константа lf может быть 
включена в определение fP. В результате 

(9.43) 

Рассмотрим теперь rраничное условие при и= 1r: 

(9.44) 

.Поск:ольку это уравнение должно выnолняться при всех т, находим, ·что fP' есть 
периодическая функция с периодом 21Г. Так как 21r - это естественный период, 

наше решение nараметризовать открытую струну параметром (J Е (О, 1Г] пришлось 
кстаm. 

1'еперь запишем общий ряд фурье мя периодической функции f"''(u): 

00 

.fP'(u);;;;.. Jr + Е<а= icosnu + ~ sin ntt). (9.45) 
n=l 

ИвтеJрируя эrо выrrажение, получаем разложение для J#S(u): 

00 

/ '11(u) ~JC+Jrи+ l:(A~cшnu+B~sinntt), (9.46) 
n=l 

rде мы включили возникающие при интегрировании посrоянн.ыiе в новые по

{;1'()ЯИНЬ1е. Подставляем это выражение мя /( tJ) · в (9.43), и nосле упрощений 
)Получим: 

OQ 

ХР(т, (J) =!С+ Jfт + L: (А~ cos nт +в: sin nт) cos nu. (9.47) 
n=J 

Мы х()'f'ИМ' заменить JКоэффициеиты в выражении (9.47) новыми коэффициеlfJ'ЭМИ. 
:имеющими простой физический смысл. На первом шаrе вводим константы а~ 
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с помощью соотношений 

А~ cos nт +В~ sin nт = -~ ((В~+ iA~)einт- (В~- iA~)e-inт) = 
. V2i1 . . = -i Vn (а~*еаnт- а~е-аnт). (9.48) 

Здесь * обозначает комплексное сопряжение. Цель множителя ~ состоит 
в том, чтобы сделать константы а~ безразмерными. Когда мы начнем рассмат
ривать квантовую гравитацию, эти константы и комплексно-сопряженные им 

превратятся в операторы рождения и уничтожения. В формуле (9.48) введены 
обозначения, обычно используемые специалистами в области теории струн. 

Константа /i в формуле (9.47) имеет простую физическую интерпретацию. 
Используя (9.36), можно записать плотность импульса в виде 

TJJ 1 • JJ 1 JJ 
р = --, х = -2 1 ft + ... ' 

21ra 1ra 
(9.49) 

где многоточие обозначает слагаемые, зависящие от cos nu (n =1= 0). Чтобы найти 
полный импульс p/J, мы интегрируем pтJJ по области и Е [0, 1r]. К счастью, слага
емые, представленные многоточием, не дают вклада, так как интеграл по cos nu 
обращается в нуль. Получаем: 

1r 

p/J = J pтJJ du = -
1
- 1r /JJ => / 1/J = 2a'p/J. 

21ra' 1 (9.50) 
о 

Значит, величина /i пропорциональна пространственно-временному импульсу, 
переносимому струной. Обозначая Jt = xg и собирая все полученные выше 
результаты, находим, что (9.47) принимает общепринятый вид 

(9.51), 

Слагаемые правой части явно соответствуют нулевой моде, импульсу и ко

лебаниям струны. Если все коэффициенты а~ осцилляций обращаются в нуль, 
формула представляет движение точечной частицы. 

(9 Упражнение-разминка 9.3. Проверьте явно, что ХР(т, и) действительно. 

Введем теперь ряд обозначений, которые позволят нам записать простые 

выражения дЛЯ производных ХР(т, и) по т и и. Начнем с определения 

(9.52) 
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Кроме roro, определим 

(9.53) 

Важно заметить, что 

(9.54) 

Кроме того, :в то время как а~ оnределены только мя целых положительных n, а~ 
определены для любого ueлoro nt iВКJIЮЧая О. Используя эти новые обозначения, 
МОЖНО переписать ХР как 

(9.55) 

Удобно nросуммировать по всем целым числам, исключая нуль: 

(9.56) 

Эrо завершает решение волновых уравнений с rраничными условиями Ней

мана. В полученном уравнении решение будет определено, как только мы кон

!Кретизируем константы х~ и ~ nри n ~ О. 
Удобно записать здесь nроизводные от Х11 по т и и. Из формулы (9.56) мы 

ВИДИМ, ЧТО 

XIJ = V2d I: а~ cos пи.е -in т, 
nEZ 

xiJI =: -i,fi(j L: а~ sin nue~inт' 
nEZ 

(9.57) 

(9.58) 

rде Z обо"значает множество всех цмьrх чисел (nоложительных, Оl'рицательных 
и нулевых). Наконец, особенно симn.атично выглядят две линейные комбинации 
nредьщущих nроизводных: 

:iP ± XIJI ;; V2(; Е ~e-~n(т±cr). (9.59) 
AEZ 

Мы н.ашли решения волновых уравнений; удовлетворяющих подходящим 

граничным условиям, но мы должны также убедиться, что выnолняются уравне

ния связи (9.33). Если щюизВОJiJЫ1О эалать все константы а~, уравнения связей 
,удовлrетворяться не будут. Чтобы найти решение) удовлетворяющее и ВОJI!новым 

уравнениям, и уравнениям связей, мы используем калибровку светового конуса. 
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9.5. Решение уравнений движения 
на световом конусе 

Решение уравнений движения на св:етовом конусе использует координаты 
саетовоrо конуса для описания дв:иж.ения струн, и ряд условий калибровки све

тового конуса. В главе 2 мы видели, что использование координат светового 
ко:нуса означает исnользование х + и х- вместо х0 и х 1 

• т. е. сводится nроего 
к замене .координат. Условия капибровки светового конуса более существенны. 

Калибровхи, которые мы изучим в этой главе, представляют ·собой очень специ

фический выбор координат МИJРОВОГО листа, одним из таких выборов является 

калибровка свеrо.воrо конуса. 

Выбор калибровки светового конуса означает наложение условий (9.27) с век
тором n11 , который nриводит к равенству n · Х = х+ . Выбирая 

np =(~.~.о, .... о). (9.60) 

мы действительно находим: 

Xo+XI 
n. х = .J2 = х+' 

ро + pl 
.. ·р - - р+ •• - .J2 - . (9.61) 

Используя эm соотношения .в (9.27), име·ем: 

х+( ) д 1 + + - 21r -nт+ 
т, и = ,.,ар т, р - {j r , (9.62) 

rде f3 = 2 для открытых струн и {j = 1 мя закрытых струн. Второе уравнение 
.говорит нам; что мотиость р+ nостоянна вдоль сrруны. 

Стратегия, леж.ащ;ая в оонов-е калибровки светового конуса, эамючается в ис
полъэов:ании особенно простой формы х+, qrобы nока.зать, что в х- нет ника
.кой динамики (с точностью до нулевой моды); и чrо вся динамика содержится 

lВ .попер~чных коордикат.ах Х2' х 3' ••• ' Х4• Эти поnеречные координаты будут 
обозначаться Х1 , rде nоnеречный индекс 1 пробегает значения 01' 2 до d: 

1 ( 2 хз d) Х=Х, , ... ,Х. (9.63) 

Чтобы nвиrаться .дальше, посмmрим на уравнения свя·зей (9.34). Исnользуя опре
деление (2.59) релятивистского скалярного произведения в координатах светового 
·конуса, мы можем заnисать эти связи как 

(9.64) 

rде (а1)2 = а1а1 и, как обычно, по nовrоряющимся индексам nроизводится 
суммирование. Так как х+' =О и х+ = f3a'p+, 

.х- ± х-' = _1_ -~-(xr ± xr'>2· 
f3at 2р+ 

(9.65) 
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Записывая предыду:щуЮ формулу, мы предnоложили, что р+ # О. В то время, 
·как р+ безусловно удовлепоряет неравенству р+ ~О, может случиться, что р+ 
:равно нулю. Чтобы эrо случилось, импульс р1 должен скомпенсироваться энер
rией, а :это мо:жет произойти только в случае, когда безмассовая частица двигается 

rочно в отрицательном направлении х 1 • Таким образом, поскольку обращение р ~ 
в нуль - довольно необычное событие, мы будем считать. что р + всегда noлo
}J{И1'eJIЬHO. Если мы столкнемся с ситуацией, когда р + равно нулю, формализм 
•CвeroJВOro конуса будет неприменим. 

Заметим особую роль, котqрую сыrрал выбор координат и калибров.ки све

·товоrо конуса в упрощении выражений с .nроизводными O'f х-. Координаты 

световою конуса были полез.ны, так как недиаrональная метрика в(+,-) сек

торе позволила нам найти производные от х-, не извлекая квадратного корня! 
Нам нужно обьuю просто разделить на х+. А благодаря калибровке ·светового 
конуса х+ была равна константе. 

Уравнения (9.65) определяют как х.-, так и х-' через Х1 , и х- опре
делена с точностью до константы интегрирования. Все, что требуется, - это 

значение х- в некоторой точке Р на мировом листе, после чего мы можем 
проинrеrрировать соотношение 

дх- дх-
dх- = -- dт + -- du 

дт дtт 
(9.66) 

и найти значение х- в любой другой rочке Q. На мировом листе открытой 
·струны мы можем выбрать для интегрирования любой пугь от Р к Q, и результат, 
x-(Q), не будет зависеть от пуrи, как локазано в задаче 9.2. На мировом листе 
·замкнуrой струны имеется дополнительное условие совместности. Представьте 

контур интегрирования, начинающийся в Р и заканчиваюшийся в Р после 
обхода ~округ мировоrо листа. Нет гарантий, что интегрирование dX- по этому 
ко:нтуру даст нуль., т. е. тот результат, который точно хорошо определяет х- . Если 
мы выбираем коитур с nостоянным т, мы доткны nотребовnть3 чтобы 

2w 

1-дх-
dи до =О. (9.67) 

о 

Это нетривиа.л:ьное Офаничеtше; см. задачу 9.5. 
Наш анализ показывает, что nоЛ'ная эволюция струны оnределяется следую

щим множеством объектов: 

(9.68) 

rде ж0 ~ :константа КН'ftrрирования., необходимая· для определения х-. 

Сосредоточимся на случае открытых струн ({j = 2). Мы рассматриваем явное 
решение JVIЯ поперечных :координат Х1 и вычисляем связанные с ними х-. 
Исnользуя общее решение в (9.56), имеем; 

х1(т,и) =ж~+ V2aia~т + i~E ~ a~e-inт cosntr. 
n#O n 

(9.69) 
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Кроме того, дЛ:Я координаты х+ :калибровочное условие дает 

(9.70) 

Как МЫ ВИДИМ, нулевую МОду КООрдиНаты И ОёЦИЛJlЯЦИИ КООрдиНаТЫ х+ МОЖНО 
положить равными нулю: 

+-о Хо - ' 
+ + ·о Un =a-n = · ' n = 1, 2, ..• , оо. (9.71) 

Что можно сказать об х-? Координата х-, являющаяся линейной комбинаци

ей Х0 и Х 1, удовлетворяет тому же волновому уравнению и тем же граничным 
условиям, как и все друrие координаты. Мы можем поэтому использовать то же 

разложение, что и в (9.56), и написать 

х-(т,и) = z0 + ~а0т + iJ2aiL: _!. a;e-inr cosnu. 
n#O n 

Используя уравнение (9.59) с р ·= - и р = 1, находим: 

х.- ± х-1 = .J2a' 2: а; e-in(r±и). 
nEZ 

х.1 ± xi' = .f2ij Е a:.e-in(r±и>. 
nEZ 

('9.72) 

(9.73) 

(9.74) 

Мы используем эти уравнения и (9.65), чтобы найти минусовые осцилляции •>: 

J2il""' Q-е -in('r:t:u) = _1_ "" (i с/ е -i(p+q)(т±u) = 4 n 2р+ L...t р q 
nEZ p. qEZ 

..... _1_ ""' al af e-in(r±u) = 
2:р+ ~ р n-p 

n.pEZ 

__ 1 '""· (""' 1 1 ) . ~in(t±11) - 2 + ~ L-, a,an-p е . 
р nёZ ;pEZ 

Отсюда следует. 'IТО мы вправе определить а; как 

- 1 ~ I 1 V2Qia; = 
2

. + ~an_,a,. 
:р pEZ 

(9.75) 

(9.76) 

Это точное решение! Тепе1рь у нас есть явнь1е выражения для коэффициентов 
минусовых осцилляций а;, выраженные через поnеречные осцилляции. В правой 

части n~ространственно~времеиные иидеюсы суммируются только no значенмям 
~nоnеречных кО'ординат. 

l) Минусовые осцИJIЛ:Яции - осuWtЛяции коордnнаш х-. - flpш;. рёд. nереtюда. 
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Общее решение, оnисывающее возможное движение, задается набором nро

извольных значений р +, х~ , х~ и вое ми константами а~. Эrо точно определяет 
Х1(т,О') в (9.69) и х+(т,и) в (9.70). Используя (9.76), мы можем вычислить 
nостоянные а;, которые совместно с х0 определя.ют х-(т, О') в (9.72). Следо
мтельно, пОС1]Юено полное решение. 

Квадратичная комбинация осцилляций в правой части (9.76) чрезвычайно 
полезна и именуется поперечной модой Bupacopo L;: 

(9.77) 

В ·частности. при n =О мы используем (9.52) и находим 

(9.78) 

Используя приведеиное в (9. 77) значение а;, можно переписать уравнения 
(9.73) И (9.65) IJ<aK 

(9.79) 

(!) Упражнение-разнинКiа 9.4. Покажите, что 

(9.80) 

В этом выражении очевидно~ что моды 1Вирасоро являются теми модами~ 

ПО КОТОРЫМ nроИЗВОДИТСЯ разложение координаты Х-(Т; q). 

Полезно вычислить массу струны, совершающую nроизвольiНое движение. 

Массу можно выч.ослить) используя релятиВИ(;f(;кое соотношение 

(9.81) 

Так как масса сохраня:етс.я при движении. предположим, ifrO она ·зависит от посто

янных коэффициентов а~, определяющих классическое решение. Чтобы вычис
лить м:ассу; начнем с (9. 78), подставим значение L~ из (9. 77) и используем 
определения в (9.52) и (9.53): 

(9.82t 



Задачи 2ЭЭ --------------------------------------------------
Подставляя это выражение в nравую часТIЬ формулы (9.81 ), находим окончательно: 

Эrот результат ·очень интересен. Квадрат ма·сс:ы заnисан как сумма слагаемых, 

каждое из коrорых имеет вид а•а = lal2 ~ О. Таким образом, мы находим, что 
М2 ~О. Эrо показывает, чrо масса Юiассической струны М= v"'iii есть дей
ствительное число (по соглашению, примимаемое за положительное). На самом 
.Iеле, такой результат трудно получить, не используя калибровку светового кону
с.а. М1ы JВиnим таюке, что можно настроить коэффициенты а~, чтобы получить 
решения для классических струн с произвольными значениями массы. Если все 

коэффициенты а~ обращаются IB нуль, получаем безмассовый объект М2 = о. 
ДейС'Гвительно, когда все ~ обращаются в нуль, струна коллапсирует в движу
шуюся rочку: из формулы (9.69) имеем Х1 (т., t1) = ~ + J2aia~т, и зависимость 
от u и·счезает. 

Q) Упражнение-раJ•инка 9.5 • .Вычи:слите х-(т, .u). когда все а:. обращаются в нуль. 
Обратите внимание, что зовисимость х-от и исчезает. 

Классический результат (9.83) для М2 не выживает при квантовании. Во-пер
вых, М2 квантуетс.я, 'f. е. сосrояния струн не обнаруживают непрерывного спектра 
~tac·c. Это хорошо, так как в природе мы не наблюдаем состояний частиц, обла

nющих непрерывными значениями масс. Более ro.ro, уравнение (9.83) не дает 
.:юстаточноrо числа безмассовых состояний. Те несколько безмассовых состоя

ний. кОJ1орые обн.аруживаюrся, ведут себя совершенно иначе. чем безмассовые 
состояния максвелловекай теории. Для замкнутых cтpYtf несколько безмассо
вых состояний, получающихся аналогичным анали·зом, ведут себя совершенно 

неnохоже на безмассовые о-остойния rравитации. Квантовая механика добавля
ет допОJilнмrе.лыtую константу к формуле для М2 как для открьrrых, так и д.ля 
замiКНуrых струн. Эти дополнительные константы позволяют найти состояния, 

соответствующие состояниям физических теорий. Теория сrрун имеет шанс опи

сать калибровочные теории и гравитацию, так как квантование изменяет соот

ношение (9.83) и сооrветсrвующую формулу для замкнутых струн. 

Э;адачи 

... зааочо 9.1. Векторы., ортоrонапыньlе нупевым :2) векторам,- сами ABIIAIOTCII 

нулевыми ИJIИ nространстаеиноnодобными 

Пусть nP - не1ривиальный нулевой вtrJ<11op (npn~' =О) в D-мерном простран
стве Мииковскоrо .. В дополне:ние к этому пусть 11 - вектор, удовлетворяющий 
условию niAll' = 0 .. Докажите следующее. 

2~ Под нулевыми веюорами здесь и D.anee понимаютем с.ветоподобные .векторы, т. е. векторы • 
. 1еж:ащwе на с-веrово:м конусе. - Лри.м. рtд. nepetJoдo. 
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(а) Вектор IJS либо нулевой, либо nространственноподобный. 
{б) Если ff - нуле.вой вектор, тогда lf = >.nP для некоторой конс1анты А. 
(в) Множество векrоров tf, удовлетворяющих условию nplf =О, есть векторное 

ПDОСIРанство V размерности (D - 1). Подмножество НУЛевых векторов 11 
есть векторное подпространство V размерности е.диница. 

Эrот результат показывает, что для калибровок (9.2) с нулевым nP и при D > 2 
струны lПОЧТ!И всеrда оказываются пространственноподобными объектами. 

Кроме тоrо, rиперruюскость, ортогональная к nP, содержит nP. Это легко 
nроверяется в двух измеренtиях: 

(r) Пусть D= 2. Рассмоорим пространственно- Щ>еменную диаграмму, подобную по

казанной на рис .. 2.2. Как выглядит нулевой вектор nP, такой, что n • Х = х+? 
Убедиrесь, чrо пР направлен вдоль линий постоянной величины х+. 

~ Задача ·9.2. Проверка на согласованность реwенмя д.nя х-

{а) С помощью (9.65) наiЙ.дите д.,.х- и дtтх-. Покажите, чrо условие согласован

ности 8(/(дтХ-) = дт(дtтХ-) IВЫПОЛНено, -еСЭiи поперечные координаты Х1 

удовлетворяют оолновому уравнению. Докажите, что это условие гарантиру

ет, 'ПО х-, определенное интегрированием (9.66), не зависит от выбранного 
пуrи. 

(б) Пока:жите, что х-, вычисленное с nомощью (9.65), удовлетворяет волно
вому уравнению, если этому уравнению удовлетворяют поперечные коорди

наты Х1 • 
(в) Предnоложим, что в концевых точках открытой струны некоторые попереч

ные координаты светового конуса Х1 удовлепюряют rраничным условиям 
Неймана, а н,екоторые- граничным условиям Дирихле. Докажите, что вы

чие-ленные с помО"щыо (9.65) координаты х- всеrда удовлетворяют гранич

ным условиям Неймана. 

• Задача .9.3. 8раща10ща;t01 открытая струна в капибровке светового конуса 

·Рассмаrрим движение струны, ·определяемое условиями х0 = х~ = О и почти 
"~Jееми нулевыми коэффициентами а~ за исключением 

(1) 

Здесь а ~ беэра.зме.рная. действительная ~еонстанта.. Мы хотим nостроить реше

ние, описывающее мкрытую струну, вращающуюся в п..лоскости (z2, z 3). 

(а) Чему равна м.ас:са {энергия) такой струны? 

(б) Посrройте явно функции Х2(т,п) и Х3(т;d). Чему равна мина струны. 
выраженная через параме'f~У'ЪI а и а'? 

(в) Вычислите L; моды для всех n, используйте результат для построения 
х-(т,и). Ваш ответ не должен зависеть от n! 

(r) Опре.«елите величину р+, используя заданное JtЛя этой струны условие 
Х 1 (т, и) = О. Найдите соотношение между t и т. 



________________________ з_о_до_ч_и ________________________ ~ 

(.1) Убеди11есь в том, что в вашем решении энерrия струны и ее уrловая чаС'Ю't'а 
вращения связаны с длиной струны так же, как в сеютношении (7 .59). 

• 3aotJчa 9,.4. Точное решение движения открытой струны: 
как копnапсирует открытая ~струна? 

Рассмотрим движение ,струны, определяемое условиями х0 = х~ = О и всеми 
нулевыми коэффициентами а~ за исключением 

а~2) = а~~· = а. 

Здесь а - безразмерная действительная постоянная. Мы хотим построить ре

шение, представтвющее открытую струну, колебпющуюся в плоскости ( z 1, z 2) 

и обладающую нулевЬLМ импульсом в этой плоскости. 

(а) Покажите, что движение струны опtисывается уравнениями 

~ ;; Х0(т, и)= 12(т + ~ sin 2т cos2u), 
l l <1 1 

. г,:;-:; - Х (т, о') = - ;;; sin 2т cos 2о, 
v2a а 2v2 

1 1 

.. ~ - Х
2(т, D') = 2 sin т cos 0'. 

v2a а 

(б) Убедитесь в том, что с 'течением времени t, течет и время т. В выбранной 
лоренцевекой системе струны яВJIЯюrея линиями на мировом листе, опре

деленными при nостоянном времени Х0 • Най.дите значения т, для которых 
линии постоянного т являются струнами. Опишите эти струны. 

(в) ПiРИ т ==О стру;-:на имеет нулевую длину. Подробно изучите движение при 

т « 1. Вычислк:те т = r<(t, ,tr) и используйте :пот результат, чтобы найm 
Х 1 (t, и) .и X2(t, и). Докажите, что когда ·струна расширяется из нулевою 
размера, ,она лежит в области cos (J ~ -1/3 окружности с центром в начале 
координат, раnиус к(Л()рой растет со скоростью света ( fJ измеряется по отно
шенюо к nоложительной 'ОСИ х 1 ). Обратите внимание, что l((о,ицевые точки 
струны движутся перпендикулярно струне. 

(r) С помощ--ью вашtй любимой nроrраммы постройте параметрический rрафи:к 
мирового листа струны как поверхности .в трех измерениях. Используйте 
- - \ -- 2 . о 
Х , Х и Х вместо х, у, z, соответственно~ а также параметры т, q. Для 

дальнейшего наглядного .изображения движения струны постройте струну 

в плоскости (жi, х2) при различных значениях времени Х0 • Это требует 
(численноrо) нахождения т как функuии Х0 и "· 

• 3аавча 9,.5. Замкнут;ая струна в капибровке световоrо конуса 

РассМО'фИiМ замкнутую струну, дЛЯ котор<>й 

х<2)(т, и) = V2ai (а sin (т- <1) + ь cos (r- D') +а sin (т+ q) + ь cos (т+ q)) 
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и все ~остальные поперечные координаты Х 1 (т, и) равны нулю. В этой формуле а, 
Ь, ii и .Б -действительные константы. Обраrnте внимание, что а и Ь - это 
коэффици~енты при волнах, распространяющихся в сторону возрастания и, в то 
время как ii и Б - коэффициенты при волнах; распространяющихся в сторону 
уменьшения о. Как обычно для замкнуrых струн, мы полагаем х+ (т, q) = а' р +т 
.и используем и Е [О. 211'] . 

(а) Оказывается, нt всеtГда возможно посчюить решение уравнений движения 

мя произволъных значений 1юнстант а, Ь, .а и Ь. ИсследуЙте вычисление 
х- (т, q) и запишите условие, коюрому должны удовлетвQрять эти константы. 

(б) Ваше усло.вие должно nозволять задать а = Ь = ii = Б = r. Используйте эти 
значенЮ!I, чтобы вычислить х-(т, 0'), и определите массу струны. 



Глава 10 

Поля и частицы на световом конусе 

Мы nрисrупаем tK изу~ен1иЮ кл.ассич·:еских уравнений ,движени.я в скалярных. максвел

Л'ОВСIКИХ и rравиrационных nonяx. Мы используем калибровку •С:веrового конуса, чтобы 
н.айrи 1решения этих Уtравне:ний движения 1 виде пnос!Ких волн, а также число степеней 
свободы, хараюгеризующих эти поля. Мы ·объясни~ каким образом квантоваiНие таких 
клас·сичесмих полей nорождает состояния частиц - скалярных частиц, фоrонов и rра
витонов • .3тим мы rготовим основу дпя последующего распознавания таких состояний 
среди кваiНтО:вых состояний репятивист.ских струн. 

10.1 .. Введение 
Исследуя движения КJ11ассической струны~ мы обладали довольно большой 

·СВободой при выборе координат мировоrо листа. Свобода была прямым след

·ствием реnараметризационной инвариантности действия, и мы использовали ее, 

чтобы невероятно упростить уравнения движения. Реnараметризационная инва

риантность есть mример .КШJUбJЮ8очной инвариантности, а выбор параметризации 

есть nример выбора калибровки. Мы убедились в том, что что калибровка све

тоооrо конуса - параметризацiИя, в которой т ·связана со временем светового 

конуса х+ и и выбрана так, что плотность р + есть константа - была полезной 
при получении полного и частных решений уравнения движения. 

Класс.ические теории поля иногда обладают калибровочными инварианта

ми. Напримерt ма<Nиче<:кая элеКliрОдинамика оnисывается в терминах калибро

вочн~ых поте.нциало:в Ар, калибровочная инвариантност.ь такого описания часто 

с у·спе~ом исnользуется в расчетах. Классическая теория скалярного поля проще, 
чем массический эле-кт.ромагнетиэм. Однако эта Тёория редко изучается, так 

.как элементарные скалярные частицы - сорт частиц, связанных с квантовой 

·теорией скалярных nолей, ~ до сих пор не ·оона:руж.ены. С .LJJPYroй стороны, ФО
·тоны - час-rиuы; связанные с квантовой -rеорией элекrромаrнитноrо nоля~ ~ 
моЖRО найtи везде! Скалярные частицы моrут играть важную роль в Стандарт
ноИ модми фwзиm част.иц7 rде oнfif мoryr помочь включить механизм нарушения 
симметрии. Ta.IOtм образом, физики могут когда-нибудь в будущем обнаружить 
скалярные частицы. Теория единственного ,скалярного поля не обладает калиб

ровочной инвариантнос1Ъю. Мы изучим эту теорию, noroмy что она является 
nростейшей теорие~ поля, .а скалярные частицы возникают в теории струн. Наи

более знаменитой скалярной частицей в теории струн является тахион. Также 
важен дилатон- безмассовая скалярная частица. 
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Классическая nолевая rеория гравитации Эйнштейна значительно сложнее 

.классич:ескоrо электромагнетизма. Как мы объяснили в разделе 3.6, в гравитации 
динамической переменной являетсядвухиндексная метрика поля 9pv(x). Гравита
ция обладает очеiНь широкой калибровочной инвариантностью. Калибровочные 
nреобразования включают репараметризацию nространства-времени. 

Мы рассмотрим скалярные, электромагнитные и гравитационные поля. Ка
либровка .световоrо конуса позволит нам серьезно упростить (линеаризованные) 
уравнения движения, найти их решения в виде плоских .волн и поnсчитать число 

'степеней свободы, характеризующих решения. Мы рассмотрим таюке вкратце> 

каким образом квантоваiНие ллосковолноJВых решений поро.ждает состояния ча

стиц. Это квантовьtе состояния, связанные с теориями поля. Мы проквантуем 

репяmвисrскую струну 1В гл. 12, сопоставим квантовые состояния струны с со
стояниями частиц rex теорий поля, которые мы изучим в данной главе. Мы 
используем здесь калибровку светового конуса, так как собираемся квантовать 

релятивистскую струну именно в этой калибровке. 

10.2. Действие дпя скалярных попей 
Скалярное поле - это npocro одна действительная функция координат про

сrранстi88-времени. Ее заnисывают в виде ф(t, х) или короче как ф(х). Термин 
скаляр означает скаляр по отношению к преобразованиям Лоренца: все лорен

цевекие наблюдатели согласятся со значением скалярного поля в любой фик
сированной точке nространства-времени. У скалярного nоля нет лоренцевских 

индексов. 

Обоснуем теперь просrейший вид nринцила действия, который можно ис
пользовать для определения динамики скалярНО(10 поля. Рассмотрим сначала ки

нетическую энергию. !В механике кинеmqеская энергия частицы проnорuиоиаль
на :квадрату скорости. Для скалярною nоля nлоmость I<Инетической энергии Т 
объяВШ~ется ·лроп:орциокальной квадрату ,скорости изменения поля со временем: 

1 2 
Т= 2(доФ) . (10.1) 

Мы говорим о nлотностях, так как в любой фик:сированный момент времени Т 
есть функция координаТIЬI. Полная кинетическая энергия будет равна интегралу 

от плtлl:lости Т no объему пространё'fОО. 
Рассмотрим теnерь плотность потенциальной энергии. Существует один есте

:ственныИ клаос слагаемых. Предnоложим~ что равновесное значение поля есть 

ф = О. Для простого г~рмоническоrо осцил.лятора~ Положение равновесия которо
го нахо.аится в точке х = О, потенциальная энерrия ведет себя, как V IV ~2 • Если 
мы хотим, чтобы поле предпочитало находиться в своем равновесном состоянии, 

это дОJIЖНо ~быть заложено в потенциале. Лtростейший потенциал, удометворя
.ющий этому условию) эrо квадратичная функция 

1 2 2 
V=-тф. 

2 
(10.2) 
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. .:Iюбопытно отмети1Ъ, что введенная здесь постоянная т имеет размерность мас

. .:ы. дейС11вительно, так как выр~ения в nравых частях приведеиных выше двух 
аыраже:ний должны иметь одинаковые разме~рносrи ([Т] = [V]), и в каждом 
u .них содержатся два множителя Ф~ мы требуем, чтобы [m] =[до]= L-1 =М 
tСЧ. (9.8)). . 

Теперь мы мо~ем попробовать образовать лаrранжиан, скомбинировав две 

энергии и положив 

? . 1 2 122 
t, ..:. Т - V = -(доф) - - т ф • 

2 2 
(10.3) 

О.J.нако такая 11Лотность лаrраюкиана не является лоренц-инвариантной. Второе 

.:.1агаемое в .nравой части есть скаляр, но первое ·слагаемое таковым не является, 

так как в неiГо явно в~одит время. М1ы потеряли вклад, nредставляющий потерю 

энергии за счет изменения скалярного поля в пространстве. Это особенно важно 

в рамках специальной теории <УrНосителыюсти: если ка1кая-то энергия тратиr:ся 

на то, чтобы поле изменялось во IВремени, должна также трапrrъся энергия 

:и на то" чтобы поле изменялось в пространстве. Дополнительный вклад связан 

поэтому с пространственн!Ьlми производными СКЗЛЯfРНОrо nоля и может быть 

.записан в виде 

(10.4) 

пе д; - щюизiВОдные по пространс'fiвенным координатам. М1ы записали это сла
гае!Мое nк новый вклад V1 а потенциальН,ую энергию, а не как вклад в кинетиче
·скую эн.ерrию. На это ·есть несколько причин. Во-первых, это требуется лоренце 

инвариантностью: из двух !ВОзможных противоположных знаков в лаrранжиане 

то.1ько один соrл.асуется с лоренц~инвариантностью. Во-вторыхj кинетическая 

зн·ерrия всегда связана с производными по времени. В·третьих. вычисление пол
ной энергии подтверждает nравильиость выбора. Де:йств~ttельио, с учетом нового 

.зололн:ительиоrо слагаемого лаrра.нжиан nр:инямаеr lfИД 

- ... -t V 1 .А_ А.А-ф 1 ~ фf}. ф l 2 2 
t, = Т - V - = 2 ио~ - 2 U.i i - 2 т ф , (10.5) 

r.1e по повrоряющимся пространствеиным индексам подразумевается суммиро
.вание. Оlрицательный знак между двумя первыми слагаемыми в цравой части 

позволясет собрать их в одно. ИСfiО-Л:ЬЭУЯ метрику Минковскоrо: 

(10.6) 

Та:к как все ише~сы опушены, плотность ла,граюкиана яsллеrоя лоренц~йнвари~ 

.антом. Связанное с ним де:йствие есть 

(10.7) 



21." Глава 10. Поля и частицы на световом конусе 
~--------------------------~--------~~------------

rде dPz = dz0dx1 
••• d:id и D = d + 1 - число пространствеино-временных 

размерностей. Это действие для свободного скалярного поля массой m. Говорят, 
·что поле с.вободно, коrда его уравнения движения линейны. Если каждое слаrа

емое в действии квадратично по nолюt как в ( l О. 7), уравнения движения будуr 
линейными по полю. Неевободное поле называют взаимодействующим и в этом 

случае дейС11Вие содержит слагаемые третьего и более высоких порядков по полю. 

Чтобы найти плоrнОСТh энергии поля, вычислим rамильтониан 1L Соnряженный 
импульс П дается выражением 

(10.8) 

где для вычисления мы использовали формулу (10.5). Тогда rамильтониан СТJ.IО
ится как 

1l = Пдоф - t,, (10.9) 

(!) Упражнение-раJNи.нна 1·0.1. .Покажи те, ·что гамильтони ан имеет вид 

(10. 10) 

Три слаrаемых в 1t соответствуют Т, V' и V, соответственно. Именно это мы 
ожидали из физических соображений для ruютности энергии. Полная энергия Е 

равна функции Гамильтона Н, которая в свою очередь, есть пространственный 

интеграл от :rамильrониана 1/.: 

(10.11) 

Чтобы найти уравнения движения из действия (10.7), рассмотрим вариацию 6ф 
пo.i'UI и nоложим вариаu.ию дейС1Вия равной нулю. После выделения полной 
производной, находим 

~8 = 1 dDx( -rfv 81J(6ф)дvФ- т2ф6ф) = 

= 1 dvx6Ф(tf" дрдvФ- m2Ф) =О. 

Поэтому ураенекие движення мя ф имеет вид 

( 2 2) . д = т ф =о. 

(10.12) 

(10.13) 

(10.14) 
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Если выписать явно слаrаемые с пространственными и временной nроизводн:ы

миt получаем так называемое уравнение Клейна-Гордона 0 

- д2ф + 'V2ф- т2ф =О. 
. дt2 

Теnерь рассмотрим некотQрые классические решения этого уравнения. 

10.3. Кпассические реwения 
в виде ппоских волн 

(10.15) 

Можно найти решения уравнения классического скалярного поля (10.15) 
в виде плоских волн. Рассмотрим, например, выражение 

ф(t, х) = ае - iEt+ii·fl' (10.16) 

!fде а и Е - константы, а р - произвольный вектор. Подставив функцию в 

уравнение поля (10.15), можно определитьдопустимые значения Е, выраженные 
черезри m .: 

(10.17) 

Квадратный корень выбран положительным, так что Е, > О. Существует не
большая проблема с решением (10.16). В то время как ф является вещественным 
лолем, решение (10.16) не вещественно. Чтобы сделать его вещественным, мы 
nросто .аобавляем к нему комПJ[ексно-сопряженное: 

ф(t, z) = ае -iEpt+ii·i +а* e•в,t-ip·i. (10.18) 

Это решение завмсит от комплексного числа а. Общее решение уравнения ( 10.15) 
получается: суnерпозиuией решений nриведеиного выше типа для всех значений 
р. Так как р изменяется неnрерывно, общая ·суперnозиuия есtь на самом деле 
Ю4теrрал. У классичесiКо.rо поля нет nростой кванrово~ме:ханической интерпрета
ции. Если восnринимать два ·слагаемых решения как волновые функция, первое 

будет предстамять волновую функцию частицы с имnульсом р и положительной 
энергией Ер. Второе слаrnемое- IЮЛНовую функцию с имиульсом ( -Р) и от
рицательной энергией (-Е,). Это неприемлемо. Чтобы примениТiЬ квантовую 
механику к классическому полю, необходимо щюквантовать поле, в результате 

,возникнут состояния частиц с положительной энергией;, что мы кратко обсудим 

·В сле,дующем разделе. 

Для исследования уравнения массическоrо nоля (почти всеrда) применяют 
ФУ!Рьt-nреобразование скалярного nмя ф( х): 

ф(ж) = j (~=fo е'''"ф(р). (10.19) 

~) Более <:nраве.дливо называть это уравнение - уравнением Клеl!на-Фока-fордона. - llpuм. 
ред. nepeet:Юa. 
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Здесь ф(р) - фурье-образ ф(х). Мы всегда будем явноуказыьать аргумент ф, так 
что не оозникнет никаких недоразумений и пуrаницы межцу полем в простран

стве-времени и полем в импульсном пространстве. Заметим, что мы совершаем 

фурье-преобраэование по всем пространствеино-временным координатам., вклю

·чая время: р · х = -р0х0 + р · х. Тот факт, что ф(х) вещественно, означает, что 
·Ф(х) = {Ф(х))*. Используя формулу -(10.19), запишем это условие в виде 

J dDp ip-zф(p). = J dDp e-ip·z(ф(p))* 
{2r)D е (2r)D · 

(10.20) 

Заменим р---+ -р в левой части этоrо равенства. Такое изменение переменной 

интеrрирования не мияет на инте.rрал j dD р, так что можно записать 

(10.21) 

собрав ·все слаrаемые в левую часть. Эrа левая часть есть функция ж, которая 

nолжна тождественно обрашаться в нуль. Кроме того, в скобках стоит фурье

преобразование функции .в имrпульсном пространстве, поэrому сама функция 

должна обращаться в нуль: 

(Ф(р})* = Ф(-р). (10.22) 

Это и есть условие ·веще.ственности в импульсном пространстве. 

Подставляя (10.19) в (10.14) и действуя оператором д2 на eip·z, находим: 

J . dDp ( -р2 - m2)ф(p)eipz = О 
(2r)D · 

(10.23) 

Для roro чтобы Э1'О выражение обращалось в нуль l!I)IЯ всех значений х, необхо
димо 

(10.24) 

Это nростое уравнение: (zi' + m2
) есть ~проеtо число; на которое умножается 

ф(р), и ~про изведение должно обращаться в нуль. Решить эrо уравнение означает 
коt.riфеmз:иров.ать значения ф(р) для :всех значений р. Так IGaK каждый множитель 
может обращаться в нуль, мы должны исследовать два случая: 

(i) р2 + m2 #О; в этом случае ,скалярное поле обращается в нуль: ф(р) ~ О; 
(ii) р2 + m2 = О, в этом случае скалярное поле ф(р) щюизвольио. 

Гип.ерповерхность р2 + т2 = О в импульсном пРостранстве называет.ся мас
.совой оболочкой. При рР = (Е, i) массовая оболочка есть rеометрическое место 
rочек в импульсом пространстве; д;~:я I«Лорых Е2 = р2 + т2, т. е. гиперболоид, 
предстаменю:.~й на рис. 10.1. Поэтому .массовая оболочка ,есrъ множество точек 
·(±Ер; Р) мя всех знач,ений р.. Мы знаем, чт.о ф(р) обращается в нуль вне массо~ 
вой оболочки и nроиз.вольна {с точносrью до конкретных уСJiовий) на массовой 
·оболочке. 
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rРмс:. 10.1. Массовая оболочка <:ОО11'ветствует rи

rnерболОИАУ Е2 - р2 = ·т2 (nоказаны то11ько два 
rлрост:ранственных измерени11). Cor!llacнo уравtttе
нию движения, масса т скап11рного поля ф(р) 
l))ав:на нулю вне nиnерболоида. На гиrnербо.лоиде 

nоле nроизвол.ьно, с точносrью до условия, кo

ii'Opoe связьJвает эначеrния поля в диаметрально 
противоnоложных точках 

, , 
('\ __ .z' 

-(Ер,р) 

- (Е".р) 

Введем теперь nонятие классических степеней свободы. Для точки 1f на мас
совой оболочке решение определяется заданием комплексного числа ф(р). Эrо 
число авrоматически определяет решение в точке (-tf), также принадлежащей 
массовой оболочке: ф(-р) = (Ф(р))*. Таким образом, комплексное число фикси
рует значения поля для двух точек на массовой оболочке. Нам нужно, в среднем, 

по одному действительному числу на каждую точку на массовой оболочке. Можно 

сказать., чrо поле,. удовлетворяющее уравнению ( 10.24), представляет одну степень 
свободы, приходящуюся на точку на .массовой оболочке. 

Завершим этот раздел ·записью уравнения движения скалярного поля в ко
ординатах светового конуса. Пусть Жт обозначает вектор, компоненты которого 

являются поперечными координатами 1/: 

- (2) d) хт = х , х , .•. , х . (10.25) 

В этих обозн:ачениях совокупность пространствеино-временных координат равна 

(ж+, ж-, Х.т)· Уравнение (10. 14), записанное :s координатах светового конуса, 
имеет вид 

~(-2 8. д+ дд _ + д81 дlJ 1 -т?) ф(ж+, ~-, хт) =О. 
' х х ж х 

(10.26) 

Чтооы уnростить это ура~Jнение. мы совершаем фурье-преобразование простран

ственной :компоненты поляJ переходя от х- к р + и от ~1 к р1 • Пусть Рт обозначает 
вектор, комrюнешы ~отороrо - поперечные имnульсы р1 : 

- ,.,.2 3 d) 
Рт=\У,р ., ... ,р · (10.27) 

Тоrда фурье-nреобраэование заnисывается как 

+ . _ _ .Р · Рт -iz-p+ +izт·Рт + + -1 d + 1 dD=2~ 
ф(х , х , хт) = 21Г - (21r)D-2 е ф(z , р , Рт ). (10.28) 

Подстамяя теперь эту форму скалярного поля в (1·0.26), находим 

( 2 д ( . +) 1 l 2) ф(' + + - ) о - . дж+ -sp - р р -т . · х ,р ,рт = ( 10.29) 
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и деля на 2р + ,.получаем 

( 
. lJ 1 (р/ 1 2)) ( + + .... ) 
t дх+ - 2р+ р + т ф х 'р 'Рт = Q. (10.30) 

Это то уравнение, которое мы искали. В противоположность исходному ло

ренц-ковариантному уравнению движе.ния, содержащему производные второго 

лорядка no времени, уравнение в координатах светового конуса есть дифферен
циальное уравнение первого порядка по времени светового конуса. Уравнение 

(10.30) имеет формальную структуру уравнения Шрёдингера, которое таюке пер
вого порядка по времени .. Этот факт окажется полезным при изучении того, как 
квантовая точечная частица связана со скалярным полем. 

Друrая версия уравнения (Ю.ЗО) понадобится нам при дальнейшей работе. 

Используя новый параметр времени т, связанный с х + как х + = р +т /т 2, мы 
на~одим: 

(10.31) 

(!) Упрожнение-розиинно 10.2. РассмотриmеУJХЮнение.мтховойобалочки р2 +m2=0 
в координатах светового конуса. Покажите, что 

- [ 1 1 2 
р = 2р+ (р р + т ). 

10.4. Квантовые скалярные попя 
и состояния частиц 

( 10.32) 

Квантовая теория поля - естественный язык для описания квантового пове

дения элеме.нтарных ч.астиц и их взаимодействий. квантовая теория поля - это 
кван11овая механика~ nрименеиная к Юiассичес:ким nолям. В ква.нтооои механике 

классические дюiамические переменные превращаются в операторы. Наnример, 

:коорпинат.а и .им~nульс классической частицы иревращаются в оnераторь• ко

ординаты и имn,ульса. Если нашими динамическими перемениыми являются: 

юrассич,еские поля~ то квантовые 'ОПераторы станут операторами поля (полевыми 
.операт~рами). Таким ОО;раэом, nоля в квантовон теории есть операторы. Про

стран,стоо состояний в квантовой rеории поля обычно оnисывается с nомощью 

множесmа состояний частиц. В квантовой теории поля есть также операторы 

энергии и импульса; результатом их действия на состояние частицы ямяется 

энергия и импульс частиuыt оnисываемой данным состоянием. 

В эrом раэдме мы коротко ·исследуем, какмм образом JВОзникают только что 

,описан~ные свойства. Развивая решение в виде WIOCKИX волн (10.18). которое 
оnисывает суперпозиuию комnлекси~ых волн с импульсамир и -р (при Р #О)~ 
рассмотрим классич,ескую nолевую конфиrураtiию Ф,( т~ х) в виде 

(10.33) 
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Здесь видны два отличия. Во-первых, зависимосrъ от времени сделана более об

шей луrем введения фунщии a(t) и комiVIексно-сопряженной ей функции a*(t). 
Множитрель a(t) есть динамическая переменная, определяющая конфигурацию 
nоля. Во-вторых, мы ввели нормировочный множитель v'V, где V предполага
ется равным объему пространства. Нормировочный множитель включает 13кж:е 
кваnраmый корень из энергии Ер, определенной формулой ( 1 0.17). 

Можно представить пространсТ!ВО как ящик со сторонами L 1, L 2 , .•• , L4 , 

в этом случае V = L 1L2 ••• Ld. Помещая поле в ящик, мы обычно требуем его 
nериод!Ичtюсти. Поле фр nериодично, если каждая компонента Pi вектора jJ 
удовлетворяет соотношению 

p;L; = 21Гni, i = 1, 2, ..• , d. ( 10.34) 

Здесь ni - цeJJiыe числа. Каждая компонента импульса :квантуется. 

J1опытаемся теnерь применить квантовую механику к nолю, заданному (10.33). 
Для этоrо вычислим действие скалярного поля (10.7) nри ф = фр(t, i): 

1 1 d ( 1 2 1 2 1 2 2) s = dt d X l 2(доФ,) - 2(Vфр) - 2 т фр . (10.35) 

Для тою чтобы вычислить эту величину, нужно возвести в квадрат поле, его 

производную по времени и градиент. 11ри возведении в квадрат каждого из этих 

слагаемых мы получаем при перекрестном умножении два rипа слагаемых: те, 

хоrо,рые обладают пространствеиной зависимостью вида ехр (±2ip·x), и те, у ко
торых нет такого множителя. Мы уrверждаем, что пространственный интеграл 1 rfl.ж ,от слагаемых с пространствеиной зависимостью есть нуль, так что эти сла
таемые не дадуr в:к;щд в интеграл. Действительно, условия квантования в ( 10.34) 
.nриводят к тому, что 

L 1 L" 1 dx1 
••• 1 dxd ехр (±2ip · ,f) = О. (10.36) 

о о 

Дл,я слагаемых без пространствеиной зависимости пространственный интеграл 

сводится к множит.елю Vt который сокращается с произведением множителей 
v'v в знаменателе (10.33). В результате 

S = 1 dt ( 2~, а• (t)ti(t) - ~ в, а • (t)a(t)). (10.37) 

Q) УnрtJЖнение-раз~r~инио 10.3. Убедитесь, что формула (10.37) верна. 

Аналогично исnользуем (10.11) .lVUI вычисления эиерrии поля Н: 

н= 2~ a•(t)a(t) + ~Ер a*(t)a(t). 
р 

(10.38) 

(!) V.пражнение-разминнtJ 10.4. Убедитесьt что формула (10.38) верна. 
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Действие (10.37) описывает динамику двух простых гармонических осцилля

торов. Так как a(t) - ком:rшексная динамическая nеременная, мы можем записать 

(10.39) 

rде q1(t) и q2(t) - вещественные JGоординаты. Заnисанное через q1(t) и q2(t), 
действие принимает вид 

2 

S = 1 dt L = L 1 dt (-
1 

qf(t)- ~ Ер qf{t)). 
i=l 2Ер 2 

(10.40) 

Мы видим, что q~ (t) и q2(t) действительно представJI'яют координаты двух оди
нако:вых простых гармонических осц!И.IIЛяторов. Канонические импульсы равны 

дL qi(t) . 1 . 
Pi(t) = -

8
. . . = -Е· =} p,t (t) + tp2(t) = -Е a(t). 

• . р р 
(10.41) 

·Следующие из вариации действия ( 10.40) уравнения движения имеют вид 

(10.42) 

В действительности, удобно рабоrа~ь с ~<Омплексной комбинацией a(t). После 
подстановки в ( 10.39) ур.авнения движения упрощаются до одного комплексного 
уравнения 

a(t) = - E~a(t). (10.43) 

Уравнение ( .Ю.43) немеШiенно решается в ви.де экспонент. Так: как это уравнение 
второго порядка, имеются два решения: 

(10.44) 

Величина a(i) к:омnл:ексна, никакого условия ~вещественности здесь нет. nри за= 
лиси решения мы ввели две независимые комплексные nосто.янные ·ар и а~Р. 
Подставляя ·это решение в {10.38), находим 

(10.45) 

Заметим, что завiисимосtЪ от .времени исче:ша; энергия сохраняется. 

В J<Лассической теории скалярного поля существует интегральное выраже-
.-

ние, определяющее прос-rранственно-временной импульс Р, nереносимый полем. 

В данном случае импульс nол:я сохраняется, а формула для него может быть полу
че.ка из анализа решения задачи 8.1 О. Мы не будем это здесь обсуждать, а. npocro 
выпишем ответ 

Р = ~ d ж(доф)Vф. ~ 1 d (10.46) 

В задаче 10.1 вам nредлаг.ается вычислить Р дт1 конфигурации поля (10.33), если 
a(t) дается формулой (10.44). Результат, который вы nолучите, имеет вид 

~ ... ( * * ) Р = р арар - а_ра-р . (10.47) 
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Рассматриваемая система состоит из двух гармонических осцилляторов. Из В'Ы

ражени.SJ .itiUI Н следует, что в квантовой теории ар и а-р становятся операторами 
.. . . * t t 2) 

}liичтоже.ния, а ар и а_Р - операторами рождения, ар и а_Р, соответственно . 
Кратко пJХ>верим кор,реКТН<?СТЬ этого предположения. Требуется, чтобы осцил
:urrоры удовлетворяли ст.андарmыiМ коммутационным соотношениям 

(10.48) 

Любой коммуrатор~ ВIКЛючающий оператор с нижним индексом р и оператор 

с нижним индексом (-р), ·объявляется равным нулю. Переменная a(t) в (10.44) 
становится т-еперь оператором. Выпишем его форму вместе с формой эрмитово 

со:пря.женноrо ему оператора at·(t), а также ·.формой цроизводных по времени: 

a(t) = аре -iE"t + a~,eiE,t, 

at (t) = a1eiE"t + а_ре -iE"t, 

.a(t) = -iEp(a,e-iE,t- a~"eiEpt), 
(10.49) 

at(t) = iEp(a~eiEpt- a_pe- iE,t). 

Произведя неболъшие вычисления, можно убедиться, что единственными не об

ращающими,ся в нуль :коммуrаторами между a(t), at(t), a(t) и at(t) являются 

[a(t),ilt(t)] = [af(t),iJ(t)] = 2iEp. (10.50) 

Мы можем теперь показать, что эти коммугаиионные соотношения мекуr за со

бой .друrи·е коммутационные соотношения, которые мы хотели бы наложить 

на координаты и с001'1Ветствующие им импульсы: 

(10.51) 

Это можнrо сделать, используя уравнения (10.39) и (10.41), ра:зрешеннь1е отоси
тельна координат и импульсов: 

1 
q1 (t) = 2 (a(t) + at(t)), (10.52) 

1 
112(t) = 

2
i ( a(t) - .а t (t) ), (10.53) 

Теперь .можно проверить, что, например; 

(10 . .54) 

2> Знак •t• означает эрм•ИТО'ВО сопряжение, т. е. комnлексное сопряжение + транспонирование. -
Орим. ред. мрнода. 
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ка~< и ожиn.алось. Аналоrично можно проверить другие ~rоммуrаторы, и таким 

·образом убедиться, чrо постулиiJЮванные коммуrационные соотношения ( 10.48) 
nравильны. 

Q) Упражнение-разNинка 10.5. Проверьте, что (q2(t),p2(t)) = i и (q1(t),p2(t)) =О. 

На rкванrовом уровне функция ГамiИЛьтона (10.45) становится оператором 

(10.55) 

описывающим пару простых гармонич.еских осцилляторов, с частотой Е, каж

дый. Импул1ьс (10.46) становится оператором 

... ..( t t ) Р = р арар - а_,а_, . (10.56) 

Обратите внимание, что осцилляторы с индексом ( -р) входят в импульс с от
·риuателъным знаком. Эта формула поможет интерпретировать полученные ниже 

соотношения. 

Первые два уравнения в (10.49) можно подставить в (10.33) и лолучить опе
раторный вариант к:онфигурации пoJIIя: 

(10.57) 

Мы видим, что Ф, есть .иа самом деле оnератор~ зависящий от координат nро

странства-sремени, или оператор поля. Вторая строка в формуле (10.57) получена 
из первой стро.ки путем замены р--+ -р, ~оторая не мrияеt на Е11 • В самом общем 
вlliJ.e кванrооое поле ф( i) вЮtючает вКJtады от всех значениИ Просtр'анственноrо 
:имnульса р: 

(10.58) 

Коммутационные соотношения для осцилляТQров ямяю11ся естественным 

обобщением этих соотношений в (10.48): 

(10.59) 

Все нюкние индексы эдесь являются пространствеиными векторами, запи

санными без стрелок, чтобы избежать nуrаницы в уравнениях. Дельта-символ 
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Кроне~ера 6-,k равен нулю всеrда, tcpOмt случая р = k, когда он равен единице3>. 
Коль_скоро мы рассматриваем вклады от всех значений импульсов, предыдущее 

вЬiражение для оператора Гамильюна (10.55) и операто,ра импульса (10.56) сле
дует .изме.нить. М·ожно показать, что 

Н= LE,a~a,, 
р 

Р= Lia~a,. 
р 

(10.60) 

(10.61) 

Мы не будем доказывать эти соотношения, но они выrлядят вполне правдо

nоnобно. 

Пространство состояний Э'JIОй квантовой системы строится так же, как про

·странство состояний простого гармоническог.о осциллятора. Мы предполагаем 

существование вакуумного состояния l!l}, которое ·имеет те же свойства, что 
и основное ·состояние IO) простого гармоническою осциллятора, это состояние 
уничтожается операто,рами уничтожения ар: apiO) =О д11:я всех р. Отсюда сле
дует, чrо Н!IП) =О, что превращает вакуум в состояние нулевой знерrии. Эrо 
вакуумное состояние интерпретируется как состояние, в котором нет частиц. 

С другой ·стороны, состояние 

( 10.62) 

интерпретируется как состояние, содержащее ровно одну ·частицу. Мы утверждаем, 

что эrо частица обладает импульсом р. Чтобы убедит,ься в этом, подействуем на 

состояние оператором импульса (10.61) и воспользуемся соотношениями (10.59). 
Тоща 

Pa11n} = L: kal l[a~:; аИ \О) = ра~IП}. 
k 

(10.63) 

Энерrи.я СОСJrояния еычисляася аналогично путем действия на неrо оператором 

Гамильтона Н: 

( 10.64) 
k 

Состояние a~lfl) обладает положительной энергией. Если оператор квантового 
поля содержит как положительные, так и отрицате-льные компоненты. то со~ 

стояния, представляющие частицы, :имеют положительную энергию. Состояния 

а~IП) ямяются одн()Сtаt:тичнЬl.Мu состояниями. 
Пространство оосrо.я:ний содержит tаюке многочастичные состояwия . Это со

стояния, nостроенные действием на вакуум произведения операторов рождения: 

(10.65) 

З) Обычно индексы в символе tКронекера 6м принимают целочисленные значения, в таком случае 
их не нужно отдСJ~~ЯТtь заnяrой. В теории nот~ эти индексы мoryr быть ~~tкrорными (ю.к з (10.59)) 
:или составными (,как в (12.116)), '1'оrда ·.они отдеJ:tЯютс• зamrroй.- Лри.м. ред. перееода. 
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Та-кое состояние ·с k операторами рождения, действующими на вакуум, nред
стам.яеt состояние с k частицами. Эти часtицьt имеют импульсы it, fl2, ... , Plc 
и энергии Е11 , Е'Р2, ••• , Е,,.. Импульсы Pi не обязательно должны быть все раз
ными. 

Q) Упрожнение-ражинкв 10.6. Покажите, что собственные значения операторов 
k k 

Р и Н, действующих на ( 10.65), равны Е Pn и ,Е Ер,., соответственно. 
n=l n=l 

Q) Упрожнение-разминкв 10.1. Убедитесь, что N = ~ а~ар есть оператор числа 
; 

частиц: действуя на состояние, он определяет число частиц в данном состоянии. 

Наш анализ классических решений в предыдущем разделе привел к заклю

lfению, что на каждую точку на массовой оболочке приходится одна ч.астица. 
На ювантовом уровне мы сосредоточимся на рассмотрении одночастичных со
стояний, следовательно, ограничимся физической частью массовой оболочки, 

для которой энергия положительна (р:() = Е > О). На ка.ждуiО точку на физи
ческой массовой оболочке приходится единственное одночастичное с.остояние, 

·оно определяе11ся пространствеиным импульсом р. 

Для того чrобы описать состояния частип в координатах светового конуса. 
нужны провести минимальные изменения. Физическая часть массовой оболочки 

параметризуется поперечными импульсами Рт и импульсами светового кону
са р +, lVIЯ котормх р + > О. Значение энергии светового конуса р- фиксировано. 
Таки:м образом, вместо того, чтобы nомечать осцилляторы индексом р, мы nросто 
пометим их !ИНдексами р + и Рт. Одночастичное ·состояние тогда заnишется как 

одночастичное состояние скалярною поля: a:+.,._,IO}. (10.66) 

:Приведенный rв ( 10.61) оператор импульса имеет еётесrвенный вид в координатах 
~световою .конуса. Различные компоненты оnератора выrтщят так: 

~ '""' + t р = L..t р ар+.Ртар+.Рт, 
р+,Рт 

Pd ·- ""' piat а - L..t р+.Рт р+ ·Рт' 
р+,рТ 

(10.67) 

- ""' l (pl I 2) t р = L..t 2 + р +т а,+.Рта,+,Р'J'· 
р+,рТ р 

В последнем соотношении величина, на которую умножаются осцилляторы, есть 

значение р-. ~опрепеленное из уравнения массовой nоверхности r(I0.32). Эrо 
'соотиоше.ние аналоrично (10.60), tде Е, есть энергия. определенн.ая уравнением 
массовой поверхности. 
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10.5. Максвепповские попя 
и состояния фо·тона 

Обратимся к анализу максвелловских полей и соответствующих квантовых 
состояний. В противоположность скал·ярному полю, для которого нет калибро
вочной инвариантности, электромагнитные поля обладают калибровочной инва
риантностью. это делает наш анализ более тонким и интересным. Чтобы упро

·СТИЬ и~ение уравнения поля, наложим калибровочное условие, определяюшее 
калибровку светового конуса, Тогда нам удастся описать квантовые состояния 

максвелловскоrо поля. 

Уравнения электромагнитного поля заnис:ываются через электромагнитный 

векторный потенциал Ар(х). Как мы видели в разделе 3.3, напряженность поля 
FJJ11 = др.Аv- д11AJJ инвариантна относителЬliо калибровочного преобразования 

6А11 = др€, (10.68) 

rде f - параметр калибровки. Уравнения поля принимаюr вид 

(10.69) 

и мoryr быть записаны как 

(10.70) 

Сравним это уравнение с уравнением ( 10.14) для скалярного nоля. В случае макс
!Велловскоrо поля нет никаких наме~ов на массовое слагаемое - т.акое слагаемое 

IlOJiiЖНO выделяться тем, чrо не содержит пространствеино-временных производ

ных. Ниже мы ПQдтве,рдим., что макс-велловекое поле деАствительно безмассовое. 

Чтобы определить уравнение движения в импульсном пространстве, запишем 

преобразование Фурье всех компонент векrорноrо потенциала: 

А~·(ж) = j .aD.P e'tz .Aii(p) 
(21t)D . . (10.71) 

прitчем из вешес-rвенности АР(х) следует, что АР(-р) = (АР(р))*. Подставляя 
'(10.71) в (10.70), получаем ураанение 

р2АР- rf(p· А)= О. (10.72) 

Можно таюке совершить фурье-nреобра.зование калибровочного соотношения 

(10.68). В импульсном предст.амении получим с!Вязь бАI-4(р) с фурье-преобразо
lОаИИем t(p) калибровоч.ноrо параметра: 

(10.73) 

Так 'Как калибравочный параметр t(x) вещественен, имеем €(-р) = €•(р). Калиб
ровочное nреобразование (10.73) совместно с вещественнОС'liъю 6АР(р). В самом 
nел е, 

(6А;.(р))• = -ipJJ(E(p})* = i(-pJJ)t(-p) = 6Ар(-р). (10.74) 

Обратим внимание на роль мн<rжкrеля i для получения нужных знаков. 
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Закончив с предварительными результатами, мы можем проанализировать 

уравнение (10.72), подвергнутое калибровке (10.73). Для этого удобнее работать 
с компонентами светового конуса для калибровочного поля: 

(10. 75) 

Калибровочное преобразование (10.73) принимает вид 

оА+ = ip+ е, о А- = ip- е, оА1 = ip1 е. (10.76) 

Накладываем калибровочное условие. Как мы подчеркивали ранее, при работе 

с формализмом светового конуса мы всегда предполагаем р+ f= О. Приведеиные 
выше калибровочные преобразования помогают понять, что при правильном 

выборе е можно положить А+ равным нулю. Действительно, если пр им е нить 
калибровочное преобразование 

(10.77) 

то А'+ обращается в нуль, если выбрать е = iA + /р +. Иными словами, всегда 
можно сделать равной нулю компоненту максвеллавекого поля с индексом«+», 

применив калибровочное преобразование. Это будет нашим определяющим усло

вием калибровки светового конуса в теории Максвелла. 

Условие калибровки светового конуса: А+(р) =О. (10.78) 

Полагая А+ равным нулю, мы фиксируем калибровочный параметр е, при этом 
все остальные калибровочные преобразования становятся невозможными, так 

как если А+ = О, любое последующее калибровочное преобразование сделает 
его отличным от нуля. Есть одно небольшое исключение: любой параметр вида 

е(р) = е(р-, р1)о(р+) сохранит равенство А+ =О, так как р+ е(р) =О. Заслужи
вает внимания сходство с теорией струн в калибровке светового конуса. В теории 

открытых струн в калибровке светового конуса все репараметризационные инва

риантности мирового листа фиксированы. Кроме того, даже если х+ не равна 
нулю, эта величина очень проста: соответствующая нулевая мода и осцилляторы 

обращаются в нуль (см. раздел 9.5). 

Калибровочное условие (10.78) существенно упрощает уравнение движения 
(10.72). Выбирая р =+,находим: 

(10.79) 

Уравнение можно разложить, используя индексы светового конуса: 

(10.80) 

Так как А+ = О, соотношение определяет А- через поперечные компоненты А 1 : 

(10.81) 
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Это ~напоминает анализ струны з координатах светового конуса, когда х- было 

наltдено через поnеречные !IСоординаты (и нулевую моду). Если nодставить ( 10. 79) 
в (10..72), все, что останется от уравнения поля, будет уравнение 

( 10.82) 

~'DI р = + это уравнение выполняется 1iРИ1виально, так как А+ =О. Для р = 1 
получаем множество нетривиальных условий 

(10.83) 

~1я р =- получаем р2А-(р) =О. Это соотношение автоматически удовлетво
ряется в силу (10,.81) и (Ю.83). 

Для каждого значения 1 уравнени,е (10.83) принимает вид уравнения дви-
жения безмассового скаляра. Таким образом, А1 (р) = О, если р2 # О. Отсюда 
вытекает, ч-го А- = О И1 так как А+ равно нулю, полное калибровочное поле 

2 1 обращается в нуль. При р = О величины А (р) не ограничены никакими связя-

ми) и А-(р) оnределяют.ся как функции А1 (см. (10.81)). Таким образом степени 
свободы маК!светювск:ого поля переносятся (D- 2) поперечными полями А1 (р) 
при р2 =О. Мо:жно сказать, что у нас приходится по (D- 2) степеней свободы 
на каждую точку на массовой оболочке. 

На самом деле, можно показать~ что при р2 :/= О неr никаких сrепеней сво
боды, не делая никакого выбора калибровки. Хотя не каждое поле равно нулю, 

каждое поле при р2 1= О калибровочно э"вивалентно нулевому полю .. Если поле от
личается от нулевого поля rолько калибровочным преобразованием, :мы говорим, 

чт.о эrо поле являе-гся чистой калибровкой. Наnомним, что поля А11 и А~ калиб-
ровочно эквивал~нтны, если Ар = А~ + д14х м.я любой скалярной функции Х. 
:Выбирая А~= О, nолучаем, что Ар = дрХ калибровочно экви~валентно нулево
'~У nолю и является п-оэтому чистой калибровкой. Термин «чистая калибровка• 

удобен~ Ар принимает вИд калибровоч,но,rо преобразования. В имnульсном про
странст,ве чистая калибров;ка 'есть поле., которое можно заnисать в вме 

( 10.84) 

nри нек011ором выборе Х· Перепишем rеперь уравнение движения (10.72) как 

(10.85) 

Так как р2 # О, можно записать 

(10.86) 

Сравнивая с (10.84), видим, что Ар есть чистая калибровка. Это означает; при 

р2 # О у максвеллювскоrо поля нет никаких степеней свобо.nы. Для любых nри~ 
.ложений можно ·считать, чrо никакоrо nоля в эт.ом случае нет. 
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Коротко обсудим фотонные состояния. Каждое из неэависимых классических 

полей А1 можно разложить, как это мы делали для скалярною nоля в (10.58). 
Чтобы сделать это, введем, как вы можете догадаться по аналогии, осцилляторы 

а~ и a~t, где нижний значок р представляет зна·чения р + и iJт. Таким образом, мы 
попучаем (D- 2) сортов осцилляторов. Вводя вакуум 111), можно т-еперь записать 
однофотонные сост-ояния как 

(10.87) 

Здесь 1 -метка поляризации. Говорят, что фотонное сост-ояние (10.87) поляри
зовано в 1 -ом наnравлении. Так как у нас есть (D - 2) возможных поляризаций, 

.мы имеем {D- 2) линейно незШJисимых однофотонных состояний для каждой точки 
физического сектора массовой поверхности. Произвольное однофотонное состоя

ние с импульсом (р +, рт) ест'ь линейная суперпозиция предьщущих состояний. 

D-1 

'"" It Однофотонное состояние: L.J (Iap+ ,Pf'lfi). (10.88) 
1=2 

Здесь поперечный вектор ~~ называется вектором поляризации. 
В четырехмерном пространстве-времени теория Максвелла приводит к 

D- 2 = 2 однофотонным состояниям для :каждого фиксированного простран
ствеиного импульса. Это знакомо читателю, по крайней мере, на классическом 

уровне. ЭлектромаПfитная ruюская волна, распространяющаяся в заданном на

правлении и имеющая определенную фиксированную длину волны (т. е. фикси
рованный импульс) .• может быть записана как суnерпозиция двух ruюских волн, 
nредстамяюших независимые состояния поляризаuии. 

10.6. !Гравитациоинь1е попя 
и состояния гравитонов 

В теори;и струн гравитация возникает в рамках общей теории относитель

ности Эйнштейна. Мы коротко обсуждали это в разделе 3.6. Динамической 
полевой переменной является метриJGl пространства-в,ремени gp11(x), которая 
!В nриближении ,слабых rравитаuионных полей может быть :заnисана в вме 

g,..v(x) = fJpv + hpv(~). Как 9pv, так и h,..v симметричны аrносительно переста
новки Иliдексо.в. Уравнения поля 9pv - уравнения Эйншrе!Ина - можно исполь
зоrватъ для вывода .lilинеар:изованных уравнений движения флуктуаций метрики 

,h~Jv· Эти уравнения бъши .выписаны в (3.82). ОnреДеляй hp11(P) как фурье-пре~ 
образование hpv(.x), находим, что в импульсном nространстве уравнение может 
быть заnисано в виде 

(10.89) 

Ес.ли бы мы рассматривали уравнения ЭИнштей~на с источниками, правая часть 

уравнения вкшоча.ла бы слагаемые, представляющие тенэор энергии-имnульса 
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исrочников. В приведеином выше уравf{ении h = tfv hpv = h~ и индеiКСЫ у hpv 
можно поnнима:rь и ortyeкarь, исnользуя метрику Минковскоrо 1/pv и обратный 
тензор ·rfv. Так как каждое слагаемое в (10.8'9) содержит две производные, флук
l)'аuии hJJV связаны с безмассовыми возбуждениями. 

Как мы вскоре увидим,· уравнение движения ( 1 0.89) инвариантно относи
тельно калибровочных преобразований, Обсуждавшихея в разделе 3.6: 

( 10.90) 

Бесконечно малый калибровочный параметр t~'(p) является вектором. В грави
таuии калибровочная инвариаНJНОС1Ь - это репараметризационная инвариант

ность: выбор системы координат, использованной для параметризации простран

сrва-.времени, не влияет на физику. 

Проверим, ч11о уравнение ( 10.89) инвариантно относительно калибровочного 
иреобразования (10.90). Сначала вычислим 60h и найдем 

~ h- ~ hpv - . 1-Р v v Р) - 2. uo - flp.vUO - 1.flpv\P t + Р t - 1.р ·Е. ( 10.91) 

Поэrому результирующая вариация Sp.v равна 

6oSp.v = ip2(Iftv + р" ~)- ipatf(pv fa + patv)-

- ipap"'(Ifta + Paf.p) + 2irfp"'p· t. (10.92) 

Но эrо выражение можно переписать в виде 

6oS1111 = ip2(Jfl'' + pJ!tP)- iifri'(p ·Е)- ip2tft11
-

- irf'ri' (р · €) - ip2p11 ЕР + 2itfp11 р · !. ( 10.93) 

,ВИ11но, что 10се слагаемые в (10.93) сокращаются, так что 60SP11 =О. Уравнение 
движения nроявляет требуемую калибровочную инвариантность. 

Так как .метрика hP11 симме·rрична и имеет два индекс'а; каждый из которых 
принимает значения ( +, -, /), мы должны !Рассмотреть следующие объекты; 

(10.94) 

Поnытаемся: обратить в нуль все nоля в (10.94), содержащие индекс +. Для 
ис·следо:вания калибровочных преобразований этих величин используем (10.90): 

6oh++ = 2ip+E+, 

6oh+-:: ip+ Е-+ ip-t+. 

dQh+I = ip+ ~ + ip1 €+. 

( 10.95) 

(10.96) 

(10.97) 

Как и ранее, предполагаем~ чrо р+ 1: О. Из (10.95) видно, чторазумный выбор €+ 

nозволяет с помощью калибровки отбросить h ++, этим фиксируется наш вы~ 
бор Е+. Глядя на соотношение (Ю.96), вил.им, что хотя мы зафиксировали t+, мы 
1вое еще можем оnределить Е-, которое откалибрует h +-, этим условием фикси
руетс'Я Е-. Аналогично, мы можем исnользовать (10.97) и подходящий выбор i, 
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чтобы положить h +1 равным нулю. Итак, мы полностью использовали свободу 
калибровки, чтобы положить равными нулю все компоненты hiJ11 с индексами +. 
Это определяет калибровку светового конуса для гравитационного поля. 

Калибровка светового конуса: h ++ = h+- = h +I = О. (10.98) 

Оставшиеся степени свободы связаны с 

(10.99) 

Теперь мы должны посмотреть, какие требования накладываются уравнения

ми движения (10.89). Воспользовавшись калибровочными условиями (10.98), где 
р, = 11 = +, находим 

(10.100) 

В более явной форме 

h = '1/1Jvh1Jll = - 2h +- + hll = О ::::} hll = О, (10.101) 

так как в нашей калибровке h+- =О. Уравнение hii =О означает, что матрица hii 
имеет равный нулю след. С учетом h = О уравнение движения ( 1 0.89) сводится к 

p2h1Jll- tf(pahva)- pv(pahiJa) =О. (10.102) 

Положим р, = +, тогда р + (pah11a) = О и, в результате, 

Pah11a =О. (10.103) 

Если соотношение (10.103) выполнено, уравнение (10.102) сводится к 

p2h1Jll =о. (10.104) 

Это все, что остается от уравнения движения! Прежде чем тщательно исследовать 

это знакомое уравнение, внимательнее рассмотрим соотношение ( 10.103). Един
ственный свободный индекс в этом соотношении - это индекс 11. При 11 = + 
уравнение тривиально, так как в нашей калибровке h +а равны нулю. Рассмотрим 
теперь 11 = 1 Тогда Pah1a =О, что можно развернуть в виде 

-р+ h1-- р-h1+ + PJhiJ =О ::::} h1- = -
1
- PJhiJ 

р+ 
(10.105) 

Аналогично, если 11 = -, то получаем Pah1a = О, что в развернутой форме равно 

-р+ h--- р- h-+ + P1h-1 =О ::::} h-- = ~ P1h-1. 
р 

(10.106) 

Уравнения (10.105) и (10.106) выражают компоненты h с индексами«-» через 
поперечные 4) компоненты hи. В этом содержание (10.103). 

4
) Здесь J является «поперечным• индексом, равно как 1 - Прим. ред. перевода. 
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Возвращаемся rк уравнению (10.104). Это уравнение тривиально вьшолня
ется для любоrо nоля с индексом +. Уравнение нетривиалыю ДIIЯ поперечных 
индексов: 

(10.107) 

Уравнения р2 h1
- = О и р2 h ~- = О автоматически выполняются с учетом наших 

решений (10.105)~ ( 10.106) и ( 10.!107). Уравнение (10.107) требует, чтобы h1
J (р) =О 

~1я р2 
=1= Ot и в этом случае обращаются в нуль все остальные компоненты hpv. 

При р2 =О на .h1
J (р) нет никаких условий за исключением требования равенства 

нулю следа hп(р) = О. Все остальные комnоненты определены через поперечные 
:компоненты. 

Мы приходим к выводу, что степени свободы классического О-мерного гра

витационною поля переносятся симметричным бесследовым поперечным тензор

ным nолем hи, компоненты которого удовлетворяют уравнению движения без
уассового скаляра. Этот тензор имеет сrолыю же :компонент, сколько симметрич

ная бесследовая IКвадра'J'\ная матрица размером (D- 2). Число компонент n(D) 
такой матрицы равно 

l 1 
n(D) = l(D- 2)(D- 1)- 1 = 2' D{D- 3). (10.108) 

Кроме тоrо, как и ранее, мы считаем безмассовьiй СIКаляр как одну степень 
свободы, nр11tходящуюся на точку на массовой оболочке. Поэтому мы говорим, 

что классическая гравитационная волна имеет n(D) степеней свободы на rочку 
на массовой поверхности . В ·четырехмерном пространстве-времени имеются два 

поперечных направления, тах что·симметричная бесследовая матрица (2 х 2) 
имеет две независимые компоненты. Следовательно, в четырех измерениях мы 

имеем n(4) ·= 2 степе·ни свободы. В пяти измерениях имеем n(5) = 5 степеней 
·свободыt в десяти измерениях n( 10) = 35 степеней свободы и в 26 измерениях 
n(26) = 299 стеnеней свободы .. Чтобы nолучить состояния rравитона, каждое 
iИз неэависимых Юtассических полей h1 

J разлаrаеrея по оnераторам рожпения 
rи уничтожения) как это было сделано ранеемя с.калярного nоля в (10.58), Чтобы 
произвести это р-аэло:жею-tе, нам нужны осциллят.ор:ы а~~, Рт и a~f~ Рт • Вводим 
sакуум 1n) и базисные состояния 

(10.109) 

Олноrравитонное состояние с импульсом (р+., Рт) есть линейная суперnозиция 
этих состояний. 

D-J 

а ""' ~- 1Jt ln) · WIОrравитонное состояние: L...J \,IJa,+.Pг ~', €п =О. (10.11.0) 
I.J=2 

.З.nесь ~11 - тензор :поля.ризаuии гравитона. Классическое условие бесс.ледовости; 
на·IЙДенно-е выше .. j nревращается в квантовой теории в условие бесследовости 

{ 1r =О тензора полstриэации. Так IGIK ~~~ еС'IЪ бесследовая симметричная матрица 
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размером (D-2) ~ на каждую rочку на физической массовой оболочке приходится 
n(D) линейнонезависимых состояний rравитона. 

~ Задача 10.1. Имnупrьс классического скапирноrо non11 

Покажите~ что иитеrрал ( 10.46), взятый по полевой конфигурации ( 10.33), равен 

р... i Р(.. *·) 
=-'2Еаа-а .а. 

р 

Используя (10.44), покажите, что Р = р(а;ар -а~ра-р), как и показано в (10.47). 

• ЗаiJача 10.2. Ком~мутатор квантовоrо скапярноrо поnя 

·(а) Рассмотрите периодическую функцию /(z) в ящике, описанном уравнением 
(10.34). Такую функцию можно разложить в ряд Фурье 

Покажите, чт.о 

/(i!) = ~ f(pjeif·i. 
р 

(1) 

(2) 

Подставьте (2) в (1) и получите представление .d-мерной дельта-функции 

6d ( х - х1) в виде бесконечной суммы, 
(б) Рассмотрите полное разложение скалярного поля (10.58). Рассчитайте соот

в~тствующсе разложение П(t, х) = д0ф(t; х). Покажите, что 
(3) 

Эrо коммуrатор операт:ора nmн1 и соответствующего оператора сопряженного 
импул.ьса при фиК:сироваином времени. Большинство дискуссий по кванто

вой теории поля начинается с ПОС'JУЛИрования ·этого коммугатора. 

• Задача 10.3. Комnоненты светового ttoнyta AIIЯ .nоренцевских тенэоровt 

(а) Проверьте. чrо лоренu-ковариантное уравнение А11 = ВР nри р =О, 1, ... , d 
предполаrаtт выnолнение равенств А+ =в+, А- =в- и А1 = В1 . 
Пусть задан лоренцевекий тензо;р R;,v. Ка-к следует оnределить компоненть1 
свеrовоrо конуса в+-, в++, ... ? Чтобы найти ·их, заметим, что определение 
должно действовать для любого тензора, в том числе для RP" = АР В". Таким 
образом, например, я+- =А+ в-~ и, представив А+ и в- . через .лоренцев
ские компоненты, вы можете оцределить н+- через JtiO, JtH, R10 и R 11

• 

(б) Выразите R++. в+-, в-+ и в-- через лоренцевекие комnоненты RP11
• Объ

яёюrrе, почему равенс11Во RP" := SP~' между лоренцевекими тензорами мечет 
за ообой равенство ~омпонент еветоnого конуса. 
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(в) Проверьте, чrо ваш результат {б) приводит к ожидаемым результатам для 

компонент светового конуса метрики Минконского 11++, q+~ , 11=+ и r(~ . 
(r) Рассмотрите антисимметричный тензор напрJI:*енности электромагнитною 

поля pPv в четырех измерениях. Рассчитайте компоненты светового конуса 
F+-. р+Т, p-I и Fи, ·выразив их через лоренцевекие комnоненты F"'". .... .... 
Перепишите ваши ответы, выразив их через поля Е и В. 

• З11доча 10.4. Постоянное эпектрическое попе в капибровке светового конуса 

НаЙдите потенциалы, опи·сывающие постоянное однородное электрическое поле 

Ё = Еоёж в калибровкесветового конуса (А+= (А0 + A1)/v'2 = 0). Запишите А
и А1 через координаты свеrовоrо конусах+, х- и х1 • 

• зоа.оча 10.5. ГраВIМТаЦИ•ОННЫе iПOJnll, явпяющиеся чистой капибровкой 

Следуя определен!Ию маК:СВелJIIовских полей, являющихся чистой калибровкой, 

оnределите гравитационные поля, которые являются чистой калибровкой. До

кажите, что любое rравитационное поле hp11(p), удовлетворяющее уравнениям 
звижения, при р2 f:: О является чистой калибровкой. 

• Задача 1.0.6. Урав1неиия nonя и состояния частиц AJIЯ nonя Капьба-Рамона в,.." t 

Рассмотрим теорию поля для безмассового антисимметричноrо тензорноrо ка
.1ибровочного поля в,.." = - Bv,... Это калибровочное поле есть тенз.орный аналог 
~аксвеm:ювского калибровочного поля А,... В максвеmювской теории мы опре

деляли напряженность поля Fpv = дрАv - дvА,... 
Используя Bpvt мы определяли напряженность поля Нр11р: 

Hpvp = д,..Вvр + дvВрр + 8pBpv· 

(а) Покажитеt что Н,.."Р полностью антисимметричен. Докажитеt что H,..vp ин
вариантен относительно н:алибровочньсх преllбразований 

бВрv = ·дpf.v - д"~IJ· 

(б) Приведеиные калибровочные преобразования необычны: калибровочные па

раметры ·сами обладают .калибровочной инвар.иантностью! По кажите, что е~, 
оnределяемый как 

·€~ = fp + .д,._ Л, 
порождает такие Ж:е калибровочные преобразования, как и t,... 

(в) Используя координаты светового конуса и импульсное пространство, до~ 
кажите., что ! + (р) можно положить р-авным ·нулю nри nодходящем выборе 
Л(р). Таким образомt эффективная каnиброоочная ~симметрия поля Кальбэ
Рамона по рождается калиброsочными nараметрами i (р) и Е- (р). 

(r) Рассмотрев пространствеино-временное действие 

s~ J d0ж(-~н~"',нJJV•). 
найдите ура!Внение пОJtЯ BIJ11 и заnишите ero в имnульсном пространстве. 
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{д) Ка~овы удобные калибровочные условия на световом конусе для ВР"? Имея 
в виду результат (в)t nокажите, что эти калибровочные условия могут быть 
реализованы с помощью калибровочной инвариантности. Анализируя урав

н,ения движения, nокажите, ·что р2 Bpv = О и найдите компоненты В1111 , 
~оторые представляют истинно независим.ые степени свободы. 

(е) Докажит-е, что одночастичные состояния поля Кальба-Рамона имеют вил 

D-1 

L (ua~~~Pтl11). (1) 
I.J=2 

К какому типу относится матрица (I 1? 

• Задача 1 0.7. Массивное векторное nопе t 
Цель этой задачи - рассмотре11ь массивный вариант максвелловсtкоrо поля. Мы 

увидим, что в D-:мерном пространстве-времени массивное векторное поле имеет 
(D - 1) степеней свободы. 

Рассмотрим действие S = J dD х l с лаrранжианом 

l = - ~ F. FP" - ~ ·m2 А АР - ~ д фlJРф + mAIJ д ф 
4Р" 2 р 2/1 IJ· 

Первое слагаемое в С знакомо нам по максвелловскую полю. Второе выглядит 
ка:к массивное слаrаемое .мя максвеллавекого поля, но само rю себе оно недоста

точно Д!IЯ оnределения массивного nоля. Дополнительные слагаемые содержат 

действительное с.калярное поле ф, которое, как мы увидим, исчезает с тем, чтобы 
придать массу кмибровочному .полю. 

(а) Покажите, что лаnранжиан {, инвариантен относительно бесконечно малого 
калиб!РОвочноrо преобра.эования 6Ар = дрl. 6ф = ... , rде точки означают 
выражения) которые вы до.лжны определить. В ro время как максвелловские 
калибро:вочиы.е nреобразования нам знакомы, необычно калибровочное npe ... 
образование действительного ~скатtрного nоля. 

(б) Проварьируйте действие и напишите уравнения поля для A/J и ф. 
{в) Покажите, чrо калибровочные преоб,разования позволяют nолсrжиrъ ф =О. 

Так ка~е JПоле ф исчезает, мы говорим, чrо оно «съедено.". Как при этом уnро
стятся уравнения JПоля в (б)? 

{t) Заnишите уnрощенные уравнения в импульсном nространстве и покажите, 
что при р2 :f: -m2 не существует нетривиальнщ решений} в то время как при 
р2 ~ -т2 решение требует, чтобы у поля была (D-1) степень свободы. (Мо
жет оказаться ш:щезным использовать лоренцевекие преобразования, чтобы 

представить вектор рР, удовлетвор:яюший условию р2 = -m2
, как вектор. 

обладаюший комnонентой tООЫёО 11 о.nном наnравлении.) 



Глава 11 

Релнтивистскан квантовон 

точечная частица 

Мы изучаем !Квантова!Ние релятивистской точечной частицы в калибровке светового 
конуса, это подr·отовит нас rк К!Ваrнто:ванию стrруны. Мы строим ке.антовую теорию, тре· 

буя, чтобы оnераторы Ге.йзенберга удовлетворяли массическим уравнениям движения, 

mоказываем, •что квантовые сост:ояния реля1ивистской точечной частицы совnадают 

с одно-часrичными состояниямrи rквантовоrо скалярного поля; кроме того, уравнение 

Шрёдингера для волн·овых фу.нкций частицы совпадает ·С уравнениями клас·сического 
сrкалярноrо поля. Н:аконец, ~ы оnределяем лоренцевскrие генераторы в калибровке све· 

ТОВОIГО КОНуса. 

11.1. Точечная частица 
в кап,ибровке светового конуса 

В этом разделе мы изучаем классическую релятивистскую точечную частицу 

в помошыо калибровки саетовоГQ конуса. На самом деле эта залача намного легче 
той, с которой мы столкнулись в главе 9, исследуя классическую релятивистскую 
струну в калибро.вке ·светово.rо конуса. В этой главе мы столкнемся с трудно

стями квантования для более простой частицы. Многие идеи, необходимые для 

кванrования струны, используются таюке и при кванrован.rии точечной частицы. 

ДейС11Вие для релятивистской точечной частицы изучалось нами в главе 5. 
Начliем с анализа выражения, заданного формулой (5.15), rде для параметризации 
.движения част.ицiЬI м с nользуется nроизвольный nараметр т: 

(11.1) 
Т.; 

Заnисывая это действие, мы nоложили с = 1. Кроме того, мы будем, там rде 
это удобно, полагать и n = l. Наконеu. параметр 'Т будет безразмерным Т>ОЧНО 
так, как !В релятивистской струне, начиная с главы 9. Мы можем уnростить 
обозначения~ записав 

dx~S dx" _ . •fJ ·V _ ·2 
1/pll -d- -d. - fJ~SvX Х - Х • 

'Г ' 'Г 
(11.2) 
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Если рассматривать т как переменную времени, а х~ (т) - как координаты, то 
действие S определяет функцию Лагранжа L в виде 

Tf 

8=/Ldт, L=-m~. (11.3) 

Ti 

Как обычно, импульс получается дифференцированием функции Лагранжа по 

скорости: 

дL тх~ 

Р~ = дх~ = ...;-:::±2. (11.4) 

Уравнения Эйлера-Лагранжа, получающиеся из функции Лагранжа, имеют вид 

dp~ =о 
dт · (11.5) 

Все компоненты импульса являются интегралами движения. С учетом ( 11.4) легко 
проверить, что компоненты импульса удовлетворяют уравнению связи 

( 11.6) 

Чтобы определить калибровку светового конуса для частицы, полагаем коорди

нату х + частицы пропорциональной т. 

1 
Условие ка.либров:ки светового конуса х + = -2р +т. т 

(11.7) 

Множитель m2 в правой части равенства необходим для того, чтобы заработали 
единицы измерения. Рассмотрим теперь компоненту р+ уравнения (11.4): 

+- т ·+ 1 р+ 
р - ...;-:::±2 х - ...;-:::±2 т . 

Сокращая общий множитель р +, и возводя в квадрат, находим: 

• 2 1 
х =--. 

т2 

Этот результат помогает упростить выражение ( 11.4) для импульса: 

(11.8) 

( 11.9) 

р~ = т2х~. (11.10) 

Появление m 2 вместо т обязано нашему выбору безразмерной величины т. 
Теперь, из уравнения (11.5) получаем 

х~=О. (11.11) 

Разлагая уравнение связи ( 11.6) по компонентам светового конуса, находим: 

(11.121 
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Значение р- оnределяется значением р + и компонентами р1 nоnеречного им
пу.lьса iт. Разрешая ( 11.1 О) относительно р- t получаем уравнение 

dx- 1 _ 
dт = m2 P ' (J1 . t3) 

.интеrрирование которого дает 

-( ) - р-
х т = ж0 + - 2 т, т 

(11.14) 

r.1e z0 -постоянная интеrрирования. Уравнение (11.10) приводит также к урав

нению .dx1 /dт = р1 /т2 , интеrрирование которого дает 

х1 (Т) = Х~ + р'2 Т, т 
(11.15) 

1 r.]e х0 -постоянная :интеrрирования. Заметим. чrо условие калибровки свето-
воrо конуса (Н.7) требует, ·чтобы х+{т) не содержало постоянной xt. 

Описание движения точ·ечной частицы теnерь завершено. Из уравнения 

t 11.12) ·следует. что импулъс полностью определен, как только мы зафиксиро

ва.,и р + и компоненты р1 поперечного импульса iт. Движение в направпении 
z- оnределяется формулой ( 1 1. 14), как только мы задали значение ~о. Попереч
ное движение определено заданием ,/(т) или z~ ~ так как мы предnолагаем р1 

!Известными. Для симметричного оnисания координат и импульсов в квантовой 

теории, выбираем х1 как динамичес!КИе переменные. Для точечной частицы ди
намическими переменными будуr поэтому 

( 1 - 1 +> динамические переменные : х , х0 , р , р . 

11.2 .. Гейэенберrовское и wрёдинrерiовское 
представления 

(11.16) 

ТiРЗЛиnионно в .кв-антовой механике сушестsуюr два основных подхода к по
н.ятию эволюц!Ии во времени. В шрёдинtеровском представлеаии состояние ёи .. 
стемы эволюционирует во времени~ а операторы остаются неизменными. В гей= 

зенберговском предс11амении оrrщраторы эволюционируют во времени, а состо

яние ·ОСтается неизменным. Из этих двух предстамений геrйзенберrовское теснее 

связано с классической механикой, в которой динамические переменные ( стано
вяwиеся операторами в квантовой механике) эволюционируют во времени. Оба 

nредстамения~ - Шрёдинrера и Гейзенберга, - окажутся полезными при по

строении .квантовых теорий релятивистской точечной частицы и релятивистской 

струны. Так как при развиtиiИ кванtоDЬIХ теорий мы хотим использовать наше 
понимание классической динамиюt, начнем ё того, что сосредоточимся на nред~ 

стамен.ии Гейзенберга. 
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Как гейэенберговское, так и шрёдинrеровское представления исnользуют од

но и то же пространство состояний. 8 то время как в nредставлении Гейзенберга 
состояние конкретной физической системы фиксировано во времени., в представ
лении Wрёдингера состояние с;истемы постоянно изменяет направление в про
странстве состояний ,,ю закону, определяемому уравнением Шрёдинrера. Хотя 

в общем случае мы рассматриваем ·операторы в шрёдинrеровском представле

нии как независящие от времени, существу:ют и такие операторы. которые явно 

зависят от времени. Такие операторы образуются из независящих от времени 

операторов и переменной t: например, оnераторы координаты и импульса q и р 
не зависят от :времени, однако оператор О = q + pt зависит от времени явно. 
В rакой ситуации даже rамильтониан Н(р, q; t) может быть зависящим ·ОТ вре
мени оператором. 

Теперь, коrда мы переходим от представления Шрёдингера к представле

нию Гейзенберга, мы ·сталкиваемся с оnераторами, обладающими двумя типами 

зависимости от времени. Как отмечалось ранее, rейзенберrовские операторы за

висят от времени, но такая временная зависимость может бы1Ъ как неявной, 

так и явной. Говорят, что гейзенберrовский эквивалент независящеrо от време
ни шрёдинrеровского оператора обладает неявной зависимостью от времени. 

Эт.а неявная зависимость от времени обя·зана своим происхождением тому, что 
мы перенесли в опер.аторы зависимость от времени состояний представления 

Шрёдинrера. Если гейзенбергавекий оператор явно зависит от времени, значит, 

на него была перенесена зависимость от времени соответствующего шрёдин

теровскоrо оператора. 

Когда мы переходим от представления Шрёдинrера к представлению Гейзен

берга., независищие от времени щрёдинrеровские операторы, например, q и р, 
становятся операторами ·q(t) и p(t), соответствен~но. Шрёдингеровский коммуrа~ 
тор (qt р) = i превращается в коммутатор 

(q(t}, p(t)] = i. (ll.I7) 

Хотя ;q(t) и p(t) зависят от времени; эта зависимость неявная. Если ~(t) - ~гейзен
берговский оператор~ возникающий из независящеш от времени шрёдинrеровскоrо 

оnератора; эоолюция: ,((t) определяется уравне~нием 

.d((t) 1 . .. ) __ (р<> () >J 'tdt = ~(t 'н . t j q t ; t . (11.18) 

Злесъ Н (p(t)t q(t); t) - rейзенбер.rовский rамильтониан; соответствующий, воз
можио зависящему от времени, шрёдинrеровскому rамилыониану Н(р, q; t). 

Если ~O{t) - rейзенберrовский oneparop, соот:sетстующий явно зависяще.wу 
от времени шрёдинrеровскому оnератору, то зоолюция O(t) от времени опреде-

_.dO(t) .lJO (м( · ) н- ·( · () (·)· )] 
1 dt =18t + vt, pt,q .t,t . (11.19) 
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Это ураrтение сводится к {11.1'8), когда у оператора нет явной зависимости от 
времени. Если :rамильтониан H(p(t), q(t)) не зависит от времени явно, то можно 
.ИС1110ЛЬЗОВЗТЬ (11.18) с~= Н, и получить 

d 
dtH(p(t), q(t)) =О. (11.20) 

В этом случае .rамильтониаи является интегралом движения. 

Приведеиное выше обсуждение следует дополнить правилами перехода от 

шрёдин.r~ровских операторов к rейзенберrовским. Предположим, что шрёдинrе
ровский rамильтониан Н (р, q) не зависит от времени. В этом ·случае состояние 
~Ф} в момент времени t = О эволюционирует во времени, и при заданном t 
определяется выражением 

( 1 1.21) 

Q) УпрtJжнение-разминко 11.1. Убедитесь, что IФ, t) удовлетворяет уравнению 
Шрёдингера 

.d ".tlt IФ, t) = НIФ, t). (11.22) 

Из формулы (11.21) ясно, что оператор eiHt переводит зависящие от времени 
СОСТОЯНИЯ В •СОСТОЯНИе ПОКОЯ. 

(11.23) 

Если подействовать этим оператором на произведение аiФ, t}, где а -
шрёдинrеровский оператор, получим: 

(11 .24) 

rде a(t) ~ eiHtae-iHt ~ rейзенберrовс:кий оnератор~ соответствующий шрёлинrе~ 
ро:вскому оператору а. Такое определение применимо и для wрёдингеровскоrо 

onepa-ro,pa as(t)) имеющего явную зависимость от времени, и в этом случае со-

ответствуюший гейзенберrовский оператор равен ан(t) = eiнtas(t)e-•нt. Кон~ 
·сwукuи.я rаранmрует1 что если задано множество шрёдинrерОвских операторов, 
удовлетооряющих оnределенным коммутационным соотношениям; то и соответ~ 

tтвуюшие ге.йзенберrовские операторы удовлетворяют тем же самым коммуrаuи~ 
·онным ·соотношениям. 

С9 У.прожнение-разиин~tttJ 1 1 .. 2. Покажите, что .если ;соотношение [а 1 , а2] = а3 
в:ыnоJШенiо дм шрёдингеровск.их ·опершпоров а 1 , а:2 и а:3 , то дм соответствую
щих гейзенбер2011ских ~оп:ераторов выполнено .соотношение [а1 (t), a 2(t}] = a 3(t). 

Эrот результат остается вернымf даже есл:и rаммьтониан зависит от вре-
мени (задача 11.2). Он подтверждает вид коммутатора ( J 1. t 7), если заметить, 
'Ч-то на постоянн-ую правую часть не распространяется правмо, преsращающее 

шрёлинге,ровский оператор в rейэенберrовский. 
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11.3. Квантование точечной частицы 

Построим теперь квантовую теорию на основании классической теории реля

тивистской точечной частицы. Определим подходящие шрёдингеровские и гей

зенберговские операторы, включая гамильтониан, и опишем пространство состо

яний. Все это мы будем делать в калибровке светового конуса. 

Наш первый шаг - выбор множества независящих от времени шрёдингеровых 

операторов. Разумный выбор обеспечивается динамическими переменными в ( 11.16). 

Операторы Шрёдингера, независящие от времени: (ж~ z 0, р~ р+). (11.25) 

Можно было бы использовать значки-крышки для того, чтобы отличать операто

ры от их собственных значений, но в большинстве случаев это не требуется. Мы 

параметризуем траекторию точечной частицы с помощью т, так что связанные 

гейзенберговские операторы имеют вид. 

Операторы Гейзенберга: (z1(т), z0 (т), р1(т), р+(т)). (11.26) 

Постулируем следующие коммутационные соотношения для шрёдингеровских 

операторов: 

(11.27) 

причем все остальные коммутаторы равны нулю. Первый коммутатор - хорошо 

знакомый коммутатор пространствеиных координат с соответствующими про

странствеиными импульсами (напомним, что q1
J = б1J ). Второй коммутатор 

тоже понятен, ведь в конце концов, z 0 рассматривается как пространствеиная 

координата на световом конусе, а р + - соответствующий сопряженный импульс. 
Второй коммутатор, как и первый, содержит в правой части метрику 1J, несущую 
индексы координаты и импульса. 

Как объяснялось выше, гейзенберговские операторы удовлетворяют тем же 

коммутационным соотношениям, что и шрёдингеровские операторы: 

(11.28) 

и все остальные коммутаторы равны нулю. 

Мы обсудили операторы, соответствующие независимым наблюдаемым в 

классической теории. Но точно так же, как имеются классические наблюдаемые. 

определяемые из независимых, существуют квантовые операторы, построенные 

из множестванезависимых шрёдингеровских операторов и времени. Такие допол

нительные операторы - z + (т), х- (т) и р-. Эти операторы определены с помощью 
квантовых аналогов уравнений (11.7), (11.14) и (11.12): 
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+ 

+( ) - р Х Т=-2 Т, т 
(11.29) 

-( ) - р-
х т - х0 + -2 т, т 

(11.30) 

- 1 р __ + (pipi + т2). 
2р 

(11.31) 

Заметим, что р- не зависит от времени. Однако х+(т) и х-(т) - завися.щие от 
времени шредингеровские операторы. 

Коммутационные соотношения, включающие операторы х+(т), х-(т) и р-, 
определяются постулированными в ( 11.27) коммутационными соотношениями 
вместе с определяющими уравнениями (11.29)-(11.31). Решение выбрать опера
торы в ( 11.25) за независимые операторы нашей квантовой теории бьmо очень 
важным. Например, если бы мы выбрали в качестве независимых операто

ры х + и р- , мы бьmи бы вынуждены записать коммутационное соотношение 
[х+,р-] = -i. Однако в выбранной нами схеме эта величина обращается в нуль, 
так как [р+, р1 ] =О. 

Мы все еще не определили гамильтониан Н. Так как р- - это энергия 

в координатах светового конуса (см. (2.94)), мы ожидаем, что она порождает 
эволюцию х+: 

д 
t-+ р . 

дх+ 
(11.32) 

Хотя х + есть время светового конуса, мы параметризуем наши операторы с по
мощью т, так что можно ожидать, что Н порождает эволюцию по т, которая 

связана, но не тождественна эволюции по х+. Поскольку х+ = р+тjт2 , мы 
можем предположить, что эволюция по т будет описываться оператором 

д р+ д р+ -
дт - т2 дх+ н т2р · (11.33) 

Поэтому мы постулируем гейзенберговский гамильтониан 

H(r) = p+(r) p-(r) = -1- 1--1(т)zi(r) + т2). 
m2 2m2 " 

(11.34) 

Заметим, что Н(т) явно не содержит времени. Уравнение (11.20) показывает, что 
гамильтониан действительно не зависит от времени. 

Убедимся, что этот гамильтониан порождает ожидаемые уравнения движе

ния. Во-первых, про верим, что Н приводит к правильной временной эволюции 

гейзенберговских операторов (11.26), которые возникают из независящих от вре
мени шрёдингеровских операторов. Уравнение, управляющее временной эволю

цией этих операторов есть (11.18). Начнем с р+ и р1 : 

dр+(т) 
i dт = [р+(т), Н( т)] =О, .dr(т) [ 1 J 

z dт = р (т), Н( т) =О. (11.35) 
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Оба эти ксоммутатора обращаются в нуль, так как Н есть функция только р1 ( r), 
а все импульсы между собой коммуrируюr. Уравнения ( 11.35) - это хороший ре

зулiЬтат, так как классические импульсы р + и р1 ямяются интегралами движения. 
Это поз180ляст записать р1 (т) = р1 и р + ( r) = р + . Проверим теперь зависимость 
от т rейзенберrовскоrо оператора х1{'т): 

.dж1(т) _ [ 1( .) _l_(pJ J 2)] _ • р1 

t d - х 1'. ' 2 2 р +т - • 2. 
1' т т 

(11.36) 

Здесь мы воспользовались тем, что {x1,pJ.J/] = [x1,pJ]pJ + pJ[x1 ,pJ] = 2ip1
• 

Сокращая общий множитель i в (J 1.36), находим 

dzl(т) tf 
=-

dr m2 ' 
(11.37) 

Этот резу .ль тат находит:ся в соr.ласии с нашими IUiассическими ожиданиями и поз

воляет записать 

1 
/( ) 1 р х т = х0 + - 2 т., 

т 
(11.38) 

rде х~ - оператор, не имеющий ника~ой зависимости от времени. Наконец, мы 
должны щ:ю:верить х0(т). Так как х0(т) коммуrирует с р1(т), 

.dх0 (т) _ [ _( ) _l_(pr 1 2)] _ 0 s dт - Хо т ' 2m2 р + т - . (11.39) 

Каrк и ожидалосьt этот оnератор является интеrралом движения, и мь1 можем 

наnисать х0{т) :=: х0 . Таким образом, в том, что касается операторов (11.25), 
Aaw .анзатц мя Н ( 11.34) фуню..t.ионирует так, как положено rамильтониану. 

Обратимся к ооrа:sшимся операторам z+(т)t ж-(т) и р-(т). Из них р-(т) 
tсТJь функuия только р1 (и р+) и поэтому не зависит от ~времени. Леrко пока~ 
зать, что коммутатор с Н обращается в :Нуль, так: что мя этого оn~ератора нам 

нечеrо больше nроверять. Гейэенберговские оnераторы ж+ ( r) и ж-(т) возникают 
из щрёдинrеровс.ких операторов с явной зависимостью от времени, так что для 

!Вычисления их эволюции во времени мы используем (1 1.19). Например, 

_.dх-(т) .ох- [-. _( ) Н( )] 
'dт =•ат+х ~ т, т· (11.40) 

Поскольку х-~(т) = х0 + р-т;т? и как х0 , так и ,- коммутируют с р1 , мы 
видим, что [х-(т), Н( т))= О. Следовательно 

dж-(т) р-
= -2, 

dт т 
(11.41) 
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что .являеrея ожццаемым результатом. Аналогично) посколь~ z + (т) - р +т /т2 ) 
находим) что [z+(т), Н(т)] =О :и поэтому 

dz+(т) дz+ р+ 
dт =дт=т2· (11.42) 

Эти !Вычисления nоказывают, что наш :анзащ {11.34) для rамильтониана пораж
дает ожидаемые уравнения эволюции операторов. 

~Q) Упрожне:ние-розминно 11.3 • .В соотношении (11.38) .мы .ввели хЬ как постоян
н,ый оператор. Покажите, что dx~/dт следует вычислять) рассматривая х~ 
кок явно зависящий от .времени гейзенберювский оператор, определенный соот

ношением (1 1.38). 
Чтобы завершить nостроение квантовой теории точечной чае1'1ицы, мы долж:

.ны развить пространство состояний, установить уравнение Шрёдинrера и опре

.зелить физические состояния. Независящие от времени состояния в квантовой 

теории помечаю11ся собственными значениями максимальною набора коммуrи

рующих операторов. Для введенного в (11.25) мно~ества операторов максималь
ное коммутируюшее подмножество может включать только один элемент из пары 

(z- ) р+) и один элемент из каждой из пар (z1
, р1). Так как обычно удобно ра-

ботать .IВ импульсном пространстве, мы будем работать с операторами р+ и р1• 
Таmм образом, мы запишем ~состояния в виде 

состояние точечной квакrовой часmцы: lp +, Рт}, (11.43) 

rде р + - собственное значени·е оператора р + ) а Рт - поперечный импульс, 
компоненты которого являются собственными значениями операторов р1 : 

...... + .1 + - ) +1 + ..... ) 
р р ,fJТ = р р 'Рт ' -./1 + ..... } 11 + - ) Р Р ,рт = Р Р ,IJт. (11.44) 

·С учетом ( 11.3 1) :эти уравнения требуют, чтобы 

,--1 + - ) 1 (pl 1 2)1 + - ) Р Р , Рт = 2р+ Р +т р , Рт • (11.45) 

В дополнение к этому rамильтони:ан (11.34), действующий на состояния, дает 

H~lp+,n) = 21 2(plpr +m2)lp+,n). 
т 

Тоrда из этоrо ~следует, чrо зависящие от времени оостояния 

ехр ( -i 2~2 (pr pr + т2)т )ip +, Pr) 

(11.46) 

(11.47) 

удовлетооря·ют ур-авнению Шрёдинrера. Они являютс:в физическими зависяшими 
от врем,ени состояниями, с-вязанными с оостояниямя ( 11.43). 

В более общем случае мы рассматриваем зависящие от времени суп ер позиции 
базисных состояний в (11.43): 
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(11.48) 

Поскольку р+ и Рт являются непрерывными переменными) 18 nредыдущей фор
муле необходим интеграл. Чтобы построить общvю зависяшУIО от т суnерпози
цию~ мы ввоnим nроизвольную функцию ф( т, р +, Рт). На самом деле эта функция 
является волновой функцией в импульсном пространстве, связанной с состоя

нием IФt т). Действительноt если оnределить дуальные бра-векторы (р+, Ртl такt 
чтобы выnолнялось соотношение 

(11.49) 

то видноt что 

(р+,fтiФtт) = ф(тtр+,Рт). (11.50) 

Уравнение Шрёлинrера IUIЯ состояния IФ, т) имеет вид 

(11.51) 

Исnользуя состояние (11.48) и гамил:ьтониан (11.34), находим: 

Так как все базисные векторы jp+, ifт) линейно независимы, выражение в скобках 
должно обрашаться в !НУЛЬ для всех значений импульсов: 

. д "'''( + - ) 1 (р/ I 2)•1•( + - ) а дт .,., т • р ' Рт = 2m2 . Р + т '1' т' р ' Рт . (11.53) 

В этом соотношении мы узнаем уравнение Wрёдингера для волновой функции 

1/J( т; р +, 'Рт) в .импульсном пространстве. Если волновая функция удовлетворя
ет уравне!НИЮ Шрёдинrера, состояние IФt т) ямяется физическим завиёящим 
от ,времени сосrояиием. Этим завершается наше иёследование квантовой теории 

точечной частицы. 

t 1.4. Квантовая частица и скалярные частицы 

Определенные ;в (11.43) ·состояния квантовой точечной частиuы моrут на
nомнить одночастичнъtе состоsriНИй (10.66) в кваитовой теории скалярiiоm поля. 
На самом деле это соответствие фундаментально.. · 

Существует естественное оrоцествление квантовых состояний релятивистской 
точечной частицы ;массой т с одночастичными состояниями квантовой теории 

скалярного поля массой m: 

1-- + tit~) ++ t IO) Р 'РТ a,+.fho . . (11.54) 
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Огождествление возможно, потому что метки состояний точечной частицы 

совпадают с метками операторов рождения одночастичных состояний скаляр

ной квантовой теории поля. Соответствие между квантовой точечной частицей 

и квантовой теорией скалярного поля может быть расширено от пространства 

состояний к операторам, действующим на пространстве состояний. Теория кван

товой точечной частицы содержит операторы р+, р1 ир-и это же верно в кван
товой теории поля, как показано в (10.67). Если мы отождествим пространства 
состояний с помощью (11.54), тогда два множества операторов будут давать оди
наковые собственные значения. Огождествление становится естественным. 

Указанные наблюдения приводят к выводу, что состояния квантовой точеч

ной частицы и одночастичные состояния скалярной теории поля неразличимы. 

Но, поскольку скалярная теория поля содержит операторы рождения, которые 

могут многократно действовать на вакуумное состояние, эта теория имеет мно

гочастичные состояния, не возникающие при квантовании точечной частицы. 

Действительно, в теории квантовой точечной частицы отсутствуют операторы 

рождения. Так как скалярная теория поля дает естественное описание многоча

стичных состояний, про нее можно сказать, что она более полна. 

Как можно предугадать, что одночастичные состояния квантовой скшzяр

ной теории поля совпадут с состояниями квантовой точечной частицы? Огвет 

довольно интересен: уравнение Шрёдингера для волновых функций квантовой 

точечной частицы имеет вид классического волнового уравнения для скалярного 

поля. Точнее: 

существует каноническое соответствие между волновыми функциями квантовой точеч

ной частицы и классическим скалярным полем, так что уравнение Шрёдингера для 

волновых функций квантовой точечной частицы становится классическим полевым 

уравнением для скалярного поля. 

Один элемент этого соответствия - классическое полевое уравнение для ска

лярного поля. В калибровке светового конуса это уравнение принимает вид (10.31) 

( 
. д 1 (pl 1 2)) ( + - ) z дт -

2
m2 р + т ф т, р , Рт = О. (11.55) 

Это дифференциальное уравнение первого порядка по т. Другой элемент соответ

ствия - это уравнение Шрёдингера (11.53). Два уравнения тождественны, если 
мы отождествим волновую функцию ф(т,р+,Рт) и скалярное поле ф(т,р+,ffт): 

(11.56) 

Это и есть заявленное соответствие. 

Квантование точечной частицы есть пример первичного квантования. При 

первичном квантовании координаты и импульсы классической механики превра

щаются в квантовые операторы, затем строится пространство состояний. В об

щем, результатом становится множество одночастичных состояний. Вторичное 
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квантование относится к квантованию классической теории nаля, ero результа
·rом являеn;я кван'f(}вая теория поля с nолевыми операторами и многочастичными 

состояниями. Наш .анализ позволяет увидеТh, каким сбразом вторичное кванто

вание следует за первичным. Первичное к.вантона.ние механики классической 

·точеч.ной частицы nриводит к одночастичным состояниям. Затем мы интер

nретируем уравнение Шрёдинrера для соотвеrетвующих волновых функций как 

nолевое уравнение .JIЛЯ скалярного поля. Вторичное квантование, на этот раз 
классич·еской теQрии поля, nриооJIИт к множеству многочастичных сосrояний. 

До сих пор мы квантовали только свободную релятивистскую точечную ча
стицу. Все квантовые состояния, в том числе мноrочастичные, полученные путем 

:вторичного квантования~ ямяются свободными частицами. Как же мы получим 

взаимодействия между частиuами? Такие npoueccы включаются в теорию ска
лярного nоля добавлением в действие ЧЛiенов взаимодействия. Все слагаемые, 

которые мы до сих пор включали, были квадратичны по nолям. Слагаемые взаи

модействия включают nроизведения трех или более полей. Так как пространство 

состояний квантовой точечной частицы не содержит многочастичных состояний, 

оnисание взаимодействий .на языке первичноrо квантования не очень удобно. 

·С другой стороны, в рамках квантовой теории поля взаимодействия рассматри

ваются вполне естественно. 

11.5 .• Операторы импульса светового конуса 
Так как функция Лаrраюка L точечной частицы в (11.3) зависит только от 

nроизводных координат по т, она инвари.антна относительно 11рансляций 

(11.57) 

с nостоянной fJJ. Сохраняющимся зарядом., связанным с этим. иреобразованием 
симметрии, является имnульс часmць1 PJS· Это следует из формул (8.16) и (11.4). 

Что случается с сохраняющимися зарядами в квантовой теории? Они стано= 

вят.ся квантовыми оnераторами, обладающими ОJrним удивительным свойством: 
trн:и генерируют, nутем коммутаuии, к.ваti'rовый вариант иреобразования симмет

рии, которое nородило их классически! 

Это свойство становится наrшшным; если мы исnользовать схему, в которой 
.явная лоренцевекая инвариантность .к.лассичес.кой теории сохраняется при кван

товании. Это нё та ~схема, которую мы исполиовал:и при квантовании точечной 

частицы. При квэнтов:ан:ии в калибровке светового конуса координаты х0 и х 1 

частиuы требуют особоrо рассмотрения, зто затушевывает лоренuежжую инва
риантость rеории. Мы не будем обсуждать nодробности лоренц-ковариантноrо 

квантования точечной частиuы, для наших целей достаточно nросто сделать не

rсколько замечаний, а ко,вариаН'IИое квантован!Ие струньt подробнее обсуждается 
в rла,ве 24. 

При лоренu-ковэриантном кв:анrовании точечной частиuы мы исnользуем 

rейзенберrо.вские оnераторьr :еР (т) и У' (т). Обратите внимание- даж:е временная 
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КО'ОрдИ!Ната х0(т) е1ановится оператором! Коммуrационные соотношения имеют 
вид 

(11.58) 

а таюке 

[хР(т), х.,(т)] =О и [~(r), р11 (т)] =О. (11.59) 

Соотношение О 1.58) выглядит разумно. Индексы соотве'J1СТвуют~ что обеспечи
ва,ет ,соrласоJ:тнносrь с лоренцевекой ~овариантностью. Кроме mro~ когда р и v 
nринимают значения пространствеиных nеременных, коммуrационные соотно

шения ,становятся знакомыми. Мы уже знаем, что соотношение ( 11.58) не согла
суется с коммуrаторами в калибровке ссветовоrо конуса из раздела 11.3. В этом 
разделе (х+,(т),р-(т)] = О, в то время как (11.58) предсказывает иенулевой 
результат. Равенство двух объектов, несущих лоренцевекие индексы, оозникает 

тогда, когда они пробегают значения на световом конусе +, - и L Наnример, 
уравнение RJSII = SJJ" дает в+- = s+- (задача 10.3). в результате формула (11.58) 
nринимает вид [ х + (т)~ р- (т)] = iq +- = -i. Проверим теперь, что оператор rf (т) 
генерирует трансляции. Более точно~ убедимся в том, чrо iEp,l(т) генерирует 
трансляцию (11.57): 

(11.60) 

Это интересный результат, но совершенно непонятно, какое он имеет отношение 

к :нашему квантованию в калибровке светового конуса. Мы должны проверить, 
генерируют ли трансляции onep.aropы импульса в калибровке светового конуса. 

Для зro1ro разложим оператор it:p,l(т) no компонентам светового конуса: 

(11.61) 

Мы .опусти;ш аргументы т у имnульсов в nра,воИ части~ так как они не зависят 
~от т (см. раздел 11.3). Заметим, чrо здесь р- дается формулой (11.31). Проверим 

(11,60), ПОЛОЖJИВ i 'F 0 :И €+ = €- = 0: 

(11.62) 

.Мы ~ожидалИ; что бх1~(т):::::: / и ьх+(т) = 6::~Г(т) ==О. Все эти ожидания оправ
дались. Выбирая р == 1 и исnользуя коммутатор (11.28), находим: бх1 (т) = i. 
Чтобы вычистrгьдействие оnерат()ра на х+(т) и х-(т), следует исnользовать их 
определения: 

-( ) - р~ 
х т = х0 + -2т. т 

(1 1 .63) 

Вспоминая, что р1 коммуrирует со всем~t импульсами и с :t0, мы уб:еж:даемся, 
что ьх+(т) == 6х-(т) =о. 

С!) Уп"ажнение-раЗNIIНН/1 11.4. Проверьте (11.60) при!-#- О и Е+= €1 =О. Ч.тобы 
сделать это; вычислите бх#(т) = -ie-[p+, #(т)]. Убёдитесь, что бх-(т) ~Е
и что ое:тш;ьные координаты не из.меНJlюmся. 
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Осталось nроверить, генерирует ли оmератор р- ожидаемые трансляции. Так 

как р- есть нетривиальная функция друrих ИМ11УЛьсов, могут возникнуть сложно

сти! На этот раз рассмотрим nреобразования, IКОторые nорожцаются с помощью 

(11.60) С f+ ;f 0 И Е-= i = 0: 

(11.64) 

Было бы наивно предnолог.а11ь, что 6х+(т) =Е+ не реализуется: выбирая р = + 
и используя ( 11.63), видимj) что 

oJz+(т) = -it+ [Р-, р+ ~2 ] =О. (11.65) 

Но остается неизменным только х+(т), другие комnоненты, :которые должны 
были бы на первый взrл:яд остаться неизменными, меняются: 

6х1(т) = -if+[p-, х1(т)] = -iE+-
1
-(-2ip1) =-Е+ У, 

2р+ р+ 
(11.66) 

~ -( ) . + [ - - р- ] . +(р- -) +P-ux Т = -Jf р , Х() + ml Т = -JE , Жо = -Е р+ . (11.67) 

В этих JВычислениях rолыю один шаг требует некоторых объяснений. Как мы 
нашли ~_р-, х0 ]? Единственная nричина. по которой р- не коммуrирует с х0 , 
заключае11ся в том, что р- :зависит от р +. На самом деле нам нужно знать 
коммуrатор (х0 , 1/р+]. Его можно найти следующим образом: 

[
- l] _l 1- 1 +-· 1 -+1 Хо,- =Хо---, Хо =-р Хо---ХоР -= 

р+ р+ р+ р+ р+ р+ р+ 

l + - 1 i 
= р+ (р ' Хо ) р+ = р+2. (11.68) 

Q) Упрожнеиие-размllнко :1 1.5. С .помощью ( 11.68) покажите, что 

(11.69) 

Формулы (11.65), (11.66) и (11.67) показываютj 'ПОр~ не генерирует ожи
даемых nреобразований. Что же случилось? Оказывается, что р- на самом деле 
rенерир,ует как трансляцию, так и реnараметризацию мировой линии частицы . 
. Мы знаем, что действие частицы инвариантно iС:>'fitiооительн,о изменений параQ 

метризаuии т --t т\r). Ол-на~о. кor.na мы описывали симметрии в rлаве 8, 
мы рассматривали их как изменеюtя динамических переменньrх системы. Из

ме:неиие nараметризации т.аюке можно оnисатъ поnобным образом. Заnисывая 

т~ т'= т +..\(т) с бесконечно малой .Л, мы замечаем, что подходящее изменение 

L i/!(:) ·~ хР(т +.\(т))= zts(т) + Л(т)дтхР(т), (11.70) 
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лозволя•ет наnиса-rь 

с5хР(т) = ..\(т)дrхJJ(т). (11.71) 

'Мы заявляем, что эrо ·есть симметрии теории точечной частицы. Действительно, 
:измене:ние (11.71) не оставляет инвариантным лаrраюкиан точечной частицы. 
Лаrраюкиан изменя·ется на полную nроизводкую no т (задача 11.4). но этоrо, 
на ·самом деле, достаточно, чrобы обладать симметрией (см. задачу 8.9). 

Ilокажем теперь, что р- rенерирует тра!Нсляцию и репараметризацию. Ожи

.1аемая трансляция была 6х+ = ~+. С друrой стороны, из {11.71) следует, что 
реnараметризаuия х+ дает 6х+ = >.дrх+. Имея в виду (11.65), получаем, что 
ожидаемая трансляция nлюс репараметризация дают нулевую вариацию, так что 

р+ m2 
О= f+ + >.дтх+(т) = f+ + >.-2 => >.=--Е+. 

т р+ 
( 11.72) 

Параметр репараметризации ~ оказывается константой. Мы можем теперь ис

польэовать этот результат для •объяснения» nреобразованиiй (11.66) и (11.67), 
которые г-енерирует р- , действуя на х1 и х-. Для этих координат не существует 
трансляции, но репараметризация все еще :применима. Поэтому вариация 

~ I( ) д 1( ) m
2 

+ fl +у (JX Т = Л тХ . Т = --Е - 2 = -Е -, 
р+ т р+ 

r .. 
(11.73) 

2 - -
~ -( ) 'д -( ) т + р + р (J:I; Т =" Х ' Т = --Е - = -( -, 

т р+ т2 р+ 

находится в идеальном соrласии с преобраэованиями, которые rенерирует р~. 
Мы можем также n~оняТh, nочему р- не изменяет х +. Если бы z + изменилась 
на постоянную величину Е+ , новая координата х + не удовлетворяла бы калибро
вочному условию на свеrовом конусе, и поэтому х+ fiiPOCТO пропорциональна т. 
На самом деле р- генерирует транСJilЯцию плюс комnенсирующее преобра.зова

ние, необходимое для сохранения калибровочного условия на ·световом коНусе! 

Это преобра.зо,вание о~а:зьtваетс.я реnараметризацией миро.вой линии. 

ЗаJ<Лючительньtе замеч,ания об оnераторах имnульса. Лорени-ковариантные 

операторы имnульса, которые мы· исполJЬЗОвали л.ля обоснования нашего ана

лиза, генерируют nростые трансляции и коммуrируют друr с друrом. Отсюда 

неnосредственно вытекает, чrо, если использовать 1Фординаты световою конуса, 

операrорьt р± = (р0 ± p 1)/..fi. и nоперечные оnераторы р1 коммутируют. 06-
суждавwиес~я выше операторы импульса в ~еалибровке светового конуса являются 

совершенно друrими объектами. Они сложным образом действовали на коорди

наты, и р- определялось чеJJеЗ поперечные импульсы и р +. Тем не менее, все 
оnераторы импульс-а в калибровке светового конуса все~таю-r коммутируют. Они 
подчиняются 'ПIКИМ же коммуrац-ионным соотношениям, что и ковариантные 

оnераторы, выраже!Нные с помощью координат светового конуса. 
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11.6. Лоренцевекие rенераторы 

световоrо конуса 

В разделе 8.5 мы определили сохраняюшиеся заряды, связанные с лорен
цевекой инвариантностью лаrраюкиана релятивистской струны. Аналогичные 

заряды существуют для релятивистской rочечной частицы. Как было найдено 

в (8.52), бесконечно малые лоренцевекие nреобразования J<оординат точечной 
~астицы х~(т) имеют вид 

(11.75) 

rде !pv = -E
11

fJ - множество бесконечно малых постоянных. Соответствующие 
лоренцевекие заряды определяются выражением 

(11.76) 

~то в.ы должны были nолучить в задаче 8.5. Эти заряды сохраняются в класси
ческом смысле. Мы ожида,ем, что кванrоiВые заряды сгенерируют лоренцевекие 

преобразоваtrия координат. И вновь в этом можно убедиться, исnользуя операто

ры лоренцевекото ~овариантного квантования. В этом случае квантовые заряды 

rОПредеЛЯЮТСЯ ВЫражением ( 11. 76), Где z~-' (Т) И р"' (Т) ЯВЛЯЮТСЯ введеННЫМИ ВЫ
ше гейзенберговскими операторами, которые удовлетворяют коммуrационным 

соотношениям (11.58) и (11.59). Как хР(т), так и ,f(т) являются эрмитовыми 
операторами. Лоренцевекие заряды MfJII также эрмиrов~ы: 

(11.77) 

так как две константы, возникающие nри перестаковке координат и импульсов 

х первоначмьному порядку, сокращаются. 

Q) Упражненut-разминко 1.1.6. Покажите; что 

(11.78) 

Этот коммуrатор позволяет проверить, что кнантовые лоренце!Вские заряды rе

нерируют ло.ренuевские преобразоваиия: 

(11. 79) 
....... . 

1 ~~Ь~ен:ие ( 1 1. 78) моЖJ.~о исnользовать в координатах светового конуса, просто 
~~ ... t в~ "В·'hero индексы светового конуса. Например, 

(11.80) 
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так как q1+ = О. Здесь оnератор м-1 есть лоревц-ковариантный генератор, 
выраженный в координатах свеrовоrо конуса. Эrо не есть лоренцевекий reнepaliop 
в калибровке свеrового конуса. Такие операторы мы еще не строили. 

Имея набор квантовых ,операторов, интересно вычислить их коммутато

ры. Наnр:имер, в квантовой механике известно, что компоненты Lж, L11 и Lz 
_уrловоГ<о момента удовлетворяют совокуnности коммутаuионнь•х соотношений 

r((L:z, L11 ) = :iLz и других), которые определяют алгебру Ли углового момента. 
Рассма11ривавшиеся ранее операторы импульса r! определяют очень простую 
алгебру: они все коммутируют друr ,с другом. Мы хотели бы знать, чему равен 

коммутатор двух лоренцевских генераторов. Вычисление включает несколько ша

rов (задача 11.5). Используя соотношение {11.78) и аналогичное соотношение д1IЯ 
( Mpv, у)~ можно най'liи, что коммутатор записывается как линейная комбинация 
четырех лоренцевск.их генераторов: 

(11.81) 

Этотрезультатопределяет лоренцевсiкую алrебру Ли. Соотношение (J 1.81) долж
но удовлетворяться аналогичными оnераторами МР11 любой лоренц-инвариант
ной кван11овой теории. Если оказывается невозможным nос'IJ)оить такие опера

торы., теория не SJiВJUieтcя лоре~:~ц-инвариантной. Этот вывод oi<.aЖeтcst ключевым 
.nри кван11овании струн, т.ак как условие (11.81) накладывает дополнительные 
ограничения, имеющие важные физические следствия. 

(9 Упражнение-ра3NUН1«1 11.7. Так как Mpv = -М11Р ,левая часть (11.81) изменя
ет знак при перестановке р и v. Убедитесь, что правая часть также изменяет 
знак при та"'ой перестановк,е. 

Теnер;ь можно использовать ( 11.81) для определения коммутаторов лоренцен
еких зарядов в координатах светового конуса. Лоренцевекие rе.нераторы даются 

выражениями 

мlJ, м+1 , м-1 и м+-. ( 11.82) 

Рассмотрим, наnримерt коммуrаrор (м+~ , м+1]. Чтобы исnользовать (11.81), 
заметим особенности nравой части этого соотношения: каждое fJ содержит по од
ному индексу от ЮiЖ,1!J,Of1o из rенераторов в левой ч.асти. Для [м+- , м+1] един~ 
tтвенный сnоооб получить не нулевое значение 1J ~ исnользовать индекс « ~ ,. 

.nервого reнeparopa и ((+» второrо. Неисчезающее слагаемое находится на втором 
месте в nравой част.и ( 1 1 .8.1 ), и мы находим 

(11.83) 

Аналоrично 

(11.84) 

Здесь q должен использовать индексы I и J, но rorдa два других индекса войдут 
в м, получится м-~ ' обращающийся в нуль в силу антисимметрии. 

С9 Ynpllжнeilli#!-pOЭcNUHitD 11.1. Покожите, что м+- = М10 . И3 этого следует, 
ЧJn() м+= генерирует буст (J наnра8лении х1 • 
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До ~сих пор мы рассматривали кова:Риантн.ьiе лоренцевекие заряды в коорди

натах свеrо:воrо Кionyca. Теперь следуеТ :найти лоренцевекие зарЯды д;Iя квантова

ния частицы в калибровке свеrового конуса. Предьщущее обсуждение импульсов 

показывает, чm мы сталкиваемся с тремя вопросами. 

1) Как следует оnределить эти заряды? 
2) Преобразования какого типа они генерируют? 
3) Каковы коммутационные соотношения, которым они удовлетворяют? 

В оставшейся части этого раздела мы детально рассмотрим первый вопрос. 
Прежде чем слелать это, дадим краткие ответы на второй и третий вопросы, 

оставляя nодробный анализ эmх вопросов задачам 11.6 и 11.7. Следует ожи
дать, что лоренцевекие rенераторы в калибровке световоrо конуса rенерируют 

преобразования Лоренца координат и имnул~ьсов, но в ряде случаев эти пре

образования сощювожnаются репараметризацией мировой линии. Что касается 
третьего воп[роса, лоренцевекие генераторы в калибровке светового ~онуса бу

дуr удовлетворять тем же коммугационным соотношениям, что и ковариантные 

операторы в координатах светового конуса. Эrо означает, 'ПО лоренцевекая сим

метрия сохраняется в теории квантовой точечной частицы на световом конусе. 

Yc.nex построения априори неочевиден. Неясно, будет ли уменьшенный набор 
операторов в калибровке све11овоrо конуса достаrочен для построения квантовых 
лоренuевсхих зарядов. генерирующих ;юренuевские (плюс другие) nрообразова
ния и удовлетворяющих алrебре Лоренца. 

Простейшая гипотеза о виде генераторов калибровки СБе'Ювого ~опуса состо

ит в использовании координат светового конуса в ковариантной формуле (11.76) 
и послелуюшей замене х+(т), х-(т) и р-. используя их определения в калиб
ровке светово11о конуса в О 1.29), (11.30) и (11.31). Попробуем выполнить это 
предnисание для м+-: 

? . - . + 
= -ХоР · (11.85) 

Так как х0 и р + не зависят от т, это же верно для м+-. Однако возliИкает не: 
больша·я трудность. Onneparop м+- неэрмитов: (м+-)t- м+- = [х().р+] #О. 
Этот крах эрмитовости иruпострирует то, как исnользование калибровки свето
ооrо конуса мо:ж'ет nомиягь на основные свойства оnераторов. Коварианmые 

лоренцевекие rенераторы бЪ1Ли автоматически эрмитовы, но это не выполняется 
для rенераторо:в калибровки ,светово:rо конуса. Таким образом, у нас есгь осно

вания определить эрмитов rенератор м+- как 

•. +- 1 - + + -М = -2(ХоР +р Zo ). (11.86) 

Примем это за лоренцевекий генератор м+- калибровки ·светового конуса. 



Задачи Z71 -------------------------------------------------
Самым сложным из всех является генератор м-1 • К тому же, он и самый 

интересный. Предnисание, использованное мя м+-, на этот раз дает 

(11.87) 

Как '!. ранее, з-ависимость от т исчезает, но результат все равно сложе~1 так как р есть нетривиальная функция всех дугих импульсов. Определим М как 
эрмиrову версию оператора~ полученного выше: 

м-1 - 1 1 ( 1 - - J) = Хо Р - - ХоР + Р Хо • 2 
(11.88) 

Если лоренцевекие заряды в калибровке светового конуса должны удовлетворять 

алгебре Лqренца, то, как мы отмечали в (11.84), должно выnолняться равенство 

(11.89) 

Удовлетворяет ЛИ M-I, оnределенный формулой (11;88), этому уравнению? Ответ 
liiоложителен, в чем вы сами можете убедиться, решая задачу 11.6. Этот результат 
необходим для того, чтобы обеспечить лоренце!ВСкую инвариантность квантовой 

rеории. Все другие коммутаторы лоренцевс:ких генераторов также приводят к 

корректным результатам. 

Выч.исление коммутатора [М-1 , м-J] в квантовой теории струн доволь
но rсложно, но ответ очень интересен. Оказывается, что этот коммуrатор равен 
нулю rorдa и только тогда, когда струна распространяется в лространстве-вре

мrени не.к:оторой оnределенн~ой размерности, и кроме т.оrо, rолы<о 18 случае, если 

определемие массы измеияетс·я так, что в сnектре открытой струны можно най

ти безмассовые калибровочные nоля! Теория струн настолько закрепощена~ чrо 

она лоренц-инвариа.нтна wлько .д.ля фиксированной размерности nространства
времени. 

Задачи 

..,. Задача 11.1. Уравненмiе движения дnя rейзен6ерr.о1ских операторов 

Предположим. что шрёдинrеровски:й гамильтониан Н = Н (р, q) не зависит 
от времени. 8 этом случае нез-ави,сящий от времени шрёдинrеровский onepa-
110P ( .nо,рождает rейзенберrовский оnератор 

((t) = eiнt~e-iв'. 
Покажите, что этот оператор удовлетворяет уравнению 

.~(t) . tdt == (((t)~ H(p(t); q(t))]. 
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Это ,вычисление доказывает, что для нез-ависящих от времени rамильтонианов 

сnраведливо уравнение ( :11.18). 

~ 3одоча J 1.2. Гейэенберr:овскме операторы и эавиа~щие от времени 
rамильтонманы 

В случае, коrда шрёдинrеровский гамильтониан Н= Н(р, q; t) зависит от вре
мени, временная эволюция состояний nорождае'J1Ся унитарным оnератором U(t): 

I Ф' t) = U(t)IФ), (1) 

где U(t) нетривиальным образом зависит от Н. Здесь 1'11) обозначает состояние 
в нулевой момент времени и U(O) = 1. 

(а) Исnользуя уравнение Шрёдинrера, покажите, что 

idU(t) = HU(t). 
dt 

(2) 

Обозначим ДЛЯ :краткости и= U(t). Так как u-J' действуя на IФ, t), дает не
зависящее от времени состояние, рассуждения, аналогичные приведеиным в 

(1 1.24), позволяют определить rейзенберrовский оператор, соответствующий 
шрёдинrеровскому оператору а, как 

a(t) = u-1aU. (3) 

(б) Пусть ( - независящий от времени шрёдингеровский оператор, а ((t) -
соответствующий rейзенберrовский оператор, определенный с помощью (3). 
Покажите, ч·ю 

i~~t) = (((t),H{p(t),q(t);t)]. 

Это вычисление доказывает~ что уравнение (11.18) выnолняется для завися
щих от времени гамил~:~rонианов. 

(в) Пустьдля шрёдинrеровских операторов а 1 , n1 и аэ выnолнено соотношение 
[а, • а2] = а3 • Покажите, чrо для соответсmующих rеИзенберrовсЮiх опера-
торов выnолнено 

[[а 1 (t), a2(t)) = аз(t). 

• 3а8оча 11 .. 3 .. Классическая динамика на rамипьтоновом языке 

Рассмотрим классическое фазовое nространство (q,p), траекторию (q(t),p(t)) 
и наблюдаемую v(q(t),p(t);t). По стандартным п~авилам дифференцирования 

,tfv 8v дv ,dp 8v dq 
dt = 7ii +дР dt + дq dt. (l) 

'С учетом оnределения скобок Пуассона 

{А В} = ,lJA дВ _ дА дВ' 
' /Jq др др дq 

(2) 
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пока.жите, что 

dv дv 
dt = дt + {v,H}. (3) 

Сравнивая этот результат с (11.19), мы видим .аналогию между временной 

эволюцией произвольнаго оnератора О и классической гамильтоновой эволю

I!Ие:й наблюдаемой v в фазовом пространстве. 

Для вън:юда (3) понадобится IUiассичесiКИе ура.внения движения на г.амил:ьто
новом языке. Эти уравнения можно получить, поrребовав, чтобы интеграл 

1 dt(p(t)q(t)- H(p(t), q(t); t)) 

бiЬiл стационаре.н nри независимых вариациях 6q(t) и 6p(t) . 

..,. Заоача 11.4. Реnараметриэационные симметрии точечн·ой частицы 

Покажиrе, чrо вариация 

tfx~'(т) = ..\(т)д.,zР(т) 
индуцирует вариацию 6L лаrранжиана точечной частицы, которую можно запи
сать в виде 

t5L(т) = д.,(Л(т)L(т)). 
Это доказывает, что реnараметризаuии 6:If являются симметриями в том 

смыс.л·е, который определен в .задаче 8.9. Покажите, что связанные ·с этими реnа

раметризационными симметриями заряды обращаются в нуль. Если ..\ не зави
сит от т, репараметризация представляет собой бесконечно малую nостоянную 

ч>ансляцию no т. В этом .случае сохраняющимся зарядом ·является rамильтониан. 

Покажите в явном виде, что каноническим образом оnреде.ленньiй из лаrранжи

ана точечной частицы rамильrониан обращается в нуль. 

• Задача 11.5. Лоренцееские rенераторы и anrefipa JlopeJ~цa 

В этой задаче м.ы рассматриваем лоренц-ковариантные заряды (11.76). 

(а) Вычислите коммутатор [ Mpv, ,1). 
(б) Вычислите коммуrатор l[MPV' Mplf] и убедитесьt ЧТО выnолняется соотношеw 

~me (11.81). 
(в) Р,ассмотрите алгебру Лоренца в координатах светового конуса. Вычислите 

• Задача 1.1.·6. Коммуrатор [м-1 , м=J] дпя частицы • калибровке 
световоrо к·онуса 

ЦeJilь данного вычисления ~ в том~ чтобы nоказать, что 

(1) 
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~(а) Проверьте, чrо оператор м-1 в калибровке светового конуса имеет вид 

M -I ( - I J -) i р/ = ZoP -ЖоР + lp+ ' (2) 

Проведите вычисление выражения (1), различая два типа слагаемых в (2). 
Вычислите вклады в коммуrаrор от сметанных слаrаемых и от последнего 

слаrаемоrо. 

(б) Проведите вычисление выражения ( 1), используя вклад от nервого слагаемого 
в правой части (2). 

~ .Задача 11.1. Преобраэования., nорождаемые поренцевскими генераторами 

в капмбров1ке светового конуса м+- м м-1 

(а) Вычислите коммутатор м+- (определенный в ( 11.86)) с координатами свето
вого конуса z+(т)., х-(т) и х1(т). Покажите, что м+- порождаетожидаемые 
лоренцеJВСкие преобразования этих координат. 

{б) Вычислите коммуrатор м-1 с координатами светового конуса z+(т), z-(т) 
и х1 (т). Покажите. что м-I nороЖдаеТ ожидаемые лоренцевекие преоб
разования вместе с компенсирующей репараметризацией мировой линии. 

Вычислите параметр Л для этой репараметризации. [Указание: репараметри-
1 

зация принимает ~эрм!ИТИзированную• форму f5хР(т) = 2(>.6тхР + 6rxP >.).] 



Глава 1,2 

Релятивистские квантовые 

открытые струны 

Наконе1ц м1ы перехоАим к квантованию релятивистской открытой струны. Мы используем 
калибровку светового конуса, чтобы задать коммутационные соотношения и опредепитtь 

гамилыониан в rейзенбергоsской картине. Мы обнаружим бесконечное множество опе
раторов рождения и уничтожения, помеченных цел1ым чи:спом и поперечным векторным 

и1ндексом. Осцимяторы, соответствующие направ:nению х-, являются 111оперечными 
опе1раrора,ми Вирасоро. НеоАнозначносrи, с которыми мы Cil'aliiKИвaeмcя при опредепе
НIИИ кван~rовой тео'рии, снимаются требованием лоренц-инвариантности теорtИИ. Среди 
этих неоднозначностей - размерность пространства-времени, которая фиксируется 

на значении 26, и массовая формула, которая CJilerкa отличается от классического ана
лога, так что спектр допускает безмассовые фотонные сосrояiНия. Спектр также содержит 
т.ахион.мое состояние, указыtвающее 1на tнестабильность 025-браны. 

12.1. Гамильтонмаи светового конуса 
и коммутаторы 

Наконец М!Ы можем пристуnить к квантованию релятивистской струны. Мы 

nриобрели определенные навыки при формулировке динамики классических ре

лятивистских струн, и детально изучили, как следует квантовать более простой, 

но все же нетривиальный случай рел:ятивистской точечной частиuы. Кроме того, 

окинув вэrлядом основы теории скалярных, электромаrниmых и rравитаlfион~ 

ных квантовых nолей в калибровке светового конуса~ мы су-меем оценить при

ло:жения квантовой теории открытых струн. В этой r.лаве мы будем заниматься 
опрытымм струнами. С настоящего момента будем предлолагать существование 
эаиолняюmей пространство D-браны. В следующей главе мы прокваmуем замк~ 

нутую струну. 

Как и ранее, мы будем интерпретировать классические уравнения движения 

в калибро.вке свето:воrо коиуса ка:к уравнения 1UtЯ сооmетствующих гейзенбер

rовских о11ераторов .. Поэтому нам необходимо сделать обзор результатов анализа 
Юiассической релятивистской струны на световом конусе. 

Мьt нашли Юiасс параметризаций мировоrо листа (9.27), для которых урав-
.. р " НСНИЯ ДВИЖеНИЯ ЯВЛЯЮТСЯ !ВОЛНОВЫМИ уравнеНИЯМИ Х - Хр = 0. Это nримеча-

тельное упрощение воониЮiо ценой наложения двух ограничений (Х ± Х')2 =О. 
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С учеrом этих ограничений nлотности импульса являются простыми производ-

:ными or координат: 
"" 1 .,. р ""= -Х,.. 

2wa' 
(12.1) 

Эти уравнения выполняются во всех tКалибровках в рамках рассматриваемого 

IOiacca. В частности, они верны в калибровке светового конуса. Для открытых 
струн в калибровке ссветовоrо конуса попагаем Х* = 2о.' р + 1' и решаем уравнение 
ДЛЯ Х- Через IIЮПеречные IКООрдИIНаТЫ Х1. ДейСТВИтеЛЬНО, ИСПОЛЬЗУЯ (9.65) при 
(j = 2, имеем 

х- = _l __ l_(.tlj(f + xi'xi'). 
2а'2р+ 

Это ПО:lВОЛя,ет дать явное выражение для pr-

т- 1 · _ 1 1 1 1 2 т/ тl Х Х ( 11 
· I') 

р = 2tro.' Х = 2tra1 2а' 2р+ (21ra ) р р + (2tra')2 = 

1r тl тl Х Х 
( 

J' I') 
= 2р+ р р + (21ro.')2 . 

!Вскоре нам nонадобятся эm уравнения. 

(12.2) 

(12.3) 

В качестве первого шага при определении квантовой теории релятивистской 

струны в калибровке светового конуса мы должны привести список шрёдинrеро
IВСКИХ операторов. Руководствуясь списком ( 11.25) шрёдингеровских операторов 
мя квантовой точечной частюJЪI, выберем Jiаши независяш11е от т шрёдингеров
скrие операторы. 

(12.4) 

Тогда оnределе.ны соответствующие rейзенберrовские оnераторы. 

Тhк как оnе})аторы (12.4) не зависят явно от т, это же :верно и пля rейзенберrов
ских оп~ераторов ·(12.5). Как и в случае точечной частицы, мы ожидаем, что :lo 
и р+ являются nолностью !Независимыми от r rейзенберnrзскими операторами. 

Уст:ановим теперь коммутационньtе соотношения. Для шрёдингероооких one· 
раторов Х1 (и) и ртl (d) мы сталкиваемся с фактом, что эти операторьt зависят 
от .f7. Разумно потребовать, чтобы такие операторы не коммуrиро.вали только 
в том случае, если они берутся в одной и той же точке вдоль струны. Мы не ожи~ 

дае.м, что (одновременные) измерения в разных точках на струне, ин-rерферируют 
друг с друrом. Поэтому мы rюлаrэем 

(12.6) 
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Здесь дельта-функция используется для того, чтобы подчеркнуrь обращение 

![Оммутатора в нулъ nри и # и'. Мы исnользовали дельта-функцию Дирака, 
а не дельта-символ Кронекера, так как f1 являеJСя непрерывной nеременной. Со

отношение (12.6) естественно дополняется коммуrационными соотношениями 

(12.7) 

и 

[ - +] . 
Хо ;р = -t. (12.8) 

Операторы х0 и р + коммуrируют со всеми остальными шрёдинrеровскими опе
раторами: 

Поэтому для соответствующих rейзенберrовских операторов единственными не

исчезающими 1коммуrационными соотношениями при равных временах являются 

а также 

[ х0 (т)., р+ (т)] = -i. 

Все остальные коммутаторы обращаются в нуль: 

[Х1(т,О'),ХJ(т,О'')] = ['Рr1(т,о-), 1'7J(т,<Т')] =0, 

[х0 (т),Х1(т,О')] = (х0(т), 1'71(т,О')] =0, 

[р+'(т). X 1(T, ·tr)] = [.р+(т), 1'"1(т,о)] = 0. 

(12.10) 

(12.11) 

( 12.12) 

П()С'tJ)ОИМ теперь rаммьтони:ан .. Наш гамильтонпаи должен nорож:дать трансля
цию по т. Из приобретенного при рассмотрении ·точечной частицы опыта мы 
знаем, что р- генерирует х+ трансляции. Но -в калибровке светового конуса 
х+ = 2а'р+ 1"' та!К что 

(12.13) 

Оr:сюда следует, что rамильтониан, который rенерирует сдвиги по т, должен бьrть 

равен 

Jl' 

Н= 2о:'р+р- = 2а'р+ / di1'Pт-. 
о 

(12 .• ~r 

) 
ОкаЗJываеrся; что это nействительно правильный rаммьтониан ClJI)yнЬJ. Испм'Ьj:' 
зуя ( 12.3), г.амил:ыониан можно заnисать в явном виде iiOIK rейзенберrовск,if: 
оператор 
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н( ) = , !"' ~-(pri( )1'ri( ) + X 1
'(r, u)X

1
'(r, и)) 

r 1ra uu r, и r, и (21Га')2 · (12.15) 

о 

Гамильтоннан Н должен генерировать квантовые уравнения движения, кото

рые ямяются операторными версиями классических уравнений движения. Если 

выразить гамильтониан через поперечные моды Вирасоро из главы 9, он будет 
выглядеть очень просто. Мы видели в этой главе, что Lt = 2а' р + р- (формула 
(9.78)), так что из (12.14) немедленно следует 

H=Lt. (12.16) 

Это выражение для гамильтониана, возможно, является самым запоминающимся, 

хотя, как мы увидим далее, истинный гамильтониан немного иной. Операторные 

произведения РР и Х' Х' в (12.15) на самом деле неоднозначны и требуют 
аккуратного определения. Кроме того, лоренцевекая инвариантность потребует 

вычитания из Н вычисляемой постоянной. 

Теперь, когда у нас имеется приемлемый кандидат на роль гамильтониана, 

мы должны вывести уравнения движения. Любой гейзенберговский оператор 

~(т, и), возникающий из независящего от времени шрёдингеровского оператора 
~(и), должен удометворять уравнению 

it(т, и)= [~(т, и), Н( т)], (12.17) 

где Н(т) дается выражением (12.15). Так как Н(т) построен из гейзенберговских 
операторов, не имеюших явной зависимости от времени, мы можем подставить 

Н(т) для ~(т, и) в (12.17). Мы приходим к выводу, что гамильтониан полностью 
не зависит от времени: Н (т) = Н. Кроме того, можно увидеть, что х0 (т) и р + (т) 
коммутируют с Н. Следовательно, эти операторы не зависят от времени, и мы 

будем обозначать их х0 и р + . Коммутатор ( 12.11) примет тогда вид 

[ - +J . Жо ,р =-а. (12.18) 

Гейзенберговское уравнение движения для Х1(т, и) имеет вид 

1Г 

i.X1 (т, IТ) = ( Х1 (т, IТ), Н(т) j = [ Х1 (т, IТ), 1ra' 1 dtТ' ртJ (т, IТ')'Рт J (т, IТ')], 
о 

где мы опустили второе слагаемое в Н, поскольку оно коммутирует с Х1 (т, и): 

(12.19) 
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·мы таюке вновь вЮtючили в H(r) временной nараметр, выбрав время так, чтобы 
.ОО.1УЧИТh легко вычиел:яемые ~оммуrаrоры при равных временах. Используя ( 12.1 О), 
на.ходим: 

1r 

iX1 (т, и)= 1ra' · 2 · f м' ртJ (т, u')if11
J 6(u- и'). 

о 

После инrеrрирования и сокращения общего множителя i, на~одим: 

( 12.20) 

(12.21) 

К ·сч·астъю, это совпаnзет с классическим уравнением движения (12.1). Ана
-lо:rично можно проверить остальные уравнения движения. Например, можно 

• тl вычислить Р и исrюлъзовать полученный результат для nроверки того, что 
выражение 

(12.22) 

есть JК&анrовое уравнение движения (задача 12.1). Когда мы nревращаем клас
сическую теорию струн в .IК.Вантовую 11ео;рию, клас·сические граничные условия 

становятся оnераторными уравн·ениями. Наnример, граничные условия Неймана 

(12.23) 

значат буквально, что оnератор дuХ1 (т, и) обращается в нуль на концах открыт-ой 
·струны. 

Мы выяснили в главе 9, что особенно nросты и полезны линейные комбина
ции производньiх (Х1 ± Х11). Завершим раздел вычислением коммугаторов этих 
производных. Начнем с исnолiЬЗОвания (12.21), чтобы nереписать коммута11ор 
(12.10) КЗJК 

[Х1 (т, tr)~ XJ (т, и')] = 21ra' i1Jи 6(u- и'). (12.24) 

Беря nроизподl:i)'Ю no tf от Э'roro выражения, получаем: 

[ Х11 (т, о'), ;XJ (т, и;)] = 21ro'.i111
J d~ 6(и- и'). (12.25) 

Лифференциру.я [ Х1 (т, n), XJ (т, tr')] = О по d и п' и вспом:ииаяf что ['Рт1 (т, tt), 
ртJ (т, и')] =О, находим, что nроизвоДJные по r и(/' от :координат коммуrпруют 
.:~pyr с друrом rю отдельности: 

[ I' J' '] [ __._ / ·J '] Х (т,и)~Х (т,и) = Х (т,и),Х (т,п) =0. 

Рассмотрим теперь коммутатор 

[(Х1 + х1')(т, и), (XJ + Х11)(т, tr')], 

который вследсrвие (12.26) равен 

[ · 1( ) J'( ')) [ 1
1

( ) -"'J(. ')) Х T,(I',X Т,О' + Х т,n,Х Т,О' • 

(12.26) 

(12.27) 

(12.28) 
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Второе сла.rаемое дается выражением (12.25). Первое слагаемое равно 

[ 
J' t . 1 ] 1 • J 1 d , 1. lJ d 1 - х (т,()"), х ·(т, и) = -(21ra )•11 d0"6(u -О')= 21ra ." dO' о(и- О'). 

Здесь мы исnопьзовалilt то, что nроиэВQДная по и' от функции разности (<Т - 0'
1

) 

равна lilроиз.водной от rой Жiе функци!И по 0'., взятой с минусом. Кроме тоrо, 

:мы испол.ьзовали свойство дельта-функции 6(х) = 6(-х). Теперь ясно, что оба 
·cлaraeмiblX в ( 12.28) равны, так что 

На самом деле в общем случае мы получили, что 

так как вклад дают только перекрестные слагасмь1е. Наконец 

·Соотношения (12.30) и (12.31) выполняются при О'~ 0'
1 Е (0, 1r). 

12.2. Коммутацио,нные соотношения 

дпя осцилляторов 

(12.29) 

(12.30) 

(12.31) 

Полученные ранее коммутационные соотношения требуют осторожного об

ращения, 'ТаК как они содержат полевые операторы и используют дельта-функции. 

Эти соотношения nредставляют бес-конеt.~ное множесrво соотношений, которые 
выполняются для иелреры.вных значений и и и'. Поэтому полезно переписать 
их в дискретной форме, а именно как счетное множество ~<'Оммуrаuионных соот~ 
ношений. Для этого исследуем разложения по модам в разделе 9.4. Они следуют 
из классиче·ских волновых уравнений и rраничiНых условий дЛЯ заполняющей 

пространство D-браны. Так как волновые уравнения и граничные условия оста

ются сnраведливыми в хвантовой теории, мы можем исnользовать разложение 

по модам и в квантовой теории. Однако классическИе моды а~ становятся кван
товыми оnераторами с нетривиальными коммуrационными соотношениями. 

Напомним решение (9.69) волнового уравнения. с граничными условиями 
Неймана: 

Х1 (т, u) = z~ + V2d а~т + iJ2ai I: ~а~ cos nu e-inт. (12.32) 
n~O 
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КJЮме тоrо из (9.74) имеем 

(Х1 + Х11)(т, и)= v'2ij Е а~ e-in(r+и>, и Е [0, 7r], 
nEZ 

(Х1 - Х11)(т, и)= J2ij 2.: а~ е-in(т-и), и Е [0, 7r]. 
nEZ 

(12.33) 

Выписанные равенства верны при и Е [0, 1r], так как координаты открытой стру
ны определены только в интервале .u Е {0, 1r). Построим теперь функцию от и 
с периодом 21r. КО'юрая есrественно зап!Исывается через координаты открыrой 
струны. Чтобы сделать это, вычислим второе из предыдущих уравнений при зна

чении -и: 

(Х1 - Х11)(т, -о)= J2di: а~ е-in(т+и>, q Е [-11', 0]. (12.34) 
nEZ 

Интервал О' Е (-,...,О] необходим, потому что в противном случае левая сторона 

равенсmа не определена. Теперь определяем оператор А 1 (т, О') равенством 

А1 (т, и)= v'2a' L а~ е-iп(т+и), А1(т, О'+ 21Г) = А1 (т, о'). 
nEZ 

( 12.35) 

Указанная периодичность есть прямое следствие определения. Теперь уже просто 

связать А 1 с координатами открытой ·струны на интервале u Е [ -1r, 1r] длиной 21r. 
При и ·Е {0,1r~ мы используем верхнее уравнение в (12.33), а при и Е (-1r,O) 
исnользуем (12.34): 

1 - { (Х1 + Х11)(т! и), О' Е [0, 7r]; 
А (т,О')- (:k1 - Х11)(т, - 0'), и ·Е (- ,..., 0). 

(12.36) 

Оnератор А1 ·окажется полезным для определения коммугаиионных соотно~ 
ШеНИЙ ДЛЯ а' ОСЦЮIЛЯТОров. Для эТОГО МЫ ДОЛЖНЫ ВЫЧИСЛИТЪ KOMMyraTOp 

[ А1 (т, u), AJ (т, u1
)]. С учетом ( 12.36), вычисление его в полном интервале и, 

q' Е [-"Л', ·1r] треб;ует четырех ~от.шельнЬiх вычислений: 

[(Х1 + х1')(т, и), (XJ + xJ')(т,u')] t 0', 0'
1 Е [0, 11'], 

[(Х1 + Х1')(т, о-), (XJ- хJ')(т, -о-')], и Е [О; 1r), и' Е (-1r, О]; 

[(Х1 - Х1')(т, -и), (XJ + XJ')(т, .u')], и Е (-1r, 0), и' Е (0, 1r), 
(12.37) 

[(.11
- Х11)(т, -0'), (XJ- хJ')(т, -q')], и, 0'

1 Е [-7r, 0). 

Перв,ый коммутатор для 0', 0'
1 Е [0., 1t] npocro считывается из (12.30): 

(12.38) 
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Последний коммугатор для и, и' € [-1r, о·~ также получ&ется из (12.30): 

((k1
- X1')(r, -<7), (k1 + Х1')(т, -q')] = -41fclir/' d(~u) 6(-<7 + <1') = 

= 41ra
1if1IJ :U 6(u- и'), 

и с·овпадает с результатом ( 12.38) для первого коммугатора. Для второго и третьего 
коммуrаторов в '{12.37) можно использовать (12.31) и убедиться, что оба они 

·обращаются .в нуль. На самом деле правая часть (12.38) т;аюке обращае11ся в нуль, 
так как в этих случаях n и п' не мoryr быть равны. Отсюда, резулнтат для всех 
четырех ~оммуrаrоров можно резюмировать как 

(12.39) 

Используя (12.35) и сокращая общий множитель 2а', получаем из предьшущего 
результата, что 

L e-im'<r+D)e-in'(1'+a') [а~,, а~~] = 27rir/J :u 6(n- и'). 
m',n'EZ 

(12.40) 

Это соотношение верно для и, u1 Е [ -1r, 1r). Применим к обоим частям равенства 
интеJ1Ральные операuии 

(12.41) 

В левой стороне (12.40) интегралы остамя:ют слагаемое с т'= тиn'= n: 

(12.42) 

В правой стороне (12.40) интегралы дают 

2~ 2к 

if111 -
1 1 du е•т(f !:_ 1 dtt1 einD' 6( и - и') = 

27r dd 
о о 

2~ 2w 

= ifl - du e•mO' _ e•n(f = - nfl ·- dt1 е• т n (f = lJ 1 1 . . d .. 1J 1 1 .( + ) 
., 21Г dA ., 211' 

о о 

IJ~ . IJ~: 
= -n1J <1m+n,0 = ffl1J Om+n,O• (12.43) 

Пр:иравнивая результаты (12.42) и (12.43). находим, что 

[...,.1 ....,J] ~ mnlJ 1: e+i(m+n)т- m,,/J ~ 
~т, ~n - ., <1m+n. О - ., <1m+n, о, (12.44) 
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rак как для оnисания значений т - - n можно использовать дельта-символ 
Кронекера. Поэтому коммуrационное соотношение равно 

[ 1 J] 1J ~ 
СЖт, а,. = mq vm+в, О· (12.45) 

Это ф~аменiГЗЛьное коммуrацио:нное соотношение между а-модами. Заметим, 
что ао коммугирует оо всеми другими осцилляторами. Это вполне разумно: как 

показано в (9.52), а~ пропорциональна импульсу струны 

1 г,:-; 1 
ао = v2dp) (12.46) 

и следует ожидатъ, что оJНа имеет нетривиальный коммутатор только с xt. 
Чтобы завершить ·список всех возможных коммуrаторов, мы должны найти 

rкоммуrаrоры хо и осuилляторов а~. Для этого рассмотрим соотношение (12.24) 
и проинтегрируем обе его части по l1 Е [0, 1r]. В левой части слагаемые с осцил
~1яторами в Х1{т. n) не дают вклада" а в .правой части исчезает дельта-функция, 
что даст множитель едИницу: 

[ 1+ г,:--;2, I x·J< ')) 2 ,. IJ z0 v их а0т, т,(/' = а •fJ • (12.47) 

Так как XJ ·есть сумма слагаемых, содержащих а~, получим (а~, Х1] =О. До
nолнительно, используя разложение по модам для XJ , находим, что выражение 
(12.47) принимает вид 

2: [ z~, а~,] cos n' f,' е -in'т = ,."!2il ifiiJ. (12.48) 
n'E:Z 

Сгруппируем слагаемые :в левой части этоrо соотношенмя так: 

00 

[z~, а~] + L: [х~, a~,e-in'т + a:n,ein'т] cos n' <1
1 

= .J2(j ir/J. ( 12.49) 
n'=l 

~ 1/ Применим к ооеим частям этоrо равенСТ\Ва интегральную оnерацию ; du cos nu, 

о 
сn~ 1. Тогда 

(12.50) 

ми эк:в:ива.лентно 

[х~, a~]e-inт + [z~) a:n]eiм =О. (12.51) 

Так как левая чаС"ЛЬ доmк41а обращаться в нуль для всех значений r, каждое 
слаrшемое по Оiдельносm должно обращаться в нуль (докажите это!). Отсюда 

[ 
1 J] О ··и ·· -'-0 zo, an - пр n ..,- . (12.52) 
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Дополнительно, из уравнения ( 12.49) следует, что 

[ 
1 J] г,:;-;2 1 • IJ 

Хо, а0 = v La· zq . (12.53) 

В совокупности с ( 12.46) получаем ожидаемый коммугатор 

(12.54) 

Как и в знакомой квантовой механике, операторы х~ и р1 
- эрмитовы: 

(12.55) 

Вычисления, проделанные для получения коммугационных соотношений, потре

бовали довольно много стадий, которые мы разобрали детально. Когда речь пой

дет о замкнутых струнах или открытых струнах на произвольных конфигурациях 

D-бран, потребуются аналогичные вычисления. Мы сумеем выполнить их, осу

ществляя только что проделанные выкладки с минимальными модификациями. 

Сейчас полезно детально исследовать коммутационные соотношения (12.45) 
для мод а~. Как будет показано ниже, они эквивалентны модам бесконечного 
набора операторов рождения и уничтожения. Чтобы увидеть это, начнем с опре

деления осцШIЛЯmоров, вдохновленные видом введенных в (9.53) классических 
переменных: 

а~= а~Vп, аР = аР* -'n -n n у-",, n ~ 1. (12.56) 

В этих соотношениях как а, так и а - классические переменные. Теперь они 

становятся операторами. Классические переменные, комплексно-сопряженные 

друг другу, становятся в квантовой теории операторами, эрмитово сопряженными 

друг другу. Поэтому мы можем сохранить первое из приведеиных определений, 

но второе должно быть изменено. Для мод светового конуса р, = 1 принимаем 

n ~ 1. (12.57) 

Заметим, что при таком определении 

n е Z. (12.58) 

Это выражение верно при n = О, так как мода а~, которая пропорциональна р1 , 
также эрмитова. Полезно подчеркнуть, что в то время как моды а~ определены 
для всех целых n, операторы а~ и a~t определены только для положительных n. 

Важным следствием свойств эрмитовости является то, что Х1 (т, и), которая 
в классической теории была действительной, является теперь эрмитовым опера

тором. 
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2) Упражнение-разминка 12.1. Используя разложение (12.32) и условия эрмитово
сти (12.55) и (12.58), покажите, что 

(Х1 (т, и)) t = Х1 (т, и). (12.59) 

Множитель i перед суммой в (12.32) необходим для того, чтобы это равенство 
выполнялось. 

Теперь можно переформулировать коммутационные соотношения для а-мод 

через осцилляторы (а~, a~t). Для этого перепишем (12.45) в виде 

(12.60) 

Когда т и n - целые числа противоположного знака, правая часть обращается 

в нуль, и два оператора в коммутаторе имеют номера мод одного знака. Поэтому 

мы получаем, что 

[а~, а~] = [а~, a~t] =О. (12.61) 

Если в (12.60) оба т и n положительны, находим, что 

[ Гт а~, Vn a~t] = тОт, n 'f/IJ. (12.62) 

Перенося квадратные корни в правую часть, получим: 

[ 
1 Jf] т lJ ат, an = Vffln 6т, n '1/ (12.63) 

Так как правая часть обращается в нуль во всех случаях, кроме т= n, это выра
жение упрощается: 

[ 
1 Jf] ~ IJ 

ат, an = um.n '1 . (12.64) 

Это выражение, совместно с (12.61) показывает, что (а~, а~) удовлетворяет ком
мутационным соотношениям канонических операторов уничтожения и рождения 

простого квантового гармонического осциллятора. Для каждого значения т ~ 1 
числа мод и каждого поперечного направления на световом конусе 1 существует 
пара операторов рождения и уничтожения. Коммутационные соотношения диа

гональны: осцилляторы, соответствующие различным числам мод или различным 

координатам светового конуса, коммутируют. Если числа мод и метки координат 

согласованы, коммутатор равен единице. На языке операторов а с n ~ 1 

а~ оператор уничтожения, 

a~n оnератор рождения (n ~ 1 ). 
(12.65) 

Для последующих ссьmок перепишем разложение Х1 (т, и) в (12.32) по операто
рам рождения и уничтожения. Разделяя сумму по всем целым числам на суммы 
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по nоложительным и отрицательным целым числам и исnользуя (12.46), находим: 

00 

1 1 1 ~"'""' 1 · 1 · cosncт Х (т, и)= Zo + 2а'р т+ iv 2а' L..)ane-anт- a_ne•nт) n . 
n=l 

(12.66) 

Заменяя моды а ·соответствующими осцилляторами, получаем 

•00 

Х1(т, и)= х~ + 2а'р1т +-iv'2ai E<a~e-inт- a;.teinт) СО~О'. 
n=l 

(12.67) 

Это разложение оператора координа'fЫ по операторам рождения и уничтожения. 

Поnробуем подвести итоги. Список операторов, с которых мы iНачали, был 

дан в (12.5). Мы видели, что операюры Х1(т, и) и ртl (т, и) моrут бытьзаменены 
на бесконечную коллекцию осцилляторов WIIOC пары нулевых мод (х~, р1). Так 
как два других операюра в списке х0 и р + таюке обладают нулевыми модами, 
nолный набор базисных операторов rеории ·струн состоит из коллекции нулевых 

мол плюс бесконечное множе;ство операторов рожnения и уничтожения. Этот ре
·зу.льтат настолько важен, что мы теперь выведем его другим сnособом, явно пока

·зав, каким образом возникают npOC'I!ыe квантовые гармонические осцилляторы. 

12.3 .• Струны как rармонические осциппяторы 
Цель этого раздела - получить физически более ясный вывод результатов, 

nолученных в предыдущем разделе. В часrности, мы заново выведем разложение 
по модам (12.67) и коммутиионные соотношения между операторами в этом 
разложении. Эrи результаты вытекают из фундаментального коммутационного 
tоотиошеиия (12.10) в:месrе с операrорн!Ьiми урав.нени:ями движения (12.22) и 
'Олераторными гранич!Ными условюrми (12.23). Коммутационные соотношения 
(12.10), возможно, наименее интуиrnвны, так как в них входит дельта~функция. 
В этом разделе дельта-функции уnотребляться не будуr. 

Наша СТ!ратеmя такова. Мы придумаем nростой .лаrранжиак, описывающий 
дкнамюсу координат световою конуса Х1 . Это не {;ЛИШком трудная задача, так 
как нам известны уравнения движения для Х1 , их г,раничные условия и _опре
делшние канонических имnульсов рт1 . Затем мы разложим координату Х1 (т, и) 
как функцию f1, но с зави,сящими от т коэффициентами разложения. Исполь
зуя лаrр-анжиан, мы покаже:м, Ч'fО эти коэффициен1ЪI разложения на самом деле 

.являются координатами rармонических ОСUЯЛJIЯ'Гор-ов с неоrраниченно растущей 

энерrие.й! В итоге мы :свяжем зти осциллят<>РЫ с полученными при предыдущем 
аналнзе операторами рожnения и уничтожения. 

Чтобы ввести обозначения, начнем с обзора основных ·СВойств квантового 

гармонического осциллятора. Пусть fn(t) - координата классического простого 
rармоническ.огt> осци.nлятора, и действие задается выражением 

(12.68) 



12.3. Стрины кок гармоничесние осцилляторы 295 
----------------~J~--~~------~--~------------
~lы узнаем в эrом выражении действие rармоническоrо осциллятора, так :как ки

~tетическая энерmя пропорциональна квадрату скорости, а потенциальная энер

:rия ПiJЮпорциональна квадрату координаты. Для Тrакой функции Лаrранжа им

пу.ilьс Pn, соnряженный координате .qn, равен 

д.L 1. 
Рп=-. = -qn. 

дqn n 

После неболъшого вычисления находим функцию Гамильтона 

(12.69) 

(12.70) 

В этом уравнении n иrрает роль часюты ы гармонического осциллятора. Чтобы 
определи'l!ь квант.овый осцiИЛЛятор, мы вводим шрёдинrеровские операторы qn 
11 Pn, подчиняющиеся каноническим коммуrационным соотношениям 

(12.71) 

Операторы рождения и уничтожения можно определить как 

(12.72) 

Можно проверить, что, ВСJJiедствие ([2.71), операторы рождения и уничтожения 
у:ювлетаоряют коммутационному ,соотношению 

[[an, alJ = 1. (12.73) 

Обращая ·соотношения (12.72), находИм: 

(12.74) 

Эти выражения можн·о использовать ..и.ля выражения фуиmии Гамильтона Н,. 
через операторы рождения и уничтожения. Мы приходим к зна~омому ре.зультату 

-- ( t 1) Вп ~ n апап + 2 1 
• ( 12. 75) 

Рассмотрим теnерь rейзе-нберrовские операторы (an(t), al(t)), связанные с шрё
.з.инrеро.выми операторами (an, al). Как подчеркивалось в разделе 11.2, гейзен
берrовские операторы удовлетворяют тем же коммуг.ационным соотношениям, 

что и шрёдингеровские операщры: 

[an(t), a].(.t)] = 1. (12.76) 

fейзенберrовское уравнение движения ддя a,.(t) имеет вид 

a(t) = i(H".(t), an(t)] = in [al(t)an(t), 4n(t)] = ~in an(t) ( 12. 77) 
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Это дифференциальное уравнение имеет решение 

где an ес'!IЪ л~стоянный гейзенберговский оператор, равный an(t) при t = О. 
Ааалоrичное вычисление дает 

al(t) = eintal(o) = ,eintat. (12.79) 

Из последнеrо уравнения ВJШНО, что круговая частота осцилляций действительно 

равна n. Наконец, имея эти результаты и сооmошение (12.74), можно найти 
явную зависимость от времени оператора qn(t); 

(12.80) 

Этим завершается наш обзор nростого !КВантового гармонического осцИJUJятора. 

Обратим·СЯ к обсуждению действия, оnисывающего динамику поперечных 

.координат светового конуса Х1 (т, о-). Мы заявляем, чтодействие дается простым 
выражением 

1f 

S = 1 dr dq J:, = 4:а' 1 dт 1 aq(X1 :k1 
- Х11 х1'). (12.81) 

о 

Это действие намного nроще, чем действие Намбу-Гото; наnример, в нем нет 

квадратного корня. Первое слагаемое, содержащее лроизводные по времени, 

предста1вляет кинетическую энергию. Второе ·слагаемое, содержащее простран

ствеиные производные, предстамяет потенциальную энергию. Связанный с Х1 

канонический импульс совпадает ·С мотностью импульса рт 1 : 

д~ == -.-•-xr ==Prr, 
{)XI 21ta' 

(12.82) 

что очевидно, 'если сравнить выражение с (12.1). Это подтверждает, что J:, пра

вильно нормирован. Уравнения движения для Х1 следуют из вариации 

11' 

1 1 1 ( . 1 . 1 . 1 J') ·бS = 21r~' dr dt1 lJ,(бX )Х - д(f(бХ )Х . (12.83) 
о 

ОграничиВШ~сь вариациями, в которых .начальное и конечное положения фикси
роtваны, можно отбрОсить полную nроизводную .по ·т и nолучить: 

11' 

6S = - 2:а' 1 dr [ (х1'6Х1) 1: + 1 du 6Х1 (Х1 - х1н)]. (12.84) 

о 

Ясно, что требование стационарности дейсrвm~ дает каR валновое уравнение ( 12.22) 
шt:я координат, так и граничные условия на концах струны. В качестве заключи-
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те:tьной nроверки совместности действия вь1числим функцию Гамильтона 

" 11' 

н = f du 1l = f ,dq(pтl xt -.с). (12.85) 

о о 

3аЛИСЗВ ПJРОИЗВОДнуiО ПО Т ОТ Х1 через prl, НахОДИМ 

(12.86) 

Эта функция Гамильтона совпадает с той, которую мы постулировали :и проверили 

в разделе 12.1. 
Используем rеперь действие ( 12.81) дт1 квантования теории. Для этого за

меним динамическую переменную Х1 (т, и) набором динамических переменных, 
не зависящих от (f. Это осуществляется пугем записи разложения 

00 

Х1(т,О') = q1(т) + 2vfii L q~(т) СО~О'. 
n=l 

(12.87) 

Это самое общее выражение, удо:влетворяющее граничным условиям Неймана 

в концевых точК'ах. Конкретная нормировка, исnользованная для введения ко

эффициентов разпожения, бьиа выб,рана для удобства. 

Следу:ющий шаr состоит в вычислении действия (12.81), исnользуя разложе
ние ДЛЯ Х1 (Т, ·U). Для Э'ГОГО МЫ ИСПОЛЬЗуем 

00 

• 1 .r( ) г-; "'""" .1 ( )cos nu Х = q т + 2v о:· L..J Чn т Vn , 
n=l 

00 

х1' = ~2v(; L q~(т)v'n sin nw. 
n=~ 

(12.88) 

Вычисление действия S, исnользуя nриведеиные разложения, осущесТtвляется 

непосредственно, т.ак как интегралы по и от ( cos nu cos т<Т) и ( sin n<Т sin rnt7) 
обращаются .в нуль, за исЮiючением случая n = т. Находим: 

s ~ f dт [ 4~ q1 (т )41 (т) + t. с~(.( т >tl. (т) - i '" (т>'-(т))]. (12.89) 

Q) Ynpaжнeнut-paз~ttuииtJ J2 •. 2. Докажите выражение (12.89). 
Сравнивая действие (12.89) с тем, которое ·заnисаtю в {12.68), видим, что 

q~(т) П)ри n ~ 1 - это координаты простого гармонического осциллятора. Ча
стота осцилляций q~(т) равна n, В этом и состоит физическая интерпретация 
хозффициентов разложе--ния в (12.87). Так хак действие для t/n(т) точно совпадает 
с действием Sn, не требуется проводить новую работу .и.ля вычисления функции 
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fамильтона, за ис.кл.юч~ением нулевой моды i: 

1- дL - _1_ .J И [J.pJ) = iniJ. 
Р - дq1 - 2aq ч , ., (12.90) 

Тогда функция Гамильтона равна 

00 

, r 1 ~ n (pi r 1 1) 
Н = аР Р + L." 2 . nPn + Чnqn ' 

n=l 

(12.91) 

где мы исnользовали (12.70) для записи той част'и функции Гамильтона, которая 
обусловлена осцилляторами. Предыдущий анализ гейзенберговскот оператора 
qn(r) привел к решению (12.80). Это означает, что для осцилляторов q~(т) имеем 

q~(т) = ~(a~e-inт _ a~teinr), (12.92) 

:где а~, a~t - канонически нормированные операторы уничтожения и рождения. 
Для rейзенберrовского оператора q1 

( r) находим: 

(12.93) 

Заметим. что р1 - независящий от т гейзенберrовский оператор. Мы решаем 
это дифференциальное уравнение для i ( r), записывая 

!( ) 1 1 1 q r = х0 + 2а р r. (12.94) 

Здесь z~ - постоянный оператор, который с учетом (12.90) удовлетворяет соот
ношению [x~;pJ) = i1Jи. Наконец, можно поnставить наши решения (12.92) и 
(12.94) ~разложение (12.87) для Х1 и получить 

00 . - -

Х1 (т, tr) =ж~+ 2а'р1т + iV2ai :L,:(a~e-inт- ~tе'м) co~tr, 
n=l 

(12.95) 

.в полном соrласии с ран,ее выведенным выражением (12.67). Мы вывели ра3Ло
ж.ение no модам и коммуr.ационные соотношения,, отождествили классические 

персменные с осцилляторами и не использовали дельта-функции. Сделав это 

в данном случае, при квантовании других струнных конфигураций мы бyne't 
npocro исnользовать абстрактный подход предыдущего раздела - он указывает 

прямой и быстрый .путь .rк желаемым ответам. 

12.4. IП ,оперечные операторы Вирасоро 

Мы выmtсали разложения по моnам поперечных координат Х1(т, t1) и доста
точно я~сно увидели связь с гармоническими осцiИJШяторами. Что можно сказать 
о друrих координатах светового конуса - x+(r, D') и х-(т, и)? Разложение х-
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..1ействительно !Просто; 

х+(т, l1) = 2а'р+т = ·.J2il аtт. (12.96) 

Как обсу:ждалось в разделе 9.5 Д/IЯ классического случая, это означает, что мы 
положили 

xt =0. а+ -о. n - ' n#O. (12.97) 

Jля координаты х= разложение по модам обеспечивалось соотношением (9.72): 

х-(т, о-)= х0 + .J1d а0-т + i.../2ёi ~ ~a;e-inr cosno-. 
n#=O n 

(12.98) 

Кроме этого уравнения, мы ИСI110JIIЬЗОВЗЛИ связи, чтобы выразить х- через Х1 ' 
р + и постоянную интегрирования х0 . Это приводило к rому, что моды а; могли 
быть записаны через моды а~, как было показано в уравнении (9.77): 

(12.99) 

rде 

l._l~ I 1 
Ln = 2 LJ an_,a,. 

peZ 

( 12.100) 

Ло повторяющемуся индексу 1 производилось суммирование по поперечным 
!Наnравлениям светового конуса. В главе 9 мы назвали L; поперечными модами 
Вирасоро. Однако, зная, что моды а стали операторами, будем теперь называть 

L; поперечными оператора.ми Вирасоро. Шаги, приведшие к (12.100), остаются 
справедливыми в квантовой теории, за исiКЛючением того, что моды а ранее рас

tматривэлись как коммутирующие юtассические nеремеииые. Теnерь мы знаем, 

что операторы а не коммуrируют. Позтому мы обязаны спросить, является ли 

упоря.аоче.ние двух оnераторов а 1В (12.100) корректной операцией. Правильнее 
было бы спросить; имеет ли значение упорядочение. Так как два оnератора а 
пе;рестают комму:rи,ровать rольК:о тоrдаt К:оrда номера их мод в сумме дают нуль, 

лва оператора а перестают коммутироватъ только при n = О. Таким образом, Lt 
является единстlfенным .неоднозначиым оператором. 

Многое стоит на кону при правильном упорядочении Li. Оператор Li явля
етс.я:, на самом деле, r:амил.ътониаиом светового конуса; как мы nоказали в фор~ 

муле ( 12.16). KI)()Me того, в к:онuе главы 9 мы випели, что Lt непосредственно 
участвует в !ВЫЧислении масс состояний струны. Мы отмечали та:кже, что кван~ 

rовая теория доJIЖНа внести определенную тонкость в процедуру вычисления 

массы. Итак, эта ·тонкость ~возникла: мы должны определить квантовый оnератор 

Lt! Поэтому рассмотрим Lt 1бОЛе·е детально: 

- J. 1 ~ .1 1 _ 1 1 1 1 ~ . 1 1 1 ~ I I 
Lo = ~2 .L':lw а_рар = . -

2
q.o.a0 + -

2 
LJ а_,ар + -

2 
L.J а,сж_, . 

. / _j. ~ . . 
pez •. , - • p=J p=J 

v '2 . .. 

(12.101) 

1 
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Первая сумма cnpawa нормально уnорядочена: оnераторы уничтожения возника
ют правее оnераторов рождения •>. Полезно иметь дело с нормальными опера
торами, так как они простым образом действуют на вакуумное состояние, мы 

не можем использовать операторы~ не имеющие хорошо определенного действи~i~ 

:на вакуумное ~состояние .. Поскольку последняя сумма в правой части (12.101) 
не является нормальным оператором, перепишем ее в виле: 

.100 100 100 100 . 
'"" l 1 """"< 1 J 1 1 ) ~ 1 1 ~ П-2 L.J а11а_, = 2 L...J а_,а, + [а,, а_,) = '2 L-, а_,а, + 2 L...." yq ;= 
p=l p=t p=l p=l l 

1 00 1 00 

=- ""'(i а1 + -(D- 2) "Р 2 L-, -р р 2 L..J . 
p=l p=l 

f/1 

(t2.lM) 

Если вы посмотрите на последнее слагаемое в предьщущем выражении, вы заме

тите, что оно расходится: в него входит сумма всех положительных целых чисел! 

Ясно, что это ~создает проблему. Что нам с этим делать? Один способ состоит 

в том, чтобы просто пренебречь указанной трудностью, заявив, что это наше 

дело, как мы определ1Им L~. В таком способе есть доля истины, но все :же это 
не совсем правильно. Добавление константы к Lt изменяет значения масс состо
яний струн, и уж во всяком случае, предьщущее вычисление обращает внимание 

на ro, что эта :адцитивная nостоянная могла бы быть не равной нулю или даже 

бесконечной. Учитывая nредыдущее вычисление, запишем 

00 00 

.L lri ""r 11 " Lo = 2а0ао + L...J а_,а, + 2 (D - 2) L...J р. 
p=l p=l 

(12.103) 

Оператор Lt входит в наше вычисление массы через определение р-. Из (12.99) 
nр,и )J~ )~ следует 

·r:w'• ~ Г" ' . 1 ' ·~- 2'- 1 LJ.. v,a·a0 ~ ар ~ + о· 
р 

( 12.104) 

. ;~иil.определяетtя страrеmя. Во~первых~ мы определяем раз и иавс:еrда, L~ как 
~f.~J.аль:но уnорядоченный оператор ( [ 2.103) без вЮiючения упорядочиваюшей 
.,ПОСТОЯООой: 
f'\t . 

(12.105) 

l) Нормальное упорядочениеf ,нормальная ·форма операторов и нормальные проиэведения; коrза 
.вес операторы роЖ!lения стоят слева от всех операторов уничтожения. - удобный вычислительный 
nрием, исключаюший нулевые энергии, заряды и другие псе~вдофизические величины при вычис.1е

IНИИ матричных элемеiН'ЮВ (см. nO!II.p<)бнee •Введение в теорию квантованных полей~ Н. Н. Боголюбова 
fl Я. В. Ш1иркова). - .Орим. pei}.. fi~. 
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k\lemм, что Lt ·эрмитов: (L~)t = Li. Во-вторых, мы в&одим упорядочивающую 
оосrоян.ную а в формулу (12.104) 2): 

2 ' - - 1 (Ll. ) ар=+ о+а. 
р 

(12.106) 

:Ес.1и мы серьезно отнесемся к rюпыrке уnорядочИТJЪ Lt, мы должны заключить, 
? 1 00 

а..:.. 2(D- 2) ЕР· 
p=l 

(12.107) 

Ниже мы обсудим одну примечательную интерпретацию этого уравнения, кото

рая лает, на самом деле, nравильный результат. Мы примем, что а .есть неопреде

зе:нная nостоянная .и, как будет покаэано 1В разделе 12.5, из требования квантовой 
соrласованносrn теории струн можно бупет оnределить постоянную а, равную 

интересному конеч.ному значению. Прежде, чем nродолжать, посмотрим, как 

включе.ние а изменяет вычисление оператора квсщрата массы. Используя опре

.1еление М2 = -р2 и формулы (12.105) и (12.106), находим, что 

1 1 ( со ) М2=-р2=2р+р- -prpi =-(L~+a)-pipi =- а+ "na:.ta~ . 
а/ а' L...J 

p=l 

( 12.108) 

Как и следовало ожидать, :постоянная 'а приводит ос постоянному сдвигу опера
тора IКВЗД:рата массы. 

Невозможно удержаться от искушения интерпретировать формулу (12.107). 
Ва:жн.ый математический результат утверждает, что правая часть равенства имеет 

конечн·ое зн.ачение. Для доказательства рассмотрим дзета-функцию {(s), опре
деляемую бесконеч,ноА суммой 

00 1 
<(s) =Е n"' Re(s) > 1. 

n=l 

(12.109) 

Предлола.rается, ч'tо аргумент s дзета-фуикции .является комплексным числом~ 

но, как указано выше; сумма сходится тол.ько в случае., если действительная: часть 
apryмetfтa болыuе единиuы. Мы можем исnоль:Jйвать аналитическое щ:ю.nолже
ниt для определения дзета-фунJаlИИ nри всех возможных знач·ениях apryмeнrn. 

Оказьiваетс.я, что ((s) конечна для всех значений 8 за исключением s = 1. 
В частнос-ти, как следует из решения задачи 12.4, ~( -1) = -1/12. С учетом 
{ 12.109~ отсюда следует, что 

1 ' . - . ( ) ( ( -1) = - 12 . 1 + 2 + 3 + 4 + . .. . 12.11 о 

со 

Это уди·вителъная интерпретаuия бесконечной суммы L р. Результат не только 
p=l 

:конечен~ но ·ОН еще и отрицателен! Подставляя его в (12.107), получ:аем; что 

2> Постоянную ь часто на.эываm константой нормалы1оrо уnор;щочивания. - ПрШ~. ред. nepest:Юa. 
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1 
а = -

24 
(D ·- 2). ( 12.111) 

Это на самом деле nравильное значение а, что мы объясним в разделе 12.5. До
rадка приво.щит к правильному результату, мы уви.аим далее, что согласованность 

требует значения D = 26, так ·что на самом деле а = -1. Как раз в точности 
таа«ое значение сдвиrа операюра квадрата массы нужно мя того, чтобы спектр 

открытых струн включал безмассовые фотонные состояния! 

Обсудив детально Lt, рассмотрим телерь другие поперечные операторы Ви
расоро. Так как (a~)t = a'!.n, можно ожидать, что (o;)t = a : n или эквивалентно, 
·С учетом ( 12.99), 

(12.112) 

Мы уже проверяли это соотношение Д1[Я n = О. Для n '# О можно легко доказать 
ЭТО СВОЙСТВО ЭрМИТОВОС'ГИ, ИСIIlОЛЬЗУЯ (12.100): 

(12.113) 

Так как осцилляторы в каждом слагаемом суммы коммуrируют, можно поменять 

их местами. Полагая к тому же р -4 -р, получаем ожидаемый результат: 

(12.114) 

Возможно, самым интересным свойством операторов Вирасоро является то, что 

они не коммутируют. Мы видели, что а~ и а~ коммуmруют за исключением 
случая, :коrда т+ n равно нулю. Для мод а; это не так. Два оператора Вирасоро 
L;. и Lt; никогда не ~оммуrиру~ют, если т '# n. Коммутационные свойства 
операторо18 Вирасора доволыш сложны, та~ что мы рассмотрим их в порядке 

возрастанюr ·общности. 

Для разоrрева, рассмотрим коммутатор оnератора Вирасора м осциллятора 

а~. Имеем: 

[L~ ,1 - J] 1 '" [ 1 1 - J] т' а.,. = 2 L...J am-pap, an = 
pEZ 

1 - . . 
= "2 ~(а:,._,[а~, а~]+ [а:,._,, а~]а~). 

pEZ 

(12.115) 

Вычисляя коммуrаторы и вспоминая, что fJJJ = oJJ, находим: 

[L,;, а~] = ~ L:(tiOp+n.oa~-p + (m- p)6m-p+n.oa;). 
peZ 

( 12.116) 
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Из-за присутствия дельта-символов Кронекера только одно слагаемое дает вклад 

в каждую сумму: р = -n в первом слагаемом и р = т + n во втором. Поэтому 

( 12.117) 

Отсюда наш окончательный результат равен 

(12.118) 

Модавое число в правой части есть сумма модовых чисел в левой части. Иначе 

и не может быть, так как основной коммутатор операторов а заменяет два 

оператора с противоположными модовыми числами на константу, и при этом 

полное модавое число сохраняется. Кроме того, сохраняется пространственный 

индекс оператора. Формула (12.118) выполняется для всех значений т, вклю
чая т= О. Действительно, соотношение (12.100), которое мы использовали, дает 
L~ с точностью до константы, которая хотя и бесконечна, но не может повлиять 
на коммутатор. Однако полезно проверить это утверждение непосредственно. 

С) Упражнение-разминка 12.3. Вычислите [Lt, а~], используя (12.105), и убеди
тесь, что ( 12. 118) имеет место для т = О. 

С) Упражнение-разминка 12.4. Покажите, что 

[ L;., ж~] = -i.J2i1 о:~. (12.119) 

Рассмотрим теперь коммутатор двух операторов Вирасора Lin и L*. Вычис
ление довольно тонкое, и легко получить неправильные ответы. Мы избежим 

тонкостей, проверяя на каждом шагу вычислений, что наши выражения нор

мально упорядочены. Для этого начнем с переписывания оператора Вирасора 

(12.100) в таком виде, что он дает правильный результат даже для L 0 • Для этого 
сумму распишем как 

.L 1"" 1 1 1"" 11 Lm = 2 L..J am-kak + 2 L..J akam-k· 
k~O , k<O 

(12.120) 

Для любого значения т правая часть этого выражения нормально упорядочена: 

в первой сумме а справа есть оператор уничтожения (или нулевая мода), а во вто

рой сумме а слева есть оператор рождения. Теперь производим вычисления: 

[Lin, L;] = ~ L [a~-ka~, L;] + ~ L [a~a~-k' L;] = 
k~O k<O 
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(12.121) 

Вычисляя коммутаторы, получаем: 

(12.122) 

Слагаемые первой строки правой части уравнения всеrда нормально уnорядо

чены. Слагаемые во .второй строке в зависимости от значений т и n мoryr 
требовать упорядочения. Рассмотрим дВа случая: т + n f:. О и т + n = О. 

Случай т+ n =1= О. Все пары осцилляторов в правой части (12.122) коммуrи
руют, так что мы получаем 

[ .1 .ll 1 "' 1 1 1 "' 1 1 Lm, Ln j = 2 L..."(m- k)aт+n-kak + 2 L..." kaт-kalc+n = 
kEZ kEZ 

)"' 1 1 ~~ 1 l 
= 2 L..."(m- k)aт+n-kak + 2 L..."(k- n)aт+n-kak = 

kEZ kEZ 

1 "' 1 1 = (m- n)2 L._.., am+n-kak. 
kEZ 

(12.123) 

При переходе от первой ко второй строке мы сделали замену k ~ k- n во второй 
сумме. Так как т+ n #-О, результирующий оператор не требует }'IIIорядочения 
и оонпадает с L~+n· Мы таким образом показали, что 

(12.124) 

Коммуrатор двух оnераторов Вирасоро есть оператор Вирасоро с модовым чис~ 

ломt ра~Jшым сумме модоных чисел оnераторов, образующих комм-утатор. Преды~ 

,дущий результат неверен, если т + n = О; в этом случае ответ другой. Тhм 
не менее, как математичес:кая конструтия, множество операторов L; с n Е Z, 
удовле11Юряющих 02.124) для все-х т и n, определя,ет интересную алгебру Ли 
·(задача 12.5). Эrа алгебра на:Jывается алгеброй Bupacopo без центрального расши= 
рения или алгеброй де Витта. 

Случай т+ n =О. В эrом случае пишем n = -~ и формула (12.122) прини
мает JВид 

(12.125) 
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.~ u t<oro чтобы сравнить различные слагаемые, nолез.но nоменять индексы сум

}{ИрОвания, так, чтобы самый правый осциллятор всеrда бьm а~. Для этого 
naJar:aeм k ~ - .k во втором сла1rаемом первой строки, .k --+ т + k в первом 

,t.1аrаемом второй строки и k ~ т - k tю В'rором слагаемом второй строки: 

(12.) 26) 

Предположим теперь, без потери общносТ:и, что т > О. Тогда все слагаемые 
·оказываются нормально упорядоченными, за исключ,ением тех, которые содер

жатся в подчеркнугой сумме, для нее -m ~ k ~О. Разбивая сумму, видим, что 
подчеркнутое слаrаемое становится равным 

Вычисляя коммуштор и подстамяя результат обратно в (12.126). получаем: 
,00 00 

[L;;,L:m] = :L)m-k)a:ka~+ I:<m+k)a:ka~+(D-2)A(m), (12.127) 
k=O k=l 

·rзе A(m) ес1Ъ константа 

. 1m 1m Im 
A(m) = ~ L k(т- k) =-т L k-- 2:k2

• 
2 ·k=O 

2 k~l 2 
k=l 

'Ч11обы вычисл~Ить A(m), нам nонадобится следующий результат. 
Q) Упражнение-раs~t~u:ннtJ 12.5. Д(Жажuте по индукции, что 

т 

L: k2 
= !(2m3 + 3m2 + m). 

k=l 
6 

С nомощью (12.129) находим 

. 12 1 3 2 1 3 
A{m) = 4т (m+ 1)-

12
(2m +3m +m) = i2(m - m). 

!Разлагая суммы в (12.127) и подставляя значение A(m), находим 

(L;., L=m] = 2m0atat + f: a:ka') + 1
1
2 (D- 2)(m3 

- m). 
k=O · 

(12.128) 

(12.129) 

( 12.130) 

(12.13 1) 
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Видно, что оператор в скобках есть L~. Следовательно наш окончательный ре
зультат есть 

[L~, L:m] = 2mL~ + -1 
(D- 2)(т3 - т). 

12 
Этим завершается вычисление для случая т + n = О. 

(12.132) 

Общее выражения для коммутатора двух операторов Вирасоромы получим, 

если запишем формулу, переходящую в (12.J24) при т+ n =F О и в (12.132) при 
т+ n =О. Это легко достигается, так что в результате 

[ 
l. l.] l. D - 2 3 Lm, Ln = (m- n)Lm+n + 

12 
(m - m)6m+n,O· (12.133) 

Множество операторов L; с n Е Z, удовлетворяющих ( 12.133), определяет Шlгебру 
Вирасоро с ценmрШlьны.м расширением. Второе слагаемое в правой части преды

дущей формулы называется центральным расширением. Это константа, или, 

точнее, константа, умноженная на тождественный оператор (оператор, действу
ющий на любое состояние и дающий опять же это состояние). Говорят, что это 
слагаемое центрально, так как оно коммутирует со всеми другими операторами 

алгебры. Для т = О и т = ± 1 центральное слагаемое обращается в нуль. По
этому в коммутаторе [L1, L_ 1] нет центрального слагаемого. Вероятно, алгебра 
Вирасоро есть самая важная алгебра в теории струн. Как мы увидим в разде

ле 12.5, при квантовании теории струн в калибровке светового конуса - это 

составляет предмет данной главы - операторы Вирасоро входят в определение 

лоренценеких генераторов. 

Завершим этот раздел изучением того, как операторы Вирасоро действуют 

на координаты струны. Так как действие квантовых операторов выражается через 

коммутаторы, мы должны найти коммутатор оператора Вирасоро с оператором 

координаты Х1 (т, и). Мы увидим, что операторы Вирасоро генерируют репара
метризацию мирового листа. 

Используя разложение координат (12.32), находим: 

[L~, Х1 (т, и)] = [L~, х~] + iv'2a' L.!. cos nи e-inт [L~, а~] = 
n;t=O n 

= -i v'2a' а~ - i v'2a' L cos nи е -inт a~+n, 
n;t=O 

(12.134) 

где для вычисления коммутаторов мы использова.riи (12.118) и (12.119). Правую 
часть в предыдущем выражении можно записать как одну сумму: 

[L~,Х1(т,и)] = -i..fi{j Lcosnиe-inтa~+n = 
nEZ 

= -iJ2al ~ L:(e-in(т-u) + e-in(т+u))a~+n = 
nEZ 
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= -i...fi(; ~ L::(e-i(n-m)(т-<7) + e-i(n-m)(т+cr>)a~~ 
2 

nEZ 
пе на последнем шаге мы сделали замену n ---* n - т. Окончател,ьно 

[L1 хi(т п)] __ .!_ еiт(т-.сr>~ """e-in(т-o')ai _ 
т' • - 2 L...J n 

nEZ 

-~ eiт(т+<r)v'2Qi L: е-in(т+и>а~. 
nEZ 

Чтобы интерпретировать этот результат, необходимо выразить правую часть через 

nроизводные от координат с1руны. Это делаеу.ся с помощью (12.33): 

[L~, ХI(т,О')] = _! eim(т-u)(XI- xi')-! eim(т+u)(XJ + xi'> = 
2 2 

Уравнение принимает вид 

(~(т, и)= -i eimт cosmu, 

(~(т, и) = eimт sin mu. 

(12.135) 

(12.136) 

(12.137) 

~ы уrверждаем, что интерпретация ( 12. 136) сосrоит в том, что операторы Вира
со;ро rенерируют репараметризации мирового листа. В частности, они изменяют 
координаты т и u: 

т ~ т+ б~~( т, n), 

u 4 и+ ~(~(т~ <1), 
(12.138) 

r;xe € - бесконечно малый параметр. Чтобы убедиться в этом, заметим, что 

тейлорово разложение дает 

X1 (т+f(~~o-+t(~) =Х1(т,о-)+€((~Х1 +(~Х1') = 

~ Х1(т~ О')+ E[L~. Х1 (т, о')]. (12.139) 

Это wавнение утверждает, что действие операторов Вирасоро на координаты 
,струны порождает те же самы.е изменеff'ия~ которые возникли бы в результат 

репа:раметризаuии мирового лиrстз. Это мы .и хотели показать. 

Как выглядит репараметризаuия, лорождаемая оператором L/;? Полагая т= О 
в (12.137)., находим {б= ~i и (8 =О. В результате из (12.136) nолучаем 

[Lt, Х1) = -iдтХ1 , (12.140) 

~f МЫ узнаем В ЭТОМ ВЪJраЖ:tШИ.И rейзенберtОВСКОе уравнение движения дЛЯ Х1 . 
Дейсrвительно., L; есть, ё точнос11ью до константы, rамилъrониан струны, и еле-
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до:ва11елъно он допжен порождатъ трансляции во времени. Кроме того, интересно 

заметить, что для вс:ех т ~~ обращается в н-уль при q = О и и = 1r. Эrо означает, 
чrо репараметризация., порождаемая операторами Вирасоро, не изменяет коор

динаты концевЪiх точек струны. Областью значений q остается [0, 1r]. 
Функции (~ и .{~ в (12.137) не являются вещественными, так что при ис

пользовании их в (12.138) нарушается вещественность координат т и u. Эrа 
1РУдность знакома из квантоJВОй механики: вещественные nреобразования по
ро:жд.аются антиэрмитовыми операторами, оператор импульса р = -iV эрмитов 
и поэтому именно антиэрмитовая комбинация ip = V nорождает вещественные 
tрансляции. Из операторов L;_ и L:!:m мы можем создать две антиэрмитовые 
комбинации 

(12.141) 

Рассмотрим первую комбинацию. Из (12.136) следует, что лараметрами преобра
зования, генерируемого оператором (L;- L:!:m), являются 

('' = (~ - (.:_m = 2 sin тт cos ти, 

(' = (~- (~m = 2 cos тт sin mu. 
(12.142) 

Q) Упрожнение-разNинко 12.6. Покажите, что параметры преобразования, гене
рируемые оператором i(L~ + L:m), равны 

~.,. = 2 cos mт cos mu, 

~(f = -2sin тт sin mu. 
(12.143) 

Мы обсудили операторы Вирасоро довольно детально: исследовали их точное 

определение и вщели, как они влияют на вычисление масс; определили алгебру 

их коммугаторов и выяснили, как они действуют на координаты струны. В следу

юwем разделе мы пок~ем, что .cJneparopы Вирасоро входят таюке в определение 

·операторов, лороЖдающих лоренцевекие лреобразования. 

12 .. 5 .• Лоренцевекие rенераторы 
В rлаоо 8 лореицевс:кая инвариантность действия струны позволила найти 

множество сохраняющихся на мировом листе токов м:v, nомеченных индексами 
р и v, р, # 11. Резул1ьтирующие сохракяющиеся зарядъl Mpv приведены в (8.65), 
и для открытых струн с и Е [О, 1r] ·они имеют вид 

1r 7r 

M;..v ~ 1 м;"(т, tr) du = 1 (Х;..'Р:- Х,/Р;) du. (12.144) 

о о 

Исnользуй (12.1) и поднимая nространственно-временные индексы, имеем 

1r 

мрv = ._i_ l<x~'X11 - Х11 .Х~') dtr. 
21ral 

о 

(12.145) 
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Пос11р00ние подходящих квантовых операторов может ока·заться деликатной за

~чей, так что rюmробуем получить интуитивные представления, рассуждая клас

сически. Явные разложения по модам Х11 и Х11 приведены в уравнениях {9.56) и 
'19.57). Так как MJJv точно не заiВисит от т, мя вычисления {12.145) достат-очно 
вы·брать независящие от т слаrаемые, возникающие в произведениях. Например, 

х~~х·" Р( г,:;-;2. 1 . ") •2 1 ~ 1 _и v 2 . , = z 0 v J.O: а0. + t а L.,., -ana=n cos nu + ... , 
n#:O n 

(12.146) 

rзе мноrоrочие означает зависящие or т слагаемые, которые должны выпасть при 
вычислении МР11 • Из этого уравнения, а таюке аналогичного уравнения с пере
иеной р и v местами находим, что после интегрирования ( [ 2.145) принимает вид 

00 

pv р v v ."р • ~ 1 ( _ и v v - ·") М = х0р -Хор - t L....J- . а-паn- a_nиn . 
n 

n=l 

(12.147) 

ZJ УnрtJЖнение-раЗNuнно 12.1. Докажите справедливость {12.147). 

В выражении ( 12.147) классические лоренцевекие генераторы выражены че
рез моды осцилляций. Мы должны выяснить, можем ли мы исnользовать это 

сооmошение с а, рассматриваемыми как операторы, для определения квантовых 

.. 1оренцевсхи.х rенераторов. Мы будем использовать (12.147), чтобы предложить 
~форму квантовых лоренnевских rенератQров в теории струн в калибровке све

тового конуса. Так .как каноническая структура ·теории в калибровке светового 

конуса неnривъrчна" нет гарантий, что мы сможем построить согласованную си

стему квантовых лоренцевских генераторов. Несп:особность nостроить квантовые 

до;ренцевские генераторы будет означаТh, чrо квантовая теория струн не может 

·быть физически лоренц-инвариантной. 

В калибровке светового конуса майболее деликатным квантовым лоренцее
екием генератором являет.ся м-1 , так как координата х- явЛяется довольно 
нетривимьной функцией поnеречных координат. Согласованный оператор М~1 

зоюкен порождаiЪ лоренцевекие nреобразования координат струн; возможно, 
сопровождаемые репараметризацией мирового листа. Действительно, в более 

простом случае т-очечной частицы действие м-/ в~ючает репараметризацию 
~ировоrо листа. Текератор м-r должен также удовлетворять коммуrационному 
соотношению 

(12.148) 

Чтобы найти ка.ндидата 1на м-1 , рассмотрим соотношение (12.147) .и запишем 

~ 1 
м-1 ? -- - 1 / ._ - . ~ ( - 1 1 -) = ZoP - ZoP - t L....J n a_nan- a_nan . 

n=l 

(12.149) 

Это лишь первое приближение, хотя оно и выrл.ядит довольно удачно. Удоме
творительный: оператор м-1 должен быть одновременно ~р.мито.в и нормально 
упорядочен. Рассмоrрим сначала эрмитовость. Первое слаrnемое в nравой ча

сrи (12.149) эрмитово, так как z0 и р1 коммутируют. Однако второе слагаемое 
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неэрмитово, так как z~ и р- не коммутируют. Простое решение состоит в сим
метризации этоrо слаrаемо:-rо: 

. 00 1 
м-1 ? - 1 1 ( 1 - - 1) . "" ( - 1 1 -) = Zo 1J - l ХоР . + Р Хо - ~ LJ n Ct-n~ - a_nUn • 

n=l 

(12.150) 

Последнее слаrаемое 111олностью эрмитово, таiК как (a~)t = a~n и (a;)t = a:=n. 
Рассмотрим теперь нормальное упорядочение. Все ли операторы уничтожения 
стоят справа от операторов рождения·? Да, так как осцилляторы а- являют

ея нормально упорядоче.нными операторами Вирасоро. Наконец, для полноты, 
мы доткны дать определение р-. Как уrверждается в (12.106). р- включает не
определенную консrnнту а, отражающую трудности nри упорядочении оператора 

Вирасоро Li. Учитывая это определение и записывая другие осцилляторы с ми
нусовыми индексами через операторы Вирасоро, находим: 

м-1 = х0р1 -
4 

~ + {x~(Lt +а)+ (Lt + а)х~)
ар 

• 00 1 

~ 'Е ~ < J_ r 1 J_> ~ - L_nan - a_nLn . 
v L.u· p+ n 

n=l 

(12.151) 

Теnерь. когда у нас есть кандидат на квантовый лоJ)енuевский заряд м-1 
t мы 

.можем обсудить вычисление коммутатора [М-1 , м-J]. 

Многое стоит на кону в эrом вычислении. На самом деле это одно из са

мых важных вычислений в теории ·струн. Наш лоренцевекий заряд имеет два 

неопред:еленных параметра: размерносrъ D пространства-времени, неявно со
держащуюся в суммах по поперечным направлениям, и константу а, влияющую 

на массы частиц. Вычисление минное и использующее многие выведенные ранее 
ре~ул~ьтатыj включая коммутационные соостношения шя операrоров Вирасоро. 
Мы не :будем nыт.ат!Ьёя воспроизвести его здесь и nриведем результат: 

х {-m[1- J-(D- 2)]- + 1_ [-l(D- 2) +а]- }· 
24 ,т 24 

(12.152) 

Правая часть ·есть сумма слагаемых, каждое из которых содержит оnератор 

(a:ma~- а'!.та~) для раЗJiичных значений m. Такие 'СЛагаемые не мoryr вза
!Имно сократиться, так что приведенный коммуrатор обращается в нуль тоrда 

и rолько rorдa, когда коэффициент в iбольших скобках обращается в нуль nри 

всех nоложительных целых m: 

т [ 1 - 2~ (D - 2)] + ~ [ 2~ (D - 2) + а] = о, \f т Е z+. (12.153) 

Достаточно !ИССЛtЩоватъ это условие Д.1Ul т = 1 и т = 2 t чтобы придти к выводу, 
что каждое из слагаемых в с;кобках должно nросто обращаться ь нуль. Имеем 
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nоэтому 

1 
1 - - (D - 2) = О и 

24 

1 
-(D - 2) +а = О. 
24 

Первое уравнение определяет размерност~ь nространства-времени: 

D=26. 

Тогда вrорое уравнение оп1ределяет постоянную а: 

1 24 
а= -(D-2) = -- = -1 24 24 . 

( 12.154) 

(12.155) 

(12.156) 

Это значение а совпадает с полученным в (12.111) пуrем упорядочения Lt и ис
пользования дзета-функции для интерпретации возникающей бесконечности. 

Для будущих ссылок при а= -1 выражение для р- в (12.106) принимает ВИд 

2о:'р- = ~(Lk- 1). 
р 

В.rюбавок) в силу (12.14) гамильrониан ·струны равен теперь 

.L H=Lo -1. 

(12.157) 

(12.158) 

Здесь, конечно~ Lt есть нормально уnорядоченный оператор без дополнительных 
констант. Предыдущее уравнение есть точная версия уравнения (12.16). 

Подведем йrоги: мы выяснили. что из уСJtовия лоренц-инвариантности кван

товой теории сrрун вьпекает фиксированная ра:Jмерность nространства-времени 

и постоянный сдвиr масс частиц. В теории суперструн аналогичное вычисление 

фиксирует размерность пространства-времени значением D = 10. Тот факт, что 
теория сrрун не .может быть хорошей лоренц~инваiРиантной квантовой теорией 

зля любой произвольной размер:ности, nоказывает, что теория струн очень же.стко 

определена з). Более того., так как размерность nространства-времени цщнозначно 
:выбирается требовани~ем соrл,асованности, мы можем сказать, что теория струн 
.nредсказы·ва~ет размерность nространства-времени! 

12.-б. Построение пространства состояний 

Классичiеская открытая струна не являrется разумной физической теорией, 

так к.ак предполаrается, что массы сосrоянйй сlрунЬI прииимают непрерывный 

·Спектр значений. В массической теории только основное состояние является 

Э) ДpytкMiif словами, теория струн исюtючает ~КаКой-либо nроизвол, не допускает каких-либо мо
зифн~tаu"й Н.iШ улучшени~ .• т. ·е. ямяется единственной допустимой теорией. - Црим. ред. перееода. 
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безмассовы м, причем у этого состояния нет никаких мето1<. о поляризации. В ре

зультате, масс:ические оnрытые струны не имеют состояний, которые могли бы 

бЫ1'ь интqшретированы как фотоны. Чудо квантовой теории струн заключается 

в том, что обе эти проблемы решаемы. Непрерывный спектр исчезает после кван
тования. Предполагаемое фотонное состояние возникает потому, что сдвиr квад

ратов масс вниз nриводит к безмассовым состояниям с индексами поляризации. 

Начнем с введения основных состояний квантовой струны. Такая струна 

имеет тот .же набор нулевых мод, что и точечная частица. У нас есть канонически 
сопряженные пары (х~,р1) и (х0 ,р+). Поэтому, также какдJI:Я точечной частицы 
{см. (11..43)), МЫ ВВОДИМ СОСТОЯНИЯ 

(12.159) 

Эти состояния называются основными состояния.ми длЯ всех значений импульсов, 

указанных индексами. Они таюке объявляются вакуумными состояниями для всех 

осцияляторов в теории струн. Такнм образом, по оnределению~ они унwrгожаются 

всеми а;: 
а~lр+,Рг) =О, n ~ 1, 1 = 2, ... , 25. (12.160) 

Как 1ю,ро.ждаются состояния из IP+. Рт)? Мы просто действуем на них операто
рами ро:ждекия. Их бесконечно мноrо и на них можно действовать бесконечно 

большое число раз любым конкретнiЫм оператором рождения. Список операто

ров рождения, находящихся ·В нашем распоряжении, бесконечен, но его можно 

·орrанизовап) следующим образом: 

щt 
al 

(3) t 
а, 

(2S)f 
al 

(1)f 
а2 

(3)t 
а2 

(2S)t 
а2 

(12.161) 

a~~t ·(3) t a<2s)t an n 

Здесь поляризаuионный имекс 1 заключен в скобки. Произвольное базисное 
,состnяние I.Л) nрост:ранСl'Шt состояний можно записать :как 

00 2S 

IЛ) = ll fi (a~t);\,..tlp+, .rJr). (12.162) 
n= l 1-2 

Здесь неотрицаrельное целое число Лn,J обозначает количество оnераторов рож

дения а~1 • Как можно видеть, оостояние I.Л) конкретизировано указанием roro. 
сtюлько раз ~а:ждый из операторов в списке ( 12.161) действует на основное со
стояние. Информаuия передается сnиском неотрицательных целых чисел Лn. 1 
для всех n ~ 1 и 1 == 2, ... , .25. Т,ак как :все операторы рождения коммутир-уют 

друг с Дiруrом, nцрядок, в котором они возникают, не имеет значения. Мы оrра

ничиваемся случаем, когда состояния имеют только конечное число оnераторов 
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[рОЖДения, действующих на основные состояния .. Эrо означает, что .для каждого 

с()С'f(}ЯНИЯ I.Л) только конечное ч~исло Лn.l отличны от нуля. ГИ11ьбертово про
странс11Ю струны есrь бесконечномерное векторное пространство: оно натянуrо 

на бесконечный набор линейно независимых базисных состояний IЛ} , именно 
nоэтому теория струн оmисьiвает бесконечное число различных частиц. Произ

вольное оосrояние в гильбертовом пространстве ~есть линейная суперnозиция 

базисных ~состояний I.Л}. 

Чтобы понять физическое значе1ние указанных состояний, рассмотрим опе

·ратор квадрата массы (12.108) с учетом найденого нами значения константы нор
мальнот упорядочения а = -1 : 

( 

00 ) 2 1 тt т М =а -1 + L:nanan . 
n=l 

(12.163) 

Возникшая в (12.163) сумма достаточно важна, чтобы nолучить собственное имя. 
Она называется оператором числа частиц Ni.: 

( 12.164) 

Таким образом, Ni. есть сумма стандартных операторов числа частиц, по одному 
на каждый гармонический осциллятор в струне. Главное свойство Nl. состоит 
в том, что <ero коммуrатор с оmератором рождения дает число мод этого оnератора: 

[ l. ''] ,r N ,an =nan, ( 12.165) 

в чем можно непосредстве.нно убедиться. Кроме того 

[Nl. IJ . 1 'an =-nап. {12.166) 

Та~е как оператор числа частиц нормально упорядочен, он анниrюtирует основные 

состояния; 

( 12.167) 

Заметим попутно, 'Что оператор числа частиц Nl.. входит в определение Li в 
(12.10.5). Можно записать 

(12.168) 

Попрактикуемся немною в использовании Nl., вычислив действие этого опера
'Юра на некоторые ~базисные состояния. Рассмотрим, например~ действие onepa-
ropa числа частиц на а~· Jp +, Рт}: 

Nl..a~r lp+, Рт} = [N.L, а~1 ] jp+, P.r} + a~1Nl.lp+,J1т) = 2a~t lp+, Рт). 

Это ,с<Усrояние есть собственное состояние Nl. с собственным значением 2. 
Поnробуем :рассмотреть более сложное состояние: 
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N.La~t a~t lp+, РТ} = [NJ., a~t] a~t !IP+, Рт} + a~t NJ.a~t lp+, Pf} = 5a3t ~1 lp+, .РТ}. 

(12.169) 

Ясно, что когд;а оператор числа \fасrиц действует на базисное состояние, соб
ственное значение есть сумма волновых чисел операторов рождения, возникаю

wих в состоянии. В общем случае, мя базисного состояния 1~) в (12.162) имеем 

00 25 

N.LI~} = Nл.LIA) при Nf = L L пАn. 1· (12.170) 
n=l 1=2 

Так как N.L аддитивно входит в оператор квадрат.а массы (12.164}, мы видим, 
что осциллятор с волновым числом n вносит n единиц lja' в М2 • Собственные 
значения NJ.. являются целыми неотриuателъными числами, так что для всех 
состояний струн М2 ~ -1/а'. 

В пространстве ·состояний открытой струны ·естественно определяется внут

реннее произведение 4). Для оnределения этого внуrреннеrо произведения вводим 
бра-векторы (р + • .РТJ. которые эрмиrово сопряжены кет-векторам )р +, рт}, и объ-
являем, что 

(12.171) 

Дельта-функции необходимы, так как эрмитовость оnераторов р + и Рт гаран
тирует, что указанное произведение обращается в нуль, за исключением случая, 

когда собственные значения р + и Рт ·состояний тождественны. Для базисного 
состояния IЛ) в (12.162) мы вводим эрмитово сопряженное бра-состояние (~1. 
определенное как 

00 25 

(AI = (р+,Ртl ll ll(a~)~·~. (12.172) 
n== l 1=2 

'Эрмиrово соnряженное к I.Л)Ь состоянию, где .ь - число, есть просто Ь* (~1. 
Внуrреннее произведение (Л1; .Л) между двумя ·базисными состояниями IX} и I.Л) 
определяется как 

(Л',~)== {Л'IЛ). (12.173) 

Д,ля nроизвольньrх состояниИ внутреннее произведение оnределяется уrвержпе
нием.., что оно линейно по второму арi)'Менту и антилинейно по первому арrу

менту. Чтобы вычислить (Л' I~} ~ нужно перенести операторы уничтожения в (~' 
к QСНовному состоянию в l.д}. а операторы ро.ждения в IЛ} ~ к основно~t'У 
состоянию в (Л'I. При переносе этих оnераторов друr через друrа мы будем 
JJсnольэовэ:rь коммутационные с(){Лноmения О 2. 73), которые в-озникают в стан
дартной форме, так к.ак nереносимые оnераторы уничтожения на.ходЯ-тс.я левее 
оnераторов рождения. Если nкой-нибудь коммуrатор не :равен нулю, он равен 

+ 1, поэrому, упросив выражение, мы nолучим nо.ложи11ельное число, умножен= 

4• io же ifi'O (;ка.тiЯрнье произвеnениt в nолном линейном etlm)pнoм nространетве. - Лрим. ~ 
Npegoдa. 
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NОё на сосновное. щюизведение (12.171). Например, возьмем 1~') = aft lp'+, ;.}) 
и }А)= af'lp+,;т). Тоrда 

(12.174) 

.r..зе мы получили ответ, заменив произведение осци.л.ляторных операторов их 

коммуrатором и используя { 12.171). Так как дельта-функции положительны, 
мы заключаем~ что все базисные состояния 1~) имеют положительную норму: 
(~, ~) > О. Внуrреннее произведение не обращается в нуль, так как операторы 
уничтожения, действующие на iбра, ·Сnариваются с операторами рождения, дей

ствующими на кет. Технически из-за дельта-функций (..\, .Л) бесконечно, но эта 
бесконечность сr;ановится безопасной~ когда м;ы рассматриваем непрерывные 

суперпозиции состояний. Используя линейность и анmлинейность внуrренне

rо произведения, заключ.аем, что J11I06oe сосrояние имеет положительную норму. 

Это согласуется с нашим утверждением, ч·ю пространство сосrояний открытой 

.струны яWiяется пuьбертовым nространством.. 

Q) Упражнение-разминна 12.8. Объясните, почему (Л', .Л) = О всякий раз, когда 
базисн.ые состояния I.Л') и 1~) различны. 

Для каждоrо состояния lд) в ( 12.162) мы можем построить соответствующее 
независящее or времени физическое состоя1ние 

е~ ( -i(L~- l)т) 1~), (12.175) 

которое удовлетворяет ура!Внению Шрёдинrера с rаммьтонианом (12.158). При 
кван11овании струны на •световом конусе зависящее от времени состояние явля

~ется физическим. если оно удовлетворяет уравнению Шрёдинrера. В следуюшем 
ра)Деле мы раосмо'IJ)им более общие суперnозиции завясящи:х от временя состо

яний. 

Теnерь мы готовы более дет,ально обсуЖilать ко.нкретные состояния. Начн,ем 
·с простейших основных состояний. Это е.!(ннственные состояния, мя которых 

Nl. =О. Как и в случае точечной частицы~ сосrояния lp+,p:r) я·вл:яются одно
частичными состояниями •скалярного поля. Это состояния скалярной частицы. 
Чему равна масса этой ·скалярной частицы? Чтобы ответить на вопрос, подей

ствуем на состояния оператором М2 : 

м2 1 + _. ) l ( 1 Nl.)l · + .~ ) 1 1 + ... ) Р , Рт = а' - + Р , Рт = -а Р , Рт · (12.176) 

Значение М2 полностью обязано своим происхождением константе упорядо
чения. Если эта константа равна нулю; то и массы ;должны быть равны нулю. 
На самом деле сущесто:вание безмассовых скаляров сомнительно ~ в nриро~ 

де (>НИ JНе наблюдались. Однако результат ВЫГЛЯдИТ странно: М2 = -1/а' < О. 
Волнов-ая функция ~состояния указывает на то же самое: ф( r, р +) Рт) может быть 
постамена в соответствJtе с классическим скалярным полем. Такое скалярное 
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.поле, обладающее о-трицательным квадратом массы, называеТся тахионом s). От
рицательный квадрат массы есть признак нестабиль:ности: nотенциал скалярного 

1 
f11оля веnет себя как V = 2м

2ф2 (см. (10.2)), так что отрицательный квадрат масс 

М2 просто означает, что ,стационарная точка ф =О нестабильна. При ф #=О, мож
но уменьшить энергию. Мы рассМОТiРИМ этот воnрос подробнее в разделе 12.8. 

Рассмотрим теперь возбужденные состояния с наннизшим значением М2 • 
Они возникают тоща, когда Nl. лриним.ает наименьшее возможное неиулевое 
значение N JL = 1. Примечательно, что с учетом константы уnорядочения состо
янiИЯ с Nl. = 1 имеют М2 =О. Это безмассовые состояния, если бы константа 
упорядочения принимала нецелые значения, в квантовой теории струн не бы

ло бь1 безмассовых состоя1ний. Для ·того чтобы nолучить состояния с Nl. = 1, 

нам нужно подействовать любым из поперечных осцилляторов a1t на основные 
состояния IP +, Рт). Эtо означает, что у нас имеется D - 2 = 24 безмассовых 
состояния: 

(12.177) 

Произвольное 16е.змассовое состояние есть линейная комбинация указанных вы

ше базисных состояний: 
25 

L (raft lр+,рт). ( 12.178) 
1=2 

Эrо выражение может напомнить состояния фотона (10.88), кото[рые мы нашли 
nри анализе максвепловской теории в калибровке светового конуса: 

(12.179) 

Мы можем соnоставить состояния. В обоих случаях (J есть nроиэво.льньiй поnе
речный векmр, а между состояниями существует соотйетствие: 

( 12.180) 

Оба состояния имеют в точности одинаковые лоренцевекие индексы, они nepe
iНOCЯ't одинаковьrе импульсы и имеют одинаковую массу. Это доказывает при= 
мечательный результа'!l'. Квантовые состояния теории открытых струн включа

ют сQС11ояни·я фотонов! Мы начали изучать теорию открытых струн с действия 

.Намбу-Гото. В этом действии нигде нет и наме.ка на электромагнитную ка

либровочную инвариантность. Тем не менее, мы показали) что теория О'f\Крытых 

S) Тахионы - гипотетические частицы. сКQрость которых u превышает скорость света в вакууме с: 
u > с; тоr.м из соотношения М2 = Е2·с-4 = р2с-2 = (1 - u2c- 2)E2c- 4 следует. чrо м2 < О. 
'Сушествование свободных т.ахионов ,противоречит принципу причинности. Однако участие тахионов 
в таких npoueccax, как обмен виртуал,ьными частиuами или перенос возбужденнА ВНУJl>И частиц 
мк протяженных ёбъеn.ов {теория оолитонов, теория струн, не.nокальнаи теория поля) не nриводИТ 
к противоречию с основными rфинuиnами. - Прим. ред. перевода. 
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сrрун содержит возбуждения максвелловского поля. Этот ошеломляющий ре

~:IЪтат в значительной степени обязан сдвигу масс, с которым мы сталкиваемся 

!IрИ переходе от классической к квантовой теории открытой струны. 

Полезно еще раз повторить этот результат. В главе 10 мы показали, что кван
товые состояния свободной теории Максвелла - состояния фотонов - являются 

'D - 2) безмассовыми состояниями, помеченными поперечным лоренцевекием 
11Н.1ексом. Этот индекс важен: он указывает, что состояния преобразуются друг 

а ..1pyra под действием лоренценеких преобразований. Именно такого рода со
.:тояния возникли при квантовании струны. К тому же, совокупность волновых 

функций 'ФI(т, р+,Рт), связанных с состояниями (12.177), сочетается с компонен
ТЗ...\Ш А1 максвелловского калибровочного поля. Наконец, уравнение Шрёдингера 
~lЯ этих волновых функций соответствует уравнению максвелловского поля в ка

.1Ибровке светового конуса, мы покажем это в следующем разделе. 

Завершим раздел рассмотрением состояний с Nl. = 2. Они строятся действи-
1t Jf Jf ~ 

ем на основные состояния операторов а 1 а 1 или а2 • Число состоянии, постро-
1t Jf ~ 

енных с помощью а 1 а 1 , равно числу независимых элементов в симметричнои 

1 
матрице размера (D- 2) х (D- 2), т. е. 2,(D- 2)(D- 1); число состояний, по-

~ ~ 
строенных с помощью а2 , равно (D- 2). Отсюда полное число состоянии равно 

1 1 
-(D- 2)(D- 1) + (D- 2) = -(D- 2)(D + 1) 
2 2 

(12.181) 

и их квадрат массы дается значением М2 = 1/а'. Такие частицы известны как 
массивные тензорные, и при D = 26 существует всего 324 таких состояния. Наши 
результаты для всех состояний с Nl. ~ 2 собраны в табл.12.1. Формула, полезная 
..1ЛЯ подсчета состояний при больших значениях Nl., выведена в задаче 12.11. 
Например, эта формула показывает, что при Nl. = 3, действуя на основные co-

Jt Jt кt ~ 
стояния операторами а 1 а 1 а 1 , вы получите 2600 состоянии. 

Каждое состояние IЛ) квантовой струны представляет одночастичное со-

стояние с конечным импульсом. Так, а Г IP +, Рт) есть однофотонные состояния, 
а аГ a~t IP +, Рт) - одночастичные тензорные состояния (но не двухфотонные со-

Таблица 12.1 

Перечень состояний открытой струны с NJ. ~ 2 

NJ. IA) а'М2 Число состояний Волновая функция 

о !р+,р;.) -1 1 t/J(т,р+,рт) 

1 aft IР+,;т) о D-2 t/JI(т,p+,pт) 

2 rt JtiP+ .. ) •• •• ,Рт 1 
1 
2(D - 2)(D + 1) t/Ju(т, р+, Рт) 

ar "+,;т) t/JI(т,p+,pт) 
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Рис. 1·2.1. Неориентированная отк[рытая струн.а есть квантовое состояние, которое можно nо

лучить сулерпозицией состояний., О1Гли·чающихс:я т:олько своей ориентацией. Неор:иентированная 

С11'руна IИнвариантна относительно обращения орие,нтации 

стояния). Каждое состояние 1~) имеет дискретные индексы Лn,l и неnрерывные 

'метки р + и iJт. Каждому множеству дискретных индексов соответствует одна 
волновая функция, как показано в таблице. Соответственно, для каждого набора 

дискретныiХ индексов имеется одно квантовое поле. Многочастичные состояния 

описываются с ломошью этих кванrовых IIOJiieй. Теория nолного квантового поля, 
описывающего всю совокупносrь :квантовых полей, связанных с одночастичны

ми состояниями струны, называется струнной теорией поля. 

Квантовая теор.ия, которую мы до сих пор обсуждали, - это теория ориен

тированных открытых струн. Квантовый оператор Х1 (т, q) содержит параметр 
и Е [0, 1r], и ·следовательно ориентацию, определяемую как напрааление возрас
тания (J. Возможно построить теорию неор.иентированных струн (задача 12.12). 
Ключевая идея состоит в том, что можно определить оператор 11, являюшийся 

~симметрией теории (он коммуrирует с rамильтонианом) и обрашаюший ориенти
руемост~ь струн. Теория неориентированных струн получается ограничением спек

тра ориентираванной струны на множество состояний, которые инвариантны 

относительно действия Q. Неориентированные струны - это не струны без ори
·ентаuии: их следует рассматривать как квантовую суперпозицию состояний, кото

;рая, как целое, инвариантна относительно обращения ориентации. Как nокаэано 

:на рис. 12.1, неориентированное состояние можно nредсmвитъ как сулерпозиuию 
~состояния струны и тоrо же самоrо С·остояния с противоnоложной ориентацией. 

12 .. 7 .. Уравнения движения 
Ч:тобьi конкретизировать соответствие межцу состояниями струн и кван

rовы:ми полями, рассмотрим уравнения Шрёдиигера, которым удовлетворяют 

волновые функции струн. Мы видели в разделе 1 i .4, что уравнение Шрёдинrера 
для волновой функции точечной частицы изоморфно Юiассическому полевому 

уравнению скалярного поля. Мы хотим повторить этот анализ для струны. 
Чтобы иострои1Ъ из базисных состояний С1руны произвольмыс зависящие 

<>Т .времени состояния, нам нужны волновые функции. Рассмотримt наnример. 

'базисное состояние 
l t т• 

1 ., + -} 
4n1 ••• ant Р , Рт • (12.182) 
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--------------------~--------------------------- ~ 
Произволькое зависяiЦее от времени состояние, построенное суперпозиuией ба

JИСных состояний, ммеет вид 

(12.183) 

По.lЯризационные индексь1, которые несуr осцилляторы, совпадают с индексны

){И метками волновой фун!IЩИИ ФI, ... I,.(т,p+,jjт). Это уравнение есть струнный 
а.на1оr уравнения (11.48), описывающего произволькое зависящее от времени 
~ояние точечной частицы. Для произвольных тахионных состояний функuия 
412.1'83) СТЗНОВ1И11СЯ раВНОЙ 

lтахион, т} = J dp+ diт t/J(т, р+, iт)lp+, fh-}. ( 12.184) 

~1Я фотоННЫХ •СОСТОЯНИЙ llИШеМ 

(12.185) 

Уравнение Шрёдинrера, которым описываются произвольные состояния ( 12.183), 
имеет вид 

i:т!Ф,т) =НJФ,т). (12.186) 

Ззесь rамильrониан равен 

(12.187) 

nри nреобразовании мы использовали (12.158) и (12.168). Используя явное ВЬJ
раже~ние состояний (12.1'83), из уравнения (12.186) получаем 

. д ( '· 1 1 Nl. 1),.'· t lh- ФI, .. .J" = 0: р р + ~ YJ/J•••It' (12.188) 

где NJ.. обозначает собственное значение оmератора NJ.. в ·состоянии (12.18.3). 

(!) УnрtJЖнениl-размиина 1..2.9. Покажите, что уравнение (12.188) возникает из 
уравненШI Шрёдингера ( 12.186). Аналоеичные вычисление были сделаны нами при 
выводе ( 11.53). 

Для тахионных состояниИ (12.184) Nl. =О и мы получаем 

. дф ( 1 1 . 1 1 )"'' • дт = аР Р ~ ". (12.189) 

Для фотонных ·состояний (12.185) NJ.. = 1 и мы лолучаем 

.дf/JJ 1 J J ·'· t дт = 0: р р оу]. (12.190) 
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Сравним теnерь э-ти уравнения Шрёдинrера с соответствующими классическими 

nолевыми уравнениями. Мы показали в rлаве 10, что уравнение скалярноrо поля 

.может быть записано аналогично уравнению (10.30): 

( . д 1 (pl 1 2>) ф( + + - ) о ., /Jz+ - 2р+ р +т . х , р 'Рт = . 

Полаrая х+ = 2а'р+т, имеем теперь 

(12.191) 

( 12.192) 

(12.193) 

nри m 2 = -1/а' :по уравнение в точности совnадает с (12.189), что подтверж.дает 
отождествление та.хиона со скалярным полем. Возможно, еще удивительнее то, 

чтоуравнение (12.193) струкrурно эквивалентно уравнению Шрёдинrера (12.188), 
которому удовлетворяет любая волновая функu.ия струны: единственная разница 

состоит в том, что 'ВОЛНовые функции несут индексы. В результате, если соот

ветствие должно сохраниться, классическое уравнение поля, ассоциированного 

с любым: состоянием струны, должно имеrь вид (12.191), rде поле несет ряп 
индексов. 

Эrо мо*ет показаrься странным: например, разве максвелловскис классиче
ские полевые уравнения не более сложны, чем rno.rneвoe уравнение для скаляра? 
Только не в калибровке с~вето.вого конуса. Мы о11Мечали Э'Ю ,ранее: уравнение 

(10.83) показала, что nоперечные комnоненты калибровочного поля удовлетво

ряютуравнению р2 А1(р) =О. Этотуравнение имеетвид (12.191) с m2 =О. Шаrи. 
привомщие от (12.191) к (12.193), в nрименении к д2А1 ==О дают 

(
• {J _ 1 J J) /( . + ..... ) · 
1 дт -ар р : А т, р , Рт = О. ( 12.194) 

Это классич~еское полевое уравнение для максвелловскоrо поля находится в по.l
.ном соответствии с уравнением Шрёдинrера (12.190) для волновых функций 
с Nl.. = 1. 

12.8. Тахионы и распад D-бран 
Мы завершаем эту главу обсуждением физиц тахиона. Ранее мы объясни.1и. 

что такионное ·состояние имеет наименьшее возможное значение М2 : 

(12.195» 

Ассоциированное с этим 'состоянием .поле есть скалярное nоле. Что означает 

для этоrо скаляра отрицательное значение М2? Физика тахиона открытой стру
ны стала заrадкой nочти сразу после появления теории струн. Ряд начавmw.<СR 



12.8. Тахионы и распад D-бран Э21 

V(Ф) . ~Ф) 

м2 О М2 <0 > · 

а) ~ 

'-с. 12.2. Потенциал V ( ф) = М2 ф2/2 отвечает положительн1ым значениям квадрата массы, точка 
• =О- устойчивая критическая точка (о). По;тенциал V(ф) = М2.ф2j2 отвечает ·отрицательным 

значениям квадра1rа ,массы~ точка ф =О - неустойчивая криrическая точка (б) 

в 1'999 r. исследований сущесrвенно лрояснили роль тахиона как открытой стру
·ны. Обсудим то, что стало известно. 

Ilервая наша цель - обсудить нестабильность тахионов. Для ·этого рассмотрим 

.-wра!НЖИан классического скаляркого поля в духе раздела 10.2. В общем случае 

} _JJV . . 1 2 [ 2 
l =-~г' 8pФIJvФ- V(Ф) = 2 <доФ) - 2 1VФI - V(ф), (12.196) 

rзе V(ф) есть потенциал скалярного поля. Для пространственно однородной по
.1е:вой конфигурации V ф = О, и плотность потенциальной энергии описывается 
nотенциалом V ( ф). Вытекающее из :вариационного nринципа уравнение движе-
ния JИмеет вид 

tiф- v'(Ф) =о, (12.197) 

rде штрих означает производную по арrументу. Более явно 

(12.198) 

(!) Упрtiжнение-рtJзниннii 12.10. Докажите., что уравнение (12.197) возникает из 

вариации дейСffЮил S = j dD х l,. 
Чтобы понять нестабильностъ тахионной скалярной теории nоля, достаточ

но рассмотреть свободную часть тахиоиноrо лаrраюкиана; В-заимодействия будут 

оп:исаны .nозже. Для: теории свободного ·скалярного поля потенциал V(ф) при-
:нимает вид 

(12.199) 

Здесь М2 есть квадрат массы скм.ярноrо nоля (при включении взаимодействий 
этот nотенциал изменится). Korna М2 >О, потенциал V(ф) имеет стабильный 
минимум при ф = О. Когда М2 < О, поrенuяал V(ф) имеет нестабильный 
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максимум при ф..:... О (ряс. 12.2). Мы можем ~Fоняn следётвия включения таких 
nотенциалов, изучив ураJВнение двИЖ!ения поля. Используя конкретную форму V, 
получаем из уравнения ( 12 .. 198) 

IJ2Ф 2 2 
- дt2 + V ·Ф- м Ф =о. (12.200) 

Чтобы упростить наш анализ, предположим, что поле ф зависит только от вре
мени. Тогда уравнение движения приним:ает вид 

(12.201) 

Если М2 = М · М > о. решения этоrо уравнения представляют осцил.ляции: 
ф = А cos (Mt) +В sin (Mt) = С si1n (Mt + ао). (12.202) 

Это есть интерпретация скалярного поля с «хорошим)) квадратом массы. Скаляр

ное поле может «находиться» в rочке ф = О всегда, так как это стабильная точка: 
·если поле смещается, оно просто осциллирует вокруг ф = О. 

Рассмотрим теперiЬ тахион, являющийся примеrом скаляра с отрицательны~• 
квадратом массы. В этом случае удобно записать М = - fj2 = - {3 • {3, и уравнение 
(12.201) принимает вид 

d'lф(t) - а2ф(:t) =О 
dt2 JJ ' 

(12.203. 

с {32 > О. На эrот раз решения имеюr вил 
·Ф(t) = А c.h ([jt) +В sh (/3t). (12.204• 

Рассмотрим, иаприме!Р~ !Решение ф(t) = sh (/Зt) . В нулевой момент времени по.1е 
ф ра~вно нулю, но при стремлении време:ии к беск:онечности ф также стремJп
ся к бесконечности. Можно представить это так~ как будто nоле скатывается 
в правую сторону потенциала н:а рис. 12.26. На самом деле для moбoro иетриви~ 
альноrо реш·ения ф обязательно достигает бесконечного aбcoлюrfioro значения 
лИбо в дашеком прошломf либо в д:алеком будущем. Тахион может нахОJIИТ'ЪСЯ 
лри ф = О t~cerдa; исnользуя тривимъное решени·е ф(t) = О, но любое бесkо
нечн,о малое возмущение приведет его к процеосу стремительною ·скатывания. 

Значение ф == О естъ разрешенная критическая rочка, но она нестабмьна. Невоз~ 
:можно реалистично предёТавить себе, 'fi'O тахион будет оставаться вблизи ф = О 
бесконечно большой промежуток времени. В ·этом состоит нестабильность тео
рии, содержащей тахион. Так как квадрат массы т~хиона открытой струны равен 

'(1/а'), свободная часть т.ахионноrо nотенциала равна 

v~воб = 2~Ф2. (12.205t 

Для прои:зволъных поте·ициа:пов V(ф) можно использовать механическую аиа
лоrию. Можно пре;щс:rавить ёебе пространственно 'однородное скатывание ска
ляриого поля в потенциале V(ф), рассматривая движение частицы в потенuиа.1е 
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i -~ r), rде заменяющая ф переменмая z есть координата вдоль траеnории движе
ния. Действительно, оооrветствующие уравнения совnадают. Для произвольнего 

:ютенциала V ( ф) однородное скатывание определяется уравнением 

dlф 1 

dt2 = -V (ф), (12.206) 

1 то время как скатывание частицы единичной массы в потенциальном nоле V (х) 
управляется ~m>р.ьiм законом Ньютона: 

d2x ' 
dt2 = -V (х). (12.207) 

На.1ичие ·тахиона сиrнализирует о нестаб.ил:ьносm теории открытых струн. Точ

:нее, существует определеннаянестабильность в теории открытых струн на фоне 

заnолняющей пространство 025-браны. Яс.но, что MIЬI должны попытаться по

НЯ1ГЬ судьбу этой нестабильности: если тахион :начинает ~скатываться, то когда он 

остановится? В т-ечение некоторою времени мало кто соглашался с тем, что это 

срочrный :вопрос. Приводились арrументы, что наряду с отсуrствием фермионов 

тахион - еще одна хорошая nричина рассматривать теорию открытых струн не

реалистичной и не ·заслуживающей больших усилий. Некоторые ученые считали 
тахион знаком тоrо, что теория бозонных струн просто противоречива. В тече

ние ряда лет казалось, что теории суперструн - тип теорий струн, включающих 

фермионы, - успешно избегают rахионов. Оnнако последующие .исследова_uия 
показали, чrо тахионы могут возникать, коrда мы строим реалистичные модели, 

основанные на суперструнах. Стало ясно, что мы должны попытаться осмыслить 

тахионы. 

Теория открытых струи, имеющаяся в наших руках, - это теория струн на 
D25~бране, заnолняющей все пространствеиные измерения. D25-браиа - это 

физи-ческий объект, а не просто матtrмаmческа·я !Конструкция, и поэтому она 
обладает n<rсrояниой IJJ!I·OТН<rcrыo энергии Т25 , которую на самом деле можно 

'fочно вычислить. Теперь можно сформулировать основную идею: теория откр.ы

rых струн есть, в определе·нном смысле, теория самой D25-браны! Мы рассмат

ривали тахионы .как оосrоян.ия струн, прикрепленных к D-бране. Оказывается, 

что D-'брана с при:крепленными открытъiми струнами есть возбужденное со

·стояние D-браны. Если это ra11<, тахионное состояние является воэбуждениемt 
которое мо.жет понизить энерmю D-·браны. Существование тахиона rоворит нам, 
что D25-брана нестабильн.а! 

Так как 7ахион оnисы~:mе'Т физику D25 -браны, nлотн•ость энерr:ии эrой браны 

дает вклад в лотенц;иальную энергию системы, и ,она должна быть включена в ra~ 

хионных потенциал. В рез,ультате nотенциал в (12.205) изменяется и становится 
равным 

(12.208) 

Мы вмючили в тахионньtй потенциал кубический члем и представили все осталь

ные возможные слаntемые многоточием. Все кубические члены или члены более 
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Рис. 12.3. Тахион'НЫiЙ потенциал открытой струны, закрепленной на 025-бране. 
iоч·ка ф = () соответствует нестабильной D·бране. В критической устойчивой 

точке ф• струна имееr нулевую энергию 

высокою порядка rю rnолю соответствуют эффектам взаимодействий. Указанный 

поrенцнал корректно описывает наши утверждения относительно 025-браны. 
Нестабмьная точка ф = О nредставляет мир с 025-браной, и поэтому имеет 
nлотность энергии T2s. Чтобы узrнать, что происходит, когда тахион начинает 
скатываться вниз. нам нужно вычислить iПолный тахионный потенциал Vтах(ф). 

Прежде чем вычислять этот поrенциал., можно поnытаться предвидеть ре

зуль'Iат. Если D25-брана нестабильна, она расnадется. Стабильная конечная точ

ка эroro процесса будет мир без 025-браны. Если это так, то тахионный по
тенц!Иал должен иметь стабильную критическую т-очку при некотором ф = ф • 
с Vтах(Ф'*) =О. Эта стабильная критическая точка будет предстамять фон с нуле
оой энергией, тот фон" где D25-брана, коrорую елелал нестабилькой тахион, пол
RОС'IЪЮ исчезла! 0.)Ю{Jtаемь форма тахионноrо nотенциала показама на рис. 12.3. 

Это предположение теперь убедительно щюверено. Испольэуя полевую тео· 
рию ·ОТкрытых сrрун; был вычислен пмньrй тахионный потенциал и, что при

:мечательно, ОJсаэалось возможным ука3ать ~ритическую точку с нулевой знерrи

ей. Учитывая этот результат, а таюке дополнительное ·свидетельство, полученное 
друrим спос·обом, физики nоказапи, что тахионная нестабильность есть неста~ 

билыюсть D25·~браиы. 
Что происходит, когда тахион скаrывае'i'СИ вниз к стабильному минимуму 

и D25 -'брана и·сч,езает? Все открытые струны должны также исчезнуrь, так J<aX 
концевые точки открытой струны прикреnлены rк D-бранам. Оnнако замкнуrые 
струны мoryr сущесmовать при отсутствии D-бран. Вся энергия, перооначмьно 
заnасенная в D2S-бране., переходят в замкнутые С'l'J)уиы .. В стабильной критиче
ской ·точке ф* все частицы, которые В<Узниюrи как возбужл.ения открытых струн. 
включmt тахио:н, дОЛ)КfiЫ исчезнуть. Эrо показывает, что теориR вблизи ф* доволь
но ~сложна. Вакуумная струпная теория поля есть поnытка сформулировать теорию 

·струн вблизи ва~а ф •) где исче·зают как D·браны, так и открытые струны. 

Появились новые :интересные факты о тахионах и D-браиах. Бы.nо локазано. 

что Dр=браны с р < 25 сами ямяются большими когерентными воэбуждениям:й 



Задачи 325 --------------------------------------------------
'2.Uонноrо поля D25 -браны. В определенно:м смьtсле, D-браны сделаны из та
аоно:в! Это также верно с минимальными модификациями в теории суnерструн. 

В этой 11еории определенные D-браны несут заряд, и поэтому сохранение заряда 

обеспечивает их стабИ1.1ьность относительно распада. На самом деле в теории 
тхрытых струн на фоне любой такой D-браны нет тахионов. Однако, конфи
~-раuия, состоящая из D-браiны и совпадающей противоположно заряженной 

.IИТИ- D-браны, нестабильна: nва объекта мoryr аннигилировать без нарушения 

оохранения заряда. Оrкрытые струны, протянуrые от D-браны к анти-D-бране, 

.:о.зержат тахион, а именно, суперст.рунный тахион1 Этот тахион описывает неста

би.1ьность nары 0-брана/анти-D-брана. Изучение аннигиляции D-бранаfанти

D-брана иrрает важную роль в мспользо--ваннии теории струн дrni описания ран

ней Вселенной. Таким образом, возможно, разрешИ11ся загадка тахионов1 сыграв
ших важную роль в струнной космологии. 

• задача 12.1. Уравнение 17ейэенберrа дп11 пnотности имnуnьса 

\tы проверили в (12.21), ч11о Х1 = 21rа1Рт1 вытекает из уравнения Гейзенберrа 
i~ = [~,Н], коrда ~ = Х1 • Вычислите ртт и используйте этот результат для 

-1 111 

nроверки того, что классическое уравнение движения Х - Х = О выполняется 
как операrорное уравнение. 

• Зоdача 12.2. Явнаяпроверка обращениs в нупь ряда коммутаторов 

Используя разл·ожение no модам (12.32) м коммутационные соотношения для 
ОiПераrоров а_, убедИ'J1еСЬ в явном виде, что выполняется уравнение ( 12.26): 

[ 1
1

( ) J'( ')] 1( -'-/(_ - ) 'J(_ -').] · х т' q ' х т' и . = х т' q 'х т' q = о. 
• 3о8оча12.3. Явнu nроверкаосновного коммутатора 

(.а) Испол!ЬЗуя явное разложение по модам мя Х1 и ртJ, а также коммутацион
ные соотношения (12.45) и (12.54), nокажите, что 

[Х1 (т, и), p"J (т, .и')] = i111
J ~ L cos м соsм'. 

1Г 
h·EZ 

(б) Если nредыдущий резул.ьтат соrласуется с выражением (12.10), то мы должны 
имет-ь 

' ( ') 1 2:- - 1 6u-u =- _. cosnucosnd. 
1r . 

nEZ 

(1) 

Эrо вы1ражение С11едует из полноты системы функций oos nt1 с n ~ О на ин
·rерва.ле О' Е [О, 11'). Полноту легко объяснять: любая функция f ( (f), опре
деленная на интервале и Е [0, 1r) может быть продолжена на интервал 
и Е [ -1Г, 1r), <если допустить /(-и) = /(и) для и Е [0, 1r). Получившаяся 
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фунКЦЮI есть четная функция и и на основании основного свойс-rва фурье

разложения она может б:ьtть разложена по косинусам, Поэтому мы можем 

представить любую функцию /(и) с и Е [0, 1r] 1в виде 

со 

/(и) = I: An cos nu. (2) 
·n=O 

Докажите формулу (1), вычислив An и под,ставив результат обратно в правую 
часть (2). 

• 3ааача 12.4. Аналитическое nродо.nжение дэета-функции 

Рассмотрим -опре.де.mение гамма-функции 

00 

Г{ в)= j dt e-tt'-1• 

о 

Положим в этом интеграле t-+ nt; используя полученное в.ыражение, докажи-
те, чrо 

1
00 fS-1 

Г(1)((s) = dt е' _ 1, Re(s) > 1. 

о 

Проверьте также разложение при малых t 

1 1 1 t 2 

et- 1 = t- 2 + 12 + O(t ). 

Используя предЬщущее уравнение, покажит-е, что при Re (s) > 1 

00 00 

(1) 

(2) 

··-( . ) ( ) f . ·6-1 ( 1 1 t t ) 1 1 1 f dt t•-J 
r 8 ( 8 = dt t et - 1 - t + 2- 12 + s - 1 - 2s + 12(в + 1) + et - 1 · 

о о 

Объ.wсните, nочему правая сrорона nредыдущего равенства хорошо оnределена 

iПрИ Re (в.) > -2. Оrсюда сле.nует, что nравая сторона определяет аналитическое 
·продолжение левой С'f()роны к Re (в) > -2. Вспомните пол.юс.ную структур~, 

·функции Г(а) (задача 3.6) . .и rюкажи'fе, что <(о)= -1/2 и ((-1) = -1/12. 

• 3DatJfla 12.5. Allre~;pa Вирасо;ро .яв.n.яется алrеброА Ли 

Векторное пространство L с злементами .х, у, z, . ... и билинейной скобкой [·. ·1. 
котори из двух элементов L восnроиэВОJlИТ какой-либо ЭJiiемент L, е.сrь алгебра 
Ли; есл1и выполнены два следующих условия. 

1) анmс.имметрия: [х, :у] =-[у, х] для всех элементов х и у из L; 
2,) тождестоо Якоби: дЛЯ всех элементов х., у и z из L: 

[х, [у, zH + [у, [z, х)] + [z, (х, у]] =О. 
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Рассмотрим аекторное пространство L, натинуrое на оnераторы Вирасоро 
; ~одами n Е Z. Покажите, что коммугаторы в (12..124),, которые предполаrаются 
аыпо.лие.нкьiми дЛЯ всех значений тиn, определяют алгебру Ли. Затем рассмот
рите коммуrаrоры в (12.133) и покажите, что они также определяют алгебру Ли. 

• Зоdача 12.6. Условия соrласованности центральных чпенов anre6p1r1 Вирасоро 

Коммуrационные соотношения Вирасоро примимают вид 

(1) 

r.1e C(m}- функция m, хоrорая бъша вычислена непосредственно в этой главе. 
Uель этой задачи- найти оrраничения на C(m), которые вытекают из условия, 
что ( 1) образует алгебру Ли. 

(а) Что rоворит о C(m) требование антисимметрии алгебры Ли? Чему равно С( О)? 

~б) Рассмотрим теnерь тождество Якоби для генераторов L;, L;, и L; nри 
т+ n + k = О. Покажите, что 

(m - n)C(k) + (n- k)C(m) + (k- m)C(n) =О. (2) 

(в) Используйте соотношение (2), чтобы nоказать, чrо C(m)=am и C(m)={Jm3 

при nостоянных а и f3 образуют согла·сованные центральные расширения. 

(r) Рассмотрите уравнение ~(2) nри k = l. Локажите, чrо C(l) и С(2) оnредляют 
все C(n). 

• Зодочо 12 .. 1. YurpaжмeHIM.A с оnераторами в~ирасоро 

(а) Испмьэуйте мrебру Вирасора (12.133), чтобы показать, что если состояние 
аннигилируется 'Оnераторами L1 и L2 , оно анниrилируетс.я всеми L,. при 
n ~ l. 

(б) Рассмоrрим оnераторы Вирасоро Lo, Lr ;и L-1. Вьmишем три соответствую
щих коммутатора. Образуют ли эти операторы подалгебру алrеб,ры Вирасоро? 

СУIЦествует ли в эrом случае центра.льное с.лаr.аемое? Вьrчислите результат 

nейС'I"RИЯ всех трех этих оnераторов на оостояиие IO} с нулевым имnульсом. 

• зааеча 12.8 .. Действrме оnераторов Вирасорона состояния 

(а) Используя (12.100), эаnиmа-те оостояние L:6IO) как конечную сумщ слаrае
мых с действующими на вакуум осцилляторами. Проделайте то же самое для 

L:2L~2IO). 
('б) Заnишите Lr L:2IO} и L:2LfiiO) ~<~ак конечны·е суммы слагаемых с дей

ствующими на ваКУУМ осцилляторами. Используя этот результат. вычислите 

[ Lf, L~2 ] IO) . Убедитесь, чrо ваше вычисление согласуется с амеброй Вира
соро (12.133). 
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• 3адоча 12.9. Реnараметриэ:ацм~t, генерируемая оnераторами Вмрасоро 

(а) Рассмотрим струну при т = О. Какая из комбинаций ( 12.141) репарамет
ризует координату t1 струны, сохраняя т = О? Когда т = О сохраняется, 
ре11араметризация мирового .m:иста является на самом деле репараметриза

цией струны. Покажите, что генераторы этих репараметриэаций образуют 

подалгебру алгебры Вирасоро. 

(б) Опишите произвольную репараметризацию мирового листа, оставляющую 
фиксированной среднюю точку и = 1r /2 открытой сrруны с т = О. Выразите 
эту репараметризацию~ используя бесконечное множество оrраничивающих 

параметров. 

• Задача 1.2.10. Реnараметрмэация и свяэи 

(а) Проверьте, что параметры реп.араметризации в (12.137) удовлетворяют соот
ношениям (нижний индекс т для удобства опущен) 

(" = (tт'' (tт =(т'. 

~(б) Раесмотрите по.рожденные операторами Вирасорореnараметризаuии (12.138) 
как изменения координат 

Заметим, что для ~бесконечно малых Е предыдущее уравнение также требует. 

чтобы 
, t"( , 1) 

т=т -€, т,и, 

Покажите, чrо ·если классические связи 

предпол~rаются выполненными в координатах (т, fJ'), то они также булуt 
выполнены (в rnорядке Е) в координатах (т\ и;). 

• Зодача 12.11. Пoдc'ftif симметричных nро:иэведений t 
Докажите., что число N различных произведений ви.nа 

1rде верхние ищексы It ; l1 • ... , 1,. .пробеrают k значений 1, 2, ..• , k, описывается 
формул·ой 

( n + k ~ 1 ):! k k + 1 k + 2 · k + n - 1 N- --. . ·-
- n!(k- 1)! - 1 2 3 · · · n · 

Уюазоние. Можно представкrь k-ажд<Уе произвеление; используя n rоЖдественн:ы:х 
шариков и k - 1 тождественных разделителей. Например, nри k = 6 и n = 9 
имеем: 



Задачи 329 -------------------------------------------------
.,. JaiiOчa 12.12. Неориентмровамнwе открытые струны 

Оперытая струна ХР(тtи) с q Е [0,1Г) и фиксированным т препставля~ет собой 
::араметризо:ванную кривую в :прос'lрЗ)Нстве-времени. Ориентация на rструне есть 

а:алравление роста ~ на этой кривой. 

• а) Рассмотрим теперь открытую струну ХР. (т. 1r-q) при том же т. Какова связь 
второй струны с первой? Как связаны !ИХ конuевые т.очки и ориентации? 

Сделайте грубый рисунок, nоказывающий исхQдную струну как сnлошную 

кривую в nростраксmе-времени, а :вторую струну как пунктирную кривую 

в пространстве-времени. 

Введем обращающий ориентацию оператор твиста n, такой, что 

(1) 

Кроме того, объявим 

n -n-1 -
~,х0 н = х0 , (2) 

tб) Испол~ьзуя разложение открытой струны по осцилляторам (12.32), вычислите 

(в) По кажите, что 

Так хак 

f!X+(T, ·0")!1-l = Х+(Т.1Г- и), 

соотношение ( 1) на самом деле выполняется для всех координат струны. Мы 
rощрим, что обращение ориентации есть симметрия теории ОТJфЬlтых C'flf)'Н, 

так как она ОС'iа.ВЛ:Яет rамильтониан Н иивар.иангным: ЛН!Г 1 • Объя~сните, 
nочему эrо верно. 

(r) Предположим) ч:-rо основные состояния инвариантны относительно твиста: 

п1 + ..,. ) n-11 + -) 1 + -) :н р 'Рт = ~(; р 'Рт = р 'Рт . 
Перечислите СОСТОЯН11-1Я открытой сtруны для Nl.. ~ 3 и приведите для них 
собственные значения операrора твиста, Докажите, что в общем ·случае 

NJ. 
Л=(-1) . 

(п) Говорят; что состояние нeopueнmupOOaЖJ; если оно инварианrно относитель
но твиста. Если бы вnм бы.ло нужно построить теорию неориенrированных 

·открьrтых струн, то tai~oo состояние иэ чаёm (r) вы бы оrорос~или? В об~ 
щем случае, какие уровни первоначального пl)(rстранства со-стояний струны 

должны быть отбрОшены? 
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IJio' 31Юача .12.13. Тахионный потенциал 

Рассмоrрим скалярные теории nоля вида 

Мы исследуем три различных скалярных потенциала: 

(1) 

(2а) 

(26) 

(2в) 

rде ф0 - (nоложительная:) константа. Для каждого из трех nотенциалов V; сде
лайте следующее. 

{а) Постройте rрафик Vj(ф) как функцию ф. 

(б) Найдите критические точки потенциала и значения потенциалов в этих точ
ках. Каждая критическая точка nредставляет возможный фон l1ЛЯ скалярной 
теории nоля. 

(в) В каждой критической точке ф разложите действие мя флуктуаций ф вокруr 
этой: точки, т. е. положите ф = ф + f/J, где флуктуации 'Ф малы. Квадратичное 
по 1/J сла1rаемое ~(без лроизводных) может быть использовано для оnределения 
массы скалярной частицы. Определите массу скалярной частицы для каждой 

критической точки. 

Потенциал V1 есть грубая модель тахионноrо потенциала нанестабильной D
бране, !11отенциал J'2 естьточный (эффективный) тахионный потенциал на неста
билыюй о .. бране. nотенциал V3 есть грубая модель суперструнного тахионноrо 

потенциuа :на мировом объеме D-браны и ,соnутствующей анти-D~браны. 



Глава 13 

Релятивистские квантовь1е 

замкнуть/е струнь1 

З:а исклlючением фиксированно1Г0 положения и нуле;вых мод имnул .ьса, оnераторный ,аид 
К!Ваtповых за1мкнутых ст,рун можно ·рассматр!Ивать кан два !Коммутирующих onetPaтopa 

открыт,ых струн. Даже в калибровке с&етовоrо конуса репараметризационнаи инвари
аrнтность не может быть поnностью зафи~сирована: не сущест,вует естественного lilyти 
выбора начаJ'Iьной точки дn.JI замкнутой струны. В результат-е сnектр за.мкнутоА струны 

J. -J. 
nодчинен :условию .L0 - L0 = О, ~торое оrбирает соаояния, инва,риантные относитель-

но жестких J) вращений струны. Мы обнаружим, что к!Вантоеые состояния безмассовой 
замкнутой СТIРУНЫ IBtrnючam Qдночастичные гравитонные состояния, что делает тео

рrию струн квантовой теорией грав!Итации. Доnолнительно мы обнаружим сосrояrния 

Кал1ыба-Рамона и ,дипатонные состояния. Эти состояния контролируют интенсивность 

стру!Нных еэаимодеiйстви~. Мы изучим зам!Кнутые стру.ны на орбифолде IR1 /Z2• 

13 .. 1. Разложение по модам 
и коммутационные соотноwения 

В первое вре:мя nосле открытия теории струн считалось, что она является 

теорией смьновзаимодействующих частиц - теорией адронов. Согласованность 

теории открытых ·струн требовала включения замкнугых сЦ>ун. Но с замкнутыми 

струнами возниi<JIIа ,проблема: среди возбуждений замкнуrых струн существовали 

безмассовые состояния со ,спином два. Ни один из известных :адрон:ов не имел 

rаки:х соойств. Несмотря на мноrочиСJiенные усилия, все noпы'tКif усrранить эти 

состо.яния замкнутых струн из сnектра ·окончили~сь иеудачей. 

Оказалось; что та:ки·е безмассовые состояния можно О'l"О:ждествmъ с состоя
ниями rравитона. и в конечном итоrе физики осознали1 что теория замкнутых 
·струн мо~ет рассматриваться как теория- :квантовой гравитации. В этой rлаве мы 
проквантуем рел.ятивистсJ<уiО замкнутую струну и увидим, :каким образом оозни

~кают сосrояния .гравитона. Многое в процедуре квантования будет наnоминать 

квантование открытой струны в rлаве 12, но есть и ряд новых свойств. Начнем 
·с наmоминания некоторых важных свойств замкнутых струн, которые мы изучи

ли в rлаве 9. Там мы рассматрива.mи ,семейство калибровок (см. (9.27)), которые 

.l) Термины :жесnаtё IфaUletrм (транстшии) nрименяются в rописании движения ffЛ как neлoro, 
иноrда их именуют •ТtвердотельньiМи•. - Лри..ч. ред. перевода. 
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определялис.ь условиями 

(13.1) 

Второе условие требует, чтобы параметр и покрывал интервал длиной 21f: 

lГ Е (0, 21r). (13.2) 

Здесь q = О и и = 2w представляют одну и ту .же точку на замкнутой струне. 

И нт~рвал и Е [О, 27Г] для замкнутых струн вдвое больше интервала D Е [О, 1Г], 
исnопьзуемоrо для открытых струн. Мы видим, что условие ( 13.1) не полностью 
фиксирует параметризацию замкнутых C'fl)yн. В противоположность открытым 
струнам у замкнутых струн нет специальной точки, которая может быть выбрана 

.как u = О. Мы выюдно исполыуем этот произвол: сделав выбор точки и = О 
на одной замкнуrой струне, можно наложить условие Х' · Х =О подходящим 
выбором точки и = О на всех остальных замкнутых струнах на мировом листе. 
После этоrо мы все еще имеем !ВОзможность сделать замену q ~ q + lГо, с не ко
торой одинакооой для всех струн константой lГо. Это жесткое вращение линий 
постоянного q есть репараметризационная инвариантность действия замкнугой 

струны~ которую невозможно зафиксировать. Коrда мы построим квантовые со

стояния замкнутой струны, это наложит ограничения на состояния. 

Условие Х' · Х = О вм·есте с условиями репараметризации ( 13.1) подразуме-
,2 • 2 

вает Х + Х = О. Таким образом., мы получили знакомые условия 

(Х ± Х')2 =О, (13.3) 

и плотности импульсов сrали простыми mроизводными от координат: 

TIL 1 • ll 
р~~х .... 

21ra.' 
(13.4) 

Наконеuj было показано, что все коораинаты струны удометtюtжют оолнооому 
уравнению 

( 
д2 ~ fJ2 ) хР = о. 
дт2 д.и2 

(13.5) 

Рассмотрим теперь КJIIассическое решение уравнения движения для замкнуrой 

струны~ Общее решение волнового уравнения имеет вид 

(13.6) 

rде Xt (индекс L соответствует движению влево) есть волна~ двюкущаяся в сто
рону более отрицательных q, а Х~ (индекс R соответствует движению вправо • 
есть волна, движущаясся .в сторону более положительных и. Для открытых cтp)li 

волны. движущиесй н;алево и напраооt были с.вя'заны друг с другом rраничными 

условиям1и в концевы" точках. У замкнутой струны нет концевых точек, но мож

но работать с условием периодичности. Пространством nараметров (т, <1) д.u 
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Jil.\tJШyrЬIX струн является .цилиндр, поэтому для правильного оnисания замкну

тых струн мы компактифицируем координату О' миро:во-rо листа: 

(13.7) 

. .lве 11оч.ки на мировом листе; разность координат и которых кратна 21r, являются 
·озной точкой. На самом деле ДJIЯ описания замкнутых струн можно использо

вать .любой интервал вида (u0, <ro + 21r]; выбор, сделанный в (13.2), лишь один 
из В()ЗМожных. К:оr;ща мы включаем координату т, •Q1iО.ждествление точек в про

.странст~ве параметров задается правилом 

(т, и)~ (т, и+ 2к). (13.8) 

~ы требуем, чтобы XJJ :пр;инимало одно и ro же значение в любых двух точках, 
которые представляют одну точку в пространстве параметров 

(13.9) 

С этим условием легче !ИМеть дело, и ero легче :интерпретировать, чем наивное 

условие Х#l(т, О)= Х"(т, 21Г) . Условие nериодичности (13.9) подходит для струн, 
распространяющихся в односвязном nространстве, т. е. пространстве, в котором 

!КаЖдая замкнуrая струна может быть непрерывно ·стянуга в точку. Например, про

·странст~во Минковскоrо односвязно. Если mростраtНственное направление свер

:нуrо в окружность, то замкнутые струны, ·обернуrые ВОiфуr этой окружности, 
не могут быть стянуrы в сторону. Поэтому пространство не односвязно, и ко

ордината вдоль окружности !Не ЯIВЛЯется однозначной. Для такой координаты 

условие периодичности (13.9) должно быТh изменено (см. главу 17). 

Покажем теперьf чrо условие периодичАости (13.9) иНдУUирует небольшое. 
!Но важное условие, связывающее волны, дВижущиеся л:~право и влево. Оnределим 

.аве НОВJЫе Пrеремеиные 

и=т+О', v=т-u. (13.10) 

Выраженное через новые переменtНые, уравнение ( 13.6) принимает вид 

ХР = Xt(u) + Xk(v). (13.11) 

Коrда и -t и + 21r, переменные и и v возрастают и уменьшаются на 21r; соот
ветственно. В результате, условие nериодичности (13.9) дает 

X~(u) + X~(v) = Xt(u + 21Г) + Xk(v- 21Г), (13.12) 

.wш, эквивалентно, 

(13.13) 

Это уравнекие устанаwtивает, что двюкущиесй меоо и вправо волны на самом 

деле зависят друг м друга: если одна перестает быть периодической, вторая 

fi()JiiЖ]ia изм,ен~ПЬСя иа 1У же велич:ину. Так как и и v яВJUtются независимыми 
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переменными, производпая правой части по и и производпая левой части по v 
равенства (13.13) должны обращаться в нуль. Следовательно мы находим, что 

Xf' (и) и Х~' ( v) являются строго периодическими функциями с периодом 21Г 
(для функций одной переменной штрих означает производные по отношению 

к аргументу). Поэтому мы можем написать разложение по модам 

ХР'( ) _ Га'~ -р -inu 
L и - у 2 L....J Un е , 

nEZ 
(13.14) 

Для разложения Хi'(и) было введено множество а-мод с чертой. Даже хотя они 
записаны одинаково, а-моды без черты, использованные в разложении Х~' (v), 
не имеют никакого отношения к модам открытых струн в главе 12. В теории 
замкнугых струн нам нужны два множества а-мод: с чертой и без черты. Инте

грируя уравнение (13.14), находим 

(13.15) 

где нулевые моды координат xgP и х~Р возникли как постоянные интегрирова
ния. Это несколько удивительно, ведь в конце концов в теории открытой струны 

была единственная координатная нулевая мода, канонически сопряженная с им

пульсом струны. Мы покажем, что в этом случае важна только сумма двух нулевых 

мод; однако, в главе 17 нам встретится пространство, которое не является од
носвязным, и в этом случае каждая из координатных нулевых мод будет играет 

роль. 

Апериодичность X~(v) и Хi(и) есть следствие появления в (13.15) линейных 
слагаемых. Условие ( 13.13) ограничивает эти слагаемые, так что 

(13.16) 

и поэтому 

(13.17) 

Благодаря этому равенству, в теории квантовой замкнугой струны имеется только 

один оператор импульса. Как мы вскоре увидим, это означает, что каноническое 
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оантование действует согласованно только с одним оператором координатной 

~:tевой моды. 

Теперь мы можем собрать разложение по модам для Х~"(т, u), подставляя 
1 :3.15) в (13.6): 

( 13.18) 

При аб =а~ находим 

1 {ёi e-inт . . 
Х"(т,и) = 2 (х~Р + х~) + v'2QI а~т + iy 2 ~ --,;-{а:е••• + ii,:'e_' .. ). 

(13.19) 

Как и ожидал ось, Х~" есть периодическая функция u с периодом 21Г. Плотность 
канонически сопряженного импульса равна 

тр _ 1 ·р( )- 1 (·г,;;-; р ) Р (т, u) - -
2 1 

Х т, u - -
2 1 

v 2а· а0 + . . . , 
1Га 1Га 

(13.20) 

r.1e точки представляют слагаемые в Х~", которые при интегрировании по интер
валу и Е [0, 21Г] дают нуль и поэтому не влияют на величину полного импульса: 

(13.21) 

Следовательно, имеем соотношение 

(13.22) 

Это выражение отличается множителем 2 от соответствующего результата (12.46) 
для открытой струны, но идея та же: а~ пропорционален пространствеино
временному импульсу, который несет струна. 

Имеется только одна переменная импульса, и следовательно, в квантовой 

теории имеется только один оператор импульса. Мы должны иметь, кроме того, 

только одну сопряженную координатную нулевую моду. Таким образом, несмотря 

на лево-правое разложение решения волнового уравнения, х~ их~ не м01:уг оба 
быть независимыми переменными. Только их сумма возникает в (13.19), так что 
только сумма должна быть подходящей координатной нулевой модой. Без потери 
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общности~ n:олаrаем 

X
Lp _ XRp = ,...Р 
о - о - .,0 ~ 

так Чrо уравнение (13.19) принимает окончательный вид: 

(13.23) 

(13.24) 

На эrой стадии удобно выписать производные от координат по т и l!. С по

мощью (13.6) замечаем, чrо 

• pt pt 
Х11 = XL (т+ l1) + Хя (т- и), 

хР' = х'{ (т+ и) - х~' (т - 0'). 

·Складывая и вь1читая эти уравнения и используя (13.14), находим 

:ХР + ХР' = 2Хf'(т + q) = ..J2iii L ii/: e-in(,.+<~'>, 
nEZ 

Х.Р - ХР' = 2Х~' ( 1' - О') = ..f2ij L а: е -in(т-u). 
nEZ 

(13.25) 

(13.26) 

Обратим внимание, что в этих комбинациях производных ·осцилляторы с чертой 

не смешиiВЗются с осцилляторами без ч·ерrы. Мы подогнали нормировочные по

стоянные IB приведеиных выше соотношениях. Эrи ·Соотношения nолностью ана
лоrичны разложениямоткрытой струны (12.33). Это позволит нам подучить ряд 
коммуrаторов для закрь•тон струны, не производя никаких новых ~JьtчислениИ. 

Обратимся к квантованию "Геории замкнутых струн. Канонические коммута

ционные ·соотношения примимают тоr :>iёе вид; что и в теории Оf'fq)ЫТЫх струн. 

Для nоnеречных координат и импульсов лолаrаем 

(13.27) 

и, как обычно, мъ1 полагаем равным нулю коммуrаторы координат с координата

ми и импульсов с импульсами. Для нулевых мод мы имеем также (ж,0 ; p+J == -i. 
Тах nR комму;rационньtе соотиошеиия не изменились, формулы (12.30) и (12.31) 
~осrаютсR ·справемивы:ми. Первая из них •есть 

(13.28) 

На с.амом деле на эror раз ситуация nроще. Уравнения (13.28) вьшолняются l1JlЯ 
и. 11' Е [[О. 21Г), так к,ак СlРУННЫе коордИнаты ощrеделены на этом полном интер
ште. Кроме того, разложение no модам ( 13.26) та:юtrе верно на полном интерва.:tе. 
Так как комбинации nро-~>~зводных nримимают точно ту же форму, что и в случае 
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сmсрьпых струн, уравнение приводит к похожим коммутационным соотношени

nr. Однако осцилляторы берутся с чертой, если мы используем верхний знак ( +), 
• без черты, если мы используем нижний знак (-)в (13.28). Поэтому в результате 

[ -1 -J] .ж IJ 
От, On = mиm+n,O fJ , [ 1 J] .ж IJ 

От, On = mиm+n, о fJ • (13.29) 

В силу раз.ложений (13.26) мы называем операторы ii леводвижущими оператора
wи. а операторы а - праводвижущими операторами 2). Каждое из этих множеств 
совпадает с операторным содержимым теории открытых струн. Коммутацион

ные соотношения также принимают вид, который можно было ожидать, исходя 

из результатов для открытой струны. Таким образом, теория замкнутой струны 

имеет структуру операторов, содержащую два набора операторов теории открытых 

струн, за исключением нулевых мод. Импульсные нулевые моды равны (а~ = ii~ ), 
и поэтому имеется только одно множество координатных нулевых мод х~, х0 . 

Уравнение (12.31) утверждает, что комбинации производных с противопо
.1ожными знаками коммутируют. В данном случае это значит, что лево- и право

.JВижущие осцилляторы коммутируют 

[а~, а.;'] =о. (13.30) 

~ожно определить канонические операторы рождения и уничтожения точно 

так же, как это было сделано для открытых струн: 

1 1 r.= 
an = anvn и 

-1 -1 r.= 
an = anvn и 

a~n = a:t v'n, 
ii~n = a:t у'п, 

n ~ 1, 

n ~ 1. 

Неиулевые коммутационные соотношения оказываются ожидаемыми: 

[
-1 -Jf] ~ 1J 
Qm, Qn = Um, n 'f/ , [ 

1 Jf] ~ 1J 
Qm' Qn = Um, n 'fJ • 

( 13.31) 

( 13.32) 

Коммутаторы, содержащие х~, можно найти, следуя шагам, аналогичным тем, 
которые бьmи использованы для открытых струн. На этот раз (задача 13.1) мы 
находим, что [х~, а~] и [х~, ai] при n f= О обращаются в нуль и 

[х~. at] = [х~. at] = i~ 'f/u '* [х~. pJ] = iqu, (13.33) 

где выражение справа возникает в силу (13.22). 
Какой вид имеет гамильтониан замкнуrой струны в калибровке светового кону

са? Мы знаем, что р- генерирует трансляции х+, и что в дополнение к этому х+ = 

2
) В русскоязычной литературе движущиеся влево моды называют левосторонними, а движущиеся 

вправо - правосторонними. Соответственно и операторы ii называют левосторонними или просто 
левыми, а операторы а - правосторонними или правыми. - Прим. ред. перевода. 



338 Глава 13. Реляти,вистские нвантовь1е замкнуты'е струнь1 

--------------------------------------~~--------

( 13.34) 

Чтобы найти нормапьно упорядоченную версию этого гамильтониана, обратимся 
к nоперечным оnераторам Вирасора теорои замкнуrых струн. 

13.2. Операторы Вирас~оро замкнутых струн 

Мы выяснили в rлаве 12, что nоперечные операторы Вирасоро открытой 
струны по сушеству есть модiЬI а;; координаты свеrовою конуса х-. Для коор

динат замкнугой .струны имеются два типа мод - с чертой и без черты. Это также 

верно для координат х- замкнутой струны: ~сть моды а; и Оп, и поэтому мы 

·ожидаем поя:вления двух множеств операторов в~ирасоро. Однако, в силу {13.17), 
имеем а0 = ii0- , так чrо нас ожидает сюрприз в отношении операторов Вирасора 

С ВОJii!НОВЫМ ЧИСЛОМ НУЛЬ. 

Чтобы начать анализ, .нужно выра:же·ние, <связывающее х- с поперечными 

координатами. Требуемая формула ·есть (9.65) при {З = 1, что подходит для 
замкнуrых струн: 

.х- ± х-' = _!__[_схт ± хт')2. 
а' 2р+ 

Определим операторы Вирасоро, сле.дуя схеме, предложенной в (9. 79): 

(Х1 + х1')2 = 4а' """'(~ ~ ii ii ). е-in<т+и) = 4а' """'.Ll.e-in(т+и) L 2 L Р п-р - L n ' 
nez pEZ · nez 

(XI - х r'>2 = 4/t' L ( ~ L Q~Q~-p) е -iв(т-и) - 4а' L L; е -io(т-•J. 
n•EZ peZ nEZ 

( 13.35) 

(13.36) 

В этих двух строчках первые равенства - это небольшие вычисления, проведеи

ные с помощью формулы (13.26), вторые ра&енства есть ·Определения. В более 
явной форме 

-.L ·~-1-1 .L ·~ 11 
Ln = 2 L..J apan=p' Ln = 2 L apan-p· 

pEZ pEZ 

(13.37) 

Эrо nва множесТtва операторов Вирасоро теории замкнуrых струн. Подставляя 
определения (13.36) в (13.35), получаем · 

х- + х-' = -2. 2: .с;; е -in(т+ст)' 
р+ nez 

х- - х-' = 2._ 1: L* е -in(т-ст). 
р+ nEZ 

(13.38) 
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С зругой стороны, производные х- , как и все остальные координаты замкнугой 
.:труны, можно разложить по схеме ( 1 3.26) и получить 

х- + х-' = v'2C1 L ii.n- е-in(т+и>, 

nEZ 

х. - - х-' - г,:;-;2 , ~ - -in(т-u) - v La· L..J an е . 
(13.39) 

nEZ 

Сравнивая уравнения (13.38) и (13.39), мы находим выражения для минус осцил
.1ЯТоров: 

г,;-; - - 2 L-.L 
V L.O' an = + n , 

р 
(13.40) 

О.1нако, при n = О существует ограничение. Так как а0 = ii.0- , мы имеем условие 
сог.1асования уровней 

(13.41) 

- .L .L 
Если посмотреть на определения L 0 и L 0 в (13.37), можно понять, что эти 
.1ВЭ. оператора сильно отличаются друг от друга. Что означает требование их 

равенства? Так как операторы в конечном счете определены своим действием 

на состояния, смысл равенства (13.41) состоит в том, что любое состояние IЛ, Х) 
замкнутой струны должно удовлетворять уравнению L~IЛ, Х) = L~IЛ, Х). Поэто
му это условие наложено на пространство состояний: «состояния», не удовлетво

ряющие этому условию, не принадлежат, на самом деле, пространству состояний. 
-.L .L 

Чтобы зафиксировать неоднозначности упорядочения операторов L 0 и L 0 , 

мы определяем их как упорядоченные операторы без какой либо дополнительной 

постоянной: 

(13.42) 

Здесь N.L и N.L - операторы числа <<частиц» З), связанных с операторами с чертой 
и без черты, соответственно: 

00 00 

N.L = L na~ta:, N.L = L na~ta~. (13.43) 
n=l n=l 

Мы не будем заниматься хлопотным делом доказательства угверждения о том, 

что критическая размерность замкнутой струны оказывается равной D = 26. Это 
следует из требования лоренц-инвариантности квантовой теории. Не случайно 

критическая размерность замкнутых струн совпадает с критической размерно

стью открытых струн: это означает, что оба типа струн могут сосуществовать. 

З) Здесь и далее в главе 14 операторы N числа частиц следует понимать как операторы чисел 
заполнения уровней. - Прим. ред. перевода. 
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Действительно, если открытые струны мoryr в общем случае замыкаться, образуя 

замкнутые струны, бьmо бы крайне странно, если бы при этом их критические 

размерности не совпадали. 

Неоднозначные константы, обязанные своим происхождением упорядоче-
-.l .l 

нию операторов L 0 и L 0 фиксируются условием лоренц-инвариантности, так же, 

как это произошло мя открытых струн. Результат этой операции можно пред

видеть, так как левый и правый секторы теории замкнутых струн ведут себя как 

открытые струны. Кроме того, простой вывод, основанный на дзета-функциях, 
.l -.l 

предполагает, что константы упорядочения мя L 0 и L 0 одинаковы и равны 

значению этой же константы дЛЯ оператора L~ открытой струны. Эти константы 
- L.i включены в соотношение межлу а0 и 0 и соответствующее соотношение дЛЯ 

операторов с чертой. Поэтому уравнения (13.40) при n =О принимаютвид 

г,:;-; 2 .l 
v La· а0 = +(L0 - 1). 

р 
(13.44) 

Условие согласования уровней L~ = .l~, вытекающее из а0 = а0 , остается 
неизменным при постоянных сдвигах. Используя (13.42), можно записать это 
условие в более простой форме как 

(13.45) 

Усредняя два выражения дЛЯ а0 в (13.44), можно найти симметричное выражение 

г,:;-; -
1 (L.i L-.i 2) ' -v La· а0 - + 0 + 0 - = ар , 
р 

(13.46) 

где связь с р- следует из (13.22). При известном р- мы можем вычислить квадрат 

массы 

м2 = -р2 = 2р+р-- PIPI = ~(L~ + .l~- 2)- PIPI· 
а 

Подставляя значения .l~ и L~ из (13.42), получаем 

М2 = .3_ (NJ. + N.i - 2). 
а' 

(13.47) 

(13.48) 

Это массовая формула дЛЯ состояний замкнутой струны. Используя соотношение 

(13.46), можно записать гамильтониан замкнутой струны (13.34) через операторы 
Вирасоро. Результат очень прост: 

н ' + - L.i L-.i 2 =ар р = о+ о - . (13.49) 

Этот гамильтониан есть сумма гамильтониана «открытой струны» L~ - 1 мя опе
раторов, соответствующих движению вправо, и гамильтониана «открытой стру

-.l 
НЫ>> L 0 -1 дЛЯ операторов, соответствующих движению влево. Используя (13.42). 



______________ 1_3_.2_._о_п_е~р_ат_о~р_ы_в_и~р_ао_о~р_о_з_ам_к_н~~т_ь_~ __ ап~р~~-н ______________ Э~t 

можно записать rамильтониан как 

( 13.50) 

Ках операщры L~, так и операторы L-;. удовлетворяют алгебре Вираооро ( 12.133). 
Кроме тоrо, комм-уrаторы между операторами Вирасоро с чертой и без черты 

·обраwаются в нуль. Итак, полнь1й набор операторов Вирасоро замкнутой струны 

определяет две коммути1рующие алгебры Вирасоро. 

Завершим этот раздел изучением действия операторов Вирасоро на коор

зннаты замкнутой струны. Коммутация операторов Вирасоро замкнутой струны 

с осцилляторами вьшолняется по схеме, изложенной в (12.1 18). Имеем: 

и 11<р0ме того 

[L~, а:] = [L;., а;] =о. 
С другой стороны, L"/n и L~ имеют нетривиалъные коммуrаторы с х~. 
:~ Упражне._#luе-разминНtl J3ф1. Убедитесь в rnoltl, что 

(13.51) 

( 13.52) 

( 13.53) 

Сосредоточим внимание только на действие операторов L~ и L~ н.а коор
.Iинаты струны. Требуемые формулы получаются в следующем упражнении. 

Q) УnрtJЖнение-разNинкв 13.2. Убедитесь. что 

[
- .1 1 ] t • l 11 [ l 1 ] i · 1 - J' L0 ,X (т, ·u) =-2(х +Х ), L0 ,X (т,о-) =-2(Х -Х ). (13.54) 

Складывая два уравнения в ( 13.54), находим 

(13.55) 

Это уравнение СОГЛасуетсЯ С rейзенберrоВСКИМ уравнением двИЖеНИJJ дriЯ Х1 , 
так как rаммльrониаи замкнутой С'фуны равен (L.t + L*- 2). Полстамяя два 
уравнения в (13.54), находим более удивительный результат: 

[ 
.L -J. 1 ]- .дХI 

L0 - Lo , Х (т., О') = 1 д и . (13.56) 

Это ураsи.енпе показывает, что L~ - L* поро:ждаеr nостоянную трансляцию вдоль 
~струны. Действительно, для бесконечно малых е 

(13.57) 
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В более общем случае конечная трансляция вдоль сrруны может быть получена 
. .L -.1_ 

действи,ем на tюординаты струны степенями L0 - L0 . Записав 

(13.58) 

мы находим ответ к задаче 13.3: 

(13.59) 

дл.я любого конечного t7o. Для uo =Е, rде t -бесконечно малая величина, этот 

общий результат ·СВодится к ( 13.57). Оператор Р rенерирует олну репараметриза
ционную симме11рию, которая не может быть зафиксирована даже в калибровке 

светового конуса. Так как Р уничтожает все ·состояния замкнуrой струны (см. 
(13.41)), мы приходим к выводу, что состояния замкнугой струны инвариантны 
относиrельно :жестких трансляций q. Под этим мы подразумеваем, что для лю

бою состояния замкнутой струны IW) верно ехр { -iPuo)IФ) = ll\.11). 
В двумерном (т, и) пространстве nараметров на мировом лис11е замкнутой 

струны оператор L~ + L~ есть генератор трансляций по т. поэтому это есть энер
rия мирового листа. Поскольку калибровочные условия ·связывают т с временем 

световоrо конуса, эта энергия мирового листа, оказывается, дает нам nростран

ствеино-временной rамильтониан -генератор эволюции во времени светового 

конуса. Друrая комбинация, L~ - Lt = Р. генерирует трансляции вдоль коорди
наты мирового листа 11. Поэтому ее можно рассматривать как импульс мирового 

листа. Эrот импульс не следует пуrать с пространствеино-временным импульсом 

·струны. Для ·состояний замкнутой ·струны импульс мирового листа должен, на са

мом деле. обращаться в нуль, и это оrраничение нетривиально. Можно построить 

состояния с ненулевыu импульсом моль и, но они не иринаилежат пространству 

состаянии замкнуrой ·струны. 

13 .• 3. !Пространство состояний з.амкнутой струны 

Теnерь мы .roroeы к тому, чтобы построить прос'JРансmо состояний квантовой 

замкнутой струны. Ос.но-вными состояниями являются lp+, Рт) и они унич10жа
.ются как левосторонними~ так и правосторонними операторами уничтожения. 

Чтобы построить все базисные состояния, нам нужно подействовать на основ* 

ныiе состояния операторами рождения a~t и a:t. Главный кандидат на базисный 
вектор имее-т вид 

(13.60) 

Ка.к .и ·\случае откръrтых ~струн. ~исла заполнения ;\;, 1 и Xn. 1 являются не~т
рица~ыми целыми числами .. Операторы числа '((частиц~ действуют на IЛ, Л). • • 
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причем собственные значения 

00 25 00 25 

Nl. =:Е :Е n~n.J, -J_ "'""п -N = ~ m~m.J· (13.61) 
n=l 1=2 m=l J=2 

За исключением меток импульса, приведеиные выше состояния - это те, ко

торые получилисъ бы при мультипликативной комбинации произволъных состо

яний, построенных из левых и правых операторов (сравни с (12.162)). Не все 
состояния в (13.60) принадлежат пространству состояний замкнугой струны -
истинные состояния теории должны удовлетворять условию (13.45). Базисный 
вектор 1~, ..\) принадлежит пространству состояний если и только если он удовле
творяет условию согласования уровней 

{13.62) 

Соответствующие этому условию явные <<решения>> не могут быть найдены. Яс

но, что отбрасывание какого-нибудь осциллятора из списка операторов, которые 

могут действовать на основные состояния, не приносит никакой пользы. Не

сколько лучшей стратегией был бы выбор конкретного осциллятора и попытка 

использовать его так много раз, как это необходимо, чтобы зафиксировать каж

дое состояние, не удовлетворяющее (13.62), но даже это невозможно, так как 
любой осциллятор может только вносить положительный вклад в оператор числа 

«частиц)>, Ограничение (13.62) должно применяться путем рассмотрения каждого 
случая в отдельности. Массы состояний получаются из (13.48): 

(13.63) 

Идентифицируем несколько первых базисных состояний, приведем их массы и 

объясним, какие поля они представляют. Результаты приведены в табл. 13.1. 

Основные состояния в первой строке табл. 13.1 - это одночастичные co-
l. -J_ 

стояния квантового скалярного поля. Для таких состояний N = N = О и 

М2 = -4/а' < О, так что они представляют собой тахионы замкнугой струны 
и по существу полностью аналогичны тахионам теории открытых струн. Квадрат 

массы тахиона замкнутой струны в четыре раза больше квадрата массы тахи

она открытой струны. Тахион замкнугой струны значительно менее понятен, 

Таблица 13.1 

Состояния с NJ. + NJ. ~ 2 в спектре замкнутой струны 

NJ.,NJ. IA, .\) 1 'М2 -а 
2 

Число состояний Волновая функция 

0,0 jp+,JJr) -2 1 f/J(т, p+,JJr) 

1, 1 aft aft IP +, Pr) о (D- 2)2 f/Ju(т,p+,JJr) 
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чем тахион открытой 'струны. В частности, потенциал тахиона замкнугой стру

ны до сих пор :надежно не вычислен. Считается, что нестабильности, связанные 

с Пtх.ионами замкнуrых струн, должны быть нестабильностями самоrо простран

ства-iВремен,и. Они во многом остаются заточными. 
Следуюшие возбужденные состояния должны быть построены с помощью 

двух ос~uилляторов, действующих на основные состояния. Эrо следует из того, 

что мы полжны удометворить условию NJ. = NJ.. Один осциллятор должен быть 
.из левоrо сектора, .шруrой - из правого сектора, причем оба с наннизшим воз

можным волновь1м числом - модой номер один. Это порождает состояния, опи

·санные во второй строке таблицы. Все эти состояния обладают массой М2 =О, 
и поэтому лредсmвляют бмьшой интерес. Так как 1 и J ·являются совершенно 

произвольными индексами разных осцилляторов, число состояний равно (D-2)2
• 

Рассмо11рим nроизволы-юе состояние с фиксированным импульсом на без
массовом уровне. Заnишем ero в виде 

(13.64) 
J,J 

Здесь Ru -элементы произвольной квадратной матрицы размера (D- 2) х (D- 2). 
Любую квадратную матрицу можно разложить на симметричную и антисиммет

ричную части: 

(13.65) 

rде Su и Au - симметричная и .антисимме"J1Ричная части Rи соответсrвенно. 

На самом деле симметричную ч.асть можно разложить далее: 

Su = (srз- D ~ 21JuS) + D ~ 21JuS, S = S11 = биSu. (13.66) 

Первое слаг.аемое справа имеет нулевой след: 

~и ( l ~ s) s 1 ~иs . и Su- D _ 2и1.т = · ~ D _ 2бtJu . =О, (13.67) 

так как 6JJ61
J = D- 2. Поэтому выражение (13.66) представляет разложение Sы 

:на бесследовую матрицу и маТJ)ицу, кратную единичной. Пусть Sr J обозначает 
бесследовую часть Su. а S' = S/(D- 2). В :общем, нате разложение имеет вид 

...... , 
Rи = Su + Аи + S бiJ. (13.68) 

Это 'стандартное ра·зложение матриuы на симметричную бесследовую qастъt ан
тисимметричную часть и часть со следом. Записывая про:извольную матрицу RIJ. 
можно не:зависимо опис-ать каждый из трех членов. Поэтому состояния (13.64) 
могут быть разложены на три rpyпnьr линейно независимых ·состояний: 

"'-. It-Jt + . · } L....J Sua1 а1 IP , Рт , 
I •. J 

(13.69} 
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s' а~1а{11р+. j)Т) . 

( 13. 70) 

(13.71) 

Теnерь мы можем сделать важное заявление: состояния (13.69) предстааляют од
ночастичные rравиrонные состояния! Мы исследовали такие состояния в раз
.зеле 10.6. В квантовой т.еории свободного rравитационноrо поля эти состояния 
определяются JВыражением ( 10.11 0): 

D-1 

~ ~IJa;~:PriO), 
J,J=2 

...... 
r..1e ~ - nроизвольмая симметричная бесследовая матрица. Так как SIJ 
является ,симметричной бесследовой матрицей, становится возможным 

зествление состояний, если мы ото:>~Ществим базисные состояния: 

(13.72) 

т.акже 

аrож-

(13.73) 

Это отождествление возможно, таrк как два множества состояний имеют одни и 
• те же лоренцевекие ИJщексы, несуr один и тот же импульс и имеют одну массу 

(равную нулю в обоих случаях). Эт.о nоказывает, чrо замкнутая струна имеет 
rравитонные состояния. В теории струн возникла гравитация! Мы нигде не вво

дили динамиче,сi(J'Ю метрику и :ни слова не говорили об общей ковариантности, 

но каким-то образом !Возникли квантовые состояния rравитационноrо поля! 

Множество состояний (13.70) соответствует одночастичным состояниям поля 
Кальба-Рамона, антисимметричного тенЗQрноrо mо.ля Bp.v с двум:я индексами. 
Анализ на сJВетовом конус,е этого поля обсуждался в задаче 10.6 (см. особенно 
nn. (д) и (е)) . Поле Bpv со многих точек зре.нйя есть тензорное обобщение макс
вемовскоrо калибровочного поля Ар. Поле Кальба~Рамона взаимодействует 
со струнами анаJЮF!ИЧНО тому, как максве.лловскае пале взаимодействует с части

uами. Следовательно, как мы увидим в rлаве 16, струны несут заряд Кальба~ 
Рам<>на. 

Осталось исследовать только одно поле: о<.щИJUiяторная часть ( 13.71) не содер~ 
жит свободных индексов (гrо 1 прове.nено суммирование). таrк что она представ
ляет одно состояние, соответ~ующее одночастичному ~состоянию безмассового 
сt<аЛярного nоля. Это nоле называется дшатоно.м. 

Лровеnенное обсуждение состоя:ний частиц дополняё'Ji.ся анализом волновых 
функций: и уравнений nоля. Этот анализ близок к подходу раздела 12.7. Вол
новые функции 1/Ju(т, P+t Рт) описывают li.lроизвольные зависящие от времени 
состояния на безмассовом уровне замкнуrой струны: 

I•T•) - !d +d ... •'• ( + _.) /f-Jfl +-} '.1.' = р · f'т'PIJT,p,pтa1 a1 Р,Рт. (13.74) 

Уравнеrние Шрёдuнrера, которому удовлетворяют эти состояния, имеет вид 

iд71Ф~ т}= НIФ, r}. ИсnолJЬЗуя {13.50) и замечая, чтодля обсуждаемых состояний 
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NJ. = NJ. = 1, находим 
.дФи а' к к.1• 
1 дт = ТР р <riJ· (13.75) 

.Волновые функции 'Фи (т; р +, Рт) становятся nол.ями кпассиttес:ких nолевых тео
рий, а ураiВнения Шрёдингера интерпретируются как классические полевые урав

нения. Симметричная бесследовая часть f/Ju становится полем гравитона, анти
·симм.етричная часть сmновмttя полем Кальба-Рамона, а часть со следом стано

вится полем дилатона. Уравнения Шрёдинrера .аля волновых функций rравитон

ных состояний, состояний Кальба-Рамона и дилатонного состояния включены 

в (13. 75) и мoryr быть выделены отбором симметричных бесследовых компонент, 
анmсимметричных компонент и компоненты со следом в Фи. С другой стороны, 

·в координатах световою конуса уравнение безмассового скалярного nоля д2 ф = О 
принимает ви.д (10.30): 

( 
. д 1 к к) ( + - ) . • дх+ - 2р+ р р .· Ф т., р • Рт = О. 

Лола!ГU х + = а' р +т, находим 

( 
. д а' к к) ф( + ~ ) 0 t дт - 2р р т' р 'Рт = '. 

(13.76) 

(13.77) 

Это уравнение имеет тот :ж:е вид., что и (13.75). На самом деле в калибровке 
световоJГо конуса все поля гравитонов, поля Кальба-Рамона и поле дилато

на удоалетворяют простому уравнению ti ф... = О, точки в котором относятся 
к соответсвующим ИНдексам. Это очевидно так для безмассового дилатона, явля

ющеrося скаляром. Для 'Полей гравитонов мы показали это в уравнении (10.107). 
Для полей Кальба-Рамона в задаче 10.6 было rюказано, что уравнение р2 BJ.W = О 
выnолttяется в калибровке ;светового конуса. 

Резюмируя, на безмассовом уровне замкнуrой струны мы обнаружили поля 

rравитации, поля К.альба-Рамона и nоля дилато!На. Каждое из этих полей заслу
живает ·серьезноrо исследования. Гравитационное nоле изучается в общей теории 
'Сrrноси11ельности. В главе 16 мы оосрелоточимся на поле Кальба-Рамона. Ди~ 

латон есть безмассовое скалярное поле с удивител.ьными свойствами; изучение 
дилаrона довольно сложно; но в следующем разделе мы обсудИм ту роль; ~<:оторую 

иrpaet .nилат.он в теории сwун. 

13 .• 4. Константа связи струны и дипатон 
Безмассовое скалярное nоле; называемое дилатоном. обладает замечатель

ным ·свойстiВОм: <eto среднее значение регулирует константу связи .струны! Эта 
константа является безразмерным числом, олре.rtеляющим интенсивность струн
ных .взаимодействий. 

Классическим :примером константы связи является электрома.rнптная ПО* 

·сrоянная toнkioй структуры а = е2 /(41rfic) ~ 1/137. Эта безразмерная констанn 
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·ёв~зи регулирует янте.нсив.ность элекrромаrнитных взаимодействий. Например, 

в rамилътонпане .атома водорода а появляеТ<ся в слагаемом., определяющем энер

rию эле:ктростаmческого взаимодействия между nротоном и электроном. Шкала 

масс в аrоме водорода устанамивается массой т электрона. Физические без
размерные величины, такие ·как энергия связи Е основного состояния, зависят 

от размерною параметра -rеории m, фундаментальных конС'Iант 1i и с и от без
размерного параметра а:: 

е2 l t ( е2 ) 
2 

2 1 2 2 Е=--. =- - те =-а (те), 
4п 2ао 2 4п!iс 2 

(13.78) 

r11e ао = 41Гh? jme2 есть радиус Бора. В mпотетическом пределе а -+ О энергия 
связи обращается в нуль, и радиус Бора станови'ОСя бесконечным. Вот что случа

ется ·С атомом водорода, когда мы выЮiючаем электромагнитное взаимодействие. 

На первый взгляд, в ·теории струн происходит nохожая история: В каче-
' ~ стве размерного параметра можно взять а , которыи определяет мину струны 

l$ = ·Vii (мы работаем в сис11еме единиц 1i = с = 1 ). Пусть g обозначает безраз
мерную константу с.iВязи для взаимодействий замкнугой струны: если g стремится 
к нулю" струна не взаимодействует. В теории гравитации взаимоnействия опреде
ляются значением ньютоновской гравитационной постоянной. Если замкнутые 

струны не взаимодействуют, значение ньютоновской постоянной в теории струн 

будет равио нулю, т.к. в rравит.ации будуr отсуrствовать взаимодействия. Если 

ньютоновекая nостоянная стремится к нулю при g -+ О, есrественно ожидать, что 
эта постоянная пропорционалына некоторой nо.тюжиrельной степени g; оказы
вается, чrо она проnорциональна i .. Размерный анализ фиксирует зависимость 
ньютоновс~ой постоянной от а': формула (3.1 08) показывает, что D -мерная выю
тоновекая nостоянная G(D) имеет (естественную) размерность L 0 - 2• На самом 
деле в естественных ·единицах a<D> равна D-мерной планковской дЛине 1.~) 
в степеjпи (D- 2). Так1 [G<26>] = L24

, и nоскольку [а'1 = L2
, находим, что 

(13.79) 

Большинство феноменолоrичiеских исследований тrеории струн начинается с де
сятимер-ных rеорпй суперструн. Эти теории содержат как бозонньrе~ так и фер

мионнме возбуждения, так что они iВЮIЮчают два тиnа наблюдаемых в nрироде 

часrиu. Десяm:ме)рная нью11оновская постоянная c<tiO> в теории суnерструн даеtся 
выражением 

(13.80) 

Тоrда отсюда следует, что 

.JIG} 1/4 г-j _ 1/4~ .lp ""9 va· -9 .f.s· (13.81) 

Если к.оиста:ита связи ·струны g sчВJтется малым числом, то длина струны больше, 
чем nланковекая .мина. Если g порядка е.n:иниuы, мина струны и манковекая 
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длrина сравнимы no :величине. Чтобы найти четырехмерные nр~Uожения, исполь
зуем соотношение (3.116) между ньютоновскими постоянными малой и большой 
размерности при компактификации. Предположим, что шесть измерений в де

сятимерном мире свернуты в пространство объемом v<6>. Тогда четырехмерная 
ньютоновекая постоянная G связана с десятимерной ньютоновской постоянной 
соотношением 

G G(ilO) 2 , 1 
= yt6) ,..., g а у(6) /(а/)3 . (13.82) 

Оrношение v<6> /(а')3 является безразмерным числом, которое обычно предnо
лаrnется большим. Лри компаtсrИфикации конечного объема, при измерении в 

~единiИuах .длины струны, чеrыре.хмерная. ньюrоновская постоянная ведет оебя как 

(13.83) 

В теории с открытыми и замкнуrыми струнами константа связи открытой струны 

g0 определяе11ся, на самом деле, через константу связи замкнугой струны g. 
Можно доказа1Ъ, что 

2 
9о "'g. (13.84) 

Эю соотношение возникает за счет некоторых rопологических свойств двумер

ных мировых листов. 

Конст.анта ·связи, ·определяющая интенсивность взаимодействия, мо~ет ино

гда перест.ать быть константой. Рассмотрим добавление к свободному rамильто

ниану Но слагаемого с взаимодействием gHint' пропорциональным безразмерной 
константе связи g. Если g объямяеТ<Ся константой, мы доткны задать ее значе
ние с тем, чтобы ·определить полный rамильтониан Но+ gHint· Но предположим, 
что g является не констанrой, а динамической пеl)еменной g(t); и что полный rа
мильтоииан :вюrючает дополнительное слагаемое Н9 , определяющее динамику g . 
В ~этом ·случае мы не можем произвольно задать константу g, она будет опреде
ляться, возможно, ·однозначно, а .оозможно, что и неод--ноэначно~ уравнениями 

rамИJilьтона, получаемыми из H0+gBinr+H9 . Если g(t) определяется однозначно, 
не требуется никакого выбора. Если g(t) оnределяется неоднозначно, может nо на
добиться какой-то иной критерий для выбора физически реализуемого решения. 

Ситуация в теории струн похожа; •юнстакrа св:язи может перестать быть 

константой. Константа связи замкнутой струны g определяется значением дила
тонного поля ф(х): 

(13.85) 

Отсюда, в принципе, следует; что константа связи g не является настраиваемы~ 
nараметром теории струн. Наоборот. она является ,динамическим параметро~. 
на ~са:мом деле, nолем. Это :идеальное свойство в единой теории всех взаимолей
·ст:вий~ т.ак как оно оохраияет надежду; что константу связи струны можно вычис

лить. С д:руrоИ стороны, кажется ясным, что константа сiВязи струны в теорим 

струн оnр.е.nелена неоднозначно. В зависимости от значений, которые принимают 
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Jр~тие поля rв теории, поле дилатона мо~ет эволюционировать различным обра

эо.ы. При определенных обстоятельствах среднее значение поля дилатона может 

·быть д~е настраиваемой константой. Привлекательна возможность того, что 

.д>~:rие поля теории породят потенциал дилатона, тогда, если у этого потенциала 

·есrъ стабильная критическай точка, можно считать поле лилатона равным кри

пrчес:кому ЗIНачению. Более того, поле дилатона в этом случае nриобретет массу, 

а это необходимо дnя реалисrn'lеской физической модели, поскольку в nрироде 

нет известных безмассовrых скаляров. 

Если константа свя3и ·струны мала, квантово-механиче.ские амплитуды ре

:зу.lьтатов взаимодейс11Вия струн могут быть аккуратно вычиСJilены, используя из

вестные результаты, касающиеся римановых nоверхностей. Поразительные свой

СТJВа римановых поверхностей nозволяют понять, почему бесконечности, являю

wиеся бичом квантовых амnлитуд общей теории относительности, не возникают 

в теории струн. Эrот воnрос мы обсудим в главе 26. 

13.5. Замкнутые струны на R1/Z2 орбифопде 
В р:аздел·е 2.8 мы ввели орбифолды и сделали утверждение, что они являются 

неrривиальн!Ьiми пространствами, на которых можно прослеnить распростране

ние струны . . 8 этом и следующем разделах мы продемонстрируем это угверждение 
.~ случая замкнутых струн на простейшем орбифолде - полупрямой IR 1 /Z2• Так 
.как мы должны иметь дело с nолной квантовой теорией струн, наnравление ор

~бифодда е·СТЬ nросто ·одно из н·аnравлений 18 26-мерном пространстве-времени. 

Это направление х15 
:: х эффекrивно ограничивается до х ~ О пуrем Z2 оrож

зестмения 

х ~ -х. (13.86) 

Никакие другие .rкоординаты не затраmваются. Теория орбифолдов не требует 

rраничных условий .в точке ж= О. Теория орбифолдов определя~ется наложением 

~естественно.го оrраничения на состояния эамкиуrых струнj живущих в простран

стве-времени до орбифоJIJдинrа, - ограничения на crtek11P исходной родительской 
·теории. 

EcJiiИ записать Х2\т, О')= Х(т, n), то набор координат струны есть х+. х
н xi, rде i = 2, ... , 24 и Х. Введем оператор U, совершающий над координата
ми струн z2 01'0ждеС1iВЛение, оnределяОС>щее орбифолд. Следовательно, действуя 
на Х, мы должны иметь 

UX(т,O')u-• ~ -Х(т,О'). (13.87) 

·так как U не должен nреобразовывать никакие другие координаты струны, мы 
требуем, чтобы 

U Хi(т, O')U- 1 = хt(т, 0'). (13.88) 

Кроме того, мы требуем инвариантности р + и z0 : 
-- ·~ ~ J w;. 

и Ux0 U =хо, (13.89) 
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х + 

!Рис. 13.1. Сосrояние эамкнуrой струны, ин:вариантное относительно nреобраэования ж 4 -z, 
nonyчaeil"cя путем суперпоэиции двух состояний, переходящих друr в p,pyra при z -+ -ж 

'raK как они, совместно ·С (13.87) и (13.88), подразумевают инвариантность х+ 
их-: 

± -) ± UX (т,и)и =Х (т,о'). (13.90) 

Действительно, инвариантность х+ = а'р+т непосредственно следует из инва
риантности р+. Инвариантность х- имеет место, nотому что Э'1ГОТ оператор есть 
·сумма инвариантной моды z0, членов, квадратичных по инвариантным коорди-

.• 1 
натам, и членов, квадратичных по Х, Х (см. (13.35)). Отсюда следует, что р-
·инвариантен относительно действия и. Так · как р+ также инвариантен, rамиль
·тони:ан н= а'р+р- (см. (13.49)) инвариантен: ини-• =н. Это означает, что и 
есть симметрия теории замкнуrых струн. 

Теория замкнуrых струн на орбифолде сохраняет только U-инвариантные со

стояния родительской теории. Так как и есть симметрия} сужение до и-инва
риантных состояний есть согласованная редукция: если бы rамильтониан не бы1 

U-ИН!ВарИанТНЫМ, СОСТОЯНИЯ, КОТОрЫе ЯВЛЯЮ'J1СЯ U-инвариаНТНЫМИ В ОДИН МО
МеНТ времени, не обяз-аны бьmи бы оставаться и-инвариантными во все момен~ 

m времени. Интуитивно nонятно, что дт1 и-инвариантных сосrояний ·струны 

физика в ·точках -х определяется физикой в точках х, эффект~ивио .nелая несу

щеетвенной половину пространства. и-инвариантные пространства естественно 

строятся rnyreм квантовой суперпози.ции (рис. 13.1). 

Чтобы даЛее ограниЧИ'IЪСЯ и-инвариантными состояниями., удобно опреде

лить действие U на осцилляторы. Координата Х (т, О') имеет обычное раЗJiожение 
·(13.24) по координатам замкнуrой струны: 

e-inт . . 
1 • .tnu - -tno-X (т, и) = zo +а рт + t L --( an ~ + an е ) . 

n#O n 
(13.91 t 

Если мы хотим, чтобы соотношение ( 13.87) было выnолнено для всех значений 
т и О', мы должны иметь 
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Все оnераторы в разложении Х изменяют знак nод действием U. Все моды в 
ра:з.1ожении !Координат Xi остаются инвариантными под действием U. 

2) УnрtlЖнение-разминко 13.3. Используя ра31Южение по осцилляторам оператора 
Н = L~ + li - 2, непосредственно убедитесь~ что U HU- 1 = Н. 
Обсудим теперь состояния ·теории, начиная с основных. Обозначим основ

ные состояния родительской теории lp+, i~ р}, где Р есть вектор с компонентами 
pi и р означает имnульс в напра1влении z. Предположим также, что состояния, у 
которых нет импульса в наnравлении z, ин вариантны относительно действия U: 

Ulp+,p, О}= Jp+,p, 0}. (13.93) 

Будучи инвариантным относительно U, состояние IP +, р, О) есть основное состо
яние теории на орбифолде, но их много больше. Чтобы найти все состояния, 

сн.ачала определим действие U на IP +, р, р) . Мы предполаrаем, что для каждой 
пары сопряженных операторов координаты .и импульса (q, р) сос·юяния импуль
,са определены так, чт.обы удовлетворить соотношению IP + ор} = ехр (i6p q)lp), 
rде 6р есть константа. Применяя это соотношение к нашей паре (z0 , р), находим 

Jp+-, р, р) = eiжoplp+, р, '0} И поэтому 

(13.94) 

или иначе 

(13.95) 

Теnерь легко образовать и-инвариантные состояния lilyгeм линейных комби

наций. 

Основн.ь1е ·состояпи.я струны на орбифолде: IP +, р, р) + IP +, р, -р). ( 13.96) 

Более т.очно; основные состояния орбифолда - это nроиэвольные зависящие 

от времени супер;позиuии приведеиных в.ы:ше состояниИ: 

·Фурье-образы волн:овых функциИ основного состоя.ния ·ф( r, р +, р, ж} являют~ 
ся чет-ными функциями х. Безмассовые состояния теории орбифолдов требуют 

Nl. = NJ... = 1 .. Действительно, орбифолдинr не изменяет tРа:mожение Х по мо
дам, и формула мя М2 не изменяе'I'ся. Чтобы построить состояния, нам нужны 
два осц!ИЛЛЯтораt один с чертой. друrой без черты, действующие на соответсву

ющие основные сооrояния. Баз.исные безмассовые состояния имеют в.и.д 
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q = 27Г .f 

" 1 
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i 
1 
1 ... ----- ____ , 

" .... , ___ ., з; 

Рмс. 13.2 .. «Твистованная» замкнутая струна удовлетворяет уСIIоеию Х(т, и+ 2w) = -X(r, 0'). 
Непрерывно1й линией обозначена стру,на 1nри q Е [О, 21r ),а шриховой линией при и Е [2w, 41r]. 

Вертикальная коорди!Наrа nредставляеr любую tKOмnoнemy ж; 

Все эти состояния и-инвариантны. Для тех, у которых нечетноечисло осцилля
rоров в Х. мы 1Исnользуем комбинацию вакуумных состояний с и = -1 , так что 
nолное состояние имеет и = + 1. Массовые ~состояния могут быть построены 

.аналогично. Может показаться, что настал ~онец истории, но нас ждет сюрприз. 

Теория орбифолдов вЮiючает больше состояний, чем обсуждавшиеся выше. Она 

содержит твиставый сектор с замкнутыми 'струнами новоrо типа. Обсудим эти 

струны. 

13.6. Твистовый сектор орбифопда 
Дополнительные замкнутые струны. возникающие в так называемом тви

·сто:вом секторе, можно rосредставить себе .как открытые струны в родительской 

теории, с концевыми точками в местах, ·Отождествленных условием орбифолда 

(1 3..86). Точнее 
Х(т,и +21r) = -Х(т~и). (13.98) 

Из этого ~соотношения ·следует; ч:-rо Х(т~ 21r) = -Х(т, О); и это означает, что 
~отождестмение орбифоJiдэ. делает эти )координаты одной точкой; так что стру
на ~становится ·эффективно замкнуrой. При nроизвольнам tт уравнение rоворит 
на-м. чrо струна фактически nовrоряет свое положение, .когда и меняется на 211" . 
JВ ро.nител:ьском nрос1ранстве струна замьп<ается только nосле <1 -+ и + 411' ~ как 
становится ясно nосле дn.укратноrо применения ( 13.98). Двумерное nредстамение 
·струны, nодчиняющееся соотношению (13.98), rюказано на рис. 13.2. Заметим. 
что ~висто:ванная замкнутая струна должна про.ход:ить через точку х = О. Это ста
ноJВится очевидным, так как неnрерывная функция Х(т, О') в (13.98) принимает 
как положительные, так и ·отрицательные значения. 

Чтобы построить coorвeТCTIJYIOЩYJO квантовую теорию, найдем сначала поn
ходящее осцилляторноеразложение для координаты Х, удовлетворяющее (13.98). 
Как обычно~ чтобы решить волновое уравнение, nишем: 

Х(т; О') = XL(u) + Хв(v); и= т+ q, v =т- и. (13.99) 

Ограничение (13 .. 98) требует, чтобы 

Xi(u + 2w) + XR(v- 2n') = -XL(u)- Хл(v), (13.100) 



__________________ 13_._б. __ Ю_и_ст_. о_в_ы_й_о_е_кт_. о~р_о~рб __ ифо.~~-д_а _________________ Э53 

а.lИ эквивалентно 

(13.101) 

.Возь~tсм nроиэводныс по u и. v: 

( 13.102) 

. , . , 
~1Я обычной координаты струны Xl и ХЯ являются периодическими функция-
wи с периодом 21f. Для Х производные меняют знак, когда аргумент изменяется 
на 21r. Чтобы записать удобным образом нормированное разложение по мo
.Ia.\t, возьмем за обfРЗзец выражение (13.14). Чтобы получить изменение знака 
.при 1t-+ и+ 2w нам нужны эксnоненты вида ·ехр (iku) с nолуцелым k. Поэтому 

(13.103) 

Индексы .на осцИЛUiяторах, теnерь уже nолуцелые 4), согласуются ·С множителями и 
и v в эксnонентах. Интегрируя (13.103), лолучаем 

( ) . fC1 "' 2 -inv/2 
Хн v = хн + 1 у 2 L.J n O.n;2 е . 

nEZocsctч 

( 13.104) 

Теперь из выраж:ения (13.101) находим ЖL = -жл или Xt + Xn =О. Собирая 
вместе часrи. двюкущиес.я вправо и влево, nриходим к разложению no модам ми 
rв~Исrовоrо сектора :за.мкнуrьrх струн: 

Х (r, и) = i~ Е ! е -inr/2( iiп12 е -in•/2 + <tn/2 е'мf.!). 
nEZo.td 

( 13.105) 

Разлож:енме не содержит ни координатных; ни импульсных нулевых мод. Чтобы 

уйти от точки х =О, нужна энергия, так как по крайней М'ере одна точка C'JiPyнЬI 

д;олжна остаться~ х =О. Ка~к мы увидим далее; поля, ассоциированные с тви~ 

tтовыми состояниями; локал:и:юваны в фиксированной точке ж = О и зависят 
rолысо от ж+, х- и ~i. 

Коммутациомные соотношения для мод можно вывести способом. nолно

СТJЪЮ аналогичном обычному случаю. Координаты n·одчиняются соотношению 

JX(r, и), pr (т, и')] = ·i6(tr-и'). Кроме roro, nри заданных 1разложениях по модам 

4
) Oбpa'flfre внимание, что суммирован;ие в формулах 03.103) идеr по нечетным целым числам 

(ti ·Е Zoocs}. - flpWtt. ред. периода. 
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.координатаХ удовлетворяет (13.26) сn---+ n/2 и суммированием no нечетным 
числам: 

..t + Х' = 2Хl,(т +и)= V2ij L iin/2 e-in(r+u)/2, 

nEZoc.s 

х- Х' = 2ХR(т- и}= v'2i} L an/2 e-in(т-u)/2. 
nEZodd 

Применяя к Х версию ( В.28) с верхним знаком, nолучаем 

L е-im'(т+и)/2 e-in'·(r+и')l2[am'/2• iin'/2] = 21ri d~ 6(и- и'). 
m~n'EZocw 

(13.106) 

(13.107) 

Чтобы измечь коммутат.оры, применяем ·следующий интеrрал к левой и правой 

частям выражения (13.107): 

2~ 2~ 

1 1 d 'fmq(). 1 1 d ' .inu'/2 - ue ·- qe 
211" ' 2~ ' т, n Е Zodd· (13.108) 

о о 

Две функции eik(f/2 и eik'qf2 с .k, k' ·Е Zodd и k+k' #:.О ортагональны на интервале 
[0, 21r], так как k + .k' является четным целым числом. Поэтому интегрирование 
вида ( 13.108) выбирает один коммугатор в левой части, и можно показать, что 

[iim/2,iin!2] = ~ 6m+n.O· (13.109) 

Эrо и е,сть ожидаемая форма коммутаЦ1Ионных соотношений. 

(9 Упрткнеиие-раз•инио 13.4. Докажите (13.109). 

Аналогичные комыутаиионные соотношения вьшолняются мя правострон

.них ocц!ИJtJiйroiJIOв, кроме того, как обычно; лево- и правостронние ОСЦИЛ11Яrоры 
;коммуrнруют: 

т 
[amf2,<Жnf2] = 26m+n,o, [am;z,iin;z] =О. (13.1101 

Кроме того, мы доткны осуществить ото.ждествление орбифолда, так что уравн~
ние (13.87) должно иметь месrо длятвистовых Х в (13.105). Мы можем сразу ;и 
выписать реэульт.ат лействия U на новые ,осцилляторы: 

(13.11!* 

Отсуrотвие нyJileooй модь1 импульса в раз.rtо:жении . Х означает, что твистоные 
состояния не :имеют сохраняющеrося вдоль оси Х имnульса. Инвариантнъ;t

относительно U основные состояния соде-ржат р + и поnеречный импу.1ьс i 
вдоль xi. 

Основные твиставые состояния: klp +, i>. (IJJ:::• 

Эrи состояния не следует путать с основными состояниями (13.96) в «НетiШС"Тt'
вом• се:юоре, имеющем нулевой кмnулЬё вдоль Х. 
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Для обсуждения ~возбужденных состояний а т18истовом секторе нам нужна 

I:JО.nодящая формула для а' М2 • На этот 'Раз мы можем ожидать изменений, так 
DК nолуцелые волновые числа осЦИJUIЯторов в Х мoryr изменить константу уnо

рsuочения. Чтобы во всем разобраться, напомним, чrо в теории открытых струн 
wы предуrадали значение константы упорядочения, осуществи1В простое упоря

.ючение L~ и использовав обоснованное дзета-функцией nравило суммирования 
~ -2 + З + ... -+ -1/12. Сделаем теперь то же самое для оператора L; замкнугой 
струны. Из вер,шего уравнения в ( 13.36) мы видим, что Lt определяется вкла-
.IЗ-'ЧИ (Х1 + Х11)2 ' т. е. (Xi + х*')2 + (Х + Х')2 • Так как разложения ПО модам 
..ti + xi' и Х + Х' полностью анапоmчны., формула ШIЯ li ( 13.37) несколько 
ИЗ.'МеНИ1'СЯ И будет равна 

(13.113) 

Каждое из 23 направлений i в nервой сумме вносит вклад в константу упорядо
чения, равный 1/2 · ( -1/12) = -1/24. Новый вклад возникает от уnоряпочения 
второго члена ,суммы: 

1 . 1 1 

2 Е ak12li-kjl = 2 ~ ak;2li.-k/2 + 2 2: li-lr;f2lik/2 = 
kEZodcl kEZ~ kEZ~ 

1 
= Е ii-~ct2iikt2 + 2 L [ ii~c12 , а-~:12] = 
kEZ~ kE'Z~ 

1 
= L: ii-t.l2iik/2 + 4 Е k. 
ke~ kEZ~ 

.,_.,_____ 

(13.111-

Чтобъ1 вьiчислить Э'fУ сумму, нам нужно вычислить ~сумму» всех нечетных поло

жительных чисел. Эrо осуществляется следующим образом: 

00 00 

Е .k = Е k + Е .t = 2: k + 2 2: k. (13.115) 
n=l kEZ~ k'E~~n kEZ~ k=l 

Тоrда nолучаем, что 

(13.116) 

Теперь можно заоисать точную квантовую форму (13.113): 

(13.117) 
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которую мы представим в виде 

-.L 1 1 i j -.L 15 
L,. = -а :nр + N - -

u 4 r 16' 

00 

N.L = L ii~pii: + > : ii-l:f20kJ2· 
P=l IIEZ~ 

Совершенно анuогичная формула верна для Lt. 

(13.118) 

Q) Упражненw-розмин~а 13.5. Покажите, что [N1 ,a-q12] = ~a-q/2 и объясните, 
-.1 

почему N справедливо называется оператором числа «частиЦ». 

Чтобы записать формулу для квадрата массы, напомним, что а' М2 /2 равно 
сумме N.L плюс N.L плюс конст.анта упорядочения, как в ( 13.48). Таким образом, 
мы имеем 

(13.119) 

Ос:новные твистовые состояния lp+,p) имеют N.L = N.L = О. Это тахионные 
состояния с а'М2/2 = -IS/8. Первые возбужденные состояния строятся, ис
пользуя твистовые ОСЦИJIIЛЯТОры с наннизшими модами: 

1 , 2 1 1 15 7 
-аМ =-+---=--
2 2 2 8 g' 

(13.120) 

Метки импульсов твистовых состояний указывают, что волновые функции имеют 
вид ~(т, р +, Р, или 1/1( т, х-, х) в координатном пространстве. При заданном 
соответствии между волновыми функциями 1И полями мы заключаем, что у полей. 

связанных с твис1овыми состояниями, отсутствует арrумент z. Эти поля должны 
существовать при не котором спеuифическом значении ~. 

С учетом roro, что ·энергеmка принуждзет твисrовые состояния локализо

:ваться 1В окрестности х = О, мы вправе заЮJ.ючить, что поля зада-ны на реду

.цированном 25-мерном пространстве-времеliи. определенном условием ж = О. 
Вышеnриведенные основные состояния !И первые возбужденные состояния ас

·соuиируются С'О скаJIJфными поля:ми, поскольку эти состояния не несуr на себе 

индексов, относящихся к направлениям редуцированного пространства-времени. 

Орбифолды всеrда имеюттвисrовыИ сектор, так что орбифолд:инr производит 

двойной эффект - так называемый двойной удар. Од.ним следствием Яi8J1Яettи 

то, чrо состояния родительской теории.; неинвариантные относительно действ•UJ 

орбифолда, отбрасываются; другим следствием - то, что приобретается uелый 

ноJВый секгор состояний., удовлетворяющих ~твистовымj) rраничным условиям. 

• 3tЮача 13 .. 1. Коммутаqионны~е соотноwения дпя осци.nпt~торов 

(а) Исnользуя уравнения (13.28) с нижними знаками и по.~Uо.nящее разложени.: 
no модам, убедuтесь явно в том; чrо коммутационные соотношения ~u 
onepatopoв без черты имею'f вид (13.29). 



Задачи 357 --------------------------------------------------
e6t М:ножес'ООО функций einu сn Е Z полно на интервале и Е [0, 21r]. Используя 

этот факт, докажите, что 

, l I: •n( 1) 6(u - и ) = - е" и-и . 
211" -_ 

nEZ 

(1) 

tв) ВычиСJIIиrе явно коммуrатор (Х1 (т, и), 'PrJ (т, u')], используя ра3Ложения Х 
и 'Р по модам и коммутационные соотношения (13.29), (13.30) и (13.33). 
Испольэуйт.е с·оотношенме (а)~ чтобы убедиться, что возникает ожидаемый 

ответ (13.27). 

Cr) Докажите коммугадионные соотношения для нулевых мод (13.33), начав 
с вы:вола :выражения WIЯ коммуrаrора 

[z~ + ~ а~т, XJ(т,u')] = ia1ifJIJ. 

являюшеrося аналогом уравнения (12.47) длЯ замкнугой струны. 

• Зодоча 13.2. Проеrктор на фиэмческие состояния 

Рассмотрим ве~сrорное nространство 1i ~ натянутое на множество состояний l..\, ~) 
в уравнении ·( 13.60). Объясните, почему мя любого состояния IЛ, А) Е 1i соб
ственное значение Р = Lt - Lt есrь целое число .. Покажите, что 

2,... 

1 d() -i(LJ.-P)e 
'Ро = -е о о 

211" 
о 

есть операrор проекции 1-l на векто.рное подпространство, в кот.ором Р = О. 
Таким образом, 1'0 проектирует в пространство состояний замкнуrых струн. 

• Зоir~ча13.3. Дейспrме оnератора L~ -li 
(а) ДокЮ~а~те, что уравненiИе (13.59) выполняется для конечных значений u0. 

Может оказаться полезным определить f( u0) = е -iPo-o Х1 (т~ q )eiPuo и вычис
лить мноrократные производные 1 JВ точке и о = О. 

(()) Объясните, почему 

e~iPuo(:.ti ±XJI)(т,u)eiPuo ~ (.XI ±XI')(т,u+uo). (1) 

(D) Используйте ( l) для вычисления действия трансляции 110 и на ;осцилляторы: 
е -iPuo а~ eiPo-o 1И е -iPuo ii~ eiPlfo 

( r) Рассмотрим состояние 

lu} - I _, J 1 + - ) · = a_ma~n Р ,Рт , т, n >О. 

Используя резуЛJЬтаты (в)f вычисли11е e-iPlfoiU). Какое условие делает ·соото
янl.fе IU) инвариантным относительно и трансляl(нй? 
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~ 31Юача :13 .• 4. Otneparop Lt -lt как импульс мировоrо листа 
{а) Используя уравнения (13.36), покажите, что 

21r 

l. - l. 1 1 . I I' L0 - L0 = -
2
1ra du Х Х . 

о 

Докажите ·также, что 
2t' 

.L -J_ р+ 1 . ox-Lo - L0 = -- du --, 
211" ди 

о 

(1) 

и это объясняет, что Lt- Lt на !КЛассическом уровне обращается в нуль. 
поскольку х-' как любая другая координата струны, должна удовлетворять 
условию периодичности для замкнутой струны. 

(б) Динамиn поперечных координат светового конуса мя струны определяется 
лаrранжиаиом ( 12.81 ): 

l = _I_(..tl xl- xi' xi'). 
47ra' 

Покажите, чrо 1бесконечно малая трансляция с постоянной и вида 

6Х1 = tдuX1 

СС11Ь симметрия [, в ·смысле задачи 8.10. Вычислите связанный заряд и nока
жите, что он nропорционален Lt - Lt выражения (1) . 

..,. Задача 13.5. Нео[риентмрованные замкнутые струны 

Эта эад;ача есть распространенная на замкнуrую струну версия зцачи 12.12. 
·замкиуrая струна .ХР(т. tr) с t1 Е [О) 21f] и фиксированным т- есть лараметрli
зованная ·замкнутая кривая в nространстве-времени. Ориентация струны есть 
~наnравление возрастания параметра и на этой кривой. 

(а) Рассмотрите замкнуrую струну Х~'{т, 21Г- О') с тем же самым т, что и вы· 
we,. Как эrа вrорая сетруна ;связана с первой? ка·к связаны их ориентаuин·? 
Сделайте набросок, показав исходную струну в виде неnрерывной линии. 

а вторую ~труну - в виле пунктириой линии. 

Вве.uгте обращающиtt ориентацию оператор твиста n, такой, что 

Кроме того, деющрируйте равенства 

n -п-1 -
~,х0 ;н = х0 , (2. 

i(б) Исnользуя разложение по осцилляторам для замкнутой ·струны (13.24), вы-
числите 

n ln-1 
alilrO"' , 
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са) ПокВЖIIТе, что 

Так .как 

nx+(тt u)fГ1 = x+(r, 21r- и), 

уравнение вида (1) на ·самом деле :выполнено для всех координат струны. 
Мы говорим; что обращение ориентации есть симметрия теории замкнугой 

струны, так как она оставля·ет rамильтониан Н замкнутой струны инвари

аiПным: 

Объясните. почему Э'iю верно. 

tr) Предположите, что основные состояния инвариантны относительно твиста. 

Перечислите состояния замкнугой струны для N J. ~ 2 и приведите для них 
собственные значения твиста. Если бы вам лонадобилось построить теорию 

неориенrируемых замкнутых струнt 01' каких состояний вы бы отказались? 

Каковы безмассовые nоля в теории неор!Иентируемых замкнуrых струи? 

..,. Зодача 13.6. Орментифопдоаwа Ор-n11оскОСТtи 

Ор~nлоскость ориентифолда s) является гиперплоскостью с р пространственны= 
ми измерениями, так же как и Dр-брана с р пространствеиными измерениями. 

Ор-IШоскости возникают в результате усечения, когда остаются лишь те состо

яния замкнуrой струны, которые инварианrны в отношении преобразований 

симметрии, одновременно обращающих ориентацию струны и при этом отража

юших nоперечные (нормальные) к Ор-ruюскости координаты. 

п l ..J) о _ .p+J d 
усrь ж , ••• , ;с' являются наJilрамениями в р-ruюскости и пусть ;с' , ••• , х , 

rле d = 25, являются ортоrональн_Ьiми к Ор-nлосtФСТИ напр:авлениS.Jми. Поло-
жение Ор-ллоск:ости определяется условиями :i0 = О, nри а == р + 1, ... , d. 
Коорд~Ина11Ь1 струны Пif'C,iilC'raBИM в виде х+, x-t {Xi}, {Х0}, rде i = 2, ... ,р; 
а = р + 1, ••• , d. Обозначим Пр - оператор, генерирующий nреобразования 

n,Х0(т; o')n,;• = -Х4(т, 21r- о'), 

n,xi(т, D")n;• - Х1(т, 211"- и). 

Бол,ее тоrо, прейположим, что 

n -.n-1 . -
НрХо ~'Р = :to, 

(1) 

(2) 

(З) 

s~ ОриtЮ'йфо.f.iДЭ,Ми в теориtt струн называют о&Юше:нии о.рибифолда, коrда оwжnесгвлеяия 
(по rpyпne Z1, например) 'fОЧ'ёК .доnолняются операuией обратекия СфУ}(Ы. Поэтому ориеити
ФОЛДинr norю~ ноориеtmфованные tfPY1fЫ, т. е. С'J1)УНы, у которых обе nj)ОТ'Иооnоложн:ые OJ'И

ёftrwnйt J~.МЯЮ'Fся зквивалеиrными. Аналоrом в reoмe'ifJ)ИИ служат известные неориеtmtрованные 

(оllносторонние) поверхности типа листа Мёбиуtа; коrорые получаются в результате твиста (nо
ворота на уrол 1r) м сме;ивания концов) двусторонней полоски. Геометрическое место, в котором 
ориентифо;шинr t":вааится к смене ,ориеtmЩии струны, называется nлоскостью ориентифолда, имен

ко она ·Оё'Таеn:Я неизменной n:ри ориенrифолдингё (аналоt :фих.ёированной очк:и орбифолда). -
tlp;,ш. ред. ·nеревода. 



э~" Глава 13. Релятивистские квантовьtе замкнутые струны vu----------------------------------------------------
(а) В случае 023-nлоскости д:ва ортоrоналы1ых к ней наnравления х24, х25 

можно пре.дставитъ в виде мососости. Замккуrая струна при фиксирован

ном т на этой nлоскости выглядит как mараметризованная замкнутая кривая 

Х4( т, и). Нарисуйте такую ориентированную замкнуrую струну, ruюскостью 
лежащую в п~ер.вом квадранте (z24

, .х25)-плоскости. Нарисуйте таюке струну 
X4 (r, и)= -X4 (r, 21r- о'). 

·(б) Для ПJЮИзвольноrо оnератора О действие л, задается по правилу О-+ л,ол; 1 • 

Используйте разложение 13.24 для вычисления результата действия n, на сле
дующие операторы: 

о 
р, 

J 
х.о, 

nокажиrе, чт-о :n,x=\r, O')Q;' = х±(т, 211'- и). Объясните, почему ориен
тифолдинrовые иреобразования являются ,симметри:ями замкнутых струн. 

(в) Обозначим основные состояния через 1 p+,pi,po ). Предположим, что состо-
+ . ... + . - + ..... 

яния 11 р 'р•, о) инвариантны относительно n,: n,l р 'р*, о ) = 1 р 'р8, о ) . 
Докажит.е, что 

Л,jp+,pi,pc) = jp+,pi, -ра). 

П~дположим, что для каждой пары сопряженных операторов координат 

и импульсов ( q, р) ИМil}'Л!ЬСНЫе состояния определены так, ч·ю выполняется 
сосrrношение 1 р + 6р) = eXip (16р q)l р), где 6р - константа. 

Безмассовwе состояния в теории ориентированных зам.кнуrых струн задаются 

в виде 

IФ) = j dp+dj18dp"Фj1(т,p+~p',p4)(a~ 1 ii. 1 ·± а:,а~ 1 )1 p+,pi,pc ), 

:rде ФfJ - волновьt·е функции, а nоперечные индексы в координатах светового 
конуса 1, J nримимают все те же значения, что и и.нде~сы а и i. 

Далее рассмотрим усечение до n, инвариантных состоянпй: D,IФ} = IФ). 
Получившаяся теор:ия струн я:вляется теорией nри наличии Ор-nлоскости ори

·ентифолда. Интуитивно понятно; что для инвар.иантноrо состояния амплиту.nы 
{вероятности) того~ чт-о струна расположится .вдоль каждой из двух) свя.занных 
.между собой К'IJИ!БЬIХ из n. (а), должны быть равны. 

(r) НаИдите условия, к~рым должны удовл~етворять Ф;ь, Ф~, Ф~, чтобы rа
рантироваlъ n,·-инвариантность. Все эти условия имеют вид 

~ ( + i 4) - :1: ( + i 4) Фuт,р,р,р =···Фит,р,р,-р, 

где точки стоят :вместо тех знаковых множителей, которые вы д()JI)КНЫ найти 

для каждого случа·я. 

Замечанп. В коо:р.nинатном пространстве, полагая xm = { х0 , ••• , zl'}, вышеука~ 
заннiые условия инварианrности требуют, чтобы 

± .. т . с .± т а 
Фu(.х , ж ) = · · · ФIJ(x , -х ). 



Задачи 361 -------------------------------------------------
При нuичи-и моекости ориеюrифолда, значения пмей переменных в точках 

,,z": ха) определяют значения nолей в отраженных точках (xm, -х4). Полевые 
ф~11кдии яЮIЯются либо че11ными, либо неч,етными относительно отр~ения 

ж• ~ -ха. Плос.кость ориентифолда является своеобразным зеркалом, связы
!lа.ЮШИМ физику в отраженн~1х точках, эффективно разрезающим пространство 

nonoJ!Iaм. В одной половине пространства вдали от ориентифолда нет никаких 
~вязей (ограничений) и таким образом имеется полный набор полей ориенти
рованных замкнутых струн. 025-плоскость заполняет собой все пространство. 

Поскольку д;lЯ нее отсуrствуют iПерпендикулярные направления, то ориентифол

,:ювая симметрия включает лишь обращение ориентации струны. Данный случай 

изучается в задаче (13.5) 



Взгляд на релятивистские суперструнь1 

Реалистичные теории ·струн должны содержать фермионные состояния, nодобные состо· 

яниям .электронов 1или кварtеов .. В доnолне.ние к коммуrирующи.м координатам Х11 , опи· 
сtываю:щим положе<ние струн, суперструны ВКJi1ючаюr анти.коммутирующи·е Д!Инамические 

переменные. Для О1ГКРIЫТ1ЫХ суnерструн кваiНтоваrние приводит к пространст1у состояний 
с секто·ром Н·евье-Шварца (NS), содержащим бозоннtые состо:яния, и сектором Рамона 
(R), содержащи.м фер.мионные состояния. Теория обладает суперсимметрией, т. е. сим

мет1рией, обеспечивающей совпадение числа бозонных и фермионных степеней свободы 
n·ри любом уровне .масс. Мы изучим теории замкнутых струн тиnа IL возникающих путем 
образования тензоров в пространстве состояний открытых суnерструн. 

14 .• 1. Введение 
До сих пор мы изучuи теории бозонных струн, как открытых, так и за

крыТiых. Эти теории струн существуют iВ 26-мерном пространстве-времени, и все 

их кванrовы·е ·состояния представляют сосrояния бозонных частиц.. Среди них 
:мы встречаем важные бозонные частицы, такие как фотон и rравитон. Как мы 

увидим в rла:ве 15, неабелевы калибровочные бозонь1, необходимые мя переноса 
CИJiiЬIHЫX и слабых взаимодействий, т.аюке возникают в теорим бозонных струн. 

Однако реалистичные теории струн должны также содержать состояния фер

мионных частиц. Можно вспомниn., что кванrовое состояние то.ждественных 

бозонны:х частиц симметрично относительно перестановки любых двух частиu. 

·С друrоИ стороны, квантовое состояние тождественных фермионных частиц ан
тисимметрично относительно перестановки любых двух частиц. Кварки и пепто

ны - эrо фермионные частицы. Чтобы получить ИХ; нам нужны теории супер· 
струн. В :этой :книге мы не будем детально изучат!Ь суперструны. Необходимы~ 

объяснения потребовали бы детального обсуждения спиноров и уравнения Ди
рака .в nространсrвах различного числа измерений; а также других технических 
nо.дробностеИ; ·это заняло бы у нас мноrо времени. Здесь мы дадим лишь кратюt:И 
рассказ~ посвяще:иныИ основам суперструн1 но доСтаточный для roro., чrобы nри
знать, что суперетрупы явт~ются естественными ,обобщениями бозонной струны 

·с рядом интересных новых составных частей. Некоторь1е прило.жения, обсуж.за
·емьtе в этой книге, :вюtючаК'Уt суперструны, эта rлава обеспечивает н~еобходимый 

предварительный материал .. 
В спектре суперструны отсуrствует тахион, поэтому те.ория открытых суnер

струн может описывать стабильные D-браны. Так как D-браны теории бозонНЬL'\ 
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:трун всегда нестабильны, это открывает новые интересные возможности. В до

:Ю:.lНtН!Ие к: :зтому, суперструны обладают суперсимметрией. Суперсимметрия -
ло сммме1})ия~ с~вязывающая бозонные и фермионные ювантовые состояния тео· 

рии: в 'rеОрии ·сулерструн мы н~одим равное число фермионных и бозонных 

.:остояний на :каждом уров.не масс. Если суnерсимметрия существует в природе, 

она l!lолжна быть спонтанно нарушена: мы не наблюдаем вырожденмости между 

фермионами и бозонами. Многие физики noJIJaraют, что суперсимметрия явля
ется :приВ.J11екател:ьным каJ-Шидатом ДJIЯ той физики, которая лежит за пределами 

установленной в наши дни Стандартной модели физики частиц. 

14 .. 2. А1нт~икоммутирующие 

переменные и операторы • 
nоложе!Ние классических бозонных струн мы описываем, используя коорди

наты ·ClpYJН ХР(т., и). Величины Xl-l(т, tr) являю11ея классическими коммутирую
щими переменными: их произ.ведения не зависят от порядка множителей. В кван
товой теори1и Х11 становятся операторами, которые в общем случае не комму
тируют. Неспособиость двух операторов комм:уrироватъ заложена в коммутаторе 

(А, В) = АВ- ВА. 
Чтобы ввести в теорию струн фермионы, мы вводим новые динамические 

лерсменные на мировомлисте 'Фf(т, .u) и -ф~(т, и). Классические nеременные фg 
(а = 1, 2) не становятся обычными коммутирующими переменными, наоборот, 
онiИ становятся антиком.мутирующими переменными. Так как это важное понятие, 

отвлечемся ненадолrо. 

Говорят, что две переменные Ь1 и Ь2 антикоммуrируют друг с другом) если 

(14.1) 

Если Ь,1 и Ь2 ~ антикоммуrирующие переменные, верно ,большее; перемеиные 

аоЛIЖНы антиком:муrирова11Ь сами с собой. Иначе говоря, Ь1 Ь1 = -Ьi Ь1 , что озна
чает 

(14.2) 

Для классич:,еских антикоммуrирующих персменных важ:ен порядок множителей. 

Если у нас есть множество аJПИкоммуrирующих переменных Ь,, помеченных 
индексом i, тоrда 

Ь~·Ь1 = -ЬjЬi. V i, j. (14.3) 

0 Уnрежненuе-разнuнко 14.1. Пpooep'Ьfnet ·что матрицы -у 1 и -у2 • определенные 
равенствами 

(14.4) 

анmи~Фммутируют, но не явнются антtжоммутирующими переменными. 
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В квантовой теории классические :антикоммутирующие nеременные стано

вятся ква!Нтовыми операторами., которые иноrда не способны антикоммуrиро

ваТh. Если даны дiВЗ таких квантовых оператора / 1 и / 2, неспособиость антиком
.муrиро.ва~ъ .lVIЯ этих операторов измеря·ется антикоммуrатором {/1, / 2}, который 
определен как 

(14.5) 

Если два кванrовых оператора антикоммуrируют, их антикоммуrатор равен нулю. 

Мы можем объяснить, какое отношение имеют антикоммуrирующие опе
раrор.ы к фермионам. Вспомним, например, что квантование скалярного поля 

nривело к появлению операторов рождения и уничтожения, которые пораждали 

частицы. Все оператоiРЫ рожnения а~ коммуrируют друг с друrом и позволяют 
нам строить мноючастичные состояния 

(14.6) 

содержащие na часmц с импульсом PJ, n2 частиц с импульсом Р2 и т. д. Величины 
.ni - произвольные положительные целые числа. 

Для описания релятивис11скоrо электрона и ero .античастицы - позитрона -
ис!Полъзуетсs классическое поле Дирака, являющееся классической антикомму

тируюшей полевой переменной. Квантование nоля Дирака порождает оnераторы 
рождения и уничтожения для электронов, и другие операторы рождения и уни

чтожения для nозитро.нов. Для удобства, сосредоточимся на электронах. Опера

торы !РОждения 1:. 8 помечены импульсом р и ·спином s. Электроны - частицы 
со ·спином 1/2, так что спиновая метка может принимать всего два значения. Все 
операторы рождения электронов являются анmкоммутирующими переменными 

и все они антиком.мутируют. В частности, это означает, что 1~.$/~.JJ = О для 
любых р и s. Мноrочасmчное состояние электронов принимает вил 

(14.7) 

и оnисывает состояние, в котором есть электрон с имп,Ульсом р, и спином S(, 

электрон с импульсом Pz и сnином s2 и т. д. Обра"-ите в--нимание, что мы не мо= 
жем nопучить состояния с двумя электронами, имеющими одинаковый импульс 

и одинаковый ·спин, так как /J.s/J.~/0.) = О. Антикоммуrирующие операторы 
!РОждения авrоматически подчиняются принципу запрета Лаули. На самом деле 
если мы используем волновую функцию для создания суперпозиuии сосrояний 

2: / dp-ф(pl, 81; f'2, s2)/J1, 11 /J2, .82 /f!), 

"•·"2 
(14.8) 

мы быстро придем ~е Б!ЬIВОдУ, что только та часть волновой ф-ункции 1/J, которая 
анmсимметрична относительно одновременной перестаковки р1 +-+ Р2 и s.1 +-+ 8 2 • 

nает вклад в :nривед:енное выше состояние. 

Q) YnptJЖHёllue-ptiJNuниa 14.2. Докажите зто утверждение. 
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14.3. Ферми~оны на мировом листе 

Как о'fМечалось выше, классические суперструны требуют антикоммуrирую

иих дИнамических переменных ф~(т, и) с а= 1, 2. Напомним, что для каждого 
JRЗчения .·11 динамическая пере.менная ХР(т, и) есть бозон на мировом листе. 
Ооз.ывается, что для каждого р две !Компоненты Фf и ф!; образуют nеременные, 
~ходимые для описания фермиона в мире (т, о), т. е. фермиона на мировом 
JJКm.e. Примечательно, что квантоваt1ие таких объектов приводит к состояниям 

::gcrnu, ведущих себя :как фермионы в пространстве-времени, т. е. к тому, что мы 
UJJИM. 

При квантовании в ЮUiибровке ·светового конуса х+ было положено про
~орuиональным т, а решение для х- было вырпж.ено через другие величины. 

В теории суперструн это сохраняется, но доnолнительное условие калибровки 

световоrо конуса полагает tP't =О и позволяет решить уравнение для t/J;. Обе 
К1ИЧИIНЫ., х- и у,;' зависят от поперечных Х1 и 'Ф~. Так как XIJ и 'Ф~ являются 
-lОре!tщевскими векторами в пространстве-времени, они оба входят в опреде

.1ение лоренцевекою генератора м-1 на световом конусе. Оrсюда следует, что 
ко~мутатор {М-1, м-J) зависит как от X,s, так и от ifr~. Требование обращения 
этого коммуrатора в нуль определяет условия, отличные от тех, которые были 

~по.'I)'Чены дnя бозонных струн. Число пространствеино-временных измерений 

равно уже не 26, а 10, а сдвиг вниз квадрата массы iJ)авен минус одной второй 
вмесrо минус единиuы. 

В кал1Ибровке светового кон.уса нам нужно только разобраться с поперечными 

nолями ф,~(т, 0'). Для изучения их квантования удобно записать действие, обое 
значенное Sy, , которое описывает их дин·амику. Это дейСТ!Вие есть фермионный 

аналогдействия (12.81), которое описывает динамику поперечных координат Х1 • 
Итак, если собрать все вместе,, действие 8 ,, описывающее полный набор степеней 
свободы, .принимает вид 

1t 

.· 1 f f • 1 ' 1 J' I' S= -
1 

dr du(X Х - Х Х )+S;, 
41Га 

(14.9) 
() 

rде 

11' 

S'Ф = 2i J dт J dь [ 'Фf ( lJr + дu )ф{ + 1/J~ ( 8r ~ дu )1/JП . ( 14.10) 

о 

Дейсmие S.p есть действие Дирака д.л:я фермиона, живущеrо в двумерном мире 
(т, q). Обратим внимание, что каждое слаrаемое в Sf/J содержит только одну про= 

изюдную. Для бозо.нов, таких как Х1 , слагаемые в действии содержат две произ
водные. Слагаемое :в .mаr,ранжиане, связывающее поле с самим собой и имеющее 
только одну прои·зводную, ри·скует оказаться несущеетвенной полной производ

ной. Действительно, рассмотрим произ!ВОЛьное поле h и взаимодействие h(д".h) . 
Имеем 

(14.11) 
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или, эК8ивалентно, 

(14.12) 

Если поле h коммутирующее, два слагаемых в левой стороне равенства тожде
·сmенны и h(дrh) действительно естъ полная производная. Если поле h антиком
муrирующее., ro {д,.h)h = -h(дтh), тотда и левая, и правая стороны равенства 
~ращаЮ'Гся в нуль. Оrсюда мы делаем вывод, что h(д,.h) в случае антикомму
тирующего h не яWIЯется полной производной. Э:rо означает, что действие St/J 
нетривнал.ьно толыю !ИЗ-за тоrо, что поля t/J.~ анти~<:оммуrируют. 

Проварьируем JIOJIIЯ 1/J~ в S-;, чтобы получить уравнения движения и гранич
ные условия. Имеем 

1t 

6 S"' = 2~ j dт j do- [ 61/Jf ( дт + да )1/J{ + 'Фf (д,. + да )6Фf + 
о 

(14.13) 

Рассмотрим второе слагаемое в первой с1р0ке в правой части: 

'Фf{а,. + at1)6Фf = a,.(tf1[6Ф(> + аt1(~[6Ф{)- [(дr + аt1>ФП6'Ф[ = 
. = д,.(f/ЛtftP{) + д(Т(Фfь'Фf> + 61/!{(д,. + дt1)Фf. (14.14) 

Аналогичное вычисление можно сделать для второго слагаемого во второй строке 
(14.13). Возвращаяс!Ь к уравнению и~ как обычно, пренебреrая полными произ
водными :по времени, получаем 

'lr 

6St/J = ~ j dт j dо'[6Фf(д,. + дt1)t/Jf + 6Ф{(д,.- дt1)6ФЛ + 
о 

(14.15) 

Теnерь можно немедленно получить уравнения движения 

(д,.+ дt1)t/Jf =о, (д., - дt1)1/J! ~о. ( 14. 16) 

а также граничные условия 

(14.17) 

которые дОJDКНЫ :вы~полнятъся во все моменты врем~ни в точ:ках tJ'. ~ О и и • = 'К_ 

Ис~nользуем nmrученные УIУавнения движе:ния iИ rраничные условия для об
'СуждеЮJя квантования и пространст!ВЗ состояний теории. Наш анализ будет не ... 
полн·ъ1м. ·в частности. мы не f}Удем обсуждать 'соотношения анrикоммуrаuии. 
которым удовлеmоряют nоля 1/Ja и, как результат; мы не вычислим. соотношенЮI 

анntкоммуrации СОО'I"Ве't..ствующи-х осци:.лл.яrоров. Тем не менее, дискуссия осве· 
nп основные свойства ювантовани:я и все результаты будуr выtЛJIДетъ приемлемо_ 
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Начнем с эамеч:ания, чrо уравнения движения (14.16) подразумевают, что Фf 
.IЗИЖется впра1ВО, а vИ движеrся влево: 

Фf (т, О') = Ф{ (т- q), 

Фf(т, <Т)= Ф~(r + t1). 
(14.18) 

Рассмотрим теперь граничные условия (14.17). Что можем мы сделать, чтобы 
~-зов.lеТiВорить этим условиям? Небольшое размышление показывает~ чrо поПЪIТ

.DI обратить в нуль все слагаемые в (14.17) не прой,дуr. Например, nоnробуем 
:ю.Jожить Фf (т, О) = О. Наше решение в ( 14 .18) требует Ф{ (т) = О для всех т, 
откуда nолучается, что t/Jf (т, .(1) =О. 

Си'I)'аuия улучшается, ·если мы наложим граничные условия, связывающие 

t•[ и Ф{ в концевых точках. Для каждоrо <Т. примем, что 

(14.19) 

r зе выбор .знака все еще требует определения. Если поля подчинены такому усло
вию :в конечной точке. их :вариаuии также должны подЧиняться этому условию: 

(14.20) 

Огсюда следует, после умножения последних двух уравнений, что (14.17) выпол
!Няется nри любом выборе знака. 

Обсудим теперь знаки. Так как и Фf, и 'Ф~ входят в действие квал.ратично, их 
знаки моrут изменяться без физических nоследствий. Эrот произвол, по согла

шению, используется для ·юrо, чтобы потребовать в конечной точке и.= О 

ф{(т,О) = ф~(т,О). ( 14.21) 

Так как мы не можем изменить знак 1/Jf или Ф{ без изменения этоrо условия, 
выбор знака в другой конечной точке физически сущесrвен: 

(14.22) 

Пространство С(')СТ()Яний полной те~ри:и суперструн разбивается на ItDa nоmро
странства или~ кэ:к их обычно называют~ два сектора: сектор Рамона (R), солержа
щиИ ·состояния, возникающие при исrшльэовании выбора верхмеrо знака, и сек
тор Невье-Шварца (NS), содержащий состояния, возникающие при использова
нии выбора нижнеrо знака. Граничные условия становятсп более понятньiми, ес

ли ПОС'tJЮИ1'1Ь фермионное поле Ф1 , оnределенное н:а всем инrервале t7 Е [ -,.-, 1r]: 

.т.I( ) = { 'Фf (т, q), 
'W' Т,О' - , 1 

ф1 (т, ~q), uE(~1r,O). 

О' Е [0, 1r), 
(14.23) 

Эrа. констрУ!!ЩиЯ напоминает формулу (12.36), которая определяет поле на ин
тер~~; q; ;.~r 1-w, 1r] для открытых бозонных е1рун. Граничное усл·овие (14.21) 

J~ .. -.· 
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гарантирует, чrо Ф1 непрерывна l8 rочке и = О. Кроме тоrо, с учетом (14.18) 
'111{т, t.1) есть функция т- c.(f: 

Ф1(т, и)= x1(r- t.1). (14.24) 

Наконецt .rраничtное условие (14.22) дает 

(14.25) 

Таким образом. мы установили, что периодический фермион Ф1 соответствует 
rраничным условиям .Рамона, а антипериодичесюtй фермион Ф1 соответствует 
граничным условиям Невье-Шварца: 

\111 (т,1Г) = +W1(т,-1r) граничные условия Рамана, 

q/ (т, 1r) = - if/ (r, -1r) граничные условия Невье-Шварца. 
(14.26) 

Рассмотрим детальнее оба случая. 

14.4. Сектор Невье-Wварца 

Так как фермион Невье-Шварца Ф1 есть функция т - и и изменяет знак 
при (1 ~ и + 211", он должен быть разложен по степеням с дробными модами: 

q,l (т' О') "' L: ь: е -ir(r-0')' 

tEZ+I/2 

(14.27) 

с точностью до нормировочного множителяt который мы не будем обсуждать. 

Действительно, для любого r = n + 1/2 с целым n имеем 

(14.28) 

что гарантирует анти.nериодичностъ \111 . Так как Ф1 антикоммуrирует, коэф
фициенты разложения #/,. являются антикоммуmрующими операторами. Сле
дуя нашим обычным ·обозначениям; коэффиuиенты с отриuательными модами 

.ь:t/2) Ь~З/2• ь:S/2• ••• ЯtВЛЯЮТСЯ ОПератораМИ рождеНИЯ~ 8 КоэффициеНТhl С ПОJiG
ЖИтеJiьНьrми модами Ь{;2, ь{/2, ь!/2, •.. -операторами уничтожения. Эtи опера
торы действуют на вакуум, называемый поэтому вакуумом Невье-Шварца (NS ). 
Операторы удометворяют соотношениям антикоммуrации 

( 14.29• 

Если учесть, что все оmераторы роЖдения антикоммутируют друr с друrом, а ква.:l

·рат каждого равен нулю, каждый оператор Ь~r может входить в любое состояние 
не более 011ноrо раза. Так как Х1 (т, и) кваитованы как обычно, у нас еше й:мс~ 
юrся операторы рождения a:n. Таким образом, состояния в сёкторе NS имеют 
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t..1едующий вид. 

9 00 9 

Секгор NS: 1~} = fi п~(а~n).\"· 1 П П (Ь:_r)P".JINS)@ lр+,;т). (14.30) 
1=2 n=t J=2-r=1/2,ЗП. .... 

Ззесь Pr,J равны либо нулю, либо единице. Мы записали полное основное со

сrояние как «произведение• ® основного состояния INS} для операторов Ь'!..r 
и основного состояни:я IIP *, Рт) ШIЯ операторов a~n. ПорялокJ в котором опе
раторы Ь возникают в состоянии, не имеет значения, если мы рассматриваем 

отзельное сост.ояние. Так как все .ь анrnкоммутируют, различные упорядоч·ения 

моrут тол1ько изменить общий знак, но при .этом не возникнет новых состояний. 

Оператор квадрата массы в секrоре NS перед нормальным упорядочением 
,Зается выражением 

2 1 ( 1 ~ 1 1 1 '"" 1 [) М = 
0

, 2 ~ а_,а, + 2 L." тЬ_rЬ, . 
,~о rEZ+I/2 

( 14.31) 

Чтобы найти констаmу упорядочения а в М2 , т. е. ту константу, которая должна 
быrь добавлена в ·скобки предыдущего выражения, коrда суммы заменяются 

на нормально упQРядоченн:ые выражения, мы можем использовать эвристический 

метод, основанный на ,, -функциях. Для бозонных осцилляторов li мы знаем, что 
каждая координата вносит ВЮiад в а, равный -1/24. Мы запишем эту часть как 

1 
ав = --. 

24 
(14.32) 

.]ля NS-фермионов с.таг.аемые в М2 , требующие упорядочения равны 

'1 """" -I - I 1 ~ ( )ЬJ Ь1 2 L..." rЬ_,.Ь,. = '2 L..." ~r ,. - r = 
r=-1/2, -112.... r= 1/2, 1/2, ... 

(14.ЗЗ) 

На первом шаге мы заменяем т ~ -r, а на втором шаrе используем антикомму
татор (14.29). Сумма по нечетным nоложительным целым числам бьша вычислена 
в (13.116) и ·оказалась раJВна + 1/12. Тоrда 

1 ""' 1 1 J ~ 1 1 1 .) 2 Li rЬ_,.Ь, = 2 LJ rЬ_,.Ьr - 48 (D - 2 . 
r=-1/2, -3/2,... r= 1/2, 3/2, ... 

( 14.34) 

Мы нашли. таким образом, что каждый фермион NS (антипериодический фер
мион) вносит в а вклад aNs, равный 

(14.35) 
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Таким образом, полная константа упорядочения для М2 р-авна 

а= (D- 2)(ав + aNs) = (D- 2)1 -- - - = -(D- 2)-( 
1 1 ) 1 

24 48 16' 
(14.36) 

При D = [0 находим а= -1/2, и поэтому из (14.31) получаем 

2 1 ( 1 .l) М=- --+N 
а' 2 ' 

00 

где NJ. = Е а~,а~ + L: rЬ~rЬ~. 
р= 1 r= 1/2 •. 3/2, ..• 

(14.37) 

Оператор NJ. есть оператор числа «Частиц•, подсчиты183ющий ВЮiады от а1 и Ь1 . 

Q) УnрDЖНение-разминна 14.3. Дляпроверки того, что N.l включает вклад фер
мионов в число ~частиЦ», покажите, ·что собственное значение N.l при действии 
на состояние Ь~,.ь:,2 INS) при r1, r2 >О равно r, + r2. 

Теперь мы мо~ем перечислить первые несколько уровней состояний в сек

юре NS. Упорядоченный по .собственному значению числа «Частиц• или, экви
~валентно, по квадрату массы список имеет вид 

'М2 - l N.t - ; · ~ S} 1- + - ) а - -2, - 0 . 11N 0 IY , Рт , 

а'М2 =О, Nl. = ~: ь:r;2INS) ® lр+,рт), 
, . 2 1 J. { 1 1 J } '' ) 1 + - ) а М = 2' N = 1: a _ l, Ь- t;2Ь- 112 ~NS @ р .Рт . 

(14.38) 

1 . 2 N.l 3 . { I J 1 1 J к } 1 } 1 + - ) а М = [ , = 2 . а~IЬ~1;2Ь~312• Ь~1/lЬ~а;2Ь~ I/2 NS @ р , Рт • 

'Состояния с NJ. == () имеют а' М2 = -1/2. Состояния с NJ. = l/2 безмассовые . 
Их всего восемь; и они помечены векторным ин..nексом l 

(!) Ynpoжнeнue-ptiЗNUHИtl 14.4. Скмько имеетtя .состоя1Шй при NJ. = 3/2? 

Попезно иметь оn·ератор; значение которого равно + 1 , tCJilи состояние 00.. 
зонное, и - [ , если с«Тояние фермионкое. Обычно этот оnератор обозначают 
( -1 )FJ rде F - число фермионо в. Это разумно: состояния с четным фермионньr" 
числом ·бозонные~ а состояния с иечетным фермионным числом - фермйонные. 
Чтобъr вычислить ( -1 )F для любого состояния, мы должны сначала оnрёдёЛИ'IЪ 
tобствекн.ые значения (-l).F для основных NS-с~ояний: INS} 01р+,Р7'). Обь
явим, чrо э-rо число есть -1, таким образом определив основные состояния кп 
фермионные; 

Собственное значение ( -1 )F, действующего на состояние, равно -1, умножен~ 
ной на nоследователънос--rь множителей ( -1 ), по одному на каждый фермионнid 
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осuwtЛятор, имеющийся в этом состоянии. Таким образом, действуя на проиэ

ЮlЬНое оосrожние (14.30), получаем 

(14.40) 

Техн!Ически этот результат ·получается, если мы вычислим антикоммуrатор ( -1 )F 
со всем!И фермионными операторами 

(14.41) 

'Рассмотрим снова наш ·список состояний ( 14.38). Так как фермионные осцил

.1ЯТоры вносят в N·l. полуцелые числа, состояния с целым N JL должны содер
жать чеmое количество фермионных осцюшяторов. Таким образом, все состоя

ния с цель1м NJ. имеют ( -1 )F = -1; это фермионные состояния. Все состояния 
·с n~ель1ми NJ. имеют нечетноечисло фермионных осцилляторов и поэтому 
(-1) =+1. Это бозон:ные сосrояния, и он!И включают восемь безмассовых со
стояний второй строки в таблице. 

Фермионный или бозонный xapaiiCrep состояний, которые мы обсуждали 
.10 ·СИХ пор, оrран1ичен мировым листом (т ,и), на котором поля Ф - фермионы. 
Позднее мы обсудим, являются ли приведенные выше состояния фермионами 
и.1и боэонами в nрос'IJ)анстве-времени. 

14.5. Сектор Рамона 

В случае rраничных условий Рамона ( 14.26) поле Ф1 периодично и может 
быть разложено по осцилляторам с целыми модами: 

-wi <т., и> I'V L: d~ е -in(т-cr>. 
n€Z 

(14.42) 

Так как '111 антикоммуrируют, ooц-ИJIJ~Яropьt d~ яшяются а-нтиJ<rоммуrирующими 
операторами .. Снова о:предели.м осцилляторы с отрицательными молами d:t, d~2 , 
d~3, ••• .как операторы рождения, а с полоЖJrrе.nъными модами d{, d~, d~, ... как 
оnераторы уничтожения. ОсцИЛJIЯТОры Рамона удовлетворяют антикоммуrаци-

ониому сооrиошению 

(14.43) 

Как .м в секторе NS, все операторы рождения Рамона антикоммуrируют и ~в ре= 

3ультате могут вазникать самое большее один раз в любом заданном состоянии. 

Фермионы . Рамона сложнее фермионов NS, rnк как восемь фермионных 
нулевых мод d~ следует рассматривать с осторожностью. Оказывается, что эти 
восемь операторов можно организовать с помощью простых линейных комбина

uий в четыре оператора рождения и четыре оператора уиичтожrения. Обозначим 

четыре оператора рождения 

(14.44) 
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Так как эти операторы роЖдения являются нулевыми МQдами, они не дают вкла

.да в П<вадрат массы сосrояний. Если n()(;f)'лировать единственный вакуум IO}, 
операторы рождения позволяют построить 16 = 24 вырожденных основных со
·стояний Рамона. На самом деле восемь из этих состояний содержат четное число 
(, действующих на IO}, а другие восемь имеют неч~етное число ~, действующих 
на IO). В явном виде восемь состояний IRa) , а = 1, 2, ... , 8 с четным числом 
операторов рождения имеют следуюший ВИ1[. 

(14.45) 

Восемь состояни~й IR4}, .а= I, 2, •.. , 8 ·С нечетным числом операторов рождения 
имеют следующий вид. 

(14.46) 

Состояния I.R4 ) и IR4 ) образуют полный набор вырожденных основных состоя
ний Рамона, обозначающи.хся как IRA). А= 1, ... , 16 .. Сектор Рамона простран
(ства ·состояний содержит состояния 

9 00 9 00 

Секrор R l,\} = П П (a~n)An.t П П (d:m)Pm.JIRA) ® IP+,Jh}. (14.47) 
.l=2n=l J=2m=l 

Здесь Рт. J равны нулю или единице. 

Как и в случае сектора NS, сектор Рамона содержит оператор ( -l)F. Этот 
оnератор анmt<оммуrирует со всеми фермионными осцилляторами; JJключая ну .. 

.и, дополнительно, мы по ооr.11Iашени:ю объявляем IO) фермионным сосrоянием: 

От<:юда следует, что все восемь состояний iiR4 ) являются фермионными, а все 
восемь ·состояний IRa) - бозонными. 

Операто,р квадрата массы в секторе R перед нормальным упорядочениеw 
оnределяется выражением 

2 1 ( l "' 1 J 1 "' 1 1) М = ---; 2 LJ а_,а1 + '2 L....J nd_ndn . 
а р#О nEZ 

(14.50• 

Для фермионов R ТJ)ебующие упормочения слаг.аемые имеют вид 

1 "' .. -J d! 1 "' ·- -] -J -2 /-, nd_n n = - 2 L.-, ndnd-n = 
n=-1. -2.. .• n= 1. 2 ••.. 
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1 """' 1 1 1 = 2 L." nd_ndn- 2(D-2)(1+2+3+ ... ) = 

n= 1. 2, ••. 

1 """' 1 1 1 - 2 L." nd_ndn + 
24 

(D - 2). 
n=l. 2 •... 

(14.51) 

Таким образом, получаем, что вклад упорядочения от (периодического) фермиона 
fР'L,юна равен 

(14.52) 

Эrо ·число в точности противоположно числу а в. Так как имеется равное чис

ю бозонных координат Х1 и фермионов Рамона. их соответствующие вклады 
:в нормальное уnорядочение в :квадрате массы союращаются, и из (14.50) получаем 

( 14.53) 

Из этой формулы следует, что все основные состояния Рамона не имеют массы. 

Приведем список ·состояний для различных масс. 

а'М2 = 0: 

а'М2 = 1: 

IRa) 11 ~Rii), 

a:tiRa), d:JIRa) 11 .a:tiRa), d:.IRc), 

а' М2 = 2: { а:2, а~,а:,, d~,l~t }IRa) 11 { а~2' а~1а:1, d~1d:1 }IR11-), 

{a:ld:., d~2}1Ra} 11 { a~ld: ,J , d~2}1Ra}· 

(14.54) 

Мы разделили ,состояния на две груnпы с одинаковым числом состояний: слева 

от разделительных черточек мы поместили ·состояния с (- t )F = -1 ( фермион
ные состояния), а сnрава от черточек поместили состояния с ( -1 )F = + 1 (бозон
ные состояния). Заметим, чrо каждому состоянию слеоо соответствует состояние 
tiфава, построенное на основном соотоя-иии с nротивоnоложным фермионным 

числом. Поямение равного числа бозонных и фермионных сосrоянйй на лю
бом уровне массы есть iсиrнал о нмичии суперсимметрии. Однако, это суnер

сяммеwия мирового листа. Как мы вскоре увидим, nространстве ни<>= временная 

:суnерсимметрия юзникает только после тоrо, как мы сiКомбинируем состояния 

секторов 'Невъе-Шварца и Рамона. 

14.6. Подсчет состояний 

Лрежле чем ·строmъ теорию суnерсимметриiи~ ·О'JiМечемся и поnробуем nо

:няrъ, как nодсч:иrъtваrъ число состоянйИ в теории струн nри любой заданной 
массе. Наша цель ~ nолучить производящие функции, с nомощью 1еоторы:х мo

ryr быть получень1 эти числа для секторов NS и R. 
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Производящие функции исnользуются для оnределения числа сосrояний че

рез их ~степенной рЯд. В тиnичном случае мы опредеяе.м такую функцию f ( z), 
чтобы 

00 

f(z) = L a(n)zn, ( 14.55) 
n=O 

rде a(n) - число ·состояний~ скажем, при Nl. = n. Доnустим, что у нас есть толь
ко один о.сцИЛJ'Iятор а1. Тоrда имеется ровно одно состояние IO} с Nl. =О, одно 
состояние a~IO) с NJ.. = 1 и, на самом деле, одно состояние (ai)kiO) с Nl_ = k. 
Оrсюда CJIIeдyeт, что фунiКUИЯ /1 (х), соответствующая этой системе, имеет вид 

2 3 1 
/t(z) = 1 +х+х +х + ... = --

1-х 
(14.56) 

Предположим, мы имеем ровно один осцИJI.ЛЯrор а~ с волновым числом два. 
Тоrда мы получаем один вакуум и одно состояние для каждою четного значения 

NJ.., так что в этом ·случае функция J2(x) принимает вид 

2 4 6 1 
/ 2(z) = 1 + z + z + z + ... = 

1 2 • 
-х 

(14.57) 

Возникает вопрос: какова функция f 12(x), сооветствующая состояниям, постро
енным с использованием как а~ , так и а!? Чтобы получить эти ·Состояния, мы 
образуем ·все произведен.ия, в которых первый множитель есть состояние, постро

енное с помощью а1, а второй множитель - состояние, построенное с помошью 
а1. При образовании этих произведений приходится передвигать основные состо
яния, nеремножать осцилляторы и восстанамивать основные состояния. Отсю.» 

следует, что f 12 о:nределяется произведением /1 :и /2: 

( 
' 2 3 . 2 4 6 ) 1 + х + ж + ж + ... )( 1 + х + х + х + .. . . (14.58) 

Чтобы nомочь воображе·нию, можно поместить осцилляторный ·состав состоянltl 

в произоодящие ф~кции: 

( 1 + at.x + (а1)2х2 + (а1)3х3 + ... ) ( 1 + а~х2 + (а~)2х4 + (а~)3х6 + ... ). 

Яс,но; что произведение образует все возможные состояния, и состояния с N.l = 1 
возникают вместе с х*. Отсюда становится яснмм, что (14.58) дает прави.лы1ы* 
ответ: 

1 1 
/~2(х) = /J(x)/2(x) = 

1 1 
· 2. 

- .х -х 
( 14.59• 

Если мы используем осцилляторы al, а1, ai, ... со всеми волновыми чис.1ЗJаL 
производящая функция равна 

00 -( . п 1 l 1 1 1 х) = . 1 .. n = -1 - .. 1 --2 1 3 .... 
-х -х -х -х 

n=l 

(14.fillt 
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Пока.занное использование nро--~-tзводящей функции ~общеприн.ят.о. Рассмотрим 

пространство состояний с осцилляторами типа А и производящей функцией 

J A(z), а также пространство состояний ·С осцилляторами типа В и производящей 
функци~ей /в(z). Тогда производящей функцией для пространства состояний, 
nостроенных с помощью осцЮW~торов типа А и В будет /Ав(z) = /A(z)/в(z). 

8 качестве приложения вычислим производящую функцию для теории бо
эонных открытых струн. В этой теории имеются осцилляторы всех волновых 

чисел, но они возникают в 24 видах, по одному на каждое поперечное направ
~lение на ~световом конусе. Так как каждому :виду соответствует производящая 

функция (14~60), полная производящая функция ДJIЯ теории бозонных открытых 
струн получается возведением правой части ( 14.60) в .24-ю сrепень: 

(14.61) 

Так как юва.црат массы более физическая величина, чем Nl.., полезно при опре
зеJJiении производящей функции использовать а'М2 вместо Nl.. В основан
.но:й на а' М2 производящей функции коэффициент при xk подсчитывает число 
состояний с <iM2 = k. Для открытых бозонных струн .а'М1 = Nl. - 1. так 
·что а' М2 -производ:ящая функция получается путем деления Nl. -производящей 
функции на одну степень ж .. В результат.е, производящая функция /08{ж) в теории 
бооонной 011крытой струны есть 

1 00 1 
/oJ(z) = :Z П (1- х")24. (14.62) 

n=l 

С помощью калькулятора легко находим, чrо 

fи,_(х) = ~ + 24 + 324ж + З200х2 + 25 65Ох3 + 176 256z4 + .... ,z 
(14.63) 

Это выражение напоминает намt что имеется тахион с а' М2 = -1, 24 безмассо
вых СОСТОЯНИЯ максве-ЛЛОБСКОГО ПОЛЯ И 324 'СОСТОЯНИЯ С а' М2 

: + 1. 

Q) YnpflJitн•иu~paзмuинtJ J 4 •. 5.. Исполl:iЗуя биномиальную формулу, са.мостояте.льно 
вычислите слаzае.мые tJ /08(~) вплоть до член011 порядка O(z2

) включительно. 
Q) YnpDЖНeнue-paJNUHil<tJ 14.;6. .ПlJCmpoйme е явном виде все tостояния с а' М2 = 2 

и пqдсчитайте .их число~ проверив, что оно 'действительно равно 3200. Вам 
может rжазаться полезной формула подсчета из задачи 12.11. 

Чтобы получить про:-:изво.пящ:ие функции мя секторов NS и R, нужно понять~ 
каtК считать сосrояния:, построенные с фермионн!Ьiми ·осцилляторами. К счастъюt 

это делае-гся леrко. Опять начнем с исполtьзования Nl. и предположим, что у нас 
сесть ·ОДИН фермион.ный оператор рождения 1-r, дающий вклад r в Nl.. Для 
такого ocuияmrropa можно nостроить только два. состояния IO} и f-riO). Тоrпа 
·производ.ящая функция :есть 

f,(x) = 1 + ~{. (14.64) 
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Так как ~сектор NS содержит осцwшяторы ь~ l/2, ь-:3/2, ••• восьми ВИД()8, связанная 
,с ними проязводящая функция равн:а 

00 

[(1 +х'/2)(1 + .хэ/2)(1 +ж5/2) ... js =По +zn-l)s. (14.65) 
n=l 

Вспоминая1 счто а1 М2 = N.! -1/2 и что у нас имеется восемь бозонных координат, 
основанная на а'М2 nроизводящая функция fнs(ж} для сектора NS равна 

1 
00 

( 1 + xn- ! ) 8 

/Ns(x)= -П . Vx 1- xn 
n=l 

Разлагая д:о нескольких первых порядков, получаем 

1 
/Ns(x) = ·vГж + 8 + 36-JЖ + 128х +402zvx + 1152эi + .... 

(14.66) 

(14.67) 

Это разложение учитывает наличие тахиона при а' М2 = -1/2, восьми безмас
совых состояний и 36 состояний с d М2 = 1/2. Соответствующие состояния 
перечислены в (14.38). 

Для сектора Рамона имеем а' М2 = N.! t без всякой добавки. Так как ферми
I 1 онные осцилляторы d_1:> d_2, . • • нумеруются целыми числами, получаем 

.оо ( 1 + х") 8 

/R(x) = 1~6 П ; _ xn . 
n=l 

(14.68) 

Общий множитель возникает из-за тою, что каждая комбинация осцилляrоров 

поршкдает 16 состояний, действуя на каждое из доступных основных состояниЯ. 

Степенное разложение (~4.68) есть 

/R(x) = 16 + 256х + 2304х2 + ISЗ60x3 + .... (14.69) ' 

Про.и:звошпцая функция NS содержит как целые; так и nолуцелые степени z4 
в т-о время как производящая функция R содержит в разложении только ue. ~ 
·степени х. Обратим внимание., что коэффициенты !В разложении R на са~ом 
деле в два раза больше 'Соответствующих коэффициентов NS. Как мы yвlt..IJOI 
в следующем разделе, 31"0 не случайно. 

14~7. Открь1тые супераруны 

Мы видели, что сектор Рамона обладает суnерсимметрией мирового .THC'Iia. 

на каждом массовом уровне имеется равное число фермионных и бо:зоННIА 
·состояний. Рассмотрим, например, основные состояния. Их всего шестна.лJZ!J;. 

полученныхдействием на IO} четырехлинейные комбинаций, построенных из В!-' 
ле~вых мод d~ . Состояния разбиваюrся на две груnnы IRa) и IR4}, каждая соз~ 
восемь состояний с противоnоложными значениями (- 1 )F. 
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Так как d~ несуr лоренцевекий индекс, они образуют лоренцевекий вектор 
• преобразуюrся как вектор при лоренцевских пrреобразованиях. Однако основ
ные ·состояния пос1р0ены сложнЬllм образом с использованием нулевых мод (см. 
fl4.45) и (14.46)), так что они не преобразуются как векrоры. На самом деле при 
фюренцевских nреобразованиях IR6 ) преобразуются сами в себя, и это же проис
хо::mт с IR4 ). Оба цреобразуются как спиноры, тип преобразования, подходящий 
.1п сосrояний, являющихс:я фермионами в пространстве-времени. Оба ИНllекса а 

и i яв.mпотся спинорными, но они отмечают несколько различные спиноры. Эrо 

·отражает тот факт, что в десятимерном пространстве-времени существуют два раз

ных mna фермионо:в. Забавно, что ·если у вас ·есть только один фермион, нет ника
~оrо смысла ~спрашивать, какого он типа, но как только у вас стало два фермиона, 

вы можете спросить, принадлежат ли они одному типу или двум разным типам. 

Итак, получим ли мы два nространственпо-временных фермиона из основ

.ных ·состояний секrора R? Есть две причины полагать, что ответ должен быть 
~отрицат.ельнrым. Во-первых, есть нечто странное в rом, чтобы получать про

странетвенно-временные фермионы как из IRa), так и из IR4), потому что у этих 
состояний противоnоложные значения ( - 1 )F и, сл~довательно, довольно разный 
характер коммуrации. Во-вторых. nри .nвух пространствеино-временных фермн

онах мы не получим пространственно-временной суперсим:метрии. Оrождествле

ние IRa} с пространствеино-временными фермионами и !IRa) -с пространствен
но-временными бозонами тоже не nодходит, так как пространствеино-временные 

бозоны не мoryr нести спинорный индекс. 

Таким образом !Возникает стратегия: так как все состояния в секторе R имеют 
спинорный индекс, мы только поnытаемся выташить щ:юстранственно-времен

.ны·е фермионы из ·этого сектора. З.аметим также, чrо все фермионы должны 

возникать из состояний с одним и тем же значением ( -l)F. Следуя Льоцци, 
.Ш·ер.ку иОлайву (GSO}, попробуем обрезать сектор Рамона до множества со
стояний с (-1( = -1. Эти ~состояния размещены слева от черточек в (14.54). 
С учетом наmих соглашений, ·это фермионные состояния на мировом листе, 

которые теперь понимаются как сооrояния: .пространствеино~временных ферма-t

онов. Получившийся усеченный tetcrOp называется 'Сектором R-. Сектор R + 
опреnеля:ется каk множество состоянйй R с ( -1 )F = + l. На каждом массовом 
уровне ·он содержи1' то :же чясло состояний, что и секrор R-. 

Л осле эroro усечения nроизводящая функция ( 14.68) ..i1ЛЯ сектора Рамона 
сводится к выражению 

. оо ( 1 + xn)8 
/R=(x) = 8 П 1 - xn t 

n=J 

(14.70) 

так как ЮlЖ.дМ .комбинация осцИЛllЯторов действует теnерь только на восемь 

основных со:сrояний, относящихсsr 1< типу, nозволяющему nолучить { -1 )F = - 1. 
Разлагая в стеnенной рsщ, имеем 

(14.71) 

Здесь содержится восемь беэмассееых ферм;ионных состояний. 
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Пересмотрим т-еперь состояния сектора NS. В нем нет состояний, несущих 
спrинорные индексы, так что попытаемся получить nространственно-временные 

·бозоны из эroro сектора. Основные состояния INS) ® lti+,Pт) содержат тахиоиы 
и имеют (-1)F = -1. Безмассовые состояния ь:112 INS} 0IP+tPr) несуr лорен
цевекий векторный индекс, так что они естественно отождествляются с восемью 

фотонными ·С0С1"0Яниями, возникающими из десятимерного максветювскоrо ка

либровочного поля.. Мы хотим попробовать совместить эти восемь состояний 

с восемъю безмассовыми фермионными состояниями из сектора R. Так как все 
боэоны должны возникать из состояний с одним и тем же значением ( -1 )F, 
мы усекаем сектор NS до множесrва сосrояний с (-l)F = +1. Результирующие 
состояния образуют так называемый сектор NS+. Этот сектор содержит безмас
совые состояния~ и в нем отброшены тахионные состояния. Кроме того, как 
объяснялось выше, iВСе состояния с ( -l)F = +1 имеют нечетноечисло фермион
ных осцилляторов и целое значение о' М2 • Множество уровней квадратов массы 
в секторе NS+ совпадает с множеством уровней квадратов массы в секторе R. 
Сектор NS- , по определению, содержит все состояния сектора NS с ( -1 )F = -1. 
В секто(ре NS- содержится тахион. 

Наши результаты серьезно указывают на то, что полная теория ОIОСрытой 

струны., оnределе:нкая аддитивной комбинацией множества состояний из секто

ров R- и NS+, имеет суперсимметричный спектр. Действительно, уровни целых 

квадратов массы в производящей функции NS (14.67) имеют вырожденвые со
стояния, которые согласуются с вырожденными состояниями ( 14.71) ·сектора R-. 

Чтобы увидеть, соrласуются ли числа фермионных и бозоннъiх состояний для 

всех :уровней, нам ~ужи о построить производяшую функцию !Ns+ (z) для сектора 
NS+. Если взять /Ns(z) в (14.66) и изменить знак внуrри каждого множителя 
в числителе 

_1_ ~~ ( 1- x·n-! ) 8 

у'Х П 1- ~n ' 
n= l 

(14.72) 

единственным эффектом будет изменение знака каждого члена производящей 
функции, оnисывающей состояния с нечетным числом фермионов. Так как это 

каt< раз -re состоянйя, к которым мы стремилисъ, мы м<>жем nолучить желаемую 
щюизвощrщую фунщию вычитанием (14.72) из (14.66) и .nел~ением на два: 

(14.73) 

Для JПространственно-временной суnерсимметрйи 1-{ам нужно, чтобы :выrюлня

лось равенство /Ns+(x) = /R~(x), или в явном виде 

_1 uoo ( 1 + xn- ~ ) 8 _ 
00 

( 1 _ xn- ~ ) 8] _ 8 оо ( 1 + Х. n ) 8. 

2J"i П 1 - zn П 1 - х" ,П 1 - х" 
=l n=l n=t 

(14.74) 

Это хитроумное тожп.ество было доказано Карлом rуставом Якобом Якоби в йё

следовании по эллиnтическим функциям, опубликованном в 1829 r. Якоби назва.1 
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~мулу (14.72) малопонятным 'ТОждrеством: aequatio identica satis abstrusa. В наши 
. .DDI мы узнаем в нем ключевое уравнение, лежащее в основе суперсимметрич-

30й 'Jеории <струн. Критическая размерность 10 таюtrе видна в степенях восемь 
.: обоих сторон тождества. 

Конструктивная теория о11<рытых ,суnерструн есть теqрия единственной за

оо.1няющей пространство стабильной 09-браны. D-брана ·стабильна, так как 

:в теории нет тахиона. 

14.8. Теории замкнутых струн 
Мы видели в главе .JЗ, что простейшие замкнуrые ~струны можно получить 

пуrем мультипликативной комбинации копий открытой струны, движущихся 

вправо .и влево. Это же верно и для теории замкнуrых суперструн, но, так как 

от:~Срытая ,суперструна имеет два сектора (NS и R), секторы замкнуrой струны 
чожно построить ч~етыр:ьмя способами, комбинируя левый сектор (NS или R) 
,с правым {NS или R). В результате появляются че1Ъ1ре сектора замкнугой струны. 

Секторы замкнуrой с1])уны: (NS, NS), (NS, R), (R, NS) (R, R). (14.75) 

По соглашению, левый (L) сектор в(·,·) до~ен соответствовать движению вле
.во. а правый (R) - вижению вправо. У нас также есть операторы (-l)FL и 
(- 1 )FR , подсчитывающие фермионы в L и R секторах, соответственно. В от
крiЫтых суперструнах пространственно-Щ>еменные бозоны во.зникают из сек

·rора NS, а пространствеино-временные фермионы возникают из сектора R. 
18 теориях замкнутых суперструн пространстве н но-временные бозоны возникают 
из сектора (NS, NS), а ·также из сектора (R, R), так как он .дваждЬI)) ферми
онный. Пространствеино-временные фермионы возникают из ,секторов (NS, R) 
"(R, NS) .. 

Чтобы получпт,ь теорию замкнУf<Ой С'фуны с суnерсимметрией, мы Д()JIЖI{Ы 

отсечь tiетыре ~сектора. Соrласо.ванное усечение возиикает тогда, коrда мы дЛЯ 
:начала мсnользуе-м усеченные левые и правые сеЮ'ОрЬI. Наnример, nусть мы взяли 

. {NS+} левый сектор: R _ , nравый сектор: { ~s: } . ( 14. 76) 

Мультипл!Ик,ативно к.омбини:руя Э1!и сект~рЬI; находим четыре сектора суперстру

ны типа JIA, 

Тип НА: (NS+, NS+), (NS+, R+), (R-, NS+) (R-, R+). ( 14.77) 

1В теории замкнуrых струн значение квадратэ. массы определяется выражением 

(14.78) 

rде мl и м,i обоэначаюt операrоры квадрата массы в теориях ОТiФЫ1'ЫХ струи, 
которые исполъзуюrся мя построения левых и правых секторов; соот:ветствен

iИО. Как пол:аrается эамкнуrым струнам, имеет.ся та'КЖе условие согласованности 
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:уровней а0- = а0- • 'Эrо условие гарантирует ro, что левый и правый секторы да
дуг о.динаковые Вю:rадЬI в квадрат массы: а' мl = а' мi. Невозможно построить 
левый и правый секторы, если левый и правый квадраты массы не совпадают. 

Суперструна тиnа IIA не имеет тахионов, а ее безмассовые состояния полу
че.IНы пуrем комбинации безмассовых сосrояний из различных ~секторов: 

(NS+, NS+): -I 
b-112JNS)L ® Ь'!.. 112JNS} R ® Jp+,ifт), (14.79) 

'(NS+, R+): -r 
ь-l/2 IINS} L ® IR;;)я ®lp+,PI-}, (14.80) 

(R-, NS+): !J~)L @ Ь~tt21NS}я @ lp+,iJТ), (14.81) 

(R-, R+): :IRa)L 0 IR;;}н ® lр+,.;т). (14.82) 

Состояния в ( 14. 79) несуr дiВЗ независимых векторных индекса 1, J, пробегающих 
IВОСеМЬ значений. Поэтому всего имеется 64 бозонных состояния. Точно так же, 
как безмассовые состояния в теории бозо:нной замкнутой струны, они несуТ 
два векторных индекса. Поэтому мы получаем rравитон, поле Кальба-Рамона 

и аилатон. 

(NS+, NS+) безмассовое nоле: 9pv. Bpv. ф. (14.83) 

(9 Упрожнение-разминко 14 •. 7. Посчитайте числа состояний гравитона, поля Кал:. 
ба-Рамона и дилатона в 1 О измерениях. Сложите эти числа и убедитесь, что 
п,олрчится 64. 

Состояния в (14.80) и (14.81) включают только один вакуум Рамана, и по
этому являются просrрансrвенно-временными фермионами. При а = l, ... , 8 
и Б= I, ... , 8 nолучается всею 2 х 8 х 8 = 128 фермионных состояний. Наконеu. 
,состояния в ( 14.82) включают произведение двух основных состояний R, они 
~дmжп..ы• фермионные и следовательно ямяются nространственно-временным 
боэонами. Имеется 8 х 8 = 64 безмассовых бо:юнных состояний (R-, R +). Вместе 
·С соtтояипямй NS-NS в (14.79) они образуют всего 128 безмассовых бозонных 
состояния замкнутой суперструны. Как и требуется суnерсимметрией, эти со

·сrояния согласуются с 128 безмассовыми фермионными состояниями секторов 
R-NS и NS~R. 

Следует сказать.~ чrо похожая теория струн типа IIA возникает, если в (14.76) 
поменять местам:и секторы R+ и R-. Очевидно, что суперструна типа ПА воз· 
никает ro.rдa, когда левые и .nравые усеченные ООК'i'ОJ)Ы R nринадлежат разньrw 

Другая теория - суперструна типа ПВ - возни~ет в случае, если выбранныt 

секторы Рамона nрииздлежат одному тиnу, 

{NS+} лравый: R- (14.&4J 
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'Безмассовые сосrояния этой теории: 

(NS+t NS+): 

(NS+t R-): 

'(R-, NS+): 

(R-, R-): 

-r 
Ь-I/21NS)L 
~r 

Ь-tniNS)t 

IRo}L 
JRc} L 

@ b~I/2INS}R 

® IR.ь)R 

® Ь~IJ2INS)R 
® IRь)я 

® [р+,Рт}, 

® IP+,.Pr), 

® lр+,_рт), 

~ IP+,Jh}. 

(14.86) 

(14.87) 

(14.88) 

( 14.89) 

Похожая rе.ория типа IJB возникает, если заменить оба сектора R- в (14.84) 
.на секторы IP+. 

В то время как (NS+, NS+) бозоны теорий типа IIA и типа 118 одинаковыf 
бозоны R-R заметно отличаются. В теории 11иnа IIA безмассовые R-R бозоны 
вк.ппочают максвелловсК:ое поле Ар и трехиндексное антисимметричное калиб

ровочное поле Apvp· В теории типа ПВ безмассовые R-R бозоны включают 
скалярное поле А, поле Кальба-Рамона А1111 и полностью антисимметричное 
ка.Тiибровочное поле A11"pu с четырьмя индексами. Суммируя, nолучаем: 

безмаосовы.е поля R-R типа IIA; А11 , А1111р, 

безмассовые поля R-R типа 118: А, AJШt AIAviiO'· 

(14.90) 

(14.91) 

Приведеиные выше поля R -R связан!ЬI с существованием стабильных 'D-бран 
в ·теориях суперструн типа 11. Мъ1 обсудим это в разделе 16.4, где объясним, 
чrо стабильные D-браны на самом деле зар.яж:ен!Ы. В теории бозонных струн все 

Dр-браны нестабилъны и ни одна из них не заряжена. 

Два усечения (14.75), Обсуждавшихея выше, привели к rеориям суперсиммет
ричных замкнуrых струн. Другие усечения (14.75) таюке совместимы, но резуль
mрующие 11еории н~е :ямяются .суперсимметричными. Эти усечения используют 
·~ктор NS~ , приводя к спектру с тахионамй. 

Q) Упражнение-разминкs 14.8. Какой сектор (секторы) можно скомбинировать с 
левы.м сектором NS-. чтобы получить согласованный сектор замкнутой струны? 

В дополнение к теориям тиnа П, имеютсJi также две теории гетеротиче

ских J) суперструн. Это очень июересные теории замкнутых струн. В то время 
:как замкнутая ·суперструна типа 11 возникает в результате комбинирования Jileвoй 
и правой коnий открытых суперструн, в rетеротической струне мы комбинируем 

левую открытую iбозопную струну с правой открытой суперструной! Из 26 левых 
бозоннrьrх координат бозонноrо множителя rолыю десять согласуются с nравыми 

бозонными :координатами су:перструнноrо множителя . . В результате, эта теория 
эффектйв:но сушесrвует в лесятямерном nростраНС'fБё·временя. Гетеротйче-ские 
t'фуны существуют в двух вариантах: mл Е8 х Е8 и тиn S0(32). Эти цифры 
характеризуют гр-уппы симметрии, существующие в теор--иях. Группа Ев ямяется, 
на самом деле, сtrмой большой исключительной rруnпой (обозначение Е от слова 

•> Термин гетсротическая (еще ранее - rеrерозисная) струна заимствован из биологии, где rете,ро
зис ( «tибрИднu сила.) означает усиление желательных 'Свойств у гибрида по сравнению с исходными 
образцами ЖИВО'fН'ЫХ ил:и растени!t. - Прим. ред. nepe6oaa. 
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exceptional., исключительная). Группа 80(32) естъ rруппа, поро.ж..щаемая 32 х 32 
матрицами, коrорые ортогональны и имеют единичный детерминанr. Обсужде

ние гетероткческой 50(32)-теории можно найти в задаче 14.5. 
Наконец, в дополнение к обоим теориям типа 11 и rетеротическим теориям, 

существует теория типа [. Эт-о суперсимметричная теория открытых и замкну
тых неориентированных струн.. Теория струн нео!Риентирована (см. задачи 12.12 
и 13.5), если сос·юяния теории инвариантны относительно операuии, обрашаю
щей ·ориентацию .струн. Теории типа 11 и гетероткчески е теории являются теори
.ями ориентированных эамкнуrых струн. 

Полный сnисок десятимерных суперсимметричнiых теорий струн выглядит 

следующим образом: 

• ТiИП ПА, 

• тип пв, 

• Ег .х Е8 гетеротическая, 
• S0(32) rетеротическая., 

• тип 1. 

Все эти rtять теорий известны с середины 1980-х rт. Вскоре после их открытия 

были найЛен.ы некоторые связи между ними, но более ясная картина возникла 

rо.лько в конце 1990-х гr. Было покаэано, ·что в пределе, когда константа вза

имодействия струны устремляется к бесконечности, теория типа ПА переходит 

в 1tеорию в одиннадцати измерениях. Эта теория называется М -теорией, причем 
смысл М будет уточнен, когда природа теории станет ясной. Однако известно, 

что М-теория не является теорией ·струн. Эта теория содержит мембраны (2-
браны) .и 5-браны, но этибраныне являются D-бранами. Может случиться, что 

М -:теория в конце концов сыrрает выдающуюся роль в понимании теории струн. 

Открытие Mliorиx других ·соотношений между пятью теор.иями струН и М -теорией 

сделало ясным, что на самом деле мы имеем тол-ько одну теорию. Этот резуль-rат 
фундаменl'W1ен: существует ешшственная rеория, а пять теорий суперструн и М
теория явпяются ра1Личными пределами этой единственной теории. 

Неясно, ямяются ли &>зонные струны частью этого взаимосвязанноrо мно

жества теорий. Они оnреJtеленно кажуrся существен-но шличающимися от су
перструн. Однако, было ~бы очень интересно, если бы все теории струн оказались 

одной теори·ей. Были предложения, что теории бозонных струн и cynepcтp}lf 

связаны через космологич·еские ·решения. Определенно, мы еще не услыша.lИ 

.последнего слова по этому поводу. 

• Jадоча 14.1. П·оасчет боэонных состояний 

(а) Рассмотрим k iобыч:ньrх коммутирующих осцнлляторов а1 с i = 1, ... , k. 
Сколько произведений вида ai1 а12 можно nосrроить? Сколько :виn.а ai• ai2 ai:? 
Сколько вида a1•a'i2fi 3ai4 ? [Указание: испол~уйте результат задачи 12.11.) 
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• ·б) Перечислит.е и сосчитайте состояния на уровне а' М2 .;.:; 3 открьrrой бозоii

ной стру-ны.. Убедитесь, чrо вы nолучили то же число состояний, которое 

предсказывается производяшей фуносцией J0,(x) в (14.63). 

• Зоа-очо 14.2. Проиэв,од:ящ-ая функция АМ теории неориентмрованнwх 6о.Jонн~ех 

01\кр:ытых сrрун 

Запишите производящую функцию для теории неориентированных бозонных 
открытых струн~ начав с произоодящей функции f 0 ,(x) для полностью ориенти
рованной теории и добавив слаrаемое, осуществляющее проекцию на неориен

nrрованны·е состояния. 

• 3DiJaчa 14.3. Массовый уровень открь1той суnераруны 

ta) Рассмотрите ВОС·емь антикоммуrирующих переменных ь•' rде i = 1, ... '8. 
Сколько неэквивалентных произведений ВIИ,да ьi• bi2 можно построить, пре
небреrая знаками? Сколько вида .Ь;'b82li3 '? Сколько вида ь;• Ь82 Ь;3 Ь;4 ? 

t б) Рассмотрите первый и второй ·!ВОзбужденные уровни открытой суперструны 

(а' м2 = l и а' м2 = 2 ). Перечислите СОС'ЮЯНИЯ в сеюгоре NS и состояния 
в се!КТОре R. 

• ЗlliJoчa 14.4. Вырощде.ния замкнутой струны 

~"'Я сосrояни!Й замкнутой струны левосторонние и ПiРавосторонние возбуждения 

оnисывают(:я как ·состояния открытых струн с одинаковыми значениями а' М2 • 
Эначе.ние а' М2 мя состояния замкнутой струны в четыре раза больше этою 
значения. 

(.а) Установите :значения о.' М2 и приведите список вырожденных состояний для 
первых пяти уровней массы в теории замкнугой бозонной струны. 

(б) Установите значенiИЯ о:' М2 и приведите отдельно список выро:жденных со
стояний боюнов и фермионов для nяти уровней массь1 з:амК~~уТЬ~х суперструн 
m.па ПА. Будет ли mлwча1ЪСЯ результат для типа Н В? 

• Зо8оча14.5. Подс11ет сосJояниИ в теории rетероти'lеских S0(32) струн 

В rетерОТнческой (замкнуrо.й) теории сtрук nравосторонняя часть теории совnа
.;rает с 01!Крытой суперструной. Имеется сектор NS, состояния к()Т(),роrо строятся 
с осциЛJ11яторами a:n и ь:n, действующими на вакуум NS. Имеется также сек
т.dр R, сОС!Юяния которого строятся из осцилляторовj a~n и d~n t действующих 
на основные оостояиия R. Индекс 1 принимает 8 значений. Применямо стан
дартное 'GSО-проекrирование на NS+ и R-. 

Левосторонней частью теории ·является теория бозонной открыrой струны. 
24 поперечные координаты разбиваются на 8 бозонных координат Х1 с осцилля
Jорами a:n и на 16 особых бозонных кординат. Неожиданные реалии двумерной 
физики позволяют нам ·заменить эти 1·6 координат 32.двумерными левосторонним 
фермионными полями ~А, r.де А= 1~ .2 •.•• ~ 32. Антикоммуrативность фермион
нЫх nолей ~А nодразумевает т.о, чт.о левосторонняя часть теории та:юке обладает 
секrорами NS' и R', которые зашrрихованы, ,Д)lЯ тоt<о чтобы отличать их от стан
дартных се.кторов NS и R открытой суперструны. 
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Левый сектор NS' строится посредством ОСЦИJШЯторов ii~n и Л~n, действу
ющих на вакуум 1 NS') L, полагая, что ( -1 )Fz. = + 1: 

(-l)FLI NS' )L = +1 NS' )L. 

Простейшая формула для массы в этом состоянии имеет вид 

1 - - 2 ~ ""' - 1 - 1 1 ~ .А А 
а ML = 2 L..J a_nan + 2 L..J rл_,.л,.. 

n#O rEZ+! 

Левый сепор R' строится посредством осцилляторов a:n и Л~11 , действую
тих на множе:стве основных состояний в R'. Простейшая формула пля массы 
состояний в этом секторе имеет вид 

1 2 l "'"" -1 -1 .А .А а ML = 2 .L.."(a-nan + nЛ_nЛn)· 
n#O 

Импульсные метки .не нужны в данной задаче, и по этой причине они по

всюду опущены. 

(а) Рассмотрите левый сектор NS'. Запишите точную формулу для квадрата мас
сы с нормально уnорядоченными осцилляторами и подходящую константу 

нормальноrо уnорядочения. GSО-проекция в данном случае удерживает со
стояния с (-l)FL = +1, это и оnределяет левый сектор NS'+. Запишите в 
явном виде и перечиСJIJите состояния, соответствующие тм нижним мас

совым уровням, указывая соответствующие эначеRия а' ML· (Это достаточно 
ДЛИННЫЙ СПИСОК.) 

~(б) Рассмотрите левый сектор R'. Запишите точную формулу для квадрата массы 
с нормально ,упорядоченными осцИЛJlяторами и подходящую константу нор

мального упорядочения. У нас имеется -32 нулевые моды Л: и 16 линейны.' 
комбинаций ведуr себя как ornepa11opь1 рождеifия. Как обычно, для nолови· 
НЫ ·ОСНОВНЫХ СОСТОЯНИЙ ИМеет МеСТО ( -l)FL =: + 1, а ДЛ.Я друrой ПОЛОВИНЫ 
(-1 )F-" = -1. nусть 1 Ra ) L обозначает :основные состояния с ( -1 )FL = + 1. 
Сколько насчитывается основных с·осrояний 1 Ra ) L? Оставляем лишь состо
яния с (- 1 )Ft = + 1 ; эrо и опреп:еляет левый сектор R' +. За.пишиrе в явном 
виде и перечислите состояния1 соответствующие двум нижним массовьu. 

УJРОВН:ЯМ~ указывая соответствующие значения а' Mi. (Это более коропаd 
список.) 

На любом массовом уровне а' м1 == 4k rетеротяческой струны nрос11ранствен
но-временные бозоны полуЧаются тензориым умш>жением ( *Тенэорированием .. • 
всех .левых состояний (NS1 + и R' +) с а' ML = k на правосторонние NS+ состо
яния~ для которых а; Mi = k. Подобным образом пространственно-временн::wt 
фермионы получаются тен.:юрированием всех левых состояний (NS1 + и R' ._,._ J с 

n' мi = k с пространственными состояниями сектора R-; ДЛЯ которых а' мj = t
На любом м.ас,сооом уровне, на котором отсуrствуют либо левые, либо npaвwit 
сосrояния, нельзя сформировать оостояния: гетератической струны. 
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1 в) Имеются ли тахионные оосrояния в 1'еории rетеротической струны? Выnи

шиrе безмассовые состояния теории {бозонные и фермионные) и опишите 
поля, ассоциируемые с бозонами. Подсчитайте полное число состояний в 

теори:и rетеротичесюой струны (бозоны мюс фермионы) при ciM2 = 4. 
OmtJem: [8 883 584 состояния. 

IГ) Заn.иmите производящую функцию /L(x) = Er a(r)xr для всеrо множе
ства GSО-усеченных оосrояний .в левостороннем секторе (включающем как 
NS'+~ так и R1+ состояния). Исnользуйте соглашение, что a(r) считает 
чrисло состояний, для осоrорых выполняется a'Ml = r. Используйте /L(x) 
и алгебраический манипулятор для нахоЖдения nолного числа состояний в 

11еории гетератической струны ПIРИ а' М2 = 8. Ответ: 6 209 372 160. 





Часть 11 

ДАЛЬНЕЙШЕЕ 
РАЗВИТИЕ 





Глава 15 

D-брань1 и налибровочнь1е полн 

Иэучавwиеся до сих m·DP открытые сrруны описываJiись координа;уам1и, каждая иэ кото· 
рых подчинена ГtРаничны.м условиt~м !Нейма!На. Такие от1крытые струны распространяютСJI 

вдоль мирового об1>ема 025-браны, заполняющей собой все пространство. В этой главе 
изучаеJся квантование открытых струн, nрикрепле1нных к более общим 0-бранам. Мы 
начнем на1w анапиз со случа·н одной Dр-браны с 1 ~ р < 25. Затем обратимся к случаю 
нескольких п.арал.nельных Dр-бран и рассмотрим IВОЭНИIКНовение взаи,модейсrвующих 
безмассовых !Векторных nолей, а также воэможноетtЬ &оэни~ноеения массивных вектор
ных nолей. Далее мы рас·смотрим случай параллеnьных D-бран раэпичных раэмер~осrей. 

15.1 .. Dр-браны и rраничные усповин 
Dр-брана - это протяженный объект с р пространствеиными измерени

ями. В бооонной теории :струн, rде число пространствеиных измерений рав

но 25, 025-брана запол~няет :собой все пространство. Буква <<D• в обозначен~~ 
Dр-браны означает граничные условия Дирихле.. В присуrствии D-браны ко~~ ~ 

uы открытых струн должны лежаrь на бране; в дальнейшем мы убедимся,;~ч~. { 
это требование накладывает н.а движение концов открытых струн ряд ~раниЧных, 
:условий Дирихле. t: · 

Не все протяженные объекты в теории струн являются D-бранами. HawJ
~tep, струны являются 1-бранами, потому что это протяженные объекты с о~нйм 
лросrранственным изме1рением" о.днако они не являются D 1-бранами. Б)1а!,tЬ1 ~~ 
,с р nространстзенliiЫМи измерениями принято называтъ р~бранами, О~брана ~! f 
это чro-ro вроде частицы. Мировая .лини·я частицы одномерна, а мировой объ

ем р-браны является (р + 1) -мерным. Среди р + 1 измерений одно является 
временным измерением; а осt'а.Льные р являются пространствеиными измерени

.ями. Мы уже обсуждали концепцию D-бран в разделе 6.5. Дополнительно в задаче 
·6.11 было рассмотрено ЮJiассическое дв.ижение открытых струн, заканчивающих~ 

'ся на D·бранах различных размерностей. Основной темой этой главы является 
квантование оnрытых струн в присутствии разJilичноrо рода D-бран. Это интерес

ный: nредмет~ имеющий большое значение дш1 задачи пос1р0енюr реалистичных 
физических моделей на основе теории струн. Более того. изучение D-бран и rра
витаuионных полей; которые они порождают, уже привело к новым удивитель~ 

:ным откр!Ьimям в изучении сильновзаимодействующих !Калибровочных теорий. 

В этом разделе мы введем обозначения, необходимые для описания D-бран, 
после чего сформулируем подходящие rраничные условия. Пусть d обозначает 
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общее число просrранС'fВСННЫх измерений теории: в рассматриваемом случае d=25. 
Общее число прос1раиственно-временных измерений равно •> D = d + 1 = 26. 
Dр-бра:на с р < 25 расположена вдоль р-мерноrо подnространства 25-мерноrо 
пространства. Мы сосредоточим наше внимание на nростых Dр-бранахt являю
щихся р-мерными rиперплоскостями в D-мерном пространстве. Каким образом 
можно задать такие mперnлоскостИ? Для этого необходимо иметь ( d - р) ли
неАных условий. В трех пространственнь'IХ измерениях (d = 3), 2-брана (р = 2) 
является плоскОС"fЬю и задается одним линейным условием (d- р = 3- 2 = 1). 
Например, z =О задает плоскость (zt у). Таким же образом, струна вдоль оси z 
(р = l) задается двумя линейными условиями { d - р = 3 - 1 = 2): х = О и у = О. 
Необходимо иметь столько же условийt ·сколько существует пространс18енных 

координат, нормальных к бране. 

Теперь рассмотрим Dр-брану. Введем пространствеино-временные коорди

наrы zP t rде индексы р = Ot lt 2, ... , 25 разбиты на две группы. Первая группа 
·СОСТОИТ из координат, касательных к мировому объему браны. Это одна времен
ная координата и р пространственных координат. Вторая груnпа состоит из ( d-р) 
коор)II.Инат нормальных к мировому объему браны. Тогда можно записать 

о :) ...JJ 
х ~ х , ... ,;t;"t 

.JJ+l .JJ+2 . d 
;t;" t"" , ... tx : ( 15.]) 

касапльные Dр-коор.аинаты нQрмальные Ор-координаты 

Положение Dр-браны о~деляется фиксацией значений координат. нормальных 
к поверхности 6раны. С учетом этого разбиения запишем 

,..о = ;;:о, а on + 1 d ., .._ =r , ••• , . (15.2) 

Здесь ха - эrо набор (d- р) постоянных. Ст,рунные координаты Х11 (т,о-) раз
~биваются совершенно аналогичным образом 

хр+1 хр+2 xd 
' ' .... ' ~ 

(15.3) 

Так как концы открытой струны должны леЖйтъ tt~ Dр-бране, то струнные ко. 
·ОРИИ:НаТЬI, нор-мальные к поверхности браны, должны удовлетворять граничныч 
условиям Дирихле 

(15.4• 

Струнные координаты Х4 называются DD~коордииатами~ nотому что оба кон
па удометворяют rра.ничному усл(овию Дирихле. Концы о11<РЬIТЫх струн моrу: 
свободно двигаться 1\домь направлений, касательных к D-бра.не. В результате. 

С"фунные координаты, касательные .к D-бране, удовлетворяют граничным ус.1о. 
виям Неймана:: 

т= О, 1, ... . ,р. (155. 

l) BHИNa'iltJIЬНый Чlf1'ilftiiЬ дотк:ен замепп:ь, что буквы D . обозначающее чмело 113м<:реюtИ . \о! !> 
нспольэуемое AIUI D-бра:н, отлича.ют.си наклоном. - Прим. ред. перееода. 
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Эти струнные координаты называются NN-·координатамиt nотому что оба J(ОНЦа 

~:tов.'lепюряют rраничному условию НеИмана. Мы видим, что разбиение (15.3) 
ва касательные и нормальные координаты одновременно является разбиением 
на координаты, удовлетворяющие, соответственно, ·граничным условиям Нейма
на и Дирихле: 

(15.6) 

NN-коордИнаты DD-координа11'Ы 

~lЯ roro чтобы исполiЬЗОвать калибровку -светового конуса, необходима по край
.ней мере одна NN -координата, которая, вместе с Х0 , может быть использова
на д1[Я определения координат х±. Таким образом, следует положить р ~ 1 • 
!ВС..lежствие чего наш анали·з становится неприменим к струнам, прикрепленным 

1к DО-бранам. DО-браны являются rnoJ!IHOC'I!ЬIO самосогласованными объектами, 
о.з.на:ко .для их изучения нам nонадобятся методы лоренц-ковариантноrо кванто

вания {см. главу 24 и :щдачу 24.4). Координаты светового конуса будут обозна
чатьс:я следующим образом 

i = 2, ... , р и а = р + 1, •.. , d. (15.7) 

NIN 

15.2. Квантование открыть1х струн на !Dр-бранах 

Задав граничнме условия для раЗJiичных струнных координат, мы можем nе

рейти к квантованию -открытых е1рун на Dр-бране. Цель nоследующего анализа 

·состоит в том, чтобы оnределJИТь спектр состояний открытых струн и с nомощью 

зrого результата глубже .понять nроисходящее в мировом объеме Dр-браны. 

Работа, nроделанная нами в главе 12, оказывается весьма полезной и для те
кущих целеА .. NN-координаты Хi(т, .tr) удовлетворяют в точности таким же усло
виям, ~еоторым удометворяют конусные координаты Х1 (т, и) открытых сtрун, 
прикре.nленных к D25-бране. Все разложения и коммутационные соотношения 

. 1 
зля координат х* могут быть получены из выражений для х пуrем замены 
I ~ i в СОО'I'Ветствующих уравнениях. 

На-nомним~ что координата х- б:"ъutа оnределена в терминах nоперечных 
конусных коорnинат уравнением (9.65): 

х- ± х-' = -·-. -·-(xi ± xi')2. 
2а1 2р+ 

(15.8) 

Кроме того, разложение по модам Х1 ± Х1' залавалось выражением (9.74): 

xi ± xi' = V2ij Е a~e-i11(r±6'>. 
nEZ 

(15.9) 

Совершенно аналоrичноо разложение по модам имело место для координаты х- : 
·оно не .изменнится, та!К как х- по-прежнему является NN·координатой. Предьt

дущие уравнения И разложение Х- привели К ура:внеНЮIМ (12.105) И (12.106), 
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которые е.диным образом можно nредставить в виде 

2р+р-:: ~(4а~а~+ f~~a~+a). (15.10) 

При квантовании струн на D25-бранах константа упорядочения а определялась 

равной минус единице. Для Dр-браны индекс координат светового конуса 1 = 
= 2, ...• 2S разбивается на отмеченные индексом i DD-коорnинаты и отмечен
ные индексом .а NN-координаты. Таким образом; (15.8) принимает вид 

(15.11) 

Как объяснялось ранее, разложение для координат xi выглядит следующим 
образом 

X,i ± xi' = v'2ail: a~e-in(т±q). (15. 12) 
nEZ 

Необходимо исследовать именно координаты Ха. Если для ха справедливо 
разложение, анмогичное (15.12), то мы ·смо~ем н.айm р-, производя в (15.10) 
разбиение 1 .-. ( i, а), ровно таким же образом, каким было получено выражение 
(15.11). 

Теперь мы готовы рассмотрет.ь новый аспект квантования открытых струн, 

nрикремеиных к Dр~бране. Координаты х•, нормап.ьные к поверхности браны, 
уд:ометворяrют волновому уравнению, и поэтому общее реше,ние является супер

позицией двух волн: 

а l{a , ) а ) Х (т,О') = "2 / (т+ <7 + g (т- О') . 

Рассмотрим граничные условия (15.4). При и= О получаем 

Xa(r, О)= ~ {/4(т) + g4(т)) == х'\ 

так что g4(т) = -/4(т) + 2~4 , и в итоге, 

1 
Х4(т,и)=Ж4 + 2(/4 (r+q)- / 4 (r-q)). 

Граt~ичное условие при tf = 1r приводит к соотношению 

(15.13) 

(15.14) 

(15.15) 

(15.16J 

Оно означает, что / 4 (и) явля·ется периодической функцией с периодом 21Г. Эrо 
приводит к следующему разложению: 

00 

/4(и) = ft +Е (J: cos nu + 9: sin nu). (15.1 7 • 

n=tl 



) 
J ~· 

о" . 
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Интересно заметить, что линейный по и член отсутствует.. Такой член присуrстврjJ ~ 1 
ва.11, когда координаты удовлетворяли граничным условиям Неймана, потому чrо ' -
в этом случае периодической была производная /'(и). Подставляя (15.17) в (15.JS) 
и шелая некотQрые тригонометрические упрощения, находим 

00 

Х4(т,и) =z4 + L:(-/:sinnтsinnи+i:cosnтsinno). (15.18) 
n=l 

Переопреше.т~Я коэффициенты разложения, которые в любом случае произволь

ны, можно записать 

00 

Х4(т, n) = х4 + L: (1: cos nт + J: sin nт) :sin nd. (15.19) 
n=l 

Тах как линейный по т член отсутствует, усредненный ло времени полный им

пульс струн1ы в направлении Х8 равен нулю. Это вполне естественно, так как 
.струны должны оставаться прикрепленными к браке. Если бы член р4т присуr
·СТВОВЗJ[., концы струны q =О, 1r не оставались бы в точке Х4 = Ж0 при т =1=- О. 

Ддя построения кванrовой теории, ассоциированной с сектором персмен
ных Х4 , сначала рассмотрим uассические величины, которые описыJВают дви
жение открытой Сiруны ·соrласно уравнению (15.19). Так как мы хотим прокван
товать открытые струны, прикрепленные iК фиксированной D-бране, величины Х0 

не подходят для описания различных струнных конфиrураций. С другой сторо

ны, движения открытой струны параметризуют величины (/", /"). Поэтому, при 
квантовании открытой струны величины Ж4 оста101ся числовыми персменными 
и не квантуются,. а величИны (/4 ,j4 ) становятся операторами. -

D.ля упрощения дальнейшего анализа~ перепiИшем (15J9) в терминах осцил-
ляторов: 

Х4{7\ q) == ж• + .J2ij Е .!. а:: е -inт sin м. 
n 

n~O 

(15.20) 

Если выполнено обычное условие эрмитовости осцилляторов (a:)t = а~,., то 
~сrрунная координата х• является эрмитовой. От-метим, что нулевая мода ag 
-t)тс-утствуеr. Учmьtвая 

nолучаем 

Х" == -iJfil L а: е -inт sin м' 
n~O 

Х41 = J20i~ a:e-inт cosnu, 
n#O 

(15.21) 

Х41 ± :.t·B = v'2Qt Е a:e-iri('Г~D'). (15.22) 
в#О 

Это выражение похоЖ<е на (15.12), однако имеются два различия. Во-первых; при 
выборе отриuате.льноrо знака возникающие комбинаnии проиэводных отлича

ются общим знаком. Во-вторых, в (15.22) нет нулевой моды. 
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Теnерь процедура .квантования проводится напрямую. Обозначая рта( т~ u) = 

= Х4 /21Га', ненуле,вые ~оммуrационные соотношения постулируются в виде 

(15.23) 

СJ11едуя рассуждениям из раздела 12.2~ этот ~оммутатор может быть переписан 
в в.и.ае ·(12.30), rде (1, J) заменено на (а, Ь). Так как осцилляторнос разложение 
(15.22) имеет стандартный вид, предьщущие рассуждения полностью п~реносятся 
1на Л<от случай. Упомянуrое выше различие в общем знаке нес-уществеt~но, так I<аК 

(х~' ._ Х0) ВОЗНИ!Кает .дважды в СОО11ВеТСТВУJОЩИХ коммуrаторах. Таким образом~ 
получаем 

[в~, а~] = тба61т+n.о. т, n 1= О. ( 15.24) 

Оf1суrствие нулевых мод не нарушает совместности процедуры: величины Х0 

являются константами и :не имеют сопряженных импульсов в силу ао = о. 
Различие в знаке тоже несущественно для вычисления (15.11), так как (Х4'- Ха) 
возникает дважnы. Таким ·образом, уравнение ( 15. ~ О) может быть nредставлено 
в виде 

2р+р- = ~ ( а'р'р' +) ;[a'..na~ + a~na:]- 1). 
n=l 

(15.25) 

Эту формулу сле.дует прокоммеНТИJХ>DаТh. Так как р4 "' ао = о, то слагаемое 
.а~.а~/2 просто сводится к виду a'pipi (напомним, что .ag = VfiipP). Как и в слу
чае D25-браны, :константа упорядочения выбрана равной минус единице. Кри

тическая размеrрностъ таюке не изменилас1Ь. Это вполне естественно, так Ха и Xj 
различаются только стрУJСIУРОй нулевых мод. В частности, наивные вклады, не

обходи.мые ДЛЯ нормалЬ'НОГО упорядочения L~' одинаковы д1UI х~ и ддя xi. 
Из (15.25) следует, что 

М2 = -р2 = 2р+р-- pipi = ~ (t(a~nO'~ +a~nO:] -·)· (15.26) 
П= J 

Подсrановка операторов рождения и уничтожения дает 

(15.27) 

Теnерь рассмотрим проотранспо состояний k&антовой струны. Основным состо
янием струкы на фоне D25 .. браньr являл<Хjь lp+, iт). rде Рт = (р2 ••.. ,р25) --

ве:кrор ·С компонентами р1• Теnерь и-t~декс 1 пробегает значения как i, так и а. 
но нет операторов р0 , поэтому основное состояние в даннон теории nараметри
зуеrся ТОЛЪКО р + И .Р1 : 

(l5.28t 

·Остальные оосrояния строятся .деИС'fВнем ОСЦИ.J1JI.SЛ'оров на основное состояние. 
Рассмотрим осцюшяrоры, расnоложенные вдоль nоверхности браны: 

а~, n ) 1, i == 2, ... , р; 
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il осuилляторы,, нормальные к поверхности 'браны: 

,,. = р + 1 ' ... ' d. 

Тnи.м образом. векторы пространства состояний имеют виn 

Во.1новъrе функuии Шрёдингера можно записать в виде 

tPi2 •. . i,ol ... (Ц(т' Р +, PJ. 

(15.30) 

(15.31) 

(15.32) 

lfюеiК.сЫ юлновых функций, как и инде!КСЫ осцилляторов, бывают двух типов: 

июексы напрамений, касательных к бране (ицдексы i), и индексы направлений, 
нор~.альных к бране (индексы а). 

В теории поля, описывающей состояния струны, поля имеют тот же вид что 
и струнные волновые функции Шрёдинrера. Таким образом, возникает вопрос: 

r.1e определены поля, сооrветствуюшие (15.32): на всем проС'IJ)анстве-времени 
Jt.1И liOJJIЬKO на не:котором под:пространстве? 

Так как nоля явля.Ю'Гся функциями импульсов ti, после иреобразования Фу
рье их можно рассматриваii'Ь !КаК поля, зависящие от координат zi. Зависимость 
от т является, на самом деле, зависимостью от z+, а зависимость or р+ преоб
разованием Фурье может бы11Ь переведе на в зависимость от z-. В совокупности 
.возникают 1юля, зависящие от х+, х- и х•, где i = 2, ... ,р. Это в точносm 
~р + .1 )-координата в мировом объеме Dр~браны. Вполне естественно ·сделать 
вывод, ·что ли поля фактически расположены на Dр-<бране. Действительно, ми

ровой объем- это единственный подходящий претендент на роль (р+ 1 )-мерного 
nшшространства пространства-времени. 

Наши р-ассуждения предполаrают, но не доказывают, что поm~ находятся 

на Dр-бране; векторы состояний и волно-вые ФYiiJ<1UfИ струны не зависят от nо
.1ожения ~а Dр-браны. Как можно было t>ьt доказать~ чrо поля действительно 
расположены на Dр ... бране? Для этого требуется рассмотреть взаимодействие 
струн, Так как у замкнуrых С11Рун нет концов, они не мoryr бЬ11Ъ зафиксированы 
на D,-6ранах и распространяются по всему пространству~времени. Рассматривая 

рассеяние замкнуrьrх струн н:а Dр·бране, можно узнать~ происходит ли взаимо
действие между nолями сектора замкнуrы:х струн и полями сектора открытых 

струи в мировом объеме ОQбраны. Ответ окаЗJывается положительным. Однако, 
утверЖJ1ения о том~ rде о.пределены поля отк:р:ьrnых струн, являются неодно~ 

значными и даже ка.либровочио-неинвариантными, причем различные ответы 
no отдельности мoryr бьrть совершенно Rеnротиворечивыми. 

В з:аЮJючеиие нашего анмиза Dр~браны, приведем список и nодробное 

описание полей, уловлетвор.Jнощих условию М2 ~ О. Все эти пorot распол:оже
нъi на Dр-бране, поэтому ·следует устано.вить их трансформационные свойства 
относиt>ельно лоренцевекик преобразований, сохраняющих Dр-брану. Преобра

зования ямяются лоренцевекими nреобразованилми в р+ 1 измереюmх, а пом, 
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например, мoryr быть скалярами или веК'Юрами. Начнем с простого - с основ-

ноrо состояния: 

2 1 
jp+; р), м = --. (15.33) 

(Jt 

Такое оосто.яние является тахионом на бранеиимеет такую же массу, как у тахи
он.а, iВОзникающето на 025-бране. Разумеется, соответствуюшее тахионное поле 

на ·самом деле .является JiJОренцевс.кием скаляром на бране. 

Следующие состояния получаются действием Qдного осциллятора на основ

ное состояние. Сначала рассмотрим ·случай осциллятора, расположенного вдоль 

координаты, касательной к бране: 

ifl + ... ) anp,p ., i = 2, ... t р, (15.34) 

При произволъных импульсах это набор из (р + 1) - 2 безмассовых состояний. 
Более того, индекс, нумерующий ·Состояния, соответствует координатам на бра

не) поэтому совокупность состояний преобразуется как лоренцевекий вектор 

на ·бран.е. Так как число состояний ра!Вно пространствеино-временной размер

ности б,раны минус два, то очевидно, что состояния ямяются nоляризациями 

·ФОТОна. Соответствующее поле ·является калибровочным полем Максвелла, рас

nоложенным на бране .. Таким образом получаем фундаментальный результат: 

в миро.вОм .. обкмс. .DjМ)раиН .сущесrвует поле. Максвелла. . (15.35) 
' . 

И наконец, рассмотрим случай, когда на основное ·Состояние действует ос
циллятор, располо:ж:енный вдоль координаты, нормальной к бране: 

otl + ~) а1 р , р . , а= р + 1, ... , d, М2 =0. (15.36) 

При произоольных импульсах эrо (d- р) С'остояний~ расположениш на бране. 
Индекс а не .яВJIЯеrnя лоренuевскием, ott проото считает число состояний. Со· 
,стояния преобраэуются как лоренцевекие скштры на бране, поэтому возникает 

по одному безмассовому скалярному полю для каждого наnравления, нормаль
ного к Dр~бра-не: 

ка Dр-бране амеется по 'QДНому безиасоовому скаляру 
дmiJWfrд()J'O нормального наnравлеНШI. 

' 
(15.37) 

Данные безм.аосовые скаляры имеют физичес~ю интерпретацию. В раз

деле 12.8 указъJвалось; что состояния открытых струн оnисывают возбужде
ния D-'браны. Dр-брана и немного сдвинутая относительно нее nараллельная 
Dр~брана на самом деле .являmся состояниями с одинаковой энергией. Сдвину· 

·тую Dр~брану можно раооматрива-11'Ь как воЗбУЖПение исходной браны с нулевой 
энергией. Данное вnзбуждение таЮIСе имеет н-улевой импульс; так как rоно соот

:веtiствует смещению, постоянному ДJ11Я всей Dр-браны. Возбуждение с нулевыми 

имnульсом и энерmей обладает нулевой .массой, nотому что оно удовлетворяет 
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~ошению Е - р для энергии и импульса безмассовой частиды. Безмас

:о.вые скаляры (15.36) соответствуют этим возСУуждениям. Такая интерпретация 
ооирается на тот факт, что имеетс.я столько же безмассовых полей, сколько не

.Jависимых направлений, нормальных к поверхности Dр-бранw, вдоль которых 
Dр-брана может смещаться: Оrметим, что в мировом объеме заполняющей все 

пространство D25 -браны нет безмассовых скаляров, что согласуется с отсутстви
~w у такой браны смещений. 

В итоге, безмассовыми состояниями на Dр-бране являются (р- 1) поля
ризаuий фотона и (d- р) скалярных полей. Отвлекаясь от импульсных знаков 
~- состояний, которые отличны, у нас имеется такое же число безмассовых со

сrояний, Юl!К и ка .025-'бране: (d- 1) состояние на 025-бране для Dр-браны 
распадаются на (р - 1) фоrонов и ( d - р) скаляров. 

15.3. Открь1тые струны между 
параnпеnьнь1ми Dр-бранами 

Тепер.ь рассмотрим квантование открЬIТЫх струн, натянутых между двумя 

параmлельными Dр-бранами. При описании таких бран будуг использоваться 

обозначения предЫдУШих ра:mелов. Две параллел1ьные браны одинаковой размер
ности обладают одинаковыми наборами продольных и нормальных координат. 

:Напомним, что значения нормальных ~координат ж 4 задают положение Dр-бра
ны. На этот раз, первая Dр-брана находится в положении ж0 = zr ~ а вторая 
в п0111ожении za = zf. Если Xf = zf .для всех а~ то пространствеиные положения 
.:tВух Dр-бран совпадают- одна Dр-брана расположена поверх друrой; в про

тивопоJюжном случае они разделены. На рис. 15.1 показамы две параллельные 
разделенные 02-браны. 

Какие mпiЬt 01"1фЫТЪ1Х струн поддеряшвает данная ~онфиrурация nараллель~ 

ных Dр-бран? Существует четыре различных .класса ·струн, каждый из которых 
надо .анапиэиро:ва:rь <Лдельио. Первые два класса включают в себя струны, кото

рые начинаются и .заканчиваются на одной и той .же D-бране, либо на первой, 
:1ибо на второй. Квантование струн такоrо типа уже изучалось в nредыдущей 

.rлаве. Два других пасса включают в себя струны1 начинающиеся на одной и за
канчи:вающиеся :на друrой бране. Такие струны мы будем называть натянутыми. 

Струны, начинающиеtя на первой бране и заDнчmшюшиеся на второй. отлича
ются ·от стру,н, наqиuающихся на в~рой бране и кончающихся на первой. Такие 
~струны nроrивоnоложно ориентированы и имеет значение выбор ориентации 
(т. е. направления увё.Лнчения q ). В rл.аве 16 ·будет показано, что зарSI.д С"Г,руны 
изменяет знак при смене орие~m~ции. IКJtaccы Оt'IфЫТЫХ струн, подti:ерживаемые 

!<акой~нибуд.ъ конфиrурацией D-бран, называются секторами. Квантовая теория 

открЬl.ТЬi'Х струн в присуrст,вии двух пар:аллельных Dр-бран подраздемtется на че
тыре сеiКТОра; !НЗ рис. 15.1 показавы .струны каждого из четырех секторов. 

Теперь рас-смО'фим се.ктор. состоящий из открытых струн. начинаюшихся 
на первой бране и заканчи:вающихся на второй. Кванто:вание струнных NN-ко

ординат х+, Х~ И Xi не меняется, так как <СООТвеt'СТВующие граничные условия 
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IPIIК. 15.1. Две пара11лельные D2-браны. Ко.ординаты z 1 и z 2 продольные, координата z 3 нор
мальная. Поnоже,ния первой и второй б,ран задаются, соответствеiНно, координаiТаМiИ Z: и f~. 

Показаны четыре тмпа струн, п~оддерживаемые данной конфмrурацией 

по-прежнему задаются ( 15.5). С другой стороны, граничные условия для струн
ных DD-координат, ранее задаваемые (15.4), теnерь примимают вид 

(15.38) 

Решения 1волнового уравнения с такими rраничными условиями может быть 

получено с помощью разложения (15.15), в котором граничное условие а =z О 
~е учтено. в рассма'IJ)иваемом случае достаточно заменить Х4 на xr: 

--а( ) -о 1 ( а( ) /а( _ ). ) Х тt 0'1 = х1 + 2 J r + t1 ~ r- и . (15.39) 

Из гранично.rо условия t1 = 1r следует: 

(15.40. 

или, :в эк:виаал:ентном :виде, 

(15.41• 

Это означаеr, чrо произоодная f'4 (u) является периодической функцией с пери
одом 21r м имеет ра:зло~ение вида (15.17). После инrеrриро:ваняя фуикщm / 0 (u• 
приобретает вид 

00 

/
4 ,(u) = J:u + Е(/: cos nu + f: sin nu). (15.41• 

n=l 
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Константа интегрирования нt учитывается, потому что она все равно выпадает 

iП Х4 , .зэ.даiВаемого ( 15.39). Константа /о определяется из rраничноrо условия 
·tl5.41): 

"а 1 ( -л 4) Jo =- z2- z •. 
1r 

(15.43) 

Теперь / 0 (u) можно подставить в ( 15.39). Помимо рассмотрения нулевых мод, 
это вычисление совершенно аналогично тому, которое привело к (15.19). На это 
раз получаем: 

00 

Ха( т, и)= xr + (xf- xr) ,q + L:(J: cosnт + J: sin nт) sin nu. 
7r 

n=J 

(15.44) 

Овtетим, что граничные условия удовлетворяются явным образом. Для оnисания 

сrрун, натянуrых между двумя ·бранами, достаточно всеrо лишь в предыдущем 

уравнении заменmь xr на х;. По аналогии с (15.20), уравнение (15.44) может 
быть переписано в ·осuилляторном виде 

(15.45) 

Константы xf и xf не квантуются, потому ЧТО, как и ПIРежде, для фиксирован
ных D-6ран •ОНИ не являются .па·раметрами флуктуаций открытых струн. Оrметим 

•отсуrствие вкладов, линейных по т; усредненный по времени импульс открытой 

струны в направ.лении Х6 равен нулю. Несмотря на тоt что мы не вводим новые 
обозначения для рассмотренных выше ОСЦИ11.ЛЯ1'0р0Вt это не те оnераторыt кото

рые рассматривались при квантовании струн, начинающихся и заканчивающихся 

на одной и той Ж:'е Dр-бране. Не следует nуrать о(щимяrорьt s разных секторах. 
В рассматриваемом случае nроизводные приобретают вид 

:rде 

Х0 = -iJ20i Е a:e-inт sin nu, 
nEZ 

ха' = V2ii L: а: е -in1' cos nи ~ 
nEZ 

(15.46) 

(15.47) 

Значение ха не равно нулю, несмотря на равный нулю импульс струны в на
правлении а3. В этом нет никакого противоречия, nотому что интерпретация о0 , а 

как импульса требует nрисутствия ао !В х. Как можно видетъt ао прнсуrствует 
1 • 

в ха, но не в Х0 ; неиулевое значение а8 nодразумевает наличие натянугых 
cтpyff: og обращается .в ноль, если D-браны: совл.ал:ают. Похожие операторы rюз
никают в рмложении замi<.Нуrых струн, намотанных на компактное измерение 

(см. главу 17). 
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Из двух nроизводных (15.46) можно составить комбинацию вида 

ха'± .ха= V2(li 2: a:e-in(r:focт). 
nEZ 

(15.48) 

С учетом комментариев из nредыдущего раздела, этот результат приводит к тому, 

что осцилляторы удовлетворяют стандартным коммутационным соотношениям. 

Для вычисления оnератора квадрата массы, рассмотрим заново уравнение (15.10). 
Как и прежде, полагая 1--+ (i, а) и принимая константу а равной минус единице, 
получим 

+ - _ 1 ( ' i i 1 а а ~ [ i i а а] ) 2р р = .а' ар р + 2 а0а0 + ~ а_,.а,. + a_nan - J • ( 15.49) 

Таким образом возникает 

(15.50) 

Пqдставляя значение ag из (15.47), nолучаем ответ 

М2 = (·xf- xr)2 + _1 (NJ.- 1), 
21ra' а' 

(15.51) 

rде 

00 р 00 d 

Ni = I:L:na~a;. +Е Е та:!а~. (15.52) 
n=l i=2 m=l a=p+l 

Первое слаr.аемое в nравой части уравнения (15.51} определяет новый вклад 
в квадрат массы состояний. Так как натяжение струны равно То === 1/(211"а'), это 
слагаемое на самом деле ямяется квадратом энергии статичной юtасс:ической 

струны, натянугой между двумя D-бранами. Вполне естественно; что оператор 

!КВ-адрата массы «Поправляется~ добамением этой константы. При совпадающих 

бранах :возникающа.я поправка обращается в ноль. 

Теnерь рассмотрим основное сосrояни,е. Фактически, мьt будем изучать основ
ньt·е состояния в каждом из четырех секторов отюрытых Сфун, доnустимых в дан

ной конфигурации D-бран. Импульс основных состояний обозначается одинако
.во для каждого сектора; р + и р. Чтобы различать различные секторы; nрипишем 
основному оосrоянию д!Ва индекса l[ij), каждый из которых может принимать 
зоачение 1 либо 2. Первый индекс нумерует браuу, на которой находится ко
нец 011фЬIТОЙ C'ItJ)YRЫ~ соответствующий •U = 0, второй Индекс нумерует браку, 
на которой находится коН'Ещ открытой струны, соответствующий и = 1r. Тhким 

образом, открытые струны в iceкrope [ i j) натянугы между браной i и 'браной j. 
Ос·но:вное состояние, записываемое в ви.nе IP +, Р,; [ ij]), может nринадлежать од
ному из следующих четырех типов: 

(15.53) 



_____ 1_s._з_. _о_т_к,.;..рь_t_т_ы_е_ст.....;.;ру;;..н_ы_н_еж_д..;;~_п_а.;..р_ал_л_е._'llь_· н_ы_м_и_D..;.р_-6..;.р_а_н_аи_и _____ 401 

Состояния открытых струн в секторе [ij) порождаются действием осцилляторов 
ка основное состояние /р+,р; (ij]) и принимают в.щ, .аналогичный (15.31), :в ко
тором основное состояние заменено на }р+, р; (ij)). Число и тип ОСЦИЛЛЯТОJХ>В 
в каждом из четырех секторов одинюювы; однако это принципиально разные 

осцилляторы. Можно было бЬI нумеровать их в соответствии с (ij], но в этом 
нет особой необходимости. потому что основное ~состояние уже несет нумерацию 

секторов. 

Где расположены по:m, сООТiветствующие струнным состояниям [12)? На этот 
воnрос трудно ответить. Очевидно, что поля ЯВЛЯ101ГСЯ (р +!)-мерными, так как 
воэможны'е импульсы состояний совпадают ~с импульсам состояний струны, пол

ностыо прикрепленной ос бране. EcJIIИ рассматривать натянуrые струны, то две 

проmвоположные D-браны иеразличимы и невозможно сказать что поля расnо

ложены ТОЛIЬКО на какой-то одной из двух. В некоюром смысле, поля обязаны 

находиться на обеих D-бранах. Считается, что поля живут на некоторой фик

сированной (р + 1) -мерной поверхности (не обязательно совпадающей с какой
либо из двух D•бран) и взаимодействуют неJ!Iокальным образом, что отражает 
факт несовладения D-бран. Пространствеино-временная интерпрет.ация полей, 

возн!Икающих !ИЗ натянуrых струн требуетt по-видимому, привлечения концепту

ально нового ма'J'Iематического аппарата, основу которого может составить раздел 

математики, называемый н~екоммутативной геометрией. 

Продолжая рассмотрение пространства ·Состояний натянугой открытой стру

ны, предъявим список и подробное описание полей, возникающих на двух ниж

них уровнях. По анwюrии с одной браной, определим, является ли .состояние 

скаляром или :вектором по отношению к (р + l )-мерной лоренцевекой симмет
рии. Простейшим ям:яется. основное состояние 

м2 Х2- Xt 1 ( -а -са)2 
=--+ . d 21ra1 ; 

(15.54) 

.Если расстояние межnу бранами обращается в ноль; то квадрат массы принимает 

прежнее значенwе и основное состояние описывает тахион. Если браны ра3деле~ 
нЬ1, е ювадрате массы возникает положительное слагаемое. В случае критического 

рассrояни.я меж.ду бранами 

(15.55) 

осмо:вное оостояние оnисывает ·беэм.ассовое скалярное пол~е. Если браны ·отстоят 

друг от друга дальше; чем критическое расстояние, основное состояние оnисывает 

массивное скалярное nоле. 

СОСТ()ЛНИЯ с.ледующеrо уровня nоро.ждаютси действием одноrо осциллято

ра на основное состояние. hредполо.жимt ~если не подразумевается обратного, 

что расстояние между бранами не равно нулю. Если осциллятор, действующий 

на основное состояние, соответствует координате, нормальной :к поверхности 

·браны, то 

а= р + 1, .•. , d, (15.56) 
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При лрои·звольных имnульсах, эт.о (d- р) массивных состояний. Так как ин

декс а не является лоренцевекием ШIЯ (р + 1)-мерноrо пространства-времени, 
эти состояния являются лоренцевекими скалярами. Таким образом, мы получаем 

(d- р) массивных скалярньrх полей. Если осциллятор соответствует координате, 
:касательной к поверхности браны, то 

a\1ip+, р; (12)), i = 2, ... , р, м'= (ж~;:~ у. (15.57) 

Лри любых импульсах это (р + 1) - 2 = р - 1 массивное состояние, более тоrо, 
состояния несуг ИЮII.екс, соответствующий (р + 1)-мерному пространству-време
ни. Можно считать. чrо :эти состояния образуют одно массивное векторное поле 
Максвеллз, хотя это и не совсем верно. 

Массивное векторное поле обладает большим числом степеней свободы, чем 

безмассовое. Из решения задачи 10.7 следует, что для каждого допустимого зна
чения импульса, у массивного векторного поля на одну степень свободы больше 

чем у безмассовоrо. В D-мерном пространстве-времени безмассовое векторное 

поле имеет D - 2 степени свободы для каждого р,.,, подчиненного уравнению 

р2 =О, а массивное веюrорное nоле имеет D- 1 степени свободы мя каждого 
р,.,, подчиненного ура!Внению р2 + m2 = О. nоэrому, в рассматриваемом случае, 
одно из скалярных состояний (15.56) объединяется с (р- 1) состояниями (15.57) 
и образует массивное векторное поле. В итоr<е, возникает один массивный вектор 

и ( d - р - 1) массивных скат.~ров. 
Можно ли yraдaTh, какое из скалярных ,состояний (15.56) становится ча

<.СТЬ'Ю массивноrо векторного поля? Если р = d- 1 , то ответ лрост. В этом случае, 
0-браны ра:щелены вдоль одного направления и в ( 15.56) существует только один 
скаляр. Он возникает при действии осциллятора, несущего индекс направления, 

вдоль которого браны разделены. При р < d -1 в ( 15.56) возникает большее коли
чество состояний. Скалярное состояние, которое ямяrется комr1онентой вектора, 
nредставляется в виде линейной комби-нации 

I:)xf- fr)a~tlp+, р; liJJ). (15.58) 
4 

Из мнажества направлений, нормuъных к поверхности D~браны, сушествует 

rединственное .напрамение~ определяемое вектором с компонентами Ж2 - zi. 
вдоль неrо происходит !Переход с одной браны на друrую. Чтобы nредставить 
это, рассмотрим две nараллельные D 1-браны в wехмерном nространстве. Оче
вИttНо, ,сущеС'tВует много нормальных направле1Шй, no которым можно nокинуrь 
nоверхность браны) но 'fОЛько одно из них приводит на другую бран-у. Можно 

nокаэа'IЪ, что выбор (15.58) дейсrвительно nриводит к nравильному ·ответу. 

В пределе нулевою расстояния межд;у бранами возникает интересная ситу~ 

.ация. Несмотря :на то что теперь D-браны сrовпадают друr с другом~ они по~ 

прежнему остаются разными и nоэтому nо~ прежнему присутствуют четыре сек

тора опрьrrых ёТРун. Беэмассовы'е струнные состояния , оnисывающие струны, 

натянуrые между двумя бранами, содержат беэмаёсовое векторное поле и (d- р) 
iбеэмассовых скаляров. Это такой же состав nолей, как и ·в секторе струн, начина-
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ющихся и заканчающюсся на одной и той же D-бране. Поэтому nри совnадении 
двух D_:бран возникает ч:етыре безмассовых векторных nоля. Эти калибровочные 

поля взаимодействуют ,цруr с друrом, что на язы!Ке струн соответствует nроцессу 

соединения концов открытых струн. Теория взаимодействующих калибровочных 
полей называется теорией Янга-Миллса. Она была открыта !В 1950-х годах и по
rом успешно применена для nостроения теории электрослабых и сильных взаимо

действий. В мировом объеме двух совпадающих D-бран действительно возникает 

U(2)-теория Янга-Миллса. Более точно, возникает U(2)-теория Янга-МИЛJI!са 
с некоторым дополнительным взаимодействием, которым при низких энергиях 

.можно пренебречь. Число дu в U(2) возникает по nричине двух совпадаю
щих D-бран. Смысл возникновения груnпы U(2) будет обсуждаться далее. 

Пр.едпопо:жим, что имее11ся N Dр-бран. Тоrда секторы будут обозначаться 
парами (ij), где i и j - эrо целые числа, изм.еняющиеся от 1 до N. Сектор [ij] 
состоит из открытых С'Iруи, начинающихся на i-й бране, и заканчивающихся 
на j -й бране. Очевидно, что всего существует N 2 секторов. При таком подходе 
процесс взаимодействия струн может ·быть представлен совершенно отчетливо. 

Типичный процесс та:ков: первая открытая струна соединя·ется со второй откры

той струной и образует но.вую открытую струну. При этом второй конец первой 

струны (и = 1r) соединяется с n.eptJым кон.цом второй струны (и = 0). Новая 
·струна начинается на первом конце первой струны и заканчи!ВЗется на втором 

конце второй струны. Если открытая струна натянуrа между 0-бранами, то пер

вая струна из о.ектора I i j) может соединиться со второй струной из сектора (j k], 
чrо приводит к их ~щюизведению• - открытой струне из сектора (ik). Такое 
ВЗ:аимо;цействие ооэможно потому, что как конец пе:рвой струны, так и начало 

!ВТОрой струны лежат на одной и той же D-бране. Эrот физический процесс 

можно предетаRЛ:S~ть ТЗ)(, как показано на рис. 15.2. Возника._ющая в результате 
открытая .ст,руна ·больше не прикреплена к j -й 0-бране, так как rочка соедин е-

k k k 

j j 

i i 

о) в) 

rPIК. 15.2. (о) ТJУИ D-браны с индексами i. j м k. и струны е секторах (ij) и [jk); (б) nроцесс 
IВЭа:имод~йствии сrрую конец СТJРУ.НЫ tектора (ij) соедиНJiет•tя с началом струwы сектора (jk); 

(s) в результате nоnучаета сrруна сектора [ik) 
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ния теnерь не я.вляется концом. Во.зникающая новая струна nринадлежит celtf()py 
[[ik]. Подобное взаимоде·йствие можно записать в виде 

[ij~ * [jk) = [ik]f j не суммируется. (15.59) 

При совпадающих N .Dр-бранах, N 2 секторов приводят к N 2 взаимодействую
щим :безмассовым калибровочным полям. Это дает U(N)-теорию Янrа-Миллса 
1В мировом объеме N совпадающих D-бран: 

N совпадающих D-бран содержат 
U~(N) безмассовые калибровочные поля. (15.60) 

Фактически, полный cneК'I1p теории открытых струн состоит из N 2 копий спек
тров одной Dр-б;раны. 

В случае одной браны, из (15.60) CJIIeдyeт, что возникает U(1)-теория Янrа
Миллса. На самом деле U(I)-теория Янra-MИJUica является теорией Максвема, 
так что при N = 1 утве.ждение (15.60) не противоречит утвеждению (15.35). U(l) 
означает группу, элементами которой являются коммексные числа единичной 

д.лины, а rруnповым умножением 2) ямяется обычное умножение. Груnпа U ( 1) 
возникает по той причине., что в любой точ~е пространства-времени калибро

!ВОЧные преобразования теории Максвелла на самом деле являются элементами 
U ( 1). До сих пор изучение калибровочных nреобразований Максвелла не вовле
кало групповую струюгуру U ( ~), однако она необходима для nонимания калибро
оочной .симметрии в присуrствии компактных пространствеиных измерений (rла
IВЗ 18). В U(N)-теории Янr.а-МИJIЛса U(N) также являетс.я rруппой симметрий: 
элементы даtlной групnы - это унитарные матрицы N х N, а rруrmовым ум:ншке
нием является умножение ма1риц. В любой точке прос~ранства-времени калибро

оочные .nараметры U( N)-теории янrа-Миллса smпйЮТСЯ элементами rpynnы U (N). 
Q) Ynpaжнeнue-paJNUHHlJ 1S.1. Напомним~ что группа- это множество, замкну

тое относительно ar:coцuamullнozo умножения, оно содержит единичный эле

мент .и ка.ждый элемент имеет обратный. Лроеерить, что U(t) и U(N), 
описанные f!ыше, ямнются группами. 

Дискретные индексь1 i, j, используемые для нумерации бран и различ
ных секторов открытых струи, иногда наз:ьiваются индексами Чана-Патона. 

Они 6WIИ аведеАы на ранних этаnах развития теории струн, задолго до то~ 
ro, как стали из:вестнъ1 D-бранъr и апrебраический способ nолучения теории 
Янга-Миллса из открытых струн. С открытием D-бран стало ясиоt что индек~ 
сы Ч.ан;а-Патона на самом деле нумеруют различные D~браяы в к.онфиrурации 

из нескольких D=бран. · 

Появление теории Янга~ Миллса в мировом объеме конфиrурации D-бран 
имеет огромное значение, потому что такие теории используются для оnиса

ния Станлартной модели в физике частиц. ЭлеiК'J'Р(>Слабая теория оnисывается 
.U(2)-теориеИ Янrа-Миллса. ЧeTI>Ipe калибровочных бозона :пой теории состоят 

21 Точнее - :эаJ<оном IКОМПtrзиции rpynn,ы. - flpuм. ред. nepet~oдa. 
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из фотона 1 и боэонов w+, w- и z0. Последние три являются массивными век
-торными nолями. Механиз<м, ёоrласно которому безмассовые калибровочные no
. .:tя iстановятся массивными, из.вестен ·в теории поля как механизм Xиrrca. Возмож

ная D-браннм реализация механизма Xиrrca получается разделением D-бран, 
которые при совпадении приводят к соответствующим безмассовым калибровоч

ным частицам. Если имеется две совnадающие DЗ-браны, то возникает U(2)-тео
рия Ян га-MИJUica, описывающая четыре безмассовых калибровочных поля, рас
.положенных в четырехмерном мировом объеме бран. Является ли такая модель 
пригодной мя электрослабой калибровочной теории? Не совсем. Если раздви

нуrь D3-6раны для того, Ч"rоб.ы придать массу некоторым из калибровочных 
боэонов, то два .из них, возникающие из напнуrых струн, приобретут массу, 

а друrи-е два останутся безмассовыми. В электрослабой теории только одно ка

либровочное поле -остается безмассовым. Для построения более реа.Jilисrичной 

модели электрослабой теории необходима более сложная конфигурация D-бран. 

В !Разделе 21.1 будет рассмотрен пример про пересекающиеся D-браныt который 
может быть исmол.ьзован для построения реалистичных моделей в физике частиц. 

Пос1JЮение квазиреа.1шстичных моделей ·обсуждается в разделе 21.4. 

15 .. 4. Струны между параппепьными 
.Dp- и Dq-бранами 

В этом разделе мы изучаем ~онфиrурацию двух параллельных D-бран раз-

.. личных размерностей. Пусть р и q - два целых числа, удовлетворяющих 1 ~ q < 
< р ::::; 25; рассмотрим конфиrурацию, состоящую из Dр-браны и Dq-браны. Так 
как случай р = q уже рассматривалси, положим р > q. Браны совместимы, если 
мировой -объем Dq-браны Я!WIЯется подмно~еством мирового объема Dр-бра

ны. Считаем, что браны nараллельнь1 друг другу. Это означает то же самое, что 

мы подразумеваем; коrд:а. говорим ~прямая параллельна шоскости~:: существует 

;плоскость, параллельная заданной nлоскости и содержащая заданную прямую. 

Таким образом, если Dp-qpaнa и Dq-брана раздеJншы, то существует р-мерная 
гиперrтоскость. пармлельная Dр-бране, котора·я содержит Dq-брану. 

В случае 02-браны и D 1-браны соответствующую конфиrурацию легко пред
ставить, оtна покаэаtна на ри:с.15.3. На рисунке D2-брана совnадает с плоскОС'IЪю 
(z, у) и располо~ена в точке z = О, D 1-брана совnадает с осью ж и расnоложена 
в точках 11 = О .и z = ZQ, Dl-брана nараллельна 02-бране и они совnадают 

только пр,и Zo =О. В табл.15.1 приведена соответствующая информация о про
странсгве:нных измерениях D-~ран. Черточка (-) обозначает направление вдоль 
Dр-браны; жирная точка ·• обозначает наnравление~ нормальное к Dр-бране. 
Ось z яuяе'fся общим касательным напрамением. Ось у является смешанным 
направлением: одна ~на расположена :вдоль этого .напрам:е~ия~ а дJ)уrая нет. 

Ось z ямяrеrея общим нормальным иаправлекме.м. В общем случае для Ор
и Dq-бран имеем 

-q+l q+2 _" 
х .х •... ,z-~ zP+I, xf>+2, ••• ; ztl. (15.61) 
С:Мешанные координаты общие нормальные координаты 
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Рис. 15.3. DZ-'брана, ра'СПОJIОЖеlнная в,до11ь плоскости (ж, у) и пара.ллельная ей 01~брана, pacno~ 
11оженrная вдоль оси х и прох•одящаJI через точки у = О, z = Zo. Также nо1казана открытая струна. 

натянутая .между ОZ~браной и 01-браной; струнная координата У такой струны имеет тип ND 

Есть (q + 1) общих касательных направлений (все координаты в мировом объ
·еме Dq-браны~ включая время). (р- q) направлений касательных, к Dр-бране 
"нормалы-1ых ~< Dq-бране, и (d- р) обШ}{Х нормальных наnравлений. 

Мы уже изучали струны, начинающиеся и заканчивающиеся на одной и той 

же D~бране, и поэтому в этом раздел•е мы сосредоточимся на струнах, натянутых 

от од,ной D-браны к друrой. Для оnределенности, рассмотрим струны, натянутые 

между Dр~браной и Dq--браной. Кое~что уже известно о таких струнах: обшие 

.касательные координаты имеют тип NN и общие нормальные координаты име· 
ют тип DD; З<ГИ два rnпa коордйнат уже изучалисъ. Смешанные координатЪI. 
касат.елънъtе к ·одной бране и нормальные к друtой, принадлежат новому тиnу. 

В .пр им ере D2- и D 1-бран ()СЬ у задает смешанмое наnравление. Для струны. 
rrpoтstн:yroй от 02-бране к D 1-бране, Сфунная: координата У, соотве11ствуюшая у. 
при u =О имеет тиn N, так ~ах у касательна к D2-бране, и тиn D nри и= 1Г, 
так как 11 нормальна к Dt-бране; сокращенно У обозначается как ND-коор.nи
ната. Для сТ,руны~ nротянутой or Dl·браны к D2-бране, координата У является 
DN-координатой. 

Смешанные прос11ранственные координаты в Dp- и Dq-бранной конфиrура
!11-ИИ были перечисленыв (15.61). Для открытых щрун, протянутых от Dр-браны 
к Dq-бpaнet соответствующие струнные координаты удовлетворяют граничным 

)'СJiiовиям Неймана на исходной Dр~бране и rраничным условиям Дирихле на ко

нечной D.q-бране; ·они являются ND-коорди.натами. Полный набор струнных 
коорйи!Нат разбивается на 

Xq+J xq+2 . х, . ' , ... ') . ' (15.62) 

NN-координаты DD-коорлинаты 
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Табпица 15.1 

О-бранная конфигурация и граничные условия 

Координата ж 1J z 

D2 - - • 
Dl - • • 

(D2~Dl] NN ND DD 

Зtвtttwuшe. Черточка во вrорой и ·третьей строке обозначает направления, вдоль кото-

р:ых расцол:ожсиа D-6раиа, жирЮUI ТОЧIСа • - иаправлеНИJI, нормальные к браие. В по-
сnедней строке ухазаиы ТИ11Ы tр8.RИЧНЬ1Х условий для откр:ытых [D2, Dl )-струи, проти-
нуrых от D2-6Раиы к Dl-браие 

Для нумерации струнных координат в обозначениях светового конуса мы ис

пользуем три типа индексов: 

где 

х+, х-, {Xi}, {Xr}, 
.._.._", 

NN ND 

{Ха}, 
"-v-' 

DD 

i=2, ... ,q, r=q+1, ... ,p и a=p+1, ... ,d. 

(15.63) 

( 15.64) 

Считаем, что Dр-брана является первой, а Dq-брана - второй. Положение 

Dр-браны задается координатами х~, а положение Dq-браны задается коорди
натами ~ на xf. В примере 02-, D 1-бран на рис. 15.3 роль ~ играет у-ко
ордината D 1-браны, подходящим выбором координатных осей у может быть 
положена равной О. 

Начнем рассмотрение с ND-координат xr. Граничные условия имеют ВИД 

дхr 
ди (т, и)lu=o= о, хr(т, и)l/1=11"= ~. (15.65) 

Подходящим выбором координатных осей координата ~ может быть положена 
равной нулю, однако мы не будем этого делать. В отличие от разности координат 

х~- xf, определяющей расстояние между D-бранами, ~ не играет какой-либо 
существенной роли. Теперь рассмотрим стандартное разложение 

1 
хr(т, и)= 2 (!r(т +и)+ gr(т- и)). (15.66) 

Граничное условие при и = О дает 

/'r(u) = g'r(u)--+ gr(u) = /r(u) + ~. (15.67) 

Имея ввиду, что второе граничное условие приравнивает xr к ~ в точке и = 1Г, 
выберем ~ = 2~, вследствие чего 

1 
xr (т' и) = ~ + 2 ( lr (т + и) + lr (т - и)). (15.68) 
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Тогда из граничного условия при и = 1f следует 

(15.69) 

При увеличении аргумента на 211" ФУЕКUИЯ fr (tt) меняет знак. Похожая ситуаuия 
!ВОЗНикала мя твис'lовоrо сектора JR1 /Z2 орбифолда (раздел 13.6) и для фермн
онов Невье-Шварца (раздел 14.4). В этом случае использовалось разложение 
no полуцелым модам, содержащее тригонометрические функции, 

/'(u) = Е [1~соо (~") +"sin (nz") ]· 
nEZ~ 

(15.70) 

Лоnставляя з11о выражение обратно в (15.68) и переопределяя коэффиuиентъr 
разложения, получаем 

(15. 71) 

Тем самым nолучено разложение в N D-координатах; мя квантования необхо
димо определить осцшшяторы, соотвеrствующие полуцелым модам. Для этого 

также можно воспользоваться простотой выражения xr ± xr'. в итоге получаем 

r ) ~ • г,:;-; ""' 2 r -i!!т (ПО') Х (т, и = х2 + av 2а' L....t! n о.-я12е 2 cos Т , 
nEZodd 

(15.72) 

rде суммы беруrся .no ~отношению :как к положительным, так и !К отрицательным 

нечетным числам. Множи-rель i перед всей суммой необходим, для того чтобы 
ЭрМИТО!ВОСТЬ Xr ПрИВОдИЛа К стандарТНЫМ УСЛОВИЯМ ЭрМИТОВОСТИ Д11Я ОСЦИЛЛЯ
торов; 

(15.73) 

Величины ~ осuютс.я константами и не IOШH'tYI()'iiCЯ. В разложении для xr от
'сУJi1с-mуют нулевы,е моды и поэтому средние имnульсы, СОО'fветствующие ND-ко
ордиiНат.ам, равны нулю. Комбинации nроизводных 

x.r ± Х"' = /2ij L а~;2е -i ~(f'±t1) 
nE~ 

(15.74) 

заnисываются, как и ожидалось, в стандартном ви.де .. Это раэложеиие на:поминает 
liiOXoжи:e раз.1iiожения ( 13.1 06) .liVIЯ координаты Х твистового сектора на орбифолде. 

Неиулевые коммуrационны~е соотношения дЛя струнных координат прини-

мают вид 

(15.75) 

Это уравнение означает, что можно использовать nодходящий JВариант выражения 
1(12.30): 

[(.t" ± хr')(т., 0'), (Х' ± х"')(т, и')] = ±41Гa'ir{" ~ б(tr- и'). (15.76) 
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Так iКЗК разложение (15.74) имеет стандартный вид, то, с учетом небольших 

из.м:енени.й, уравнение (12.40) остается в силе при и, <i Е [0, 21r): 

(15. 77) 

Коммуrационные соотношения находятся так же, как и прежде, см. обсуждение 

формулы ·( 13. 1<07). 

[ 
r s ] т ~rs.r;. 

йmj2t йfl12 = 2 •!1 Qrn+n.o, (15.78) 

т. е. имеют стандартный вид. 

Теперь вычислим оператор квадрата массы. Этот оператор зависит от всех 

типов координат заданноrо сектора: NN, ND и DD. Это очевидно из (15.8), 
таtК как исходный :ИtШекс .координат светового конуса 1 теперь разбит на три 
rрупnы: i, r и а. Из тоrо, что линейная комбинация производных (15 .. 74) имеет 
стандартный вид, следует, ·что ВКJiад ND-координаты не изменится. Выражение 

для 2р+р- может б.ыть получено неболъшим изменением уравнения (15.49): 

Выписывая это уравнение, .мы восстановили константу упорядочения а, которая, 

напомним, возни.кает эвристическим способом при упорядочении осцилляторов 

в L~ (см. (12.102), (12.107) и (12.110)). Так как все осцилляторы типа NN и DD 
нумеруются целыми числами, то соответствующие константы при нормальном 

упорядочении одинаковы и равнrы 1/2(- 1/12) = -1/24. Так как общее число 
поnеречНJЬIХ координат cвeroooro конуса равно 24, ro, учитывая только NN и DD 
!Коор.йин:аты. получаем а = -1. Вклад ND-координаты в значение а можно 
опре.деJJИ1Ъ, запш:ав следующую сумму: 

(15.80) 

Первый член в праоой части уравнения дает слаrаемое, возникающее в (15.79), 
а второй член возникает в результате упорЯдочения. Тах как имеется (р- q) 
ND-координат. константа упормочения принимает значение 

+ 
~ L [а~/2, а~mд] = ~(р- q) L т= 

4

1

8 
(р- q). 

mEZ~ тez;Z;., 

(15.81) 

Здес·ь мы использовали (15.78) и тот факт, что сумма по всем полуцелым положи~ 
тельным числам ра~вна 1/12. Данное вЪiчислен:ие nоказывает, что каждая ND-ко
ордината дает в ~онстанту упорядочения вклад + 1/48, струнная DN-координата 
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даст точно такой же вклад. В итоге, для различных типов струнных координат 

'м2 имеем следующие вклады от нормального упорядочения осцилляторов в а 

1 
BNN = Воо = --, 

24 

1 
BND = aoN = 48· (1S.82) 

Возвращаясь к рассматриваемому вопросу, полная константа упорядочения 

равна величине а (15.81) плюс вклады (24-(p-q)) координаттипа NN либо DD: 

1 1 1 
а= --(24- (р- q)) + -(р- q) = -1 + -(р- q). 

24 48 16 
(15.83) 

Вооружившись новым знанием, можно найти М2 • Проделывая те же самые шаги, 
как и в случае (15.50), получаем 

( 
-а -а )2 1 ( 1 ) 2 х2 - xl .l 

М = +- N - 1 + -(р- q) , 
21Га' а' 16 

(15.84) 

где 

00 q р 00 d 

N .l """' """' · i t i """' """' k rt r """' """' at а = L..J L..J паn an + L..J L..J 2 ak12ak/2 + L..J L..J тат ат. 
n=l i=2 kEZ~ r=q+l m=l a=p+l 

( 15.85) 

Эта формула для М2 учитывает все эффекты, обсуждавшиеся выше: сдвиг кон
станты упорядочения, вклад от натянутых струн, оператор уровня, содержащий 

вклады NN-, DD- и ND-координат. 

Рассмотрим пространство состояний и поля, ассоциированные с двумя ниж

ними массивными уровнями. Основное состояние имеет вид 

(15.86) 

Выражение для состояний импульса показывает, что поля находятся в (q + 1)-мер
ном пространстве-времени. Можно сказать, что они живут в мировом объеме 

Dq-браны, т. е. браны меньшей размерности. Общее правило очевидно: размер

ность пространства-времени, содержащего поля, возникающие в любом заданном 

секторе, равна числу соответствующих струнных NN-координат. Пространство 

состояний возникает при действии на основное состояние осцилляторами трех 
. it rt at 

типов. -ар , ak12 и -ат . 

Основное состояние имеет N.l =О и соответствует одному скалярному по
лю на Dq-бране. Вообще говоря, этот скаляр массивный, но может стать либо 

тахионом либо безмассовым, в зависимости от расстояния между бранами и зна

чения р- q. Для простоты предположим, что браны совпадают. Если, к тому же, 
р- q = 16, то скаляр является безмассовым. Следующие состояния имеют вид 

(15.87) 



Задач.и ~11 --------------------------------------------------· 
Они приводят к (р- q) скалярным nо.лям, так как индекс r не является индексом 
координат в мировом <эбъеме Dq-браны. Все остальные состояния с необходи

мостью являются массивными, потому как для них Nl. ~ l, что в совокуrriности 
с р > .q означает М2 >О. В частностиt безмассовые калибровочные поля не воз
никают. 

Задачи 

~ Задача 15.1. Dр-6раны и ориент,ифоп.ды 

В этой задаче (являющейся продолжением задачи 13.6), изучается влияние ори
ентифолдов на открытые струны. 

Заполняющая все пространство 025-плоскость урезает спектр до набора со

стояний, инвар.иантных относительно операции Л, изменяющей ориентацию 

струн. Если имеется Dр-брана, n действует на координаты открытых струн сле
дующ:им образом: 

nХ0(т, и)'fГ 1 = X 4(r, 1r - .u)., 

nх•(т, tr)n-• = Xi(r, 1r -и). 

Как обычно, требуем !1х00- 1 = .xi) и Op+o-t = р+. 

(1) 

(2) 

(а) Задай'Ге действие n на ОСЦIИЛЛЯТОрах а: и а~. Каким должно быть действие n 
на а;? Получается ли его определить? 

(б) Предположям, что основ!Ное состояние jp+, pj является Л-инвариантным. 
Найдите ~состояния при N.a. ~ 2. Вы обнаружите, что некоторые безмассо
вьJе состояяия сохраняются. Проинтерnретируйте эти состояния, повторяя 
рассуждения раздела, следующие за (15.37). 

Заменкrе 025r-rutocкocть .на Ор-плоскость; ·совпадающую с Dр-браной в 
Х4 ~ О. Пусть Лр обозначает т.акой оnератор, что в теории nрисуrствуют тмыю 
состояния ·С Лр = + 1. 

(в) Как должны изменмт.ься уравне.ния ( 1) и {2), если О заменит~ь на Ор? Задайте 

действие flp на а: и а~. 
(r) Опишите nоонь1й сnектр состояний в вИде простоrо уоечения ·спектра Dр~бра

н.ы. В этом случае :вы не обнаружите безмассовых скаляров. Что это значит 
мя возможною дВJ~ения Dр..:браны? 

~ Задача 15.2. Пrроиэведение стру,н и о·6ращающие ориентацию симметрии 

Уравне1-1ие (15.59) rоnисывает комбинирование ceкmopotJ ОТiфьtтых струн nри вза~ 
имодействии. Символ nроизведения секторов может быть исnользован и для 

струн. Выражение 

IA) * IB) (1) 

означает, чrо с"ф}'}{ноо состояние nолучено nри взаимоnействии Cl'PYJiЫ в С()СТ()И

нии IA) со струной rв состоянии IB). Струнное произведение доткио удовлетво
рять правилу секторов: сосrоя1-ше (1) должно nринадлежать сектору [А]* [В] ., где 
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(А) и [В] обозначают секrоры, которым принадлежат, соответственно, струнные 

<СОСТОЯНИЯ IA) м IB). 
Изучая конфигурацию ·струн А и В, обоснуйте следующие уравнения 

П(IА) * IB)) = (ПIВ)) * (OIA))' 
Лр(IА) *)В}) = (O,IB)) * (ЛрiА}). 

(2) 

(3) 

Здесь Q- это оператор изменения ориентации е1руны~ а Лр -оnератор ори
ентифолда (смена ориентации и отражения относительно набора координат). 

~ Зааача 15 .. 3. N совпадающих Dр .. 6ран и ориенти,фопды 

Пусть N совnадающих Dр-бран совпадают с Ор-ruюскостъю, и все они расnоло
жены в ха = О. Как обычно, симметрия ориентифоJЩа n, заключается в смене 
ориентации струны при отражении координат, нормальных к поверхности ори

ентифолда. Предположим, что каждая из Dр-бран инвариантна относительно 

отражения координат ~(в отличие от отображения друг в друга). Состояния опре
деляются условием np = + 1. 

(а} Объясните, почему разумно постулировать 

л,jр+,;; [ij]) = IP+,p; '[jiJ). 

Каковы основные состояния? Сколько их? 

(б) Опишите пщный cneJqJ> отк.рытых струн в терминах спектра одной Dр-бра
ны. Убедит.есь, что при N = 1 воспроизводится результат п. (r) задачи 15.1. 

~ .JoiJoчa 15А. Раэде11еннь•е 1Dр-6раны и Ор-ппоскость 

.Мы выяснили, что ориентифолд ве:дет себя как зеркало. Если есть D-браны, 

несовпадающие с а.риенmфолдом, то обязаны быть зеркальные к ним D-бра

ны, расположенные в отраженных точках. ПоэтомуJ для анализа теории D-бран, 

не совnадающих с Ор-плоскостью, начнем с N Dр-бран и N зеркальных к ним 
Dр-бран .в отраженных точках. После этоrо необходимо определиrь действие 
ориентифолда на вое состояния 2N Dр~бран. Наконец, мы исnользуем эrо дей
ствие для того, чтобы о-rреэатъ неинвариантные оrносительно него состояния, 
и получим тем самым сnектр состояний на ориентифол.де. 

Рассмотрим ситуаци.юj проИJUiюстрирован.ную рис. 15.4, rде показама конфи
гурация бран, сnроектированных на плоскость, две координаты которой нормаль

ны и к поверхности браны., и к nоверхности ориентифолда. Состояния Dр-бран 

обозначены 1, 2, ... , N, а их зеркальные изображения обозначены I, 2, ... , N. 
Пока:заиы две сrруНы: одна в секторе (24)t друrая в cetcrope [II]. 

(а) Покажите две С1руны, получающиеся в результате nреобразования симметрии 

ориентифолда. Так как основное состояние всегда зависит от аргументов р + t 
р, то для краткости их .можно опусmть. Основное состоя.ние бывает четырех 
типов:: 

j'(ij)}, l[iJJ), l[ij)), l[lJ]). (1) 



Задачи L13 ----------------------------------------------------· 

N 
. . . 

.з 

. Ор 

1 

1 

1 

2 

N а 
х 

Ptмc.ts.•. Задача 15.4. Набор N Dр-бран и набор N эер~<альrнЬiх Ор-бран. 
'Ор-плоск·осrь нах,одится в начале координат 

Каждый класс содержит N 2 ·ОСНОВН!ЬIХ состояния, так как i и j пробегают от 1 
до N, а i и J от Т до N. Определите действие flp на основные состояния ( 1). 
Покажите, что на основных состояниях заданное действие удовлетворяет 

(}~ = 1. 
(б) Как.овы возможные взаимолейств:ия струн из се.юrоров, соответствующих 

каждому из четырех основных состояний (1)? Выпишите ответ, :исnользуя 
обозначения из (15.59). 

(в) Известно, что при струнном взаимодействии струнное nроизведение основ
ных состояний приводит к ·состояниям, имеющим комnоненту вдоль основ

ного rеоотояния. Таким образом, наnример, 

1 [iJ]) * li[Jk]) = l(ik)) + .... (2) 

На(Т!ишите другие возможные произведения основных состояний. Проверьте 

совместность ваrнеrо определения Ор, действуя n, на обе стороны уравнений, 
задающих произведеки·е основных состояний. I1ри действии на произведение 

используйте уравнение (3) задачи 15.2. 
(г) с помощью n,xi(т, и)n;• = Xi{тt 11'-0') наИдитедействие n, на OCЦй.iliiЯ'fO

pы а~. Так как струны натянуrы адоль координат Х0 , либо имеют соответству
ющие неиулевые эначенияt условие вида S1pX0(тt ,u)н;• = -Х4(т, 1r -и) мо
жет быть наложено не во всех случ-аях. Например~ используя (15.20) для Х4 , 
нам fiОНадООJИЛОСЬ бы условие 0рЖ4Н; 1 = - Х8 , I<ОТОрое, одиак•о, не мо~ 
жет выnолняrъся, потому что Же не являются nеременными. Правомерный 
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вывод действия а, на осци.rt.Мtrоры а: может быть nолуче-н наложением 

ОрХ4(т, u)n;1 = -Х4(т, 7Г- о'). Убедитесь, что дпя произвольною произве
дения осцилляторов обоих тиrnов R, справедливо 

-1 N J. 
n,вn, = (-1) в, 

rде NJ.. -полное число осцИJVIЯТоров в R. 
(д) Опишите спектр состояний на ориентифолде в терминах спектра одной 

Dр-браны. Для этого рассмотрите произвольмое произвед-ение осциллято

ров R и постройте сосrояния общего вида 

Е (rijR)[ij]) + ri;RI [iJ]) + r;;RI (ij]) + riJRI [lJ])), (4) 
ij 

где ·rij, riJ, rij и riJ являются N х N матрицами. Найдите условия наклады
ваемые на эти .матрицы инвариантностью О'fНосительно n,. Возможны два 
случая, в зависимости от числа NJ.. для R. Вы должны обнаружить, что для 
н·ечетноrо NJ. в (4) существуют N(2N -1) линейнонезависимых состояний. 
Так как rкалибровочные поля соответствуют состояниям с NJ.., то их количе
ство равно N(2N + 1). 

Поскольку калибровочное поле •СООТБе'J1ствует условию NJ. = 1, существует 
N(2N- 1) сосrояний. Это число элементов в 2N х 2N антисимметричной мат
риuе. Т.еорией взаимодействия таких калибровочных полей является S0(2N) 
к~uщбw.оочная теор~~Я Я.нra-MIOUica (SO озtцlчает специальная ортоrо~:~альt~ая). 
Например, SO(lO) IК.ЗЛИбровочная теория может быть использована для постро

·ения теории Великого объединения сильных и слабых взаимодействий . 

.... зоаочtJ 35.5. НеСОВIПёiДаiОЩИЕ! Dp-fSpaны и друrая Op-nnotкom 

Конфиr:урация бран в зтой задаче такая .же, ка~ в задаче 15.4. В п. (а) вы опреде
лили простое действие Лр на основные состояния l(ij]) t j(ii]), l(ij)) и j[iJ]). 
Найд-ите альrерtйlТИвное действие n,, при коrором часть соотношений оnре
делена со знаком минус: Hpl( •.. ]) = ±!( ... ]). Проверьте непротиворечивость 
оnределения~ убедившись 8 том, что n; = 1 на основных состояниях и в том, что 
nроизведение основных состояний не противоречит действию n,' по аналогии 
сn. (в) задачи i5.4. Найдите спектр такой теории на ориентифолде. 

Кuибровочные поля ·соответствуют состояниям с N l. ...., 1 , и вы обнару
жите, что их количество равно N(2N + l). Взаимодействующей теорией таких 
калибровочных nолей ямяется U .Sр(2N)~теория Янrа-Миллса (U Sp означает 
унитарная симnлектическая) . 

.... зоаача 15.6. Струнны~е ON-KOOPAMHatbl 

В разделе 15.4 .мы рассматривали струны, натянуrые от Dp- к Dq-бране, и ул:ел:или 
особое внимание коордикатам xr., К'Оrорые у.n'овлетворяют граничным условиям 
mna ND. Теперь рассмотрим струны, натянуrые от Dq- к Dр-браие. Для таких 
•С'фУН координаты Х" имеют тиm DN. 



Задач:и L15 -------------------------------------------------· 
{а) Выпишите rраничные услiовия м·я координат xr и используйте их для вы

оода разложения по модам, по аналогии с выводом разложения (15.72) для 
ND-координаты. 

(б) Таюке найдите уравнения_, заменяющие ( 15. 74). Кратко объясните, nочему 
формула для квадрата массы ( 15.84) не требует модификации. 

(в) Если в ( 15. 72) положить и -т 1r - (1 ~ то автоматически получается функция, 
удовлетворяющая граничным условиям типа DN. Сравните ответ с разложе
нием по модам, полученным в п. (а), й объясните, почему свойства эрми:rо
восm не нарушились. 

... Заоача 15.7. Dt-бран-.1, расnопоженные nод уrаом 

Рассмотрите две бесконечно длинные D 1-браны на плоскости (х2 , z3
). Первая 

брана определена как х3 = О, а вторая бра на расположена nод углом 1, отложен
ным nротив часовой стрелки от оси х2 • Пусть Х2 (т, о-) и Х 3 (т, и) - координаты 
открытой струны. Рассмотрите только открыты·е струны, начинающиеся на пер

вой бране и заканчивающиеся на второй бране. Определите rраничн.ые условия 

мя Х2 и Х3 в точках 11 =О и и= 1r. 

... Заоача 15.8. Струн1t1 в rконфиrурации Dр-бrраны и D25•браны 

Рас-смотрите nолное пространство состояний теории открытых струн в конфиrу
рации Dр-браны и 025-браны. Положите 1 ~ р ~ 24. Для каждого сеК'fора тео
рии найди"rе оператор М2 и подробно проанализируйте состояния, возникающие 
на двух нижних уровнях, у1казав типы соответствующих полей и пространство, 

в котQJ>ом эти поля расположены. 

• 3Dдоча 15.'9. Пара nересекающихаt 022-бран 

В этой залаче изучается конфи~rурация двух D22-бран. Одна :из :них, п.алее :называ
ема-я браной 1, оni).еделяется как х25 = .:t23 =х21 =0. Вторая, брана 2, определяется 
как х1~ = z23 = х22 =О. 

Нарисуйте, как выглядит такая конфиrурация бран в моекости (х24 , х25). 
По аналогии ·с табл. 15.1, составьте таблицу д1U1 данной конфиrурации; добавив 
с;толбцы для вс·ех координат и строки для всех секторов. Для каж.n.оrо сектора 

~еории найnите оператор М2 и подробно рассмотрите сосrояния на двух нижних 
У,ровнях, указав тиnы сооrnетствующих nмей и простраtJство, в котором эти nоля 
расuоложены:. 

Основной смысл зсшачи: если в конфигурации двух nересекаюшихся D-бран Ж4 

ям.яеrея общим иапрамен~ием тиnа Дирихле, то координаты х4 двух D-бран 
доJDКНУ совпадать. Объясните почему. 



Глава 16 

Струнный и .электрический зарндь1 

Если точечная частица вэаимо,действуеr с полем Максвелла, то она обладает электри
ческим зарЯАОМ.. Струны взаимодействуют с поле,м Кальба-Рамона, поэrому струны 
обладают зарядом 1но:вого типа - с:rру.нным зарядом. Сrрунный заряд !Натянутой сrру
н·ы 1можно п·редста1вл:ять как ток. те.кущий вдоль струны. Струны могут зака!Нчиваться 

на D-бранах. не нарушая при этом закон сохранения ст1рунноrо заряда по той !Причи
н.е, что и концы открыJтых струн, 'И силовые линии возникающего эл·ектрического nоля 

на О-бра не обладают струнным зарядом. Некоторые D-браны в теории суперструн могут 

облаАать электрическим зарядом, соответствующим nолJ1м Рамон-Рамона. Бели эаря
Ж·ен·ная брана mолноаыо наматы·вается на компактное измерение, то дnя !Наблюдателя 

в просrранстве .меньшей размерности она выглядит как точечная частица, обладающая 

электрическим зарядом mоля Максвелла, возникающеr·о при ра·змерной редукции. 

16.1. ~Фундаменl'аnьнrый струнный эаряд 

Как мы видели ранее, точечная частица может обладать электрич~еским за

рядом по ·той причине., что существует :некоторая сила, позволяющая ей взаимо

действовать с полем Максвелла. Мировая линия точечной часrицы одномерна, 

а 11IOJ1Ie Максвелла А# имеет один инде~с. Это важное соответствие. Касательный 
вектор к траектории частицы имеет вид dх#(т)/dт, где т параметризует миро
вую линию. По причине того, что касательный вetcrOp име.ет ·Один лоренцевекиИ 

индекс, он может б.ыть умножен на калибровочное поле А11 , а соотБеТ<ствующие 

индексы с:ворачи:ваiО'I'Ся друr с другом ·так, что получающаяся комбинация есть 

лоренцевекий скаляр. Используя естественную систему единиц ( h = с = 1), вза
имодействие точечной частицы заряда q можно представить в виде слагаемого 
в действии 

1 dхР(т) 
q Ар(z(т)) dт dт. (16.1) 

В данмоИ системе единиц удобно сделать q безразмерной величиной:. Так какдей
ствие также является безразмерной величиной, то калибровочное nоле А11 доJIЖ.Но 
иметь р-азмерность обратной длины :ил.и массы: [Ар]= М. Напряженность nоля 
.имеет размерностъ [.F11"] = М2 , потому что она получается дифференцированием 
калибровочною щ>ля по пространственно-времеиным координатам. 
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Полная взаимодействующая система заряженной часrицы н поля. Максвелла 

определяется действием~ рассмотренным в задаче 5.6: 

S' =-т 1 ds + q 1 A.(x)d:t"- 4~ 1 df>xF •• F'". 
'Р 'Р 

(16.2) 

Первое ·слаг.аемое в правой части есть действие частицы~ последнее слагаемое -
.nействие Максвелла. Для того чтобы сделать последнее слагаемое безразмерным, 

мы ввепи размерную константу"<> размерности [~] = M 4
-D. При любых D-:/= 4 

появление этой константы неизбежно. 

Может ли реляrивистская струна быть заряженной? Предыдущие рассужде

ния указываю1' на то, что максiВелловским заря.Iюм мoryr обладать вылеленные 

точки. Замкнуrые струны не имеют вщеленных точек, однако у от~рытых струн 

есть концы. Тем самым, вполне возможно, что К:онцы аrкрытых струн обладают 

электрическим максвелловским зарядом. Далее мы покажем, что это действи

тельно так. Однако сейчас мы ищем нечто принципиально другое. Так как макс

ве.мовский электрический заряд естест~венным образом ассоциируется с точками, 

то можно задуматься, сущестt.вует ли некий новый заряд, естественным образом 

ассоциированный со струнами. Для заряда нового mna необходим новый тип 
калибровочного поля. Таким образом, можно задаться вопросом: существует ли 
.в теq>ии струн поле, ·связанное со сrруной так же, как поле Максвелла связано 

с частиuей? Ответ положительный. Таким полем является антисимметричный 

2-rензор Кальба-Рамона Bpv(= -Bvp). Эrо безмассовое поле, возникающее 
в теории замкнутых струн (см. раздел 13.3 и задачу 10.6). 

Давайте теперь повторим логику рассуждений, которые привели нас к ( 16.1 ). 
8 любой точке траектории струны существует два линейно независимых каса
тельных веКТQРа. Действиrельно, имея на мировом листе координаты т и и, 

такие касательные .векторы можно выбрать в виде дХР /дт и дХРjди. Из них 
и ii~Оля с двумя индексам B/J11 можно nостро~tть лоренцевс.кий скаляр: 

(16.З) 

Посредством этого слаrаемоrо струна взаимодействует с витисимметричным 

полем Кальба~Рам·она. Такое взаимодействие называется электрическим, пото

му чrо оно ямяетс·я естественным обобщением электрического взаимодействия 
точечной частицы с nолем Максве.юrа. Таким образом, мы говорим, что струна 

обладает электрическим зарядом Кшzьба-Рамона. В ·естественной системе единиц 

слагаемое со взаимодействием (16.3) должно бьпь безразмерным, поэтому BJW 
имеет раз.мернос1Ь обратного квадрата длинны или квадрата массы: [BJUI] = М2 • 
Так же :~к и действие Намбу-Гоrо, введенное взаимодействие должно быть ин
вариантным Относительно реnараметр.изаций (т1 и). Как будет видно в задаче 
16.1, анти<:имметричность Bpv необходима для вознйкновеиия репараметриэа
цион.ной инвариантности выражения (16.3). Важный :воnрос о том, в какой мере 
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выnолняеtея репараметризационная инвариантность, будет обсуждаТЬёя в этом 

разделе по~:нее. 

По аналогии ·с (16.2), которое опис.ывает полную динамику частицы и полей 
Максвелла, 'Струнное взаимодействие (16.3) должно быть доnолнсшо струнным 
.деiствием Sstr и слаrаемым, задающим динамику поля Bpv: 

Антисимме1ризация оnределена следующим образом 

а111ь"J = а11Ь11 -lflf. 

(16.4) 

(16.5) 

Напряженность mоля Hpvp~ ассоциированная с Вр11 , определена так же как в за

даче 10.6: 
(16.6) 

В последнем елатаемом в правой части (16.4) введена размерная константа к, 

НеООХОДИМаSJ ДЛЯ ТОГО., ЧТОбЫ сделать его безразмерным ((к2) = M 6-D). В тео
рии замкнуrьiх струн константа к, являетс.я вычисляемой функцией ст.рунной 

константы связи и а'. М!ножитель 1/2 во втором слагаемом в nравой части 
уравнения (16.4) возникает за счет ·антисимметризации. Выражение, свернутое 
·С Вр11 , естественным образом антисимметризовано: так,: как В1111 антисимметрич
но, то симметричная часть этого выражения не дает вклада в свертку. Отметим 

составной характер действия ( 16.4): одна часть действия является интегралом 
по мировой поверхности струны, а другая часть является интегралом по всему 

пространству-8ремени. 

Чтобы выяснить происхождение струнного заряда, рассмотрим заново урав

нения Маi(свелла (3.34)~ в котор-ых электрический заряд пояВJiiЯется как источник 

элеJСill>Омаrнитноrо nоля: 

(16.7) 

Здесь j 0 -это мотиость 3ЛеJсrрическоrо заряда. Неfllодвижная частица облада
ет электрическим зарядом, однако электрический ток равен нулю. Так же; как 

частица является источником поля Максвелла; струна является источником по

ля Bpv• Для поля Bil11 существует уравнение движения, аналогичное (16.7). Это 
уравнение nол)~ается вычислением вариации действ~ия Н6.4) оmосwrельно ва
риации 6B#il(z). Вар:иаlfия nооледнеrо слаrаемого в действии была вычислена 
в зц-аче 10.6: 

-D . . piip -D - и 
[ 

1 1 ] 1 1 
, !IIHpv,p 

6 - 6к2 d хНр~~рН = к2 d х6В11"(х) дzР .• (16.8) 

Для нахоЖдения вариации второго слагаемого в S IНеобходимо варьиро-вать B11v(x). 
но в зтом ·слагаемом nоле задается на мировой поверхности струны. Поле Вр~~(Х) 



16.1. Фундаментальньtй струнньtй заряд Lt9 
------------------~----------~----~--------------· 
может быть nереписано в виде интеграла по всему nространству-цремени Bp11(z) 
,с добавлением дельта-функции, которая локализует данное nоле на мировой лист: 

(16.9) 

С учетом данного тождества, второе слагаемое в S переписывается в виде 

1 D . 1 1 D . {)Х[Р дXvJ - 1 D •pll 
- d xB1.tv(x) 2 dтdq6 (z- Х(т,и)) дт дО' =- d xBpv(X)J (z). 

(16.10) 
rде мы ввели обозначение jP11 .шля выражения 

(16.11) 

Стоит отметит~ь, что jP11 отличен от нуля т:олько на мировой поверхности струны. 
Действительно, если ж не лежит на мировом .листе, то аргумент дельта-функции 

не может быть нулем., в силу чef'lo интефал равен нулю. Объект jP"' будет иг
рать tроль тока. По построению, он антисимметричен относиrе.льно перестановки 

индексов: 

•lt'fl •IIIJ 
1"" = -J . (16.12) 

Теперь у нас есть все необ~одимое для нахождения уравнения движения для Bp.v. 

Складывая уравнения (16.8} и (1~6.10), получаем, что полная вариация действия S 
равна 

( 16.13) 

Если данная вариация должна обращаться в ноль ДJIЯ проиэволыiых антисиммет~ 

ричн.ых 6B11v, ro ,анrисимметричная часть выражения, свернутого с 6В11",, также 
должна обрашаrься в моль (см. -задачу 16.2). Так как выражение в скобках анrи
симметрично, 'ТО оно должно быть равно нулю: 

1 дHPIIP 
- •IJtl k2 _д_z_Р_ ~ J · ( 16. t4) 

Q) Упрожнение-розиинно 16 •. 1 . . Для прооерю1 ;;;онимапия антиси.м.метричнЬIХ ва
риаций paCCAIOmpume индексЬt i. j = 1. 2, nробегающие деа значения. и про
извмьные ,ьнтиrим.м.етри-чные ;flapuaциu 6B,j) такие что 6в.1Gii = О. Явно 
покажите~ что единственным получ,ающи.мсн условием является G'i- Gja =О. 

Сходство между (116.14) и (li6,7) весьма примечательно. Оно указываеr на то, 
что i"'"' ямйется чем-то вроде сохраняющеrося тока. Вектор jP. в правой части 
(16.7) сохраняется, потому что справедливо соотношение 

' IJ ·~ tJ2 FPii .,..."l = =О 
L дхt! дхР дхv ' • • 

(16.15) 
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которое выполняется .а силу антисимметричности Fp.v и возможности переста

новки частных производных. Таким же образом, из ураirнения (16.14) спедует 

д j IJV 1 tJ2 HJJII р 

дхР = xz дхР.дхР =О. (16.16) 

По индексу р у jp.v в условии сохранения происходит свертка, однако индекс 11 

·остается свободньiм. Таким образом, тензор jp.v можно рассматривать как набор 
токов, занумерованных И!Ндексом v. Для каждого фиксированного v компоненты 
токов соответствуют различным значениям р. Так как нулевая компонента тока 
ямяется эарядовой плотностью, то имеется несколько зарядовых плотностей 

j 011
• Более точно, так как j 00 = О (16.12), иенулевыми зарядовыми плотностями 

ЯШIIЯются j 0k, где k пробегает просrрансrвенные значения. Тем самым, заряловые 
мотиости струны определяют пространственный вектор: 

эарядовая плотность Кал:ьба-Рамона- вектор J0 с компонентами j 0
". 

(16.17) 

Позже мы покажем, ~то заряловая плотность является вектором, касательным 

к струне. Рассмотрим ·соотношен:ие ( 16.16) мя 11 = 0: 

/)jP.O дjOk 

дхР = - дхk = О. (16.18) 

Это ,уrверждение выражает тот факт, что зарядо.вая rтотность струны является 

вектором, дивергенция которого равна нулю: 

(16.19) 

Вектор струнною зарЯl!lа Q естественным образом оnределяется как интеграл 
по пространству от зарядовод плотности ·струны: 

(16.20) 

Для достижения 'более глубокого nонимания струнного заряда давайте вычислим 
jP

11 в статичной :калибровке Х0 = т. С учетом этого условия~ дельта=функция 
.i8 уравнении ( 16.11) принимает вид 

6(i0
- Х(т, и) )о(х- Х(т, о-)) = б(t- т)6(х- Х(т, и)), (16.21) 

и можно взять и~rрм no т 

·IJv( _ ) 1 1 d ~( _ .;;( )) ( дХР. дХ11 дХ11 

IJXIl) ( 1 1 х, t = 2 'D u х - л t, q : "8t ди - ~ ди , t, и). ( 16.22) 



16.1. Фундаментальный струнный заряд ~21 
----------------~----------~~--~--------------· 
Очевидно., что в дюбой фиксированный момент времени t0 ток jP

11 на струне, т. е. 

на множестве Т<ОЧ·ек X(to. о-), не равен нулю. Для j 0
k вклад от второго сла~гаемоrо 

.8 ( 16.22) равен нулю в силу Х0 = t, и мы находим 

-о · 1 J ( ... ) -, j (x,t) = 2 dtfб Ж-Х{t,и) х (t,tf). (16.23) 

-, 
Подынтегральный множитель Х в правой части этого уравнения означает, что 
8 каждой точке струны веК'J1ор зарядовой плотности струны ] 0 касателен к ней. Он 
нanpaWieн, на ·самом деле, вп.оль касательного вектора, заааваемоrо возрастаю

щим .и. Так .Юlк ориентация струны отождествляется с направлением возрастания 

t1, то веК'Юр зарядо,вой плотности лежит вдоль направления ориентации струны. 

Такая ситуация может показаться странной. Ранее укаэывалос.ь, что репа

раметризационная инвариантность струнною действия означает, что изменение 

параметризации не изме.ня,ет физического содержания. Изменение направления 

t1 является репараметризацией, как это изменит зарядовую ruютность струны? 

Несмотря на то, что действие Намбу-Гоrо инвариантно относительно произволь
ных реnараметризаций, взаимодействие (16.3) струны с полем Кальба-Рамона 
та11<овым не является. Если сделать замену о- -т 1r - и при фиксированном т, 

то мера dт (/q не изменит знак, а хи изменит. В результ.ате общий знак (16.3) 
изменится. На самом деле любая репараметризаци:я, обращающая ориентацию 

мировой поверхности_, изменяет знак этого ~слагаемого (задача 16.1). 
Таким образом, открытые струны являются .ориентированными кривыми. В лю

бой фиксированный момент времени они полностью задаюrся н·еlюй кривой в 

пространстве, причем указывает-ся, какая из концевых точек кривой соответству

ет и ·= О (либо, эквиВЗ.!JJентно, и = 1r ). Несмотря на то что замкнуrые струны 
не имеют концов, тем не менее они все же обладают ориентацией, которая также 

определяется наnравлением возрастакия и. Теории 'С>ТКРЬI1'ых и замкнутых струи, 

рассматривавшиеся в :nредыдуmих paэдt-JJ.ax, я:мялись~ соответственно~ теориями 

,ориентированных открытых струн и ориенmровакных замщуrых струн. Тео
рии яеориентиро!ВЗнных струн тоже существуют. Это непротиворечивые теории, 

возникающие nрм ограничении nространства ~состояной rеорий (ориентирован
'Ных) струн mодnространством ёQСтояний, инвариантных относительно операции 

обращения ·ориентации. Такие теории изучались в ряде задач, начиная с за

да'Ч 12.12 и 13.5. Спектр теории неориентируемых замк~х струн не содержит 
поля Кальба-Рамона. Это полностью согласуется с нашими рассуждениями, так 
как состояния неориенТtируемых струн не обJilадают струнным зарядом (в ином 
случае куда бы он мог быть направлен?). 

Для бесконечноминном струны, натянутой вдоль оси х 1 (похожая конфиrу~ 
рация изучалась в paздeJJie ·6.7) интеrрал в выражении (1,6.23) легко вычиёЛяется. 
Такая стр-уна описывается уравнением 

X 1(t, и)= /((f), Х1 = Х3 = ... = xd =о, (16.24) 

rде /(и) есть функция от nеременной и, иэменлюшейся от -оо до +оо. Функция 
f должна быть либо строго возрастающей либо ~строго убывающей фунJЩИей и. 
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Ож:и:дается, что это разJIIичие является важным, так как эти две возможности 

·соответствуют струнам с противоположной ориентацией. Or и зависит только Х 1 
, 

поэтому ураrвнение ( 16.2:3) означает, что единственной неиулевой компонентой 
jf.W является j 01 

( = - j 10 
): 

j 01,(x, t) = ~ 1 du 6(х 1 
- Х1 (т, о')) 6(х2)6(х3) .•• 5(x4)f1 (о')= 

00 

= ~ ·с5(х2)6(ж3) ••• 6{zd) 1 dO' 6{х 1 -/(и)) / 1
(0'). (16.25) 

-00 

Обозначая единственное решение уравнения u(z1
) как х 1 -/'(и)= О, запишем 

известное свойС11ВО дельта-функций 1В следующем виде: 

j d.r6(x
1 -/(и)) /(и)= ~~:~::::~~ ~ = sgn (J'(u(z

1
))), 

-00 

(16.26) 

rде s.gn (а) обозначает знак а. Так как функция f либо строго возрастает либо 
строго убывает, то этот знак либо положительный либо отрицательный для всех 

.х 1 • Таким образом, возвращаясь к j 01 (i, t), 

j 01 (x1 
••••• х4; t) = ~ sgn (/') б(х2) ••• 6(х4) = ~ sgn (/') б(ЖJ.), (16.27) 

rде х J. - .вектор, компоненты которого ортогональны к струне. Зарядоная струн
ная плотность сосредоточена на струне, rИ мы явным образом наблюдаем соот= 

ветст.IВие знака /' выбору ориентации. Для произвольной неподвижной струны 
пространственrные струнны~е координаты xk не зависят от времени. В результате, 
уравнение ( 16.22) о:значает что 

й ·ik о для неподвижно струны J = . (16.28) 

Для неnоliВИЖНСfrй сrруны ·отличнь• от нуля только компоненты струнной заря-
g ·Ok 

ДОВО.n f!IЛОТНОСТИ J • 

В заключение этоrо разделаt давайте крат~о обсудим воnрос фоновых полей. 
Ранее утвержп:алось, что струнное действие должно бь1ть дополнено слаrаемым 

оо взаимо.дейсrвием (16.3). Можно задаться воnросом: сnравемиво ли прежнее 
к:вatr:roвaliиe СТ,руны, в котором дополнительное ·ёдаrаемое в струнном действии 

не рассматривалось? Да, сnраведливо, так как квантование выполнялось для ну

левого ~фонового поля Кальба-Рамона. Поле BJW ~ (16.3) называется фоновым t) 
nолем Кальба~Рамона. Фоновое поле Кальба~ Рамона ·~это nоле Вр.,, удовле

творяющее своим классическим уравнениям движения. Цеnочка рассуждений, 
пр.иведшая нас к рассмоrрению фоновых nол·ей такова. Мы nроКJJантовали за

мкнутые струны и ~обнаружили состояния Кальба-Рамана. Из этих квантовых 

J) В русскоязычной литературе такие nоля nринято называть свободными. - Лрим. ред. перееода. 
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состояний мы вывели сущесrоование полей Bpv и вывеJш для них (линеаризо
ванные) ураi8нения движения. Постулируя существование фоновых nолей, мы 
имеем !Ввиду, что существуют нетривиальные поля Вр", которые являются ре

шениями полных уравнений движения. Когда говорят о фоновых электромаг
нитных полях~ имеют ввиду поля Ё и В, которые удовлетворяют уравнениям 
Максвелла. ·Сходным образом, гравитационное фоновое nоле - это простран
ство-время, .метрика которого g11v удовлетворяет уравнениям Эйнштейна общей 

теории относительности. 

Предположим, что имеется некоторая конфигурация полей Bpv· Каким об
разом можно было бы решить, является это фоновым полем или нет? Если бы 

были доступны nолные нелинейные уравнения движения, то можно было бы 

наnрямую проверить, является ли данная полевая коифиrурация решением или 

нет. Так как такпе уравнения недоступньi, требуеrея менее прямая процедура. 

Необходимо заново rnрокванrовать струну с учетом взаимодействия (16.3), что 
позволит учесть возможные эффекты от rюявления фонового поля Bpv. В случае 
успешного кван11ования .можно сделать вывод, что данная полевая конфигурация 

определяет некоторый фон. Подобная процедура осушествима, и физики обна

ружили несколько фоновых конфигураций Bpv· 

16.2. В1иэуапиэа1ЦИЯ струнного заряда 

В Юiассической теории электромагнитного поля Максвелла существует мно

жест.оо зарядовых конфшураций: точечные заряды и заряды, неnрерывно распре

деленные вдоль линии, по поверхности, 1110 объему. Так как мы убед!ИJ11ИСЬ в том, 

что струнный заряд сосредоточен на струне, может nоказаться, чrо мотность 

струнного заряда представима в виде линейной плотности заряда на струне. Это 

не совсем так. Струнную ruютность заряда можно предстамять как максвел

ловекий 11ок н;а струне. Действительно~ было установлено, чrо nлотность струн

но:rо заряда :ЯВJIJiie'fCЯ: направленным вдоль струнъ1 пространствеиным вектором, 

а именно таким образом на струне выглядит максВёЛJiовскиИ ток. 
Интеrрал .по nространству 'O'f плотиости заряда струны опреnе.nяет ~полный 

с-rрунный заряд Q (16.20). Этот заряд имеет следующме недостатки: он бесконе
чен для бес~онечно натянутой струны (см. (16.27)) и равен нулю для стягиваемых 
замкнутых струн (задача 16.З). Тем не меt~ее этот струнный ·заряд возможно ис

пользовать для подсчета струн. Струнное число N, которое далее будет определе
НО; по.1счrитывает количество СТ,рун, находящихся внуrри задаиной nоверхности. 

В силу (16.19), nлотность заряда струны J0 ведет себя как электрический 
мак:свепловский то:к. Закон сохранения электрического заряда имеет вид 

др . -7ii + v. j =о. ( 16.29) 

В ма:rнJитостаmке .nлотность Э!lектр:ическоrо заряла р не зависит от времени. 
в ·результате чего ливергенция ·мотности электрическоrо roxa равна нулю. Это 

~означает, Чlio заряд не наi<апливается где-либо в nроизволъный момент времени. 
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Токи, див-ергенция :которых равна нулю, n<Устоянно тtкуr. Если такой то:к течет 

no кон'tуру, ro он должен бьпь либо замкнуrым (в нашем случае это замкнуrые 
струны), либо бесl<!онечно протяженным (бесконечно длинные струны). Было 
1\Ыясне·но, чтодаже в случае струнной l<iОнфиrурации, зависящей от времени, ди
ве:рrенция обращае11ся в иопь, V · J =О. Таким образом, струнный электрический 
.заряд полностью аналоrич·ен электрическому заряду в маrнитостатиl<!е. Сохра

нение струнного заряда приводит к тому, что струны либо образуют замкнуrые 

петли, либо я.вляю11ся бесконечно длинными. 

Для развития аналогии с магнитостатикой рассмотрим поля Кальба-Рамона, 

IПОрождаемые неподвИЖ!Ными струнами. Мы увидим, что напряженность по

ля Кальба-Рамона может ·быть представлена в виде эффективного магнитного 
помt. Для упрощения анализа рассмотрим четырехмерное пространство-время. 
В уравнении ( 16.14) ·существует следующие две возможности: либо оба свободных 
индекса являютс·я прост.ранственными., либо один из них временной, а другой 

nространственный. В первом случае имеем 

дHikp 
--=0, 
дхР 

(16.30) 

так как J'k равен нулю пля неrЮ.ЦВИЖНЫХ струн. На основе этоrо уравнения сдела
·ем следующее предположение: пусть все компоненты Н не зави.сят от времени и 

Другим уравнением, которое ·следует рассмотреть, является 

дн·оkl 
~...."......- k2 ·ik 
дхl - 1 . 

( 16.31) 

(16.32) 

Э-го уравнение можно залиса'ifь в виде уравнений Максвелла с помощью вектора ... 
В н с комnонентами В н т, которы,е определяются следующим соотношением; 

Hckl _ l:klтв-
. -"' Нт· (16.33) 

Здесь f.ijk полностыо ант.исимметр.ичен и удоВJiетворяет условию t 123 = 1. Вектор 
В н называется напряженностью ПОЛЯ;дуальной к Н. Подставляя обратно в (16.32). 
находим 

(16.34) 

На эrом этапе соответствующие компо.ненть• Н !были собраны в дуэльное <<маг
нитное nоле», а уравнение { 16.32) бъmо приве,щено :к sил:у 

- .2"70 V х Вн ~ k :J . (16.35) 

Это закон Ампера .nл.я маrнит:нО'rо поля с тоtеом k2 
]

0
• Отметим. что мя вы6ран

ноrо предnоложения уравнение (16.35) эквивалентно исходным уравнениям .nля 
Н: если оно не имеет решений, то нет 'Лlюке решений и для Н. Условие совмест
н<rсти для (16.35) хорошо известно. Так ка:к дивергенция ротора равна нулю, су-
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щестоование решения (в очередной раз) накладывает требование равенства нулю 

дивергенции ] 0
• Альтернативно, пля заданной одномерной кривой Г, являющей

ся rранrицей двумерной поверхн.ости S, интеtrральная форма уравнения имеет вид 

:2 / В н · di = 1 ]0 
• dil. (16.36) 

r s 

Го:ворsп:. что кри!ВЗЯ Г охватывает струну, если струна проходит сквозь каждую 
поверхность, мя которой Г является nраницей. Еспи СТРуна обрывается в веко

торой т.очке, то ток та~е l!gекращает течь в этой точке, что приводит к отличной 

от нуля дивергенции V · j , и, следовательно, к противо,речию в (16.35). Если 
струна обрывается 1В н:екоторой точке, то для любого фиксированного Г левая 

·часть уравнения (16.36) хорошо определена, в то время как праtва.я часть зависит 
от вьtбора поверхности S, что также приводит к про11иворечию. 

Уравнение ( 1·6.36) ·естественным образом приводит к определению струнного 
числа N .анонсированного в начале этого раздела. Струнное число N, ассоции
ро.ва~нное с кривой Г, определяется как 

! N=-; jвн ·dl = 11° ·dii. 2 k 
( 16.37) 

г s 

0ЖJf.11зется., что N задает число струн, коrорь1е ох_ва:rывает кривая Г. В JСаче
стве wmюстрации давайте вычислим значение N для струны, натянутой вдоль оси 
:с 1 , рассмотренной в предыдущем ра~деле. Предnоложим, однако, что есть только 
три прос11ранственных измерения, так что справедливы результаты, полученные 

в 11редыдущем разделе. Выби1рая ориентацию таким образом что /' (и) > О, урав
нение ( 16.27) преобразуется в 

jOI = ! ~(y)8(z). 
2 

(16.38) 

Теперь рассмотрим замкнутую кривую Г, охватывающую данную струну, и ле

жащую в :плоскости nосrоянньrх х. Предположим, что эта кривая о.rраничивает 

на плоскости неК:оторую область S, у которой ориентированная нормаль наорав-,. о 
лен а ,вд:олъ rюложителъных х. Так как и вектор площади и J напра~влены вдоль 

оси z, находим 
1 "' 1 -·о . 1 - ·ol 1 1 . ). :r 1 2 JV = j •da= j dydz = 2 6(у u(z) dy .dz = 2· (16.39) 

s s s 
Как .и ожидалось .• мы пооуч~Ши .N = 1. В общей ситуации, .N' = N, rде N ~ это 
число струн, nрохолящих JВнуrри выбранной кривоИ. Вьrбор ориентации имеет 
значение: если крива-я охвашвает две струны противоположньrх ориентациИ, 

то вклады каждой из них в N вэаимно сократятся. Поле Вн из предыдущего 
примера можно легко вычислить. Таюке возможно выписать явное выражение 

для антисим.метричноrо тензорног.о поля ВIJV (задача 16.4). 

Даваifте сравним с теорией эJiектромаrнетноrо nоля. Для локализованного 
:максБё.ЛЛо.вско:rо '[распределения зарядов заряд вычисляется интегрированием его 
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Рис. 16.1. (равнение вычrиСJ!енrий маJ<свелловскоrго заряда и струнноrо числа 

в мире с тр.емя просrрансrве)!НЫJми измерениями: 2-сфера, окружающая макс

велловекий заiРЯ,д, ана!JIIоrичн.а окружнос1rи, охват~ывающей СТIРУНЫ 

nл~ности по трехмерному шару В3 , ограниченному соответствуюшей пвумерной 
сферой 8 2

, внуrри которой находятся заряды (см. рис. 16.1 ). Набор параллельных 
бесконечных струн окружается соответствуюшей окружностью S 1

, не nересека
ясъ с ней. Возникает ·естественная аналоrия: так же, как электрические заряды 

не касаются окружающей их поверхности S 2
, струны не касаются окружающей их 

<(поверхности),) S 1
• Так же, как нельзя удалить максвелловский зарsщ, не проколов 

двумерную сферу, так же нельзя удалить струну, не разорвав при этом окружность. 

Вычисление., аналогичное вычислению объемного интеrрала от ru:ютности макс

велловекого заряда. - интеrрал от плотности струнного заряда по двумерному 

шару В2 (дИСК), длЯ !КОТОроГО 8 1 ЯВЛЯетсЯ границей, ОПределяет ЧИСЛО струн, 
·ОКруже!ННЬIХ s~ . Наконец,заряд в теории Максвелла заря также можно вычислить 
как интеграл от nотока электрического поля через окружающую заряды поверх

ность 8 2
• 'Струнное число вычисляется аналогичным образом - как интеграл ду-

-+ 
альной напряженносm Кальба~Р.амона Вн вдоль кривой, окружающей струны. 

Q) Упражнение-роэ.мuннtJ 16.2. Струна расположена вдоль оси х1 в пространстве 
с четырьмя прострапственны.ми U3Мерениями: х 1 , х2 , х3 и х4• Напишите пару 
ура8нений, tФторые определяют сферу, (}:tватывающую данную струну. 

16.3. Струны, эаканчивающиеся на D-бранах 
В разделе 15.2 мы выяснилиt что в мировом объеме любой О-брань• «жи

Бе';J').) nоле Максвелла. Действительно, при кван11о~нии открытых струн, концы 

которых находятся на D-бране, возникают фотонные состояния. Квантование 

замкнуrых струн в разделе 13.3 привело к состояниямt возникающим из полей 
Кальба-Рамона Bpv, которые живуг .rво всем пространстве~времени. Мы убе

дились в том, что сwуна испытывает электрическое взаимодействие с полем 

B~v· Таки:м образом возникает естественный воnрос: если на D-бране живут по
.ля Максвелла. сущест1вует .ли какой-нибудь обьес, обладающий 3лектрическим 

зарядом, которые порождают эти поля? Этот волрос связан с другим: чrо про= 
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исход.ит со ~струнной зарядавой rтотн·остыо, которую, как мы видели, можно 

счlifтать током, е·сли струна заканчиваетс.я на D-бране? Выполняется ли закон 
сохранения ~струнного зарsша? 

Затруднения с законом сохране·ния заряда в прошлом привели к интерес

ным открытиям. Например, был открыт ток смещения в зависящих от времени 

электромагнитных nроцессах. В теории струн решение этой проблемы приводит 

к ililредставлению о том, что концы открытой струны ведуr себя как электриче

ские точечные заряды. Они заряжены относительно поля Максвелла, живуще

rо на D-бране, на которой оканчиваются струны. Более того, силовые линии 

электрического поля этих точечных зарядов обладают струнным зарядом. Эта 

взаимосвязь между струнным зарядом и электрическим зарядом, и между со

ответствующими полями Кальба-Рамона и Максвеюtа, приводит к струнному 

закону сохранения. 

Закон сохранения тока неразрывно связан с калибровочной инвариантно

,стью. В теории электромагнитного поля взаимодействие тока с калибровочным 
полем задается слагаемым действия iВида 

(16.40) 

Напримерt в уравнении ( 16.2) среднее слагаемое в правой части ямяется слаrа
·емьiм со взаимодействием. Калибровочные i11реобразования имеют вид 

(16.41) 

и напряженность F11v = д11Аv - дvА11 калибровочно-инвариантна: 6Fpv = О. 
Первое и nоследнее слагаемые в П!равой части ( 16.2) явно калибровочно-инвари
антны. Это общее с.войство, слаrаемые .в действии, отличные от (16.40), калибро
во'Чно-инвариантны сами по себе. Отсюда следует, что калибровочная инвариант
нос1ъдеttствия требует калибровочной инвариантности бScoup =О ЧJileнa со взай~ 
модействием (16.40). Предnолагая, что ток Jli инвариантен сам по себе, получаем 

бScoup = 1 dD ~ (д11E)jP(z) = - 1 dD х ~дрjР(ж), (16.42) 

rде м:ы щ:юинтеrрировал.:и no частям и положили граничные слагаемые равными 
нулю~ предnолаrая, что параметр Е достаточно быст.ро убывает на бесконечности. 

Теперь становится очевидным, что сохранение 11ока (IJ11j
11 =О) влечет за собой 

кuибровочную инвариантность (dSooup = 0). 
Схожие идеи справедливы для взаимодействия с полем Кальба-:Рамона Bpv. 

Калибровочные nреобразования для Bpv определялись в задаче 10.6: 

oBpv = дрАv - д11Лр. ( 16.43) 

Полностыо ан:тиси:мметричная напряженность Hpvp (16.6) инвариантна отно
~ситепьно этих калибровочных преобразований. Соrласно правой части ( 16.1 О), 
взаимодействие поля Вр11 с током j 11v ~(= -jpv) имеет общий вид 

(16.44) 
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Q) У:прожнение-рt:r3Nинка 16.3. Докажите, что слагаемое со взаимодействием 
(16..44) инвариаюпно .относи.телыю КШlибровочньа преобразований (16.43) при 
условии, что ток j 11v сохраняется. 

Предыдущие результаты указывают на то, что можно изучать возможные 
нарушения закона сохранени·я тока, контролируя свойства калибровочной инва
риантности действия. Поэ·юму .давайте рассмотрим заново слагаемое в действии 

(16.4), которое оnределяет взаимодействие струны с полем В11": 

Sв = -~ 1 dтd.q~af3дaX11,дpX11Bpv(X(т,O')). (16.45) 

Здесь введены двумерные индексы а, {j =О, 1, а также до= д/дт и д1 = д/ди, 
кроме этоrо, f.afJ полностью антисимметричен и i' = 1. Так как калибровочная 
·инвариантность Sв не совсем очевидна, сначала рассмоорим более простой слу

чай. Проверим калибровочную инвариантность слагаемого со взаимодействием 

точечной частицы н поля Максвелла: 

(16.46) 

Почему это выражение инвариакrно относительно ( 16.41 )? Используя параметр т, 
изменяющийся от -оо до +оо, мы видим, что вариация пропорциональна 

00 00 00 

1 dт 6А (х(т)) dxP. = 1 dт дf.(х(т)) dzP. = 1 dт d.t(x(т}) = 
Р. dт дzl:t. dт dт 

-оо -00 -оо 

= t(х(т = оо)) - t(х(т = -оо) ). ( 16.47) 

Та1к как т nараметризует время, то t(т ~ ±оо) = ±оо. Калибровочная инвари
антност.ь будет иметь мес11о1 если nредnолОЖJilть, что калибровочный параметр 
равен нулю в бесконечном прошлом и бесконечном будущем: t(t = ±оо, х) =о. 

Дав-айте теперь вернемся к вопросу о RаЛибровочноИ инвариантности дей~ 
ствия (16.45). Так как арrуме1iтамrи Вр.11 ЯВ.Jl'яются струнные координаты, то ка
либро~tочные nреобразоЕrания имеют вид 

(16.48) 

rде арrумент.ами А также ~мяются ~струнные коордИнаты Х(т, q). Множите11ь 
tПри В1111 в выражении (16.45) антисимметричен пор и v (nроверьте!). В резульа 
·тате, каждый член в ( (6.48) лает одинаковый ВЮiзд в вариаuию: 

6Sв = - 1 dт du ta/3 :~: даХРдрХ11 = - 1 d.т dn ta/3 даЛ11дрХ11 • (16.49) 

Расписывая часть сумм nредьщущеrо выражения в явном виде, nолучаем 

6Sв = - 1 ·dT tf.q (дтАvдqХ11 
- дuAvдrX11 ) = 
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(16.50) 

Отметим, что это выражение содержит две полные nроиэводные. Член дr не дает 
вклада, так как можно ,счrитать, что Л равен нулю в начальный и конечный момент 

:времени. Если рассматриваемая струна замкнуrа, то у .и нет rраничных точек, 

и член 'дq также не дает !ВК.Лада. Это доказывает калибровочную инвариантность 
Sв для :замкнутых струн. 

Однако для открытых струн член дu в (16.3) приводит к иенулевым гранич
ным вкладам. Мировая поверхность струны имеет границы, ямяющиеся линия

ми в мировом объеме D-браны (рис. 16.2). Теnерь :вычислим 6S8 для открытых 
струн. Нам nонадобятся струнные координаты вдоль браны хт и струнные ко
ординаты., нормальные к поверхности браны Х4 : 

X /J = (xm, х·С), ( ) р. = т, а. (16.51) 

Если D-брана является Dр-браной, то т = О, 1, ... , р. Так же, как и ранее, 
.не учитывая член д., в (16.3), рассмотрим 

/J.Sв = 1 dт dидu(ЛvдтХv) = 1 dт[АmдтХm + ЛадтХ0J:::. (16.52) 

IРм~ 1б.i2. 0-бран·а и мировая поверхность открытой струны. Границы мировой nоверхности лежат 
на О~бране: они Явiij!Ютtя мировыми лиrииями концов открытой струны, и = О и tт :::: 11'; хт 
tИ Х0 

- это сrрунн:ые ~оординаты. соотtвет.ствен~о. в маtате!Пьном и нормальlitом наnравлениях 
к nоверх.ности 6раны 
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Так как ха -:это DD-:координаты, то дrХ8 =О выnолняется на обоих концах, 
:и ВТQJ>Ое слаmемое в предьщущем выражении не дает вклада. В итоге, 

(16.53) 

Прис.уоствие двух данных rраничных членов нарушает калибровочную инвари

антност!Ь, что наглядно показывает нарушение закона сохранения струнного за

ряда !На концах открытой струны. Кал·ибровочную инвариантность необходимо 

восст.ановитiЬ. Как уже говорилось, для этого требуется ввести взаимодействие 

существующих на бране nолей Максвелла с конщами струны. 

flозто.му давайте добавим в струнное действие пару слагаемых, которые на

деляют конц!Ьl струны электрическим зарядом 

1 4Хт 1 dХт 
S = Sв + t1:r Ат(Х) -

4 
: - dт А".(Х)-4 Т tF='I( Т cr=O 

(16.54) 

Так как дополни-rельные слагаемые имеют nротивоположные знаки, концы 

струны противоnоложно заряжены. Мы условились, что струна начинается с от

рицателыю заряженного конца и заканчивается на положительно заряженном 

конце. Мы таюке положили q = ± 1 для концевых зарядов, и будем придер
живаться этого соглашения в дальнейшем. Физические значения величины за

рядов могут быть оnределены, только ·если известна нормировка слагаемых F2 

на D-бране. Эта нормировка фиксируется константой k~ в (16.2). Слагаемые F2 

и члены со юаимоnействием в (16.54) оп.ределяют способ, каким концы струны 

порожл.ают электромагнитные поля. Нормировка слагаемых F 2 на D-бране со
держит ·струнную константу связи и о:'. Они будуr найдены в разделе 20.3. 

С помощью обозначения .из-( 16.53) выражение ( 16.54) можно записать в более 
кратком виде: 

(16.55) 

Каким обра:юм дополнительные слаrаемые можно исnользовать д.пя восстанов

ления калибровочной инвариантнос'Ги? Заставив поле Максвелла изменяться при 

калибровочных преобразов-аниях поля Bpv! Это может быть несколько странно 
и удивительно, но без nеремешивания двух типов полей мы не смогли бы решить 

.nроблему наруwе.ния ·калибровочной инвариантнооти. 

Таким образом, nостулируем, что одновременно с вариаuией B,..v, оnределя~ 
емой калибровочным nараметром л,..= (Am, Ла), также необходимо варьировать 
nопе М.аксвелл.а Ат на D-бране: 

(16.56) 
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При та~~<ом оnределении преобразования поля Ат вариация последних двух сла

rаемых .в (16.55) сокращаетrвариации, найденные .в (16.53), восстанавливая, таким 
образом, ~калибровочную инвариантность.. 

Прип.исывание А закона иреобразования (16.56) решает рассматриваемую 
nроблему, однако приво.дит к некоторым инrересным вопросам. Помимо пол

ноrо струнного дейсТiвия мы также хотим, чтобы калибровочно-инвариантным 
было действие Максвелла. Так как оно пропорционально F2

, можно спросить: 
.является ли Fmn кuибровочно-.ИНiварианmым? Нет, не является! Действительно, 

(16.57) 

rде в последнем равенстве мы воспользовались тем, что полученная вариация 

совпадает с калибровочным nреобразованием Bmn. Эrо очень важно., потому что 
ОТ<Сюда следует, что полностью калибровочно-инвариантная комбинация имеет 

:вид 

~(Fтn + Вmn) = О. (16.58) 

Обозначим эту новую инвариантную величину Fmn: 

6Frм =О. (16.59) 

На D-бране :Fmn является физически значимой напряженностью. Ранее исполь

:зовавшаяся наnряженность Fmn не •совсем физически осмысленна, потому как 
не являетсЯ калибровочно-инвариантной. }!,равнения Максвелла видоизменяют

ся заменой F на :F. Во многих случаях это несущественно и для нулевых В 
напряженность :F равна F. Подобное перемешивание полей помогает интуитив
но понять поведение струнного заряда, в том случае, когда струна заканчивается 

на D-бране. Давайте теnерь обратимся к этому воnросу. 

Мь1 видели, ·что ruютность струнного заряда можно представпять как ток, 

текуши.й вдоль струны. nредположим, что имеется струна; заканчивающаяся 

на D-бране, как nоказа.но на рис. 16.3. То1< не может перестать течь на концах 
струны. Поэтому он должен вьrrекать но D~бран~ Каким образом это проис

ходит? Известно; что конеu ·струны заряжен; поэтому он является источником 

·смовых линий эле:К"фическоrо noJHI; расхолящихся по поверхности D-браны. 
Линии поля не мoryr выйти в объемлющее прос1рансmо, потому что nоле Макс~ 
:оелла сушествует только на D~·бране. Мы увидим, что на самом деле силовые 
.линии электрического nfiля обладают струнным зарядом! 

Согласно уравнению (16.10). мотностъ струнного заряда j 0k, является) по 
определению, величиной, свернугой с Bok. Все, что ·сворачивается с Bok, возника
'ёТ в правой части (16.14) в виде ·вклада в />k. На D-бране плотность лаrранжиана, 
пропорционалъная -Fmn F.mn/4., является калибровочно-инвариантным обобще
ни:ем плотности .лаrранжиана Максвелла. Разложим на части 

1 pnn 1 . mn 1 mn 1 . mn 
-- 'r:"m =--В В ... - ~ F F.mn- ~ F В · 4 .Г! n 4 m.. 4 2 mn• (16.60) 
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Рис. 16.Э. Сrр}'на$ за1канчиеающа.яс.я на 0-бране. Пло1Jность стр}'нного зар11да можно представпять 

как ток. текущий вдоль СТIРУНЫ. Этот ток переносита1 !На D=брану nосредаво.м силоеЫJх линий 
электрического поля 

Последнее сла:rаемое особенно интересно. Ero можно разложить далее следую
щим образом 

1 mn ".,()k 
-- F Втn = -lг-Воk + · · · · 

2 
(16.61) 

Полное действие для О~браН!ы и струны будет содержать это слагаемое F0
k Bok. 

Все, что сворачиваеrс.я с Bok, обладает струнным зарядом, поэтому F0
k играет 

роль струнного заряда иа бране. Но pOk = Ek является электрическим полем. 
Следовательно~ смовые линии .эле-ктрического поля на D-бране обладают струн
ным зарядом. 

16.4. D-браНIНЫе заряды 

Мы выяснили~ что струна обладает электрическим зарядом полей Кальба
Рамена теории замrкнуrых струн. Естест~rенно nоинтересоватьс:я, .есть ли другие 

протяженные объеJа'Ьr в теории струн, таюке обладающие зарядом. Помимо струн, 

'единственными протяженными объектами, с которыми мы стаякивались до сих 

пор, являются Dр-браны с различными значениями р. Могут ли они обладать 

зарядом? 

У точечных час-тиц мировые линии одномерны, и они переносят электриче

'скнй заряд при взаимодействии с одноиндексным безмассовым калибровочным 
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nолем. Мировые поверхности струн двумерны, и они nереносят элеiсrрический 

заряд при взаимодействии с калибровочным полем Кальба-Рамона, безмассо
:вым, антисимметричным тензорным полем с двумя ИIН.llексами. Dр-брана имеет 

(р + 1 )-мерный мировой объем и говорят, что она электрически заряжена, ес
ли она взаимодействует с безмас·совым антисимметричным тензорным полем 

с '(р + I) индексами. Мировой объем Dр-браны параметризован т и набором 
!Коорпинат и1 , ti, ... , uP. Пространствеино-временными координатами, описы
вающими положение браны, являются ХР(т, и 1 , ... , оР), где р = О, 1, ... , d, 
а антисимметричное тензорное поле обозначается А,.,,., •... ,.,,(х). Искомое взаимо
действие является обобщением {16.3): 

1 дХР дХР• дХР~> 1 s, =- .dт du1 ... dup-
8 

д ... д А11,.,, ••• 11,.(ХР(т, u , ... ,иР)). 
Т O'J Up 

( 16.62) 

В ·естественных единицах s, безразмерно, так что антисимметричное тензорное 
поле имеет размеnность [А ] = мр+J = L-(p+J) 

· У · PPI· · ·Рр ' 
В 11еории замкнутых бозонных струн поле Кальба-Рамона является един-

ственным безмассовым антисимметричным тензорным полем. Как мы видели, 

источниками этоrо поля служат с-грУJНЫ. В отсутствие доnолнительных безмассо
вых антисимметричных тен:юров, Dр-браны в теории бозонньrх струн не мoryr 

быть заряженными. С другой стороны, в IIA- и Н В-т-еориях замкнуrых суперструн 
·есть долоэuнrительные антисимметричные тензоры в секторе Рамо н-Рам она. Они 
~были перечи·слены в ура,внениях (14.90) и (14.91): 

НА: All, Apvp; 

IIB: А, Apv, Apvpu· 
(16.63) 

Оказывается, R-.R калибровочные nоля электрически взаимодействуют с соот~ 
~Sетствующими D-бранами. В НА-теории суnерструн Ар взаимодействует с DО

'браной; а Apvp взаимодействует с 02-брано~й. В ПВ-теории суnерструн Apv вза
имодействует с Dl ... браной, а Apvpq взаимодействует с DЗ-браной. Поле А в 118-
теории не имеет индексов, поэтому не может электрически взаимодействовать 
с 'обычной D~браной (это поле электрически взаимодействует с объектом, на

зываемым D-инстантоном). Резюмируя; ~лектрически заряженными D-бранами 

ПА: DO, D2; 

IIB: Dl, DЗ.. 
(16.64) 

Сохранение как зарЯдаt так и энергии означает; что заряженн~ый объект не может 
распастъся; если отсутствуют возможные продукты расnада с ме~ньше:й массой, 

!Которые мoryr обладать зарядом. На ~самом деле D-браны в (16.64) являются 
стабильным.и D--бранами и ~не мoryr распасться на открытые ми замкнутые 

С'фунные состояния. Боэоннь1е D-бJРаНы и·е обладают зармом и нестабильны. 
о чем ~свилетельствует наличие т.ахиона в их мировом объеме. Извест-но, что 

Dр-браны с четными р являются стабил-ьными в НА-теории, но нестабильны~ 

.ми в ПВ-rеор:-ии. Наnримёр, D6~бр:анъt в ПА-теории стабильны. Кроме того, 
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Dр-браны снечетными р стабильны в IIВ-теории, нонестабильны в НА-теории. 

Стабильн~ые DЗ-бранм в 118-теории особенно интересны, потому что их мировой 

~объем это четырехмерное nространство-время. Все стабильные D-браны в тео
рии струн типа 11 являЮ'ГСя заряженными. Тем не менее, от.суrствующие в списке 
(16.64) D-браны - 04, D6 и D8 в теории IIA, и 05, 07 и .09 в теории IIB -
как оказы.вается, обладают магнитным зарsтом либо мя R-R калибровочных 
nолей в (16.63), либо для других, более изощренных R-R состояний, которые 
мы не обсуждали. В этой книге мы не будем изучать магнитные зарялы. 

Заряды (электрические) Dр-браны имеют простое оnисание, когда р про
странсmенных измерений сворачиваются в окружности и Dр-брана намотана 

на возникающее компактное простран·ст~во. В эrом случае р компактных про
странственн:ых измерений направлены вдоль D-браны (имеют тип «-» в обо
значениях табл. lSJ). Остальные пространствеиные измерения, определяющие 
·эффективное пространство с меньшим числом измерений, нормальны к поверх

ности бравы ( имеюттип с•» ). Наблюдатель в пространстве меньшей размерности, 
которому достуnны только некомпактные измерения, видит брану как точечную 

частицу. Утверж.дается, что эта частица электрически заряжена относи11ельно по

ля Максвелла, возникающего из антисимметричноrо тензорноr:о поля Арр1 ••• р,. 
Пусть х 1 , ••• , х' обозначают р компактных измерений, и пусть Х1 , ••• , ХР 

обозначают соответствующие координаты ·браны. Если компактные измерения яв

ляются окружностями радиусов R1
' ••. ' RP. и используются IПараметры trk Е (о) 211']. 

то выражение 

Х1(т. n 1
, •••• и")= R"uk, k = 1, ... ,р (не суммируется) (16.65) 

описывает свернуrую Dр-брану. Действительно. коrда lFk изменяется от О до 211', 
координата Xk изменяется от О до 211" Rk, прохопя, таким образом, один раз 
по k-й ·оJ<ружности. Пусть хт, где т - это ин..nекс нек.омnактноrо измерения; 
имеет вид 

(16.66) 

Из этого ,уравнения CJIIeдyeт~ ч:то для наблюдат.еля, находяшеrося в пространстве 

меньшей размерности, Dр·брана nредставляется точечной частицей: для любого 

т .вся Dр-брана отображается в .единственную точку в пространстве-времени 
ме·ньшеИ размерности. 

Так как только Xk зависит от .f71c; иенулевые вклады в (16.62) возникают nри 
Pk = k, для k = 1, ..• ,р: 

- 1, . . f)XP 1 2 Р ( - 1 -" ) S1 - - dт dl1'1 ••• dlFp дт R R ••• R А11 12 ... , Х(т, f7 , •••• и-) . (16.67) 

·так как тен.:юрное поле А... полностью анrисимметрично и все компаtсrные 
индексы были задействованы, то индекс р может принимать значения только 

по некомпактным напрамениям: р, =т. В итоге, 

.. -= - 1 .· ахт 1: 2 р ( m( ) . "( k)) S, - ·dт du1 •.. ·dlf.p /Jт R R ... R Aml2 . .. р Х т , Х n . ( 16.68) 
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Наконец, сосредоточим внимание на той части поля А ... , которая не зависит от 
комnактных координат; Aml2 ... ,(xm(r)). Тогда уравнение (16.68) принимает вид 

-- 1 2 р/ . dx"- ( ) Sp - R R ... R . d-r dut ... dup dr AmJ2 .•. р х(т) . (16.69) 

Вычисление интегралов по и приводит к фактору (21Г )', который, совмес1iно с про
изведением радиусов~ дает объем компактного прострзнсrва v, = (2?r R 1) ••• (21r RP). 
Замечая, что AmJ2 ... p фактически является одноиндексным калибровочным по

лем, введем калибровочное поле Ат, оnределенное :как 

(a'~i> Аm(ж(т)) = А..t2 ... ,(ж(т)). (16.70) 

, -
Множит.ель а был введен для того, чтобы приписать калибровочному полю Ат 

ожидаемую размерность массыi, или обратной длины. Говорят, что Am является 
полем Максвелла, возникающим из тензорноrо поля А... при размерной ре

.цукции. В .процесс·е размерной редукции мы сделали две вещи: (1) все индексы, 
за исключением одного, приписали компактным направлениям, и (2) исключили 
зависимость ifiJOJiiЯ от компактных измерений. Размерная редукция будет изучать

ся далее в разделе 17.6. С учетом (16.70), величина s, 1В (16.69) принимает вид 

Vp f dxm - ( . ) V, ~- т s, = - (a')PI2 dт dr Ат x(r) = (l$)P Ат dx , (16. 71) 

что сооmетстеует взаимодействию точечной частипы с полем Максвелла Am. 
Dр-брана возникает как заряженная точечная частица. Электрический заряд Q 
D-браны равен 

' v, 
Q=(l,)P. (16. 72) 

Заряд Q определяется объемом браны; измеряемым в единиuах длины струны 
в р-й степени1 Q безразмерен, как и доткно быть. 

Задачи 

• 3адочо 16 .. 1. Репара,метрмэацмоиiнаw инвариаитность в31М,мQАеАtтвия сrруны 
с попем Кальба-Рамона 

Нассмотрите мировую nоверхность струны ·с координатами (r, и) и репараметри
заlfию~ приводящую к координатам {т'{ т, и), t/ (т; ")) . Покажите, что взаимо
действие (16.3) преобразуется следующим образом: 
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rде sgn ( 1) обозначает знак величины 1 и 

дт ди дт ди 
"'{------

- дт' ди' lJu' дт' · 

.Заметьте, что для доказательства требуется использовать антисимметричность 

Bpv· Если :sgn ('У) = +lt то реnараметризация сохраняет ориентацию. Если 
sgn ('У) = -1, то реmараметриэация обращает ориентацию. Приведите два приме
ра нетривиа.mьных репараметризаций, сохраняющих ориентацию, и два примера 

нетривиальных репараметризаций~ обращающих ориентацию. 

• .3адача 16.2. Ант~исимметричные вариации и уравнения движения 

Пус'fiь 6Bpv = -6В1111 является произвольной антисимметричной вариацией (IJ, v = 
=О, l, ... ~ d). nокажите, что 

d d 

дBssvGIJII = L L ьBpv(G1111 
- G11P). 

p>v v=O 

Теоерь .покажите, что если 6Bp"GP" =О .дЛЯ всех антисимметричных вариаций 
6Вр11 , ТО Gpv- G"P. = О. 

• Задача 16.3. Свойства струнноrо заряда Q 
{а) В некоторый фиксированный момент времени to рассмотрите струну и об

ласть пространства 'Я, ·содержащую часть данной струны: струна входит в об

ласть 'R в точке Xi и покидает область R. в точке Xf (предположим, что 
пространство некомпактифиuированно). Используйте ( 16.23) для вычисле
ния струнного заряда 

Q = 1 d4z]o, 
'R 

находJШ.tегосй в 'R в момент времени t0 • Используйте полученный результат 
для демонстрации того, что полный струнный заряд, соответствующий зам~ 

кнуrой струне, равен О. 

(б) Более абсrракпюе доказательство того; что Q равен нулю для nроизвольной 
локализованной конфигурации замкнутых струн 11ребует доказательства того, 

что что из V · j 0 
""" О следует 1 lf"x ;о = О. 

Если nри доказательстве возниЮJи трудности. то можнrо заrлянуrь в ваш лю

бимый учебник по электромаrнетйзму: то же ·самое доказательство возникает 
в маnнитостатике nри демонС'Jl)ации того, что мульrnпольное разложение 

магнитного поля локализованного тока не имеет монопольного слагаемого. 

(в) Теnерь предположим, что оnна щюстранственная координата 3: сворачива
ется в окружность радиуса 'R, и рассмотрим замкнутую ё'фуну, намотанную 
на ·эту окружность. Вычислите струнный заряд Q. Объясни-те, почему возни
кае-'f неиулевон ответ, и сравните с результатом, полученным в (16.72). 



Задачи LЭ7 --------------------------------------------------· 
• Задача 16.4. Попе Капьба-Рамона струttы 

Следуя рассужденiИям из раЗдела 16.2, вычислите поле НР"Р, порожленное стру
ной, натянутой вд:олJЬ оси х. Най.дите простое ВР", которое приводит 1К напря
Ж:енности Н. Объясните подученный urвет. ПJЮведя аналоrию с магнито<.--татикой. 

• 3одвча 1·6.5. Явнаяпроверка эакона сохранения тока 

В 3адаче 5.3 был построен вектор тока заряженной точечной частицы: 

1 dxP<r> 
jP(x,t) = qc dт 6D(x- х(т)) .dт . 

Убедитесъ прямым вычислением, чrо :это со~раняющийся ток (дрjР = 0). Теперь 
распространите этот результат на случай замкнуrой струны. Убедитесь прямым 

вычислением, что ток в ( 16. I 1) сохраняется. 

• Задоча 16.6. Урав1ненме движения струны в фо:новом nопе Капьба-Рамона 

Рассмотрите струнное действие (6.39), дополненное взаимодействием (16.3) с по
лем Кальба-Рамон:а. Рассмотрите вариацию относительно 6ХР и докажите, что 
уравнения движения д1t\Я данной струны имеют вид 

д'Р~ дР: Н дХv {)ХР 
дт + fJu = - p.vp дт ди · (1) 

• Задача 16.7. Попе Н и кольцевая эамкнутая струна 

Предположим, что имеется постоянное однородное поле Н со значением Н012 =h, 
а все остальные комnоненты равны нулю. ТаКЖ:е nредnоложим, что имеется зам

кнутая струна в виде кольца, лежащая в nлоскост1и (х 1 , х2 ). Цель этой задачи
показать) что натяжение ·струны и сила., действующая на сrруну, благодаря по

лю Н, могут nривести к равновесному радиусу. Мы также увидим; что равновесие 

н·еустойчиво. 

Будем решать задачу с двух сторон. Во-первых, воеполыуемся уравнением ( 1), 
nOJf,Ytltнным в Э'адаче 1'6.6 и nодставим Х0 = r (с = 1 ): 
(а) Найдите упро.щенный в.ид для 'Р; и Р.; в случае неподвиЖI-~ой струны. 

(б) Проверьте, что р = О .к:омпоне.нта уравнения движения выполняется тожде
ственно. Покажите, что компоненты р = 1 и .IJ = 2 приводят к одинаковому 
резулътаrу: дл:я замкнутой струны с подходящей ориентацией радиус R фик
сируется .значением R = To/llhl. 
Во=вторых, найдем действие, используя уnрощенную геометрию ЗЗ.l!lачи. Для 

этого, предnоложим, что радиус R(t) зависит от времени. 
(в) Найдите поля E,pv, приводящие к полю EL На самом деле вы можете найти 

решение, у которо.rо Boi или Во2 по отдельности либо одновременно равны 
нулю. 

(r) Покажите, ~то для рассматриваемой струны член со :взаимодействием (16.3) 
равен 
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nри условии, что с:rр--уна. ориентирована против часовой стрелки на плоскости 

(z1, х2). Объясните, почему это слаtrаемое задает (минус) liiО'11енuиальную 
энергию. 

(д) Для данной кольцевой струны рассмотрите полное действие и с ero помощью 
вычислите функционал энергии E(R(t). R(t)) {вам может пригодиться ваш 
анализ кольцевой струны в задаче 6. 7). 

(е) Положите R(t) =О и нарисуйте rрафик функционала энерrии E(R(t)) ШJЯ 
h > О и h < О. Покажите, что равновесное значение радиуса совпадает 
с полученным ранее, и объясните, почему данное равновесие неустойчиво. 



Глава 17 

Т-дуальность в теории замкнуть1х струн 

Если одно из пространствен:ных измерений свернуто в окружность, то это влияет на пове
дение замкнутых стр~н: во-первых, импульс вдо:л ь окружности квантуется и, во-вторых. 

возникают новы·е состояния. намотанные на окружносrь. Совместно характер поведения 
иrМnульtа !И намотанных состояний. выраженных в виде функции от радиуса окружности, 
nриводит к неожиданной сиrМметрии: физика .замкнутых струн с радиусом окружности R 
неоrличим.а от струн .с радиусом ·окруЖ!НОсти a'/R. Эта эквивале!Нтность доказывается 
оnераторным отобра~ением, сохраняющим все коммутационные с·оотноwения. 

17.1 . .Симметрии дуапьности и гамипьтонианы 
Симметрии дУальности являются одними из самых интересных симметрий в 

физике. Термин 4дуальностм, как правило, используется физиками для обозна

че.ни:я взаимосвязи между двумя системами, имеющими очень разное описание, 

.но одина11<овое физическое содержание. Основной темой этой главы ЯIВЛЯется 

одна из таких ·сиrуаций, которая возникает в теории замкнутых С11рун. Можно 

:подумать, что мир, в котором одно измере·ние закручено .в окружность радиуса R, 
леrко отличим от мира, для ~<:отороrо эта окружность имеет радиус d /R (напом
ним, чrо о.' имеет размерность квадрата длины), однако в теории замкнуrых 
струн эти два миранеразличимы rnpи любом значении R. Существует некоторая 
симм~е11рия дуальности, свя·зывающая их друг с другом. Такая симметрия называ

ется Т -дуальнос11ью ( тороидальной дуальностью ). Компактификация называется 
rороидальной. если компактное пространство яuяется тором. В рамках этой тер
минологии одномерный тор оnред:еляется как Оlфужность. 

Соответствие АдС/КТП, которое будет рассматриваться в rлаве 23~ явля
ется примером дуальносrn: некоторое фоновое решение Н В-теории суперструн 

и 'Суnерсимметричная теория Янrа-МИЛJiса на самом деле являются физиче
ски эквивалентными системами. В эrом разделе мы будем обсуждать с-имметрии 
д:уальности, кото,рые встречаются в двух хорошо знакомых ситуациях. Первый 

пример юзн:икает в теории электромагнетизма, а второй - в механике. 
Рассмотрим уравнения Ma~cвeЛJIIa 'без источников: 

... 
V ·Е= О, 

- 1 дЕ 
VxB=--. , 

с дt 
-+ 

... 1 дВ 
VxE = -~ дt. 

(17.1) 
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Можно сразу заметить, что уравнения ocтaiO'ifC.я инвариантными относительно 

следующеrо преобразования дуальности: 

(Ё,В) -t (-в, Ё). (17.2) 

Такая инваряантность уравнений движения называется симметрией дуальности 

электромаrнетизма. При беглом взгляде на привычный лаrранжиан электромаг

нетизма эту симме'fiРИЮ можно бwо бы не заметить. Действительно, раскладывая 
nлотность лаrранжианз (см., например, з-адачу 5.6) по электрическим и маrнит
ным :полям, получаем 

(17.3) 

rде Е2 = Ё · Ё и В2 = В · В. Плотность лаrранжиана J:, не инвариант на отно
сительно преобразования дуальности ( 17 .2) - она меняет знак. Конечно же, J:, 
и -1:,, заrnисанные через nотенциалы, приводят к одинаковым уравнениям дви
жения. Кинетическая и потенциальная :энергии входят в лаrранжиан по-разному: 
кинетическая энергия входит с положительным знаком, а потенциальная энер

rия - с отрицательным. Любая симметрия, меняющая местами подобные два 

тиnа энергии, не может оставлять лагранжиан инвариантным. В rамильтониан 
как rютенuиалъная. так и КИ!Нетическая энергия вхолят с одинаковым знаком, 

поэтому симметрии дуальности часто реализую'I'Ся явно при использовании rа

мJVIьтониана. 8 теории электромагнитного nоля квадрат электрическою поля 
определяет кинетическую энерmю, так как электриче·ское поле содержит произ

водную по времени от вектор-nотенциала (см. уравнение (3.8)). Квадрат магнит~ 
ноrо поля оnределя·ет поте.нциальную энергию, так как магнитное поле содер

жит пространсmенные прои:mодные от векто,р-nотенциала. Гамильтониан, или 

функционал энергии; nропорционален интегралу по nространству от (Е2 + В2). 
Преобразование дуапьности (17.2) не изменяет Э1'ОТ rамильтониан. 

Так как динамическими nеременными в теории эле1<11)0маrнитноrо поля 
JIВЛЯЮТС.Я калибровоЧНЫе nОТеНЦИМЫ, МОЖНО зада'Г!ЬСЯ ВОПJ)(УСОМ: КЭ1КОВЫ преоб

разованИЯ потенциалов, приводящие к (17.2)? Нас устроит ответ на качественном 
уровне. Теорию эле-к:тромаmитноrо поля (без источников) можно сформулиро

!ВЗТЬ с nомощью динамиче·ских переменн.ых Е и В, дивергенция которых рав
на нулю. Тогда преобразования дуальности заnисываются как пространственно

нелокальн.ые преобразования Ё и В. (Типичное ~ространственно-нелокальное 
иреобразование выражает результат преобразования в rоч ке х через значения 

во вс·ех 'ТОЧКах Е,.) 
Теперь рассмотрим второй пример. Это обычный гармонический осuиллятор, 

состоящий из массы m, закреnленнон на nружине с жесткостью k. Гамильтониан 
задается в вцде 

р2 1 
H(m, k) =2m+ 2 kx2. (17.4) 
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rде парамеТ,ры т и k выстуnают в качестве аргументов rамильтониана. Дан
ный rамильтониан nриводит к колебательному движению с угловой частотой 

ы = y'iifiii. Вид w наводит на мысль о симметрии относительно следующеrо 
иреобразования дуалыюсти: 

(m,k) -7 (~. ~). (17.5) 

Лаrр:аюкиан исходного осциллятора 

1 . 2 1 2 
L= -тх --kx 2 2 t 

(17.6) 

так же как в случае элек11J>Омаrнитного поля~ изменяется при иреобразовании 
дуальности. С другой стороныt уравнение движения 

mx = -kxt (17.7) 

при преобразовании дуальности остаются неизменными. Гамильтонианt ассоци
ироваНIНЫЙ с дуальными параметрамиt имеет вид 

(
1 1) l 2 1 2 

Н k' т = 2 kp + 2m х · (17.8) 

Теперь, в отличие от предьщушего ·случая, гамильтониан не инвариантен. Для 
установления связи с исходным гамилътонианом H(mt k) необходимо исполь
зовать rканони·чески,е лреобразования. Это означает такое изменение канониче
ских переменных, при котором все коммутационные соотношения сохраняются 

и поэтому физическое содержание остается прежним. Рассмотрим каноническое 
лреобразование К, действующее на х и р следующим образом: 

К: z --t Pt р --+ -х. (17.9) 

Это nреобра]()вание каноническое~ nотому что все соответствуюшие коммутаuи
онные ·соотношения, rсво.WJщ!Иёёя .в данном случае :к (х, р) - i. сохраняются: 

К: (z, pJ--+ [р, -х] = -(-i) = i. (17.10) 

После такого каноническою иреобразования rамильrониан в ( 17 .8) nринимает вид 

К~ н(~. -1 ) --t! k(-ж)2 + -1 р2 = H(m,k). 
k т 2 2m 

(17.11) 

Гамильтоннан системы с дуальными nараметрами канонически ·эквивалентен ис

ходному rамильтониану) поэтому физическое содержание при иреобразовании 

(17.5) действительно не изменя,ется. 

·t7 .2. Намотанные замкнутые струны 
Для ~зучения Т -дуал~ностп в теории замкнуrых струн в первую очередь 

необходимо понять, каковы моrут быть поаедrствии для струн, если одно из nро

странсtвеttных измерени:й стало окру.жиосrыо. Замкнуrые струны, рассмотрённьtе 
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Рмс.17.1. Сле,ва: набор замкнутых струн, расnоложенн1ых IНа двумерной nоверхности цилиндра. 
Сnрава: rот же набор струн, изображенных в накрывающем пространстве цилиндра. Струны с 
.неТjривиальными числами намоткiИ появляютс" в !Накрывающем 1nространстве в виде открытых струн 

в главе 13, двигались в nространстве Минковского и могли быть непрерывно 
стянуrы в точку. В случае, когда имеется одно комnактное измерение, не все 

замкнутые струны могут быть непрерывно редуцированы до точки. 

Простейший ;сnособ i11редставить это явление - это рассмотреть мир, в кото

ром ест~ь только два пространствеиных измерения, одно из которых компактно. 

О таком мире можно думать как о поверхности бесконечно длинного цилиндра. 

ПуСТh ~ - координата, которую сдмали .компактной посредством ()Т(')ЖJtест

мения 

(17.12) 

~ у обозначает ~оординату вдоль длины цилиндра; такой цилиндр nо казан в левой 

части p!t-tC. 17 .1. В правой части рисунка находится ( х. у) nлоскость; из которой 
данный цилмндр бЬUI получен путем оrождеС'I'Мения (17.12). эта nлоскость из
вестна как накрывающее пространство цилиндра. Как обычно; координата стру

ны х будет обозкачаться Х. 

Давайте рассмотрим различные 'ТИПЫ замкнутых струн, которые мoryr рас

лолаrаться на двумерной nоверхности цилин.nра. В nравой части рисунка будет 
также показан вид, в !Коrором данные струны появляются в накрывающем про

·стран·стве. Несмотря на то что каждая струна на цилиндре на самом деле имеет 

'бесконечно много коnий в накрывающем пространстве (вспомните раздел 2.7); 
:во избежание nуrаниuы, мы будем показывать только одну копию. 

Ilростейшими струнами яwн1ются те~ которые не ~наматываются на цилиндр. 

Сrруна (а) на рис. 17.1 является такого рола струной. На рисуНI<"'С внизу сnрава 
nоказана одна IКопия этой ·струны в накрывающем nрос-транстве. в котором она 

:появляется как действительно замкнутая струна. Струна (а) может быть стянуrа 
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в точку неnрерывно. Это оче,видно как на UИЛiИндре, так и в накрывающем про

·tтранстве. Говорят, что струна (а) имеет нулевое число нам()'fi(И, nотому что она 
не наматываекя на компакпюе измерение. Струнная координата в накрываю

щем nространстве удометворяет следующему ·соотношению. 

Струна (а): Х(т, (/ = 27r)- X{r,u =О)= О. (17.13) 

Это условие пер.иодичносm уже встречалось в rлаве 13, rде оно записывалось 
в бол,ее общем виле Х(т, и+ 21r) = Х(т, и). 

Теперь рассмотрим :на рисунке струну (Ь ). Эта струна ориентирована в на
правлении возрастающею ж и наматывае11ся вокруr цилиндра один раз. Струну (Ь) 
НеJIIЬЗЯ стянугь точку, предварительно ее не разрезав. Говорят, что струна (Ь) имеет 
число н.амотiКи + 1 , так как она один раз наматывается на окружность в наnрав
ле.нии положительных х . Интересно изображение этой струны в накрывающем 

пространстве. Если обозначшь точку В на цилиндре в качестве начальной точки 

отсчета струны, то в накрывающем прос-гранстве струна выглядит как незамкну

тал кривая, начинающая·ся в точке В и закаrнчивающаяся в точке В'. Мы видим, 
что струна действител,ьно замкнута, потому что В и В' отождествляются согласно 
(17.12). Замкнугая струна лараметризустся q Е (0, 211"), причем В соответствует 
q = О, а .В' соответствует и = 21r. Тогда струнная координата в накрывающем 
пространстве удовлетворяет следующему ~соотношению. 

Струна (Ь): Х(т, и= 27r)- Х(т, и= О}= 2п-R. (17.14) 

Аналогичные зам.еч:ания справедливы и для ~струны (с). Эта струна наматывается 
.rна цилиндр один раз в nротивоположном направлении, поэтому говорят, что она 

имеет число намотки -1. В наюрывающем npocwaнcrвe имеем сле,цующее. 

Струна (с): .Х(т, u = 21t)- Х(т, и= О)= -2trR. (17.15) 

Примеры струи (IЬ) и (с) :и.мюстрируют сле.иующий общий факт. Струны1 кото~ 
ры'е нама:тываmся на u.илиндр~ nоймяются в накрывающем пространстве как 

открытые струны .. Но не ЮlЖдiая открытая струна в накрывающем nространстве 
iИзображает намотанную замкнутую струну:; некоторые изображают настоящие. 

открытые с'фуны на uилиндре. Открытая сrруна в накрывающем nрос'фанстве 

iИзоб,ражает замкнУ1УJО сrруну, намотанную на цилиндр, в точности тогда, коrда 
ее конuы ото:ж.n.ест811яются согласно (:17.12}. Так как струна (а) имеет нулевую 
намотку, то она я.вляется замкнуrоR струной в накрывающем пространстве. 

Теперь рассмотрим ·струну вида (d); котарая дважды наматывает.ся на ци
ЛИIНдр. Начальной точкой отсчеm .выберем D, в которой и ж = О, и t1 = О. После 
того, как ·струна обходит цилиндр один раз, она nриходИТ в точку Е, за'fем она 

:иамаrы.мется: еще раз и. нако:иец, nриходит в точку D1
, rде (f = 2w. На цилиндре 

точк11 D и D' совnад:ают. В накрывающем nространстве они раЗllел,ены, однако 
nри этом отождествляются согласно ( 17.12). Говорят, что такая струна имеет чис~ 
л о намотки + 2 и удовлетворяет соотношению. 

Струна (d): Х(т, о= 21r)- Х(т, О'= О} = 2(21rR). (17.16) 
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Струна (е) являе11ся струной с числом намотки +2, также как и струна (d). Но ко
ордината у струны (е) является nостоянной функцией от t1. Так как она имеет 
то же самое число намотки, что и струна (d), она также удовлетворяет условию 
(17.16). На цилиндре .намотки пересекаются. В накрывающем пространстве эта 
струна изображается в виде прямой rоризонтальной линии длины 41Г R. 

Здесь :возможна некоторая :путаница. Рассмотрим на струне (е) две различ
ные ·точки р и р'. коrорые вдоль струны отстоят друг от друга на расстояние 
21ГR. Так получается, чrо эти две точки Jile:жaт nоверх одной и той же точки на 

цилиндре, однако иа намотанной струне это разные точки. В накрывающем nро

странстве rочки струнь1 р и р' отстоят друг от друга по горизонтали на расстояние 
21Г.R. Они лежат поверх отождествляемых точек, но между собой точки р и р' 
не отождествляЮ1'Ся. Можно представпять nервую nоловину струны окрашенной 

в желтый цвет, а вторую в зеле.ный. Точка р будет принадлежать желтой части 

струны, а точка р1 будет принадлежать зеленой части струны. Фрагмент струны, 
который располо:же.н в накрывающем пространстве вдоль интервала [2,.-R, 41Г R], 
не ямяетс.я IКОIПИей того фрагмента струны, который расположен вдоль [0, 21Г R]. 

На рис. 17.1 в накрывающем nространстве nо казаны не все nовrоряющиеся 
струны: каждый нарисованный фрагмент струны соответствует отдельному фраг

менту струньr на цилиндре. Это бы:.tю сделано ровно для то.rо, чтобы избежать 

IВышеуnомянутой nуrаницы. Если бы мы., например, добавили в накрывающем 

nространстве копии струны (Ь), то стало бы невозможным различить струны (Ь) 
и (е), не раскрашивая их в накрывающем nространстве в разные цвета. 

Однако !ВСе замкнутые ~струны, какими бы длинными они ни были, и сколько 

бы раз они не наматывалисъ, параметризуются и с периодом 211'. fоворят, что 
струна имеет число намотки т, где т - целое число, если она наматывается 

:на UIИЛИН111Р т раз в направлении положительных х. В этом случае струнная 
координата в накрывающем пространстве удовлетворяет уравнению: 

ч-иСJ~о намотки m: Х(т, tt+ 21t) = X('r, о-) +m(21tR). (17.17) 

Струны с разными числами намОТiки не мoryr быть неnрерывно деформи

рованы друг в друга, поэтому число намотки замкнутой струны является roJto~ 

логической: характеристикой. С математической точки зрения. числа намотки 

ооэни:кают в силу наличия двух окружностей: одна с координатой t1, а другая 
с координатой х. Замкнуrые струны являются ,отображениями из и-окружно

стей в ж-окружности. Оrображение одной окружности в друrую характеризуется 

целым числом~ и.звеС'I'НЫМ как степень отображения. Для замкнутых струн это 

целое число является чиtлом намО'f'Ки m. 
Для целей, которые станут очевилиыми в дальнейшем, определим намотку 

·w через число намотки т и радиус пространсrва: 

mR 
tlJ = -,-. 

а 
(17.18) 



17 .. 3. Левые ноды и провые моды 1. LS 
----------------------------~-----------------------~ 

Намотка имеет размерность обратной длины или импульса. На самом .nеле 

намотка окажется новым типом импульса. С nомощью ·этоrо определения урав

нение ( 17 .17) приобретает вид 

Х(т, и+ 21Г) = Х(т, и)+ 2ra'w. (17.19) 

Теперь .мы готовы обсудить раз.ложение по модам и :квантование замкнуrых струн 

в присуrсrвии компактного измерения. 

17.3. Левые моды и правые моды 

Теперь давайте рассмаrрим струны, распространяющиеся в 26-мерном про

·сwансТiве-времени с координатами х(), z 1
, ••• , x2s. Предnоложим, что координата 

х2 свернуга в окружность радиуса R. ТаiК как мы собираемся использовать ка
либровку светового конуса (это возможно, nотому что С1JРунные координаты Х0 

и Х 1 не соответствуют комnактным измерениям), удобно с~рулnировать струн
ны-е .координюы следующим ·образом 

(17.20) 

Здесь Xi обозначает nоперечны·е конусные координаты, однако при этом не до
пускается, чrобы индеiКс i nринимал значение 25. Индекс координат всегда будем 
писать явно, nоэтому верхний инд:ек:с у Х25 можно убрать, не создавая при этом 
путаницы. Имея это ввиду~ вышеприведенный набор координат будет представ

ляться в виде 

x+,x-,{xi} их, rде i=2,3, ... ,24. (17.21) 

Условия n,ериодичности Х задаются уравнением (17.19). Так как Х удовлетворяет 
волновому ура;внению, общее решение есть 

(17.22) 

rде tt = т + 't1 и v = т- (f. Приме.няя условие ( 17.19), получаем выражение 

( 17.23) 

коюрое может быть переписано в виде 

(17.24) 

При изучении замкнуrьtх струн в rла.ве 13 {см. (13..13)) последнее слагаемое в пра~ 
вой части отсуrствова.:то. Тем .не менее, ча:сть nредьшущеrо анализа по-.nрежиему 

остается сnраведливой. Также как и nрежде, nроиз!ВОдные Xl,(tt) и X_R(u) явля
ются периодмч,ескими функциями саоих аргументов. Поэтому ра311ожения (13.14) 
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·остаются справедливыми и в настоящем случае, также как и уравнения ( B.IS): 

(17.25) 

Особенность нового разложения состоит 10 том, что ао не обязательно равно ао. 

Вмесrо этого уравнение (17.24) приводит к 

( 17.26) 

так что, после со:кращен1ия констант, 

ао- ао = -/2i1w. (17.27) 

Мы видим, что а0 теперь равно а0 лишь в том случае, когда намотка О'J1Сутствует. 
Таюке можно вычислить импульс струны р JЩоль компактною измерения: 

211' 

1 1 . . 1 Р = 21ra (XL + Хв) du = 
2
R(ao + а0), ( 17.28) 

о 

где мы восполЬ'зовались уравнением (17.3) и было замечено, что вклад в интеграл 
дают только линейные по и и v слагаемые. Импульс пропорционален среднему 
от ·а0 и а0 • В результате, можно записать 

1 
р- с;(ёiо + ао), 

2va' 
(17.29) 

'Эrи уравнен&-tя наводят на мысль о том, что намотка w и имnульс р равноправ
ны: как w ~ rак и р мож!Но считать импульсными оnераторами. Для сравнения, 
запишем значения нулевых мод: 

(17.30) 

В случае 'без компактификации мы имели ао = ао; и это означало, что есть 
только ·один импульс. По этой :прич1ине мы пришли к выводу, что только одна 

координаmая нулевая мода .имеет смысл. Однако теперь ао # lio и есть два 
различных тиnа импульсов. И поэтому имеетс.я место для двух различных коор

динатных нулевых мод. Обозначив ж~ -= xo+qo их~= xo-q0 , мьt ·таким образом 
вводим среднюю координату х0 и координатное отклонение q0 • Это позволяет 
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переписать ( 17.3) в виде 

Х~,(т +О')= ~(Хо + qo) + 
01 (р + w)(т +о')+ i f(j L: lin e-in(r+o->, 

2 2 V 2 nFO n 

1 1 ~ -- а . . а an -in r-tт Хв(т- и)= -(хо- qo) + -(р- w)(r- <7) + t - L:- е < ). 
2 2 2 n#O n 

(17.31) 

Полная координата Х(т, О') получается сложением вышеприведенных выраже
ний для XL и Хя: 

e-inr 
t t • - -inu ino-X (т, D') ·= z0 + а рт + а wu + е L: --( an е +а,. е ) . 

n~o n 
(17.32) 

1Единс11венным указанием на компактное измерение в этом разложении яwшется 

слагаемое намотки <Сх' WO'. Нулевой моды qo здесь нет. Для полноты изложения, 
составим стандартные линейные комбинации производных от Х: 

Х + Х' = 2Хi(т +и)= V2Qt L: line-in(т+<r), 
nEZ 

Х - Х' = 2XR( т - .u) = V2(; L: ane-in(т-и). 
nEZ 

(17.33) 

17 .4. Квантование и коммутационные соотношения 

В этом разделе мы выведем коммуrаuиопные соотношения для мод струнной 

координаты Х. Затем обсудим cne~К'IJP оnераторов р и w. 
Оmравной точкой является известный набор канонических коммутаторов. 

Коммуrатор между струнной I<оордишJ.rой Х и струнным ИМiJТУЛЬСом Р" прини
мается равным 

[Х(т,и); 1''"(т,и')] = iб(u- и'). (17.34) 

Кроме roro. коммутаторы межnу двумя координатами или двумя импульсами 
сч-итаются равнымй нулю. Так как :кванrование всех некомnактяых координат 

nолнос'fью идентично Ю3антова.нию, проведеиному в rлаве 13, необходимо рас= 
tмотреть 'только комnактное измерение. Но .nаже дnя этой координаты Х ситуа

ция меняется не таt< сильно. 

Сначала рассмотрим коммуrаторы, не содержащие ж0• Ключом к вычисле

нию Э'I!ИХ коммутаторов .в главе 13 являлось соотношение (13.28). Это уравнение 
леrко использовать по той причине, что содержащая•ся в нем линейная комби~ 

наuи.я nроизводных 01' Х' имеет ~омпактный вИд, записанный в ( 13.26). Такие 
комбинашш проиэводных от Х, преirстамениые в ( ~ 7 .33), теперь имеюr такой же 
Вид; за исключением двух небольших отлич.ий: отсуrствует верхний ицдекс, а а0 
~1 iio не совnадают. 'Отсюда следует, что уравиен.ие (13 .. 29) также справедливо для 



L L о Глава 17. Т-диальность в теории замкнутых струн 
~------------------~J--------~~--~~--~~-----------

МQд струнной координаты Х, и nоэтому 

( 17.35) 

.nля всех ueлJЬIX т и n. Особеяно интересны коммуrаторы. солержашие ао и lio. 
Имеем (а0, а0] =О, поэтому на основании (17.33) находим 

(p,w]=O. (17.36) 

Так как а0 и а0 коммутируют со всеми осцилляторами an и lin, то же самое 
сnравед.ливо для р и w: 

(р, li11 ] = [[р~ an] = ~w, li"] = [w, а11 ] =О. ( 17.37) 

Все что остается сделать, это оnределить tюммутационные соотношения хо с дру

гими операторами. Стратегия состоит в использовании коммутатора 

[ Х(т, и)., (Х ± Х')(т, о-1)] = 21ra'i6(и- о-'), ( 17 .38) 

который получается пуrем комбинации (17.34) и производной по о-' от [Х(т, о-), 
Х(т, и')] =О. Бе,rло взглянув на (17.32), мы видим, что слагаемые, ~содержащие 
р и w, не дают вклада, потому как р и w коммуrируют со всеми операторами а0 
и iio. И1Нтеrрируя по о Е [О, 271'] , находи м 

[ 
• 1 '] 1 хо, (Х ± Х )(т, q) =а i. (17.39) 

Из эroro ,уравнения и выражений (17.33) следует, что хо коммутирует со всеми 
а0 и а0 , имеющими неиулевые индексы, а также 

lжо. aol = lжо. йоl = ilf. ( 17.40) 

Сравнивая с ( 17.33), получаем 

(хо, р) = i, (хо, w] =О. (17.41) 

На этом анализ коммутационных соотношений завершается. Есть один неожи
данный момент, который следует отметить: любой оператор, nоявляющийся в Х, 
коммутирует с намоткой w. Наиболее скромная интерпретация этого результата 
заключается в том~ что w есть nостоянное число. Это значит, что рассмотренное 
выше квантование способно описывать набор замкнутых струн с некоторыми 

частными фикс.ированным~t намотками; различньrе намотки соответствуют раз

личным сеюгорам nолно.й теории замкиуrых струн. При такой интерnретация р 
и w имеют ~совершенно разлиqную npиpo.ny. Более любоnытная интерпретация 

состоит в том, что, т.аюке как и р, w является оператором, а собственные значения 
w соответствуют различным допустимым намоткам. Такая интерпретация кажет
ся ~более естестве.нной, и, как мы увидим в разделе 17.8, возможно рассматривать 
координатную нулевую моду q0 как координату, соnря:ж:енную импульсу w. 

В силу тоrо, что измерение х компактифицировано, нулевая мода х0 яв
ляется координатой на окружности. Оnератор импульса р вдоль направления х 
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является импульсом, сопряженным к zo, и поэтому, согласно известному реэуль
·rату из квантовой механики, в импульсном предстамении допустимые значения 

импульса квантуются. Для выоо.да этого условия квантования рассмотрим опера

rор е -itЧJ, сдвиrаюший состояния вдоль х на величину а. Так как Хо определен 
на окружности радиуса R, то-оператор трансляций, сдвигающий на 2?r R, не вли
яет на состояние. Таким образом. e-i'21rRp ведет себя как едИничный оператор. 
Из этого мы делаем вывод, что состояния обладают импульсом, квантованным 

вдоль х, со значениями 

n 
р= R' nE Z. (17.42) 

Следует отметить, что х0 не яВJUilется хорошо определенным оператором: его соб
·ственные значения неоднозначны в силу отождествления х0 ~ х0 + 21Г R. В итоге, 
коммутационное соотношение [х0, р) = i является на самом деле формальным 
и не имеет точного смысла. Простейшая форма принцила неопределенности, 
уrверждающего, Ч'Ю для собственных состояний в имnульсном представлении 

неопределенность nоложения бесконечна, не применима: на окружности мак

симальнаянеопределенность положения есть 21ГR. Можно исrюльэовать z 0 для 

построения .хорошо оnределенных операторов 

ei~o/R, l Е Z, (17.43) 

инварианmых относительно ·Сдвиrа х0 на любую величину, кратную 211' R. Тоrда 
им·еем 

е -ilto/Rpeitzo/R = р + !_. 
R 

(17.44) 

Эrо операторнос уравнение является точным, его можно легко проверить с по

мощью [хо. р) = i. Именно в этом смысле элементарное соотношение [хо. р] = i 
может быть исnол~>зовано мя получения однозначных результаrо.в. Похожие за~ 

мечани:я спр-аведливы для (17.34), потомучто Х rаюке не явля:етсй хорошо опре
деленным оператором. Операторы в (17.43) действуют хорошо определенным 
·образом на nространстве состояний, выраженным в терминах собс1венных век

юров импульса lp). 

Q) УnрtJЖнеиие-разииниtJ 11.1. Пок.ажите, что eibo!Rip) 11tJMemCJi состояниш.~ с 
импульсом p+l/ R. Заметьте, что этот импульс квантуется доiiЖнЫМ обраЗ().М. 

В рассмотрении таюке присуrствуеr друrое условие квантования .. Вспоминая 
условие пер-иодичности (17.17), потребуем выпо.nнения 

Х(т,и+21Г) = X(т,u)+m(2"'R) (17.45) 

nри действии на допустимые состояния. В силу ( 17 .32), это приводит к существо
ванию у оператора w собственных значений; удовлетворяющих соотношению 

mR 
а'w(21Г) = m:(21rR) ~ w = -, т Е Z. 

а' 
(17.46) 

Таки:м образом, как р, так и: w обладают дискретными спектрами .. 
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Здесь оозникает интереснь1й двойной эффект. Оrождествление х0 ~ z0 + 211' R 
nриводит к двум последствиям. Во-первых, !Некоторые состояния исчезают. Если 

окружности нет, то оператор импульса имеет непрерывный спектр. После появ

ления окружности импульс квантуется и те состояния, которые не удовлетворяют 

условию квантования, исчезают. Во-втQрых, возникают неко'Горые новые состоя

ния. Это моды намотки, которые наматываются вокруr появившейся окружности. 

ТаiКИм образом, одни состояния исчезли, а другие состояния появились! Интерес
но отметить. что для частицы. в отличие от струны, состояния исчезают только 

тогда) к:аrда линия ,сворачивается в окружность. Частица не может намотаться 

оокруг окружности и произвести новые состояния. Другим примером подобного 

двойного эффекта ямяется квантование замкнутых С1рун на орбифолде, которое 

изучалось на орбифолде IR1./~ в главе 13. Там исчезали состояния, неинвариант
ные относительно Х ~ - Х, и возникал сектор твистоных состояний. 

17.5. Свяэи и массовая фо,рмуnа 

В предыдущем рассмотрении замкнутых струн в калибровке свеrового ко

нуса, связь а0 = ai) приводила к тому, что оператор L~ - Li аннигилировал 
состоянrия. В текущей сrитуации это по-прежнему ,справедливо, потому как х

не компактифицировано и, в результате, импульсы соответствующих правь1х иле
вых моn остаются равными друг другу. Однако есть одно отличие: на этот раз 

ра~вен.ство нулю L~ -l~ не означает равенства нулю Nl. - Nl.. Чтобы убедиться 
JВ этом, нам необходимы явные выражения для L6 и .Е6. Они леfiко получаются 
после рассмотрения уравнений (13.37) и (13.42). Возникающие изменения малы: 
сумма по I разбивается на сумму по i и слаrаемое, соответствующее компактно
му измерению. Находим 

_ JL 1 _1 ,....[ .....,. J. а' i i 1 _ ..,. - .L 
Lo = 2 аоао + N = 4 р р + 2 ttoйo + N • 

.l 1/J .L a'ii 1 _ .L 
Lo = 2 аооо + N = 4 р р + 2 аоао + N . 

(17.47) 

Операторы Nl. и N:l. содержат вклады всех осцилляторов: несуших индекс • 
и ооответст:вующих струнной координате Х. Теперь можно вычислить 

.L -.L 1 . -.- .L -.JL 1 .L -.L 
Lo -Lo = -(aoao-aoao)+N -N = -apw+N -N , 

2 
(17.48) 

где было исnол.ьзовано (17.33). Отсюда следует~ чтодействие ,011ератора на физи
ческие оосrояния принимает вид 

(17.49) 

Число левых мод и чиt.ло правых мод мя состояний с нулевым импульсом или 
с пулевой иамот~ой д:о.лжны оовnа.nатъ. Но на состояниях как с ненулев~.м им~ 

nульоом, mк и с неиулевой намоткой Nl. ~ Nl. не может быть равным нуJ'iю ~- · 
"... - . 
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оно должНо быть равнь1м a'pw. Так как Nl. и N.l. s:иmяюrся операторами с це
лочиtленными собственными значениями, левая часть (17.49) всегда' nринимает 
целые значения. В силу условий квантования (17.42) и (17.46)t 

.1 1 n mR 
а pw = а · R · Qr = nm, ( 17.50) 

поэтому правая част.ь {17 .. 49) также принимает целые значения. С использованием 
указанных целых чисел, (17.49) приобретает простой вид 

(17.51) 

Важным инструментом, с помощью которого изучается сnектр струны, яв

ля.ется формула .!Квадрата массы состояний. Для получения такой формулы мы 
iПJ)идер:жива~емся точки зрения наблюдателя, живушего в 25-мерном простран

.стве-времени Минковскоrо, не содержащем компакт.ноrо измерения. Для этого 

наблюдателя М2 = -р2 
t где р есть 25-мерный импульс состояний. Данный 

вектор имnульса имеет компоненты р +, р- и pi; комnонента имnульса вдоль 
!Комrшктного измерения отсутствует. Таким образом, имеем 

(17.52) 

rде для заnсiИ р- в терминах операторов Вирасоро было использовано уравнение 

(13.46). Подставляя из (117.5) значения Li и Li, находим 

2 1 2 .l. -.1 
М = -,(аоао + ёiо~) + -,(No + No - 2). 

а а 
(17.53) 

На пос.леднем шаrе rюспользуемся (17.30) и получим 

( 17.54) 

Так выглядит оператор квадрата массы. Здесь р и w - это квантованный 

импульс и камотка, соответствующие !Компактному измерению. nоследнее сла

rаемое такое же, !К8JК и в случае замкнутых струн на цространстве Минковскоrо. 

Рассмотрим вклад импулъса р в М2 , временно полагая все остальные слага
емые равными нулю. Тоrда рассматриваемый импульс залает массу покоя, либо 

энергию nокоя, М= [pl. Таким образом, внуrренний имnульс определяет энер
rию покоя ·струны таким же способо.м, каким импульс безм,ассовой частицы 
;определяет ее энергию. Теперь рассмотрим вклад намотки w в М2 , оnять пола
гая &се остальные слагаемые ·равными нулю. В этом случае М = lwl. и возможна 
простая иитерпреrаuи·я. РасСМО1"J>ИМ струнное состояние, которое lml раз намо
тано вокруr комnактного измерения. Длина такой струны lmi27Г R, а. так как 
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натяжение струны есть l/21ro.1 , ·то энергия noi<:oя струны равна 

1 lmiR 
М= -. -lmi27ГR = - = lwl. 

2-rra' а' 
( 17 .55) 

Поэтому :вклад намотки в массу естественным образом понимается как энер
тия. соответствующая натяжению, необходимому для наматывания струны во

круг компактифиuированноrо измерения . 

Когда струна имеет иенулевой импульс р и иенулевую намотку w, соот
ветствующие вклады в энергию покоя состояния сЮiадываются квадратичным 

образом. Вк.ла.а.ы операторов числа состояний в квадрат энергии nокоя линейны. 

В не котором смысле, сосrояние определяемое имnульсом, намоткой, осциллятор

ными возбуждениями, моЖJНо рассматривать как связанное состояние, состоящее 

из разл!Ичных компонент, взаимодействие которых определяют полную энергию 

покоя, меньшую, чем сумма энергий отдельных составляющих. 

(!) Упр~~жнение-ро3мuнио 17.2. Покажите, что гамильтонион в рассматриваемой 
теории замкнутых струн имеет вид 

17 .б. !Простр.анств·о состояний замкнутой 

комп.актифицированной струны 

(17.56) 

Теперь явно nостроим пространство состояний квантовой замкнутой струны, 
которую мы изучали. Начнем с ·состояний, не имеющих осцилляторных возбуж

дениИ. Такие состояния сnншарт1ным образом зависят от имnульсов, соответ
ствующих 25-мерному пространству Минковскоrо. однако также имеют допол
нительную зависимость, определяющую имnульс и намотку вдол~ь комnаi<Тноrо 

.измерения. Так как импульс квnн1)'ется как р = n/R, uелое число n можно ис
nооьзоват.ь в качестве альте.рна'nfвноrо сnособа обозначения имnульса состояния. 

Аналогично ,мя w = mR/a1
, цмоо число т можно исnользовать как обозна

чение намотки состояния. Обозначая через Рт .вектор с компонентами р' при 
i ~ 2" ... , 24, йМООМ 

основные состояния: 1 + ·- } р ; Рт; n, т , n,m Е Z. (17.57) 

Несмотря .на то что мы называем эти состояния ~основ·ными•, это вообше 

rоворя, не означает, что вое они являются доnустимыми состояниями в теории. 

Действитель.но, так как NJ. = NJ. =О мя всех так11х состояний! из связи ( 17.51) 
следует, что у допустимых основных ·состояний либо n, либо т, либо оба вместе 
должны быт.ь равны нулю. Мы называем такие состояния «основными», толь

ко затемt чтобы подчеркнуrь тот факт, что каждое из них аннулируется всеми 
операторами уничтожения. Оrмет.им также. что ·сами no себе состояния (17.57) 
·С неравными нулю n и т ямяются недоnустимыми; однако на нмх можно 
действовать подходящей комбинащtей ·оnераторов рождения с целью nолучения 
доnустимых ~состояниИ. 
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Базис в пространстве 'Состояний строится действием операторов роЖllения 

на t()(;П)яния, рассмотренные выше. Возможное базисное состоя.ние теории имеет 

общий вид 

Мы отделили осцилл.sпQры, соответствующие комnактному измерению, потому 

что 25-мерньiй лоренцевекий индекс у них отсутствует. Действуя на вышеуказан

ные состоян!Ия, ОIПераторы числа частиц NL и NL приводят к выражениям 

00 24 00 00 24 00 

Nl. = L: Е r At,r + Е k>ч,, Nl. =Е L sXj,s +Е lX,. (17.59) 
r=l i= 2 k=l в=l j=2 l=l 

Возможное состояние из (17.5'8) является элементом пространства состояний 
лишь в том случае, ,если оно удовлетворяет ,связи (J7.51): 

( 17.60) 

Квадрат массы состояния задается (17.54): 

( )2 ( )2 2 n · mR 2 .1. _ .1. 
М = : - + . - + - (N + N - 2). 

R а' а' 
(17.61) 

Чт-обы ознакомиться со спектром, рассмотрим некоторые состояния замкнуrых 

струн более подробно. 

CocroaнiUI с т = n = О. У этих состояний нет ни импульса, ни нaMOТf9i'.J'_j_". 
( 

,t 
в :комnактном измерении. Одной иэ таких струн .могла бы быть с-труна а) I:fa t ;;,..1 
·рис. 17.1, конечно при условим, что ее полный импульс моль оси ж равен нул~· \ _ 
Из уравнения (17.60) следует, чrо NJ. = NJ.. поэтому мы должны быть уверен~. • 
что число левых и правых осцилляторов, . .nействующих на состояние, совпадаеt.~ 

Вакуумное состояние имеет простой вид 

2 4 
м =-а!" 

Это пхиоиное сооrоя.ние замкнуrых струн. Следующими идуr безмассовые со

стояния, оозникающи:е пр:и NL = NL = 1. Так как и в левом и правом секто
рах имеется два rиna осцилляторов (соответствующие компаi<Пtому измерению 
и не соответствующие), с целью :получения безмассовых состояний существует 
че-тыре <Ctl'oooбa комбинаuии осцилляторов: 

. it ..... t 1 + - . О О) а, а 1 р , рт; , , 
(17.63) 



LSL Г11ава 17. Т-диальность в теории замкнутых струн . ·------------------~J--------~----~----~-----------
В первой .строчке содержится только одно состояние. Так как оно не имеет 25-
мерноrо индекса, то это состояние безмассового скалярного поля. Каждое состо

яние .во второй и третьей строке имеет ИНдеiК.с i, являющийся nолным индексом 
в 25-мерном пространстве-времени на ·Световом конусе. В результате имеем фо

тонные состояния, и каждый набор состояний соответствует полю Максвелла. 

Таким образом., в целом получаем два nоля Максвелла. Это любопытно, поrому 

как обычные замкнуrые струны в пространстве Минконского не приводят даже 

к одному полю Максвелла, не говоря уж о двух! На~онецt состояния в четвер

той стро~е имеют в точности такую Jtre структуру, как безмассовые состояния 

замкнутых струн в пространстве Минковскоrо, за тем исключением, что теперь 

!Размерность понижена до 25. Следовательно, данные состояния соответствуют 
nолю гравитации, полю Кальба-Рамона, и дилатону, и все они расположены 

в 25 пространственно-временiНых измерениях. 
Если взrлянуrь на nр:иведенные выше состояния, можно понять, что все про

изошедшее на самом деле сводится к тому, что компактификация перераспре

делила различные безмассовые состояния исходной 26-мерной теории. Данные 

состояния телерь собираются в 25-мерные лоренцевекие тензоры. Число осuил

пяrоров осталось таким: же, однако типы полей изменились, потому что теперь, 

nри 25-мерных лоренцевских преобразованиях, один индекс не используется. 

Перерасnределение состояний при компактификации было известно в фи

·зике частиц с первой работы Калуцы и Клейна, которые в начале 1920-х годов 

nытались построить четырехмерную объед!инениую теорию гравитации и электро

магнетизма посредством компактификации чисто гравитационной теории в пяти 

измерениях.. Tot что происходит в этом случае, можно понять на качественном 
уровне. Пусть 9p.v (где р и v - пятимерные индексы) соо'mетствует полю грави
тации в rurrи измерениях. Предположим, что измерение, которое мы собираемся 

компакmфициrровать, является пять1м, и nусть т и n - это четырехмерные 

:индексы, соответствующие пространству·времени. Как матрйuаf 9pv может быть 
разбита н.а матрицу 9mn• соответствующую четырехмерному полю гравитации, 
оокто,р Dms, соответствующий четырехмерному полю Максвелла (9sm не ямяется 
новым полем; потому как исходная метрика симметрична), и на одну компо
ненту g55 , соответствующую чет~ырехмерному скаляру. В этом состоит основной 

результат Калуцы и I<Jчейна: пятимерная теория .гравитации после компактифи

кации к четырем измерениям nорождает теорию :rравитации, поле Максвелла 

я безмаtсовый ·Скал:яр. 

Почему nроцёдура Калуцы и Клейна приводит к одному полю Максвелла 

~в ~<:омпактифицированной теq>ии гравитации, в то время как список (17.63) при~ 

водит к двум? В этом нет ничего удивительного, пОтому что теория струн - эrо 
нечто большее, ч·ем одна теория гравитации. Второе поле Максвелла возникает 

:из многомерного поля Кальба-Рамона, так что даже :в теории струн из гравита

ционного nоля .возникает только одно поле. Таким образом, теперь компактифи

~кация затраrивзет и другие поля, помимо гравитации. Если Bpv обозначает nя~ 

тимерноо поле Ка.льба-Рамона~ то nосле комnактифик:аuии, Bms соответствует 
четырехмерному полю М.акtвел.ла. Действительно, составим линейные комбииа-
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uйи состояний второй и третьей строки в (17.6), получим 

:(a!~t + a~ta~) IP+, рт; О, О), 

(41~t- а~tЩ) llp+, Р.г; О, 0}. 
(17.64) 

Состоя.ния в первой строке соответствуют фотонным состояниям, возникающим 

из 26-мерных nравитоиных состояний. Состояния во второй строке соответствуют 
фотоннiЫм сосrояниям, возникающим из 26-мерных состояний Кальба-Рамона. 

CocтoaиiUI с ·n = О ИJJИ m = О. Так как у таких состояний либо импульс. 
либо намотка не равны нулю~ но :не оба вместе, они по-прежнему должны удо

метворят.ь Nl. = Nl.. Основные состояния имеют вид 

2 n2 4 
М = R2 - а'' 

( 17.65) 

1 • 
а 

18 силу тоrо, что они не и.меют 25-мерных лореiНцевских индексов, оба набора 
состояний соответствуют скалярным полям. Для любого фиксированного n или 
т. с·осrояния мoryr быть тахионными, безмассовыми или массовыми, в зави
симост~и от значения радиуса R. Действие на данные вакуумы осuИJiiЛяторами 

l. -.l 
nриводит к более массивнь1м состояниям. Для таких состояний N + N ) 2 
и в результа11е, они массивные для всех значений радиуса R. Таким образом, ока
зывается невозможным обнаружить в данном секторе nространства состояний 

безмассовые векторы. 

Состоt~ниА с n = m = ±1 ИJIИ n = - m = :::1:1. У таких состояний есть и 
:импульс и намотка, поэтому Nl. и N.t дoJlЖiilы отличаться. Есть 11ве ситуации, 
которые мы рассматриваем, 

n =т= ±1 =Ф N.i- NJ:. = 1, 

n =-т= ±1 ~ N.i- NJ. = -1. 
(17.66) 

Решения Nl.- Nl. ·~ 1 с наи.ме:ньшей массой возникают nри N.l = 1 и N.l. =О. 
Существует два типа состояний., которые удовлеПК>ряют этому условию: 

at lр+,Рт; ±l, ±1), 

it 1 . + ... . ± 1 ± 1 > al Р • Рт. • · 

Аналогично, решения с наименьшей массой Nl. - NJ. ~ 
N.l = О и NJ. = 1, и имеют ВИд 

at IP +, рТ; ± 1 ' т 1)' 

~t lр+,рт; ±1, =F1}. 

(17.67) 

- 1 возникают при 

(17.68) 
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Обе 1рассмотреиные rpym1ы состояний имеют массу 

2 1 R2 
2 ( 1 R)2 

М (R) = - . + - - - = - - - . 
R2 а'2 а' R а' 

(17.69) 

Интq>ееноОJМеппъ, чrосуществует некоторый радиус R*, при коюром M2(R*)=0, 
так что все состояния становятся безмассовыми: 

(17.70) 

Радиус R* в точности является миной струны. При этом радиусе, который 
называется самодуэльным радиусом {по причинам, которые станут ясны в даль
нейшем), у рассмотренных 18ЫШе состояний имеетс.я простая интерпретация. 
Состояния в первых строках ( 17 .67) и ( 17 .68) в совокупности образуют четыре 
·безмасоовых скаляра. Состояния во второй строке ( 17.67) и (17.68) в совокупности 
·образуют четыре без.массовЬIХ калибровочных поля. Так как все данные состояния 

имеют иенулевую намотку, это по-настоящему •струнные~> состояния1 которые 

не могут возникнуrь в теории частиц. 

Q) УnрDЖнение-раJНuнна 17.3. Докажите, что 8 секторе состояний с n 1= О и 
т =F О omcymcmtf)'юm состояния, которые 8 принципе .могут стать безмассо8ы.мu. 

Ранее МЬI обнаружили два поля м.аксвелла в секrоре, в котором импульс и 

цамотка оба равны нулю (см. (17.6)). Эти два U(l)-nO.Iilя (на языке, ввеnенном 
в разделе 15.3) возникают из гравитации и полей Кальба-Рамона в 26-мерной 
·теории с nомощью механизма, применимого как в теории частиц, так и в тео

рии ·струн. Теперь мы получили четыре дополнительных калибровочных поля, 

которые все безмассовы при самодуальном радиусе и по-настоящему являют

·ся ((струнными•. Возникло нечто любопытное, оnисываемое двумя физически 
эквивалентными U(l)~полями, сомветствуюшими сумме и разности состоsrний 
(17.6). каждое из этих двух U(l)-полей комбинируется с двумя струнными ка~ 
либровочными полями, что щrиводит к набору трех :калибровочных бозонов, 
:вэаимодейсrвуюших согласно SU(2)-теории Янга~М.ИJШса. Более точно, этими 
комбинациями являются 

--it 1 + - ) с а 1 р ,рт; ±1, =FI , 
(17.71) 

*t-t 1 + .. _.О О} it 1 + - ±1 ±1) ,а 1 а 1 р , P'J', , с а 1 р , рт; , . 

При хомпактификации в СТЗНJ!lаргной теории гравитации и теории nолей Кальба

Рамона. возникrоющая теория имела ~бы калибровочную груnпу U ( l) х U ( 1). 
8 теории ·струн lilpи самодуальном радиусе U(l) х U(l) калибровочная группа 

·рwсширяется до SU(2) х SU(2)-симмеrрии. Мы уже видели, как теорttи Янrа
Миллса возникают в мировом объеме совлада.ющих D-бран. Теперь мы видим 

некоrорый сnособ !ВОЗМожноrо возникновения теорий Янга-МИJIЛса в теории 
замкнутых струн. 
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17.7. 1Пораэитеn1ьное совпадение спектров 

Мы уже убедились в том, что спектр масс компактифицированной струны 

сильно зависит от радиуса компактификации. Например, при самодуальном ра

диусе R* возникают некоторые дополнительные безмассовые калибровочные 
nОЛiя .. Сейчас мы обнаружим удивительное свойство спектра. Чтобы проявить это 
свойство, .необходимо взглянуrъ на уравнения (17.61) и (17.60), имеющие вид 

2 n2 m2R2 2 l. -1. 
М = R2 + at2 + а' '(N + N - 2), Nl. - N 1 = nm. (17.72) 

Теnерь .юзникает замечательное свойство: при комла!КТификации с радиусом R 
спектр замкнут-ой струны тождественен спеюгру замкнутой струны при компакти-

- 1 
фикации ·С радиусом R = а 1 R. Вскоре мы убедимся в этом, однако оказывается, 
чrо справемиво даже большее: две данные компактификации физически нераз

личимы. Это и ~сть Т -дуальность в теории замкнутых струн. Оrметим, что это 

·Означает, что в теории замкнуrых .струн ~<:омnаК'mфикация с очень большим ра

диусом экви~ВЗ.Пентна компактификации с очень маленьким радиусом! Радиусы 
R и .а'/ R назы.IВЗются дуальн.ыми радиусами: 

а -
R +-+ R = R. (17.73) 

Чтобы проверить совпадение спектров, выпишем выр~ение для квадрата массы 

в случае каждоrо из радиусов: 

2 2R2 2 2 .n т ·. l. ,_.L 
М (R; n~ m) = R2 + 2 + ~, (N + N - 2), 

·· а' а 
2 . 2 2 . 

2 - - . . ·.n R т 2 l. -l. 
М (R· n m) = - + - . + - ·(N + N - 2) 

~ ' а'2 R1 а' . 

(17.74) 

Они не выглядят одинаковыми, но это различие мнимое. Дл.я n и т, принима
ющих все целые значения; сnектры возникающих .масс совnадают. Более точно, 
для всех n, т Е Z, 

(17.75) 

В этом 1paiJeHCТi8e мы сра~вниваем состО'яния с одинаковой осцилляторной струк

турой, иначе в.IКIIады от операторов числа частиц не будут согласованы. Оrметим 

такжеt что перестанов!Ка n и т не измеЮiет связи в ( 17. 72). Это доказывает, что 
массовые спектры состояний с дуальными радиусами тож.дественны. Ключ к это

му равенству - в противоположных зависимостях от ра.шиуса тех частей квадрата 

массы, которые связаны с имnульсом и намоткой. Перестаковка n и т в (17.75) 
является ooero лишь перестановкой квантовых чисел нtrмоrки и имnульса. 

В следующем разделе мы приведем доuзате.льство того~ что дуальные ра

диусы действи.тельно физически иеотличимь1. Эrо свойство теории струн было 
достоверно доказано. Специалы-tЬiй радиус R* в ( 17.70) является единственным 
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радиусом, который отображается сам в себя при nреобразовании (17.73). То
rда дуальность означает, что каждый радиус, меньший чем R*, эквивалентен 
некоторому радиусу, большему чем в•. В этом смысле, радиус R* яаляется ми
нимапьным рuиусо:м) возможным при тороидальной комnактификации. 

В настоящем анализе значение радиуса окружности является подгоночным. 

Теория не выбирает какой-то частный радиус так, как она выбирает частную раз
мерность nрОС1])анства-времени. Радиус окружности должен рассматриваться как 
параметр частною класса компактифицированных nространств, допускающих 

неnротиворечивое оnределение rеории струн. Радиус комnактификаuии не явля

ется nараметром самой теории струн, а скорее nараметром пространства-времени, 

доnустимого в теории струн. Он являеТ~Ся nодгоночным п~раметром. Иногда по

добные nараметры .назыiВаю-гся модулями, и множесТIВо значений, которые эm 

nараметры .мoryr принимать, называется пространством модулей. Мы выяснили, 
что при Т-дуальности пространство модулей компактификаций на окружность 

может быть взято в виде значений радиусов, больших либо равных н•. 
Чтобf:)J разобраться в том, как очень маленькая окружность может стать очень 

большой, рассмотрим следующее наводящее соображение. На окружности радИ

уса R импульс квантуется в •единицах 1/R. Если значение R очень велико, то 
интервал между собственными значениями импульса очень маленький и спектр 

почти непрерывный. Korn.a рмиус оче~ь малень~G~й> собственные значения им
пульса отстоят друг от друга достаrочно далеко. В стаНдартной теории частиц это 

указывает на маленький радиус, в -геории струн ситуация другая. Собственные 

значения намотки квантуются в единицах R/a', и по мере того как радиус R 
,становится очень маленьким, спектр намотки становится nочти непрерывным. 

Наблюдатель, видящий этот континуум, моr бы заключить, что к:омпактное из

мерение очень 1большое. 

17.8. Дуапьн.ость как полная 
квантовая симметрия 

Мы убедилис.ь в том, чrо Т -дуалъностъ является симметрией массоооrо cneк
'tpa компактифицированной теории эамкнуrых струн. Сам no себе этот резуль
'тат не означаетj что физ•ическое содержание при дуальны.х радиусах одинаково. 

В этом разделе мы докажем, что полная теория свободных замкнутых с:rрун инва
риантна относительно Т ~.дуалъности. Можно доказа:ть, что Т -дуальность остается 

даже nри ·вюuючении взаимодействия между струнами, однако мы не будем nы

'fЗТЬСя заниматы:я этим в данной книге. 

Каким образом показать эквивалентность дуальн.ых теорий? Прежде всего, 
выявим некоторую доnолнительную ·структуру, существующую в компактифици
ро.ванной теории струн. После чего объясним эквивалентность дуальных теорий 
двумя взаимосвязанными сnособами. Первое объяснение будет связано с тем, что 

Т ~дуальность возникает как nроизвол в толковании одной теории: один воэмож~ 
ный выбор струнных координат приводит к т-ому, что радиус окружности равен R f 

а второй; физически э.rпшв.алентнЫй вьtбор, приводит к тому, чrо радиус ·окруж
ности равен a'/R. Второе оюъяснение ·будет основано на том, чrо Т-дуальность 
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nроявляется как экsи88Лентность двух различliых теорий. РассмаТ,рим теорию 

с радиусом R и теорию с радиусом а' 1 Rt nосле чего найдем взаимнооднозначное 
соответст,вие между оn,ераторами данных теQРийt которое сохраняет все коммута

иионные соотношения и переводит один rамильтониан в другой. Это та же самая 
стратеrnяt с помощью которой была продемонстрирована симметрия дуа.льности 

rармоническоrо осциллятора в разделе 17 .1. 

Дополнительная структура компактифицrированной теории С11рун связана 

с ~координатной нулевой модой qo, появляющейся в XL и Хв и отсуrствую
шей в полной !Координате Х = XL + Хв (см. (17.31)). Наnомним, что оnератор 
намотки коммутирует со всеми оnера·юрами, которые входят в Х. Естественно 

объявить (q0 , w) парой сопряженных переменных. С этой целью введем дуальный 

·Оnератор «координаты~, определяемый выражением 

(17.76) 

С ломощью (17.31) находим, чrо эта координата принимает 1вид 

_ ~ . e-inт . . 
Х(т, и)= .qo + а'wт + а'rю + i - L -- (ane-mc:r- ane'"c:r). 

2 n#O n 
(17. 77) 

Данная координата интересна тем, что в ней р умножается на и, а w умножается 
на т, что перемешивает обычное разбиение на пары в Х. Более того, q0 появляется 

на месте Zo. Оrсюда следует, что имnульс, соответствующий qo, - ЭТ<О w (так как 
он появляется с т), а намотка. соответствуютая q0 ,- это р (так какона появля
ется с и). Координата i «вводит в игру» q0• Точный смысл q0 будет пояснен ниже. 

Теперь можно оnределить импульс 15", соnряженный координате Х: 

-'Г 1 .. - 1 .. 
1' = -

2 1 
fJ.,X = ;;--.--; (XL - Хл). 

. 1ra ~:1Га 
(17.78) 

Постулир-уем коммуrаrор 

[Х(т., ь), Р" (т, и')] = iб(u- о-') (17.79) 

.Jt потребуем, чтобы коммуrnтор двух координат юш двух импульсов был равен ну
лю. С этим можно не согласиться, nотому как данные коммутаторы содержат те же 

·самые осnил.лято:рыj с которыми мы уже встрёчалис.ъ, так что их коммутационные 

соотношения уже определены. Это дейсmительно так, однако таiКИе же комму

·тационные соотношения возникают пслому, что единственное отличие между 

ПЗtРЗIМИ (Х .Рт) и (Х. :pr) состоит в другом знаке в XR; Как можно видеть из 
(17.31), такое .изменение знака возникает благодаря изменению знака всех ос
цилляторов а,.. перестановке жо и .qo ~ и переста:-новке р и w. Даflные замены 
не мияют на коммутаторы ( 17 .35), которые, ·таким образом, не изменяются. Пара 
(q0, w) возникает в Х, -rnк жеt каk пара (хо, р) возникает в Х, nоэтому находим 

(17.80) 
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(17.81) 

Известно, что х0 я·вляется координатой, оnределенной 1-ta окружности радиуса 
R, nотому как сооrветсmующий канонический импульс р квантустен и имеет 

- 1 
собственные значения n/ R. Аналогично, из кванrования w = mR/a для им-
пульса намотки следует, чrо соответствующая координата определена на окруж-

- 1 -ности радиуса R = а 1 R. Таким образом, струнная координата Х сама является 
координатой на окружности радиуса а' 1 R. Соотношение [ q0 , w] = i является 
фQрмалъным в том :же смысле, что и [х0 , р] = i. Хорошо определенные операто
ры, аналогичные (17.43), задаются в вцде 

eit(Jo/R l Е ?) 

' /L.J, (17.82) 

Та~е имеем 

е -iltJDIRweilqo/R = w + l. 
R 

(17.83) 

Действие операторов (17 .. 82) на спектре хорошо определено. 

Q) Упражнение-рtJзиинкD 17.4. Убедитесь ll том~ что оператор eilqo/R, действуя 
на .состояние с числом намотки т, приllодит к состоянию с числом намотки 

m+l .. 

Единственным неопределенным коммуrатором является коммутатор х0 и q0 . 

Для хорошо ·Оnределенных операторов потребуем 

(17.84) 

Это соrласуеrся с нашим представленнем о том, что присутствующие здесъ два 

тиnа операторов действуют на индексы импульса или намотки независимо друг 

'ОТ друга~ поэтому заnишем (хо, qo] =О. 
Гаммьтониан, nолученный из (Х, р'~"), совпаnает с полученным из (Х, Р"). 

Этоочевидно из уравнения (17.56): перестаноока р и w ничего не изменяет, а знак 
<<м:инус» в осцилляторах an не в.rшяет на oneptJmopы числа частиц; Т ~дуальность 
поJншяетсп .как щюи:гвол в толковании. Мы начали с теории, в коюрой коор
дината Х использо.валасъ для оnисания комnактификации_:с радиусом R, при 
аtiали~ состава ооераторов мы наШJJJи другую координату, Х, ко1орая приводит 

--.::, к равнбiначной интерпретации теории как теории с радиусом компактификации 
.~'/~()бе интерпретации nриводят к одинаковому rам~ьтониану. В итоге, ду

,..· .. ~ъ~ возникает, потому что можно заменитьХна Х. 
J ,.. .... 

(17.8S) 

-Это вырwrrение .IV~Я дуалъной к Х координаты Х будет полезным при об-

'Суждении открытых С11)ун в главе 18. 
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Для описания дуальности в виде отображения между двумя теориями, nо

пробуем сформулировать переход от операторов (Х, 'Рт) .к операторам {Х, Рт) 
в виде отображения: 

(17.86) 

Из (17.34) и (17.79) очевидно, что коммуrационные соотношения не изменяются. 
Из наших nредыдущих замечаний следует, что ( 17 .86) эквивалентно отображению 

(17.87) 

Наконец, рассматривая (17.31), мы вилим, что это отображение осушеС11iЛяется 
посредством следующего отображения осцилляторов и нулевых мод: 

{p-+w} 
w-+p 

(17.88) 

Данное отображение не ямя·ется отображением между двумя теориями, но оно 

поможет нам построить ero. 

Для того чтобы найти та~ое .отоб,ражение, рассмотрим две различные теории: 

~одну ·СО стандартной интерпретацией (радиус компактификацИи равен R) и дру
.rую, тоже со стандартной интерпретацией {радиус компактифиющии равен о:' 1 R ). 
Наша задача построить отображение между операторами двух теорий, соrласо-

1ВЭ.Нное ·С коммугаиионными соотношениями и переводящее один rамильтониан в 

другой. Важным моментом, окоюром следует позаботиться, является обязательная 
соrласованность данного отображения с операторными условиями :квантования. 

В табл. 17.1 представлены операrоры, условия rквантования и коммутацион
ные соотношения мя теории с радиусом R. Аналогичным образом, в табл. 17.2 
лредСТЭ.!ВЛены операто)l)ы, условия квантования и коммутационные соотношения 

Таблица 17.1 
TeopиJI, е кото-рой координата Х onpeдe!lleнa на окружности радиуса R; 

приве:цен1ы rамильтонrиам. н:улееые моды и список коммутационных соотношеrtiий 

Теория с ра,i1'ИУСОМ компахтифиюшmt R 

B(R) = ~ tJ'fipi + ~ а'(р2 + w2
) + NJ.. + N:J.. ..... 2 

z0 'ОПре,lil,елена на окружности радцуса R 

tобствемкые значения р равны n/R 

q0 о.пределена на окружнООТ!II pwmyca а' /R 

собственные эначсНИJI to равны mR/tJ' 

lжо,р] = [~t 11) = i 

[[ iim• iiп] = [а,.. t:lя) = тdм+п. о 
(am1lin] =О 
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Табпица 17.2 
Теория, в которой коо;рдина1а Х определена на окружности радиуса o.'!R; 

mrриеедены г.амильтон1иан, нулевые моды и сnисок коммутационных сооil'ноwений 

- l 
Thopиs с 1P8J!LИYCOM компактифИJСаUИи R = а 1 R 

н(i) = ~ а'р•,• + ~а' (12 + w2
) + fiJ. + нJ. -2 

i 0 onpe;цeлelia на ·окружности радиуса а' /R 

собственные значения i равны mR!a' 

·io ·Определена на окружности радиуса R 

собственные значения ii равны n/R 

{zo~ ji:] = [io, w) = i 

[am, й,.] = [am, iin) = m6m+n.o 

[am. ·~n] =О 

для -rеории с радиусом a'/R. В этой таблице все операторы содержат тильду мя 
тоr:о, чтобы отличать их от операторов другой теории. Требуемое операторное 
отображение представлено в (17.88). однако теперь оно принимает вид 

(17.89) 

Дл·я всех операторо.в, .ассоциированных с 25-мерным пространством-временем, 

данное отооражение является тождественным. Лреобразования (~7.89) согласу

ются с коммуrаuионными соотношениями и переводят оди1н rамильтониан в дру

гой. 1Более того; мы явным образом видим, что они отображают одни операторы 

в дру,rие, заданные на подобных пространствах и обладающие rож.деСiFВенными 

·сnектрами. .Наnр.имер, а;0 и qo жиgуr на тождественlfых окружностях; р и w 
обладают ·одинаковым спектром. Отображение осцилляторов ·содержит знаковЬiй 

фактор, не влияюший на Nl.. Это отображение устанавливает физическую эк~ 
БИвUеНТНООТЬ рассматриваеМЫХ теорий И доказывает, ЧТО Т адуальноетЪ ЯВЛЯетсЯ 

точной симметрией теории свобод-ных замкнутых C'fPYJ-1, компактифиuированной 
на окружность. 

3адачи 

• Задача J 7.1. Гамипьтонман нупеаоА моды 

Для изучения динамики комnактной координаты Х можно использовать дей
·ствие, подобное (12.81 ): 

211' 

S = -- - dr dtt(X Х ~ Х Х ). 
1 11 .·· ,, 

41Га' 
() 



Задачи L lt.Э 
____________________________________________________ .u 

Р.ассмоrрим разложение струнной координаты на нулевые моды в секторе с чис

лом намотки т: 

Х(т, t.r) = z(т) + mRu. 

НаЙllите лействие м я х( т). Вычислите rамильтониан и покажите. что результат 
идентичен выражению ( 17.56), соответствующему комnактному измерению. 

• Задача 17.2. Подсчет 6еэ.массовых rка111ибровочных nопей 

Рассмотрите струнную компактификацию, в которой k координат выбраны окруж
ностями критических радиусов. Опишите возможные ·основные состояния этой 

т.еориiИ и в.ьшишите rа:мильтониан. НаЙдите число безмассовых векторных по

лейt воз.никающих в пространстве-времени меньшей размерности. При1ведите 

полный список состоянийt соответствующих этим полям. 

• Задача 17.3. Эа;ряА намотанных струн 

Описание нулевой моды струны с числом намотки l задается соотношениями 

(I) 

где индекс т используется для н~мерации струнных координат за исключени

ем Х25 = Х. Рассмотрим слагаемое ( 16.3) со взаимодействие струны с полем 
Ка..льба-Рамона: 

J дХР дХ11 

S = - dт du дт ди Bp·v(X). 

Вычислите слагаемые в S, в которых Bm.2s = - Bm.2S сворачивается со струнной 
1]>аекторией х0(т). Как объяс.нЯJI!ось в разделе 17.6, поле Вт.25 играет роль поля 
Максвелла в 25-мерном пространстве. Придите к выводу, что струнное состояние 

с намоткой, описываемой ( 1). обладает электрическим зарядом, пропорциональ
ным l. 

• Задача 1.7.4. Комnакrифика!циw на Т2 с nостоянным nолем каль6а---Рамона 

Предположим, что каждая из координат х2 и х3 .комnактифицирована в окруж
НОС'fь радиуса R. Соответствующие струнные координаты обозначаются xr' nри 
r = 2, 3. Более тоrо, существует отличное от нуля поле Кальба-Рамона с ваку-
умным средним 

1 
Вlз = -2 , Ь, 

1Га 
(1) 

где Ь - это безраЗ"мерная константа. Все остальные ~омnоненты в,.." paвttьt нулю. 

(а) Постройте действие для хr(т, lf), добавив действиеt аналогичное использо
ванному в задаче 17.1, к действию из задачи 17.3. 

(б) Рассмотрите слеп;ующее разложение дЛЯ нулеюй моды координат 

xr = хr(т) + m,.Ru, r = 2, 3. (2) 

Покажите, что лаrранжиан для xr (т) имеет вид 

1 . а! 
L• 

20
, ((t2)2 -t7 (*3)2) - 2 ((w2)2 + (wз)2) - Ь(х2wз- x3w2). (3) 
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Как обычно, w,-m,Rjo/. Последнее слагаемое в (3) является полной про
изводной, однако, как вы увидите в дальнейшем, оно оказывается важным 

В КIВаНТОВО:Й теории. 

(в) Определи11е имnульс. канонически соnряженный с xr. вычиспите rамильто
ниан :и покажите, что он nринимает вид 

, 
() ( 2 (р )2 2 2) Н = 2 <Р2 + Ьwз) + з - lrш2 + w2 + wз . 

Проверьiе. чrо rамИJilьт.ониан привопит к правильным уравнениям движения. 

Заметьте, что условия квантования для импульсов имеют вид Pr = nr/R. 

{r) Несмотря !На то чrо nодробно рассматривались только 1нулевые мо.аы, осцил
лятормое разложение для координат, как и ранее, остается справемивым. 

По аналоrии с уравнением (17.32), выпишите подходящие выражения мя 
координат Х2(т.t7) и Х3(т, и). Объясните. почему оператор кваарата массы 
nринимает вид 

м2 (n2 Ь тзR)2 (nз Ь ·m2R)
2 

= -+ -- + ·-- -- + 
R а' R а' 

+ (m2R)2 
+ ( ·mэR)

2 

+ ~ (NL + NL _ 2). 
а' <Х а' 

(д) Покажите. чrо связь L* - L~ = О nриводит к соотношению 

(5) 

(6) 

• Задача .17.5. Дуаnыостм при комn:актифи~кации на Т2 с полем кальба-Рамона 

В ·задаче 17.4 вы получили :уравнения (5) и (6)" определяющие сnектр комnакти
Ь 

фикаuии на •квадратный"' тор Т2 радиуса R с полем Кальба-Рамона В23 = -_ -. 
21ra' 

Покажите, что сnектр не изменяется nри следующих преобразованиях дуально-

сти фоновых nараметров R и Ь. 

(а) Значение Ь изменяется как 
1 

Ь -4 Ь' = Ь + t ; 2 , i Е Z, (1) 

а R не !ИЗМеняется. Из уравнения (]) следует, чrо ь является периодической 
nеременной. Пусть А обозначает площа.аь тора. Испол~уйте (1) мя дем<>н
страции того; что параметр «nотока~ J в = В;вА является угловой переменной 
(т. е. /в ·~ !в+ 21r). Для того чтобы доказать. что спектр не изменяется, вам 
следует найти~ например, также как в (17.75), полходящую комnенсирующую 
замену квантовых чисел. l[Подсказка: n2 -4 n2 ~ lmз является одной из иско
мых замен.) 



Зодо·чи L6S ---------------------------------------------------· 
'(6) Значения R и Ь изменяются как 

а' 1 
R -4 ·n~ - - Ь -4 Ь' = -Ь. 

.п - R Vl + fJ2' (2) 

При Ь = О э11о известное преобразование Т -дуальности для радиуса. Компен

сирующая :замена 1В этом случае сводится к ожидаемой n,. +=t mr. [ Подсказка: 
вычисления упроща!Ю'J1СЯ~ если сначала разложить ( 5).] 

(в) Ь--+ -Ь, при неизменном R. В качестве компенсирующей замены квантовых 
чисел используйте mr н -mr. Какую .доnолнительную замену по отноше
нию к осцИЛJUIТОрам необходимо сделаТiь, ·чтобы соотношение ( 6) оставалось 
выполненным? 

В задаче 26.3 Отождествлениям из (1) и (2) дана геометрическая интерпре
muия. 



Глава 18 

Т-дуальность открь1тых струн 

Т -ду.альность связы1Вает мир, в котором одно из nространствеиных измерений на Dр-бра
не ЯIВЛ:АеТ•СЯ ·ОКружностью, с выглядящим !Иначе, но эiКвивалентным миром, в котором 

D(p- 1 )-брана имеет фиксированное rположение на окружности дУального радиуса. 
В nервом .мире открытые струны могут иметь импульс вдоль окружности, однако не1Г 

состояний намотки, в то вре.мя 1как во втором ми[ре 1имnульс вдоль АУальной окружности 

01ТСУiJСТвует, но, как мы увидим, возникают состояния намотки. С помощью ка.nибровочных 

ПtРеобразо1ваний Максве.rmа будет nоказано, что 1конrурный интеграл от кал·ибровочl'tоrо 
поля на окружности имеет периодичес1кие значения. Голономия этого калибровочмого 
nоля вр,оль компакiТноrо 1Напра1влени.я Dр-браны связана через Т -дУаль~ость с угловым 
положением D(p-1 )•браны на д.Уальной окружнос!fи. 

18 .. 1 .. 'Т-дуапьность и D-браны 

Давайте рассмотрим распространение открытых струн в пространстве-време

ни, у которого одно пространствеиное измерение свернуго в окружность. Пред

nоложим, чrо имеется 025-брана, заполняющая все пространство, так что концы 

открытых струн мoryr свободНо двиrаться по всему пространству. Как и ранее, 
мы -выбираем измерение х25 компактифиuированным: - -

(18.1) 

Все коордrика.тЪI ОТКРЬIТЬIХ струн, ·включая Х25 ' удовлетворяют граничным у"'С.ЛО
виям Неймана на обоих концах, так что .все они имеют тип NN. В nрисутствии 
ко.мnактноrо измерения замкнуrые .струны обладают фундамен'f3.Льно но~rыми 
,состояниями: ·ОНИ могут :наматываться на компактное измерение и nоэтому 

не мoryr быть cnшyrьr в точку. Конuы отJсрJьiтых струн на эаnолня~ющей все 
пространство D-бране мoryr двигаться nовсеместно и поэтому открытые струны 
i8Cerдa мoryr быть стянуты JВ точку. У открытых струн нет фундамеftталько новых 

·Состояний в nри~утствии .iКомпактноrо измерения. Импульс открытой струны 

:в направлении х2·5 .квантуется: р25 = n/R, что добавляет в квадрат массы струны 
·слагаемое n2

/ R2
• Число намотки w25 отсуrствует.. 

Теперь рассмотрим открытую струну в друrам :nространстве, в котором так

же имеется заполня.ющая все пространство D25-брана и компактифицированное 

наnравление ж25 , однако радиус компактификации равен В = a'jR. Из Т-ду
.альности ·следует, что в случае замкнуrых струн физика этих .nвух пространсто 
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1 2 24 
а; 'а; ' ••• , а; 

Рис. 1.8.1. Схематично IПредсrавлена 024-бр.ана, х25 
- координаrа в ортогокальном каnраелени и, 

•tВе[рнутая в ОК!ружность. Оrкр;ытая струна слева намотана на комnакrное измерение и не является 

·стяrивае,...ой., так как ее концы должны оставаться фиксированы на 024-'бране. Открытая струна 

справа может быть стянута 

неразличима. Однако в этом новом nространстве импульс ОТJкрытых струн кван
туется .как р25 = nR!a', и т:ем самым возникает слагаемое в квадрате массы, 

2 2 t2 
равное n R 1 а . Очевидно, что спектр такой теории открытых струн не совпа-
дает ·со спектром исходной Rории открытых струн на окружности радиуса R. 
Это означает, что открытые струны на 025-бране чувствуют разницу между ком-

. - 1 
пактификацией с радиусом R и компактификацией с радиусом R =а /R. Ло-
!Ви.димому, появление ·открытых струн противоречит идее Т -дуальности. 

Тем не менее существует решение этой проблемы, которое сохраняет Т -ду

альность даже в присутст.вии открытых струн. Мы увидим, что Т -дуальность 

связывает простран·С11во-время с радиусом компактификации R и D25-брану, 
- 1 с одной стороны., и пространство-JВремя с радиусом компактификации R = а f R 

и 024-tбрану, с другой стороны! Если 025-брану в исходном мире заменить 
024-браной в дуальном мире, то физика остаекя одной и rой же, как для от

крытых, так и для замкнуrых струн. В дуальном мире х25 
- это направление 

·с условия.ми Дирихле мя 024..rбраны, и соответствующая координата откр:ьrrой 
·струны имеет тиn DD .. Примем, что значение х25 =О соответствует положению 
·браны вдоль компактного наnравления. 

В дуальном мире все концы опсрытых струн должны оставаться nрикреп= 

ленными к точ.кам с х25 = О. В :иrоге возникают новые конфигурации открытых 
струн, которые не моrут быть сrянуrы в точку. Напримерt оrкрытая струна, на

тянутая от х25 =О до х25 = 271' R, наматывается на компактное измерение один 
раз. Такая струна не может быть стяtнуrа в rочку~ потому что ее концы не моrут 

свободно двигаться вдоль кoмnarcrн·oro измерения (см. рис. 18.1). Так же, как 
и замкнуnые~ оТJфытые струны могут наматываться любое .количестоо раз. Намо
танные открыт-ые сrруны наnоминают эамкнуrые струныf однако они таковыми 

JНе явJН1ются: концы открытых струн не обязан.ы совпадать. Как правило} они 

лежат в различных точках на D24-бране. 

В случае D25-браны; направление х25 которой являлосьокружностью радиу
са R, открытая струна приводила к квантованному импульсу р2 

, но не наматыва~ 
лась. После преобразования дуальносm ВОЗiiИЮiет 024-браиа, а направление х25 

ямяетс:я окружностью радиуса .R. Граничное условие Дирих.ле nриводит к усло
.вшо нулевою импульса., но открытая струна теперь имеет намотку. Сnе1<11ры 
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открыт~ых ё1'1Рун двух ·теорий совпадают при R = о.' 1 R, потому что состояния 
с ненулевым импульсом дают вклад в М2 в первой теории, точно так же, как 
состояния с неиулевой намоткой открытых струн дают вклад в М2 во второй 
теории. Допуская, что калибровочное преобразование модифицирует D-брану, 
мы можем сохранить Т-дуальность в присутствии открытых струн. 

Т-дуальность ваоль z 25
: (D2S: R)--> ( 024: R- ~). (18.2) 

Так как 0-браны не влияют на спектр теории замкнутых струн, ro имеется полная 
физическая ЭКВИiваJ!(ентносrь. 

Дл.я roro чтобы показать, .как это явно работает, вспомним разложение ( 13.32) 

координаты открытой струны NN-тиna. Для Х25(т,О') = Х(т,и) запишем 

Таюк:е имеем 

Х(т,О') = Хо + V2ilaoт + i.J2il Е.!_ an cosnq e-inт. 
n;f=O n 

ао = ..fiilp = V2il n, 
R 

(18.3) 

(18.4) 

в силу того что импульс на окружности квантуется. Гамильтоннан данной откры

той струны равен 

н L.t l 1 1 .1 ' а i 1 N.t = 0 - 1 = 2 а0а0 + N - 1 = о. р р + 2 aoaQ + - l, (18.5) 

rде i = 2, ... , 24 и Nl. содержит вклады осцилляторов а~ и an. Теперь разложим 
струнную координату Х на лев)rю и nравую мо.п:ы: 

(18.6) 

rде 

., ~ . 1 а • г.:-;~ . . 
XL = 2(хо + qo) + 2 ao(r +и)+ 2v2a' L....-:: ane-mт е-•nи~ 

n,=o n 

х 1 ( ) {ii ( } i ~ ~ 1 -inт +inu 
я== 2 хо- qo + V 2 0.0 т- q , + 2v2a' L- n ane е . 

n;f:O 

(18.7) 

Константа to ~произвольна. По аналоrии с Т ~дуалЬ'ностью замкнуrых струн, rде 

мы изменяли зиак правых мод в (17.85)~ определим 

(18.8) 

и затем найдем 

(18.9) 
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На самом деле это выражени~е является ра3Ложением для струны, натянутой от 

о.шюй D-браны к друrой. Вспоминая уравнения (15.45) и (15.47), получим 

и 

. 1 . 
ха< т. <1) = жr + V2alag0' + ..tiil I:- а:е-шт sin n<Т, 

n#O n 
( 18.10) 

(18.11) 

Разница координат х2 - х: определяет расстояние между D-бранами в направ
лении с индексом а. Уравнения (18.9) и (18.10) полностью соответствуют друг 
другу. Если в (18.10) убрать верхний индекс а и отождествить константы х1 и q0 , 

то ~снова получится разложение ( 18.9). 

Прежде чем обсуждатьфизи~скую интерпретацию новой координаты Х, nо
ясним, почему дуальносrъ Х ~ Х является симметрией теории открытых струн. 

Иэ нашего анализа Х4 и Р4 в разделе 15.2 СJ1/едует что Ха и ра = дтХ/(21Га') 
удовлетворяют каноническим коммутационным соотношениям. Таким образом, 

иреобразование дуальности не изменяет коммуrационные соотношения, к тому 

же не изменяется и гамильтониан. Гамильтоннан для сект.ора, содержащего ха, 
получаетс.·я из (15.49) 

00 

.Н= 2а'р+ р- = o:'tipi + ~ o:go:g + L [o:~n~ + a~no::] - 1. (18.12) 
n=l 

Если убрать верхний индекс а, то соответствие означает, что nолученное вы.,: 
ражение ЯВJJiяется rамильтонианом, вознiИкающим при взаимодействии Х и Р 
с другими струнными координатами. Тоr,да становится очевидным, что данный 
rамильтовиан совnадает nолученным ранее :в (18.5). 

Теnерь можно перейти к обсуждению физической интерnретация. Так как 

концы сrруны зафикс-ированы) то струнная координата имеет тиn DD: 8тХ = О 
для и = О и и = 1r. При изменеими и от О до tr открытая струна натягивается 
вдоль интерБаJIIа: 

- - r,:c; ., . « -
Х~(т., 1r)- Х(т, О)== v2а'ао(1Г- О} = 21ra р...: 21Г R n = 21r .R n. ( 18.13) 

Так как n может nринимать IВС.СвозможнJые целые .значения; оозникаюшая кар~ 
mна ·состоит из бес.конечного набора 024-бран, отстоящих друг <rf друrа на ОJIИ
нако:вое расстояние 21r R вдоль наnрамеliия х25 • Подобная конфигурация, на 
•Самом деле, физически эквивалентна одной 024-~ане, расположенной в неко= 
rорой фиксирова:нноИ точке окружности :радиуса R. 

Интересно отметить, что дуальностъ меняет местами граничные условия. 
Имеем 

(18.14) 
и, аналогично 

(18.15) 
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Из Э'fИХ выражений со всей очевидностыо следует, что при Т-дуальности rра

ничны~условия типо:в N и D меняются местами. Действительно, Х имеет rJtn 
NN, .аХ тип DD. Суммируем полученные факты о Т-дуальности открытых струн 

'следующим набором уравнений: 

(18.16) 

Дифференциальные соотношения { 18.1) могут быть ис111ользованы мя до
казателiЪСТва, на сей раз более концептуального, что в дуальном nространстве

времени открытая струна наматывается на компактифиuированное измерение: 

"" 1f ,.. 

Х(т~ 1r)- Х(т, О)= du дuХ = dt1 дтХ = 21Га dt1 рт = 21ra р, - - 1 - 1 11 ' 
о о о 

.В С<ООТБеТСТВIIИ С (18.13). 
Настоящее рассмотрение тривиальным образом распространяется на тот слу

·чай, коrда компактифицировано более чем одно измерение. Рассмотрим 025-
rбрану в мире, k Прос1J)анственных измерений которого свернуты в окружности. 
Одновременное преобразование Т -дуальности для каждой о~ружности приводит 

к физически эквивалентному миру, в котором есть D(25-k)-брана и каждая 
окружность заме:ня,ется на окружность дуалыноrо радиуса. Также нет необхо
димости начинать с 025-браны. Если мы свернем в окружность только одно 

измерение и обернем вокруг нее одно измерение DЗ-браны. то Т-дуальность 
моль окружности при1Ведет к 02-бране на пространст,ве-времени с окружностью 

дуальноrо радиуса. 8 общем случае, если Dр-брана расnоложена вдоль компакт
ною измерения, Т-,дуальность вдоль этого измерения приведет к D(p- 1)-бране 

в некторой фиксированной точке окружности дуальноrо радиуса. Все получен

ные результаты справедливъi no тоИ простой nричине; что Т-дуальность вдооь 
заданното направления не влияет на координаты 01ГКрытой струны, соответству

ющие .щ>уrим направлениям. 

Так как .18еэде в нашем анализе используются координаты светового конуса, 
тоТ~дуальност.ь; nереводящая Dр-'брану в D(р-1)-брану, усrановлена только nри 
1J ~ 2. Дейсrви'tельно, две или более пространсmенных координат должнь1 быть 
mna N: Х1 , чтобы вместе с Х0 обр-азовать коордИнаты светового конусах±, иХ 
вдоль комnа1<1'Ноrо измерения. Тем не менее, верно, что Т ~дуалыiОСТЬ имеет место 

и д.1111 р = 1. Если имеется D 1-брана, намотанная на окружность, эквивалентная 
Т -дуальная конфиrурация nриводит к DО-бране в неJКоторой точке окружности 
дуальноrо радиуса. Этот результат может быть доказан с исnользованием метода 
ковариантноrо квантования открытых струн. 

18 .. 2. U(l)-капибровочнь1е nреобраэования 
В этом разлеле мы nодробно изучим калибровочные nреоб,разования Макс

!Велла. Конфигурации калибровочных nолей, свйзанные калибровочными nре
обраэован:иями, физически эквивалентны. Таким образом, д;IЯ нахождения воз-
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можных неэквивалентных конфигураций калибровочных полей необходимо разо

браться с rкалибровочными nреобразованиями. Это предст.авляется интересным, 

потому что IIO аналогии с изменением типов D-бран при Т -дуальности, конфиrу
рации калибровочнiЫХ полей на D-бране также существенно изменяются. Наших 
предыдущих знаний о калибровочных преобразованиях оказывается недостаточ
но по mричине двух осложняющих обстоятельств. Во-:первых, мы будем рассмат
ривать компактные измерения. для которых станут важны топологические эффек

ты. Во-вторых, будем учитывать ·эффектзарядов. Действительно, в разделе 16.3 мы 
!Выяснили~ что конец открытой струны, лежащий на 0-бране, .выглядит как части

ца, заряженная относительно поля Максвелла, определенною на этой 0-бране. 

Калибровочн~ые преобразования в присуrствии зарядов анализируются эле
мен'tарным образом: nутем рассмотрения уравнения Шрёдингера д11я нереляти

IВИстской заряженной частицы. В ·естественных единицах (h = с = 1) гамильто
ниан частицы массы т и с зарядом q (задача 5.4) равен 

н= -1 (р- qA)2 +qФ. 
2m 

(18.17) 

Напомним, что в естественных единицах потенциалы имеют размерность массы 

либо обратной длины, а заряд q безразмерен. Тогда уравнение Шрёдинrера при-
нимает вид 

i д,Р =-. l (~ - ql)
2 

'Ф + qФ-ф. 
дt 2m J 

(18. 18) 

Для mроверки калибровочной инвариантности классического движения точечной 
заряженной частиц!Ы ~(разлел 16.3) требовалось варьировать только электромаг
Н.ИТНЬJе поте~u.иал~ А#~. Однако уравнение Шрёдингера не является инвариант
ным ·относительно изменения одного только вектор-потенциала. Калибровочное 

n:реобраэоваиие в кванто:во;й механике вовле:кает изменение как потенциалов, так 

и волновой функции. ·вид уравнения Шрё.nинr.ера не изменяется .nри следующих 
однОJВременных nреобра.зоьа:ниях: 

1 -+ 
~, ... 

А =A+Vx, 

ф -+ Ф' = Ф- д-х, 
дt' 

( 18.19) 

"Ф -+ 'Ф' = ехр (iqx)ф. 

Здесь х(х) ям.яется функцией nростраиства·-времен.и. Можно легко показать 
(задача 18.1 ), что уравнение Шрёдинrе1ра мя штриховэнных переменных 

(18.20) 

:эквивалеnmо исходному уравнению. Шрёдинrера (18.18). Для дальнейших целей 
пусть U(i) будет обозiНачать фазовый множитель новой волновой функции: 

U(z) = ехр (iqx(z)), ф' = Uф. (18.21) 
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Телерь :возникает юпоче18ое изменение точки зрения. Пр-ежде (а также в nep
IBЫX двух строках {18.1'9)), мы всегда записы!ВМи калибровочное преобра:ювание 
вектор-nотенциuа в виде 

(18.22) 

рассматривая x(z) как калибровочный лараметр. На самом деле мы увидим, что 

калибровочный параметр-это U(z). (18.23) 

Несмотря на то что такая замена порой несущественна, она имеет послед

ствия при наличии !Компакrных измерений. Если U- это калибровочный пара
метр, то нам необ~одимо уметь записывать калибровочное иреобразование для 
Ар в терминах U. Для это щели удобным является объект (дpU)u-•, потому что 

Тоrда сле.цует, что (18.22) восnроизводится с помощью 

А~= Ар - ~(дpU)U- 1 • 
q 

(18.24) 

(18.25) 

Теория М.аксвелла называется U(l)-калибровочной теорией, потому что калиб
ровочный параметр U(z) можно рассматривать как элемент группы U(l) для 
любоrо х. Чтобы nонять ·это, необходимо объяснить. что такое группа U ( 1) и по
чему она имеет отношение к калибровочным преобразованиям. 

Груnпа U(l) изначально оnределяется как групnа унитарных мат.риц размера 
1 х 1. Матриuа 1 х 1 состоит из единственного элемента и, а условие унитарно
сти, выражающее раве.нство эрмитово соnряженной и обратной матриц, приводит 

к u*u ~ 1. ЗаЮJючаем, что и - это комплексное число единичного модуля, так 
:называемый фазовый множитель и = ехр (i8). Множество комплексных чисе-л 
единмч:ноrо .модуля образует труnпу относительно умножеюtя: nроизведение двух 

комnле.ксных чисел единичноrо модуля даеr коммексное число единичного мo

дyJUI; умножение ассоциативно; в группе существует единиtJный элемент и= 1 
и любО'е число е:хр (i8) в rpyлne имеет обратное ехр ( -i8). 

Для любой фиксиtюванной точки :~ пространства-времени, калибровочный 
nараметр ;U(~) является фазо:вым множителем; возможные значения U(x) нахо
дятся. таким обрсrзом, во взаимно-однозначном ооответствии с элементами rpyn
nы U(l). Так как U зависит or точки пространства-времени, то на самом деле 
существует множество всех возможных U ( 1) -значных калибровочных параметров 
в каждой rочке пространства-времени. О калибрОвочном параметре U лучше все
го .думать как о функции на пространстве-времени со :значениями в группе U ( 1); 
каждой точке nространства-времени соответствует некоторый U(l)-rрупповой 
элемент. 

Понятие rpynnы имеет прямое отношение к калибровочн.оИ теории; лотому 

kSIК nоследовательно выполненные калибровочные nреоб,разоваиия сочетаются 
согласно nравилу групnовою умножения. Мы потребуем, чтобы 
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кокбин.ация калrибровочного п-реобразо&аt~ия с nарам~тром U2 и !Последующ~го капиб

ровочноrо преобраэовани11 t nараметром U1 явлмась калибровочным nреобразованием 

с nара'Мёtром и, u2. 
9тот ЗЗК·ОН К:ОМПОЗИЦИIИ Л~ГКО лроверяется ДЛЯ RОЛНОВОЙ фунКЦИИ 'f/J. Урав

нение ( 18.2 I) означает, что данная последовательность калибровочных nреобра
зований nри180дит к 

(18.26) 

Кали,бровочное поле Ар нетривиально nреобразуется относительно калибровоч= 

ноrо преобразования, толь·ко если U не ямяется константой. Закон композиции 
также справе.LU1ИВ для калибровочною поля: 

(18.27) 

в силу того, что последние два слага·емь•х в правой части равны величине 

(18.28) 

18.3. Петли Вильсона на окружностях 

В этом разделе мы применим наши рас·суж:дения о калибровочных лреобра

зо:ваниях к nространству с компактифициро:ванным измерением. Мы обнаружим 

конфигурации калибровочных nолей и явления, напоминающие классический 

эффект Бома-Ааронова. В эффекте Бомз-Ааронова имеется соленоид, пo
fiiOЖJJaюurий магнитное n:o.JПe; ограниченное его BtiYI'J)eHHOC'I'Ью .. Несмотря на то 
что заряженная частица~ .nвижущаяс.я снаружи соленоида~ находится в области 

;с В = О, вектор-nотенuиал А снаружи соленоида влияет иа волновую функ
цию частицы. Так как соленоид порождает неиулевое магнитное nоле, .вектор

потенциал снаружи соленома не может быть равным нулю. Например, в про

стой калибровке ~вектор-потенциал обходит вокруг соленоида. Вывод; следующий 

из эффекrа Бома-Ааронова, состоит в том, что в квантовой механике существу
ют магнитные ямении даже в тех областях nространства; rде магнитные поля 

равны нулю. Это nроисходит потому. ч:то вектор-nотенциал отличен от нуля. 

В эффекте Бома-Аароиова физическим источник:ом эффекта является; nрежде 
всеrо, маrньтJ,Jое nоле, потому как в его отсутствие интерференционные эффек

ты исч,езли бы. как мы вскоре увидим, nри наличии комnаюrноrо измерения, 

веiКТОр-,nотенцим приводит :к появлению физичwких явлениИ, даже если маг

нитное nоле всюду равно нулю. 

(!) Ynpl»>lHe11ue-po3MUHИll 18.1 .. Пок.ажите, что если магнитный поток. внутри со

леноида равен Ф = J В · dil, то f А· dl'"' = Ф для замкнутой кривой, окружа
ющей .соленоид. Какоеа ьриеюпацШI этой кривой? 
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ПреАnоложим, что nрос11ранственное измерение :t комnактифицировано в 

окружность. К т<Jму же буАеМ ·считать, что векюр-nотенциал 1 равен нулю за ис
Юiючением компоненты вдоль окружности Az. В этом случае магнитное поле 
везде равно нулю! На первый взгляд это может показаться странным, так как 
похожий вектор-потенцим накручивается вокруr магнитною поля соленоИда. 

Однако, nотому как «внутри» закольцованного измерения нет nространства, маг
нитное поле отсутствует. Как мы увидим, этот вектор-потенциал А не является 
IJ<аЛибровочным артефактом; он оказывает влияние на физику частиц, как если бы 

соответствов.ал некоторому магнитному nолю. В теории струн анализ подобной 

·сmуации необходим для nонимания тоrо, как Т =дуальность действует на конфи ~ 

rурациях .несовnадающих D-бран. 

Рас·СМОТiрИIМ иенулевую А,х ., являющуюся константой, которая не зависит 
ни от каких координат, вЮiючая компактное измерение х. Может ли nодобное 

nоле существова11Ь? Полевая конфиrурация может существовать, если она явля

етс.·я решением полевых уравнений теории. Константа Аж, со всеми остальными 
:компонентами All равными нулю, приводит к нулевому Fpv, который удовле
творяет уравнениям Максвелла без источников. Это решение можно интуитивно 

nонять :в трех лросrранственных измерениях. Рассмотрим соленоид радиуса r0 , 

расnоложенный вдоль оси z. Если nоток внутри соленоида Ф >О, то направле
ние вектор-nотенциала можно выбрать азимутальным, а e~ro значение положить 

:равным Ф/(27rр), где р - рассrояние до оси ·соленоида. Данная конфигурация 
удовлетворяет всем уравнениям движения снаружи соленоида. Теперь представь

те, чrо выбирается тонкий цилиндр R < р < .R +Е, где R > ro и Е бесконечно 
мало. На данном тонком цилиндре уравнения движения выполняются. Решение, 

соответствующее постоянному А, iНамотанному на компакrное измерение, полу
чается выкидыванием всего пространства внутри и снаружи цилиндра и взятием 

предела f -+ О. 
Аналогичные рассужде.ния объясняют, nочему nостоянное электрическое nо

ле может :намаm:оатьс·я на компакmое измерение. Соотношение 

fЁ·di~o (18.29) 

г 

!ВОЗМожно при условии; Ч'fО Г наматывается на комnактное измерение. Такое 

эле~ическое nоленедоnустимо ,в обычном пространстве. Для любой за

мкнутой кривой Г в обычном nространстве существует nоверхность S. границей 
которой яwtяется Г. Тогда с nомощью теорем:ы Стокеа и уравнения Максвелла 
V х Ё = О, имеем 

f Ё · dl-= 1 (V х Ё) · dii = О. (18.30) 

r s 

Однако, если Г накручивается на компактное измерение, то не существует по~ 
:верхнооти. мя которой Г является rраниuей, и ( 18.30) более не выnолняется. 
И ·Снова ,существование калибровочных потенцимоа, которые удометворяют 

всем необходимым уравнениям, ямяетс.·я надежной оnорой для дальнейшего 
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анализа. Так как .Ё = -oA/8t, то nосrоянное Ez в наnравлении х может быть 
получено из A.z = - Ezt. Данное калибровочное nоле удовлетворяет всем необ
ходимым nолевым уравнениям . 

Раосмоч>им вектор-nоrенциал Ах(ж) вдоль комnактного измерениях. Поnы
tаемся классифицировать все ·физически неэквива.лентные конфигурации. При 
калибровочном преобразовании Az изменяется аналогично (18.19) 

(18.31) 

Можно подумать, что так как х их+ 211'R соответствуют одной и той же точке, 
ro параметр х должен уnовлетворять 

? 

х(х + 21Г R) -=- х(х). (18.32) 

Чтобы nонять nоследствия данного возможного условия, рассмотрим контурный 

1Интеrрал от !Вектор-потенциала вдоль окружност.и: 

w =q fdxAz. (18.33) 

Этим ВIЬiражение:м оnределяется безразмерная константа w, ·Соnоставляемая ка

либровочному полю цдоль окружности. Также ·оnределим голономию W калибро
оочн·оrо поля: 

(18.34) 

Здесь W называется петлей Вuльсоно. В настоящем кotrrei(Cfe ~соответствующая 

замкнутой кривой петля Вильсо:-на на самом деле является вычисляемым фазовым 
ми·ожи-гмем, который зависит 01' значений калибровочного .nоля моль кривой. 

После калиб·ровочноrо nреобразования (18.31) w nереходит в w': 

v! = q f dx( А,+~~) = 111 + q(x(Xo + 27rR) - x(zo)), (18.35) 

rде при интегрировании была :выбрана некоторая nроизволъная точка О'fСчета 

на окружности х0 • Если допустить условие периодичности (18.32)~ то w' = w. 
Ка!К мы скоро увидим, данный подход не является правмьным. 

Наш :ана11из оказывается несостоятельным по nричине нехватки воображе

ния, а не .из~за ошибки в вычислениях. Уравнение 18.32 имеет смысл, если х(х) 
является фундаментальным калибро.вочным nараметром. Одиако в разделе 18.2 
утверждал:ос.ь, что калибровочным napaмe'IJX)'M .является U(x) . Если U ~ это 
·кали'бровочный параметр, то на окружиости <>н должен быть периодичным: 

U(x + 21ГR) = U(x). ( 18.36) 
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Так как U == еХ!р ( iqx)., то из пре.nыду11.tеrо уравнения следует, что 

qx(z + 21rB) = qx(x) + 21rm, т Е z, (18.37) 

либо, эквивалентным ·обраЗОМ 1 

q(x(x + 21rR)- х(х)) = 21rm. (18.38) 

·Оnметим коренное отличие этоrо выражения от ( 18.32). Если U - это калиб
ровочный параметр, то х(х) дост.аточно быть почти-периодической функцией! 
Более того, возвращая·сь назад к уравнению (18.3S), мы видим, что 

w' = w + 21rm. (18.39) 

Та1ким образом, физическое содержание теории не меняется при замене w на w+ 
21rm. Мы пишем w ~ w + 21r.m. или 

q f dx Аж ~ q f dж Аж + 21rm. (18.40) 

Как и раньше, данное уравнение может означать, что w определена на окружно
сти единичного радиуса, либо что все физически неэквивалентные значения w 
nринадлежат фундаментальной области 

w = q f dx Ах Е [О, 211'). (18.41) 

Наиболее естественно с·читать, что w ямяется углом. Таким обр~м, будем 
писать 

(18.42) 

Это важный результат. В присуrствии комnактных измерений контурные 

инте.rралы от вектор-nотенциала становятся угловыми переменными. Калибро

вочные преобразования действуют как (J -4 (J + 21rm. Мы видим, что в теории 
струн абстрактный угол 8 имеет конкретную фи3ическую . интерпретацию. Стоит 
заметить, что nетля Вильсона W = ехр ( iO) калиброооtJно-инвариантна. Калиб~ 
ро.вочно э.квивалентньiй уrол (J nриводит к такой же rолономии W. 

Оказывается возможньiм явно выписать х, которая не является однозначной 
веJ1.1ичиной, ио тем: не менее nриводит к однозначному U, потому что удовле

·творяет ( 18.38). Существует много физически :э:кв.iвалентных выборов, однако в 
простейшем ·сд-учае х является линеИной функцией no отношению к компактной 
координате z: 

ж mz qx = (2;rm) ~ = -. 
21ГR R 

(18.43) 

Соrласно (18.38), nри :изменении ж от О до 21ГR величина q)( изменяется Н'а 21rm. 
Для такоrо еыбора х калибровочное преобразование сдвиrаёТ значение калиб~ 
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рооочного поли н.а константу: 

т 
q.A21(x) 4 qAx(x) + R- ( 18.44) 

Данное калибровочное преобразование означает. ч11о можно провести ОТОЖJlеств
ление 

(18.45) 

Для постоянного .Az возникает естественная реализация петли Вильсона. В этом 
случае {18.42) nриводит к 

(18.4~) 

Пр:исуrств:ие петли Вильсона на окружности существенно изменяет поведе

ние заряженной частицы. Для того чтобы увидеть, как это происходит, рассмот

рим уравнение Шрёдингера 

(18.47) 

При Аж. защанном (18.46).. собственные значения энергии ф(х. t) = e-iEtф(x) 
удовлетiВоряют соотношению 

l ( 1 д 8 )
2 

2m i дх - .21r.R 'Ф(х) = Еф(х). (18.48) 

Волtювая функция w(x) должна быТ!Ь периодической: 'Ф(х + 21ГR) = ф(х). Таким 
образом, решения примИмают вид Фt(Х) N ехр (i:lz/R); rде l Е Z. Соответствую
щие уровни эи-ерrии равны 

Е,= 2~ (~ - 2:RY· (18.49) 

Отметим, что .iПрй D =f= О уровни энерrии сдвигаются . .В частности, при 8 = О 
вырождение меЖду уровнями энергии ±l nроnадает. Так как IJ является угловой 
переменной, то при (J-+ (} + 21r уровни энерrии должны оставаться неизменен
ными. Так как t npoбerneт по всем Z, легко можно видеть, что набор уровней 
.энер.rии не меняется относительно такого преобразования. Сдвиг (J 4 8 + 21r 
компенсируется сдвигом l -t l + l. Данное nодтве·рждение того, что 8 является 
·естественной угловой nеремеиной, ухремяет нашу веру, что U(q;) - это ФУfi

даменталыtЬiй калиiбровочиый nараметр. Если бы калибровочным nараметром 

являлся х, то все значения х бьrли бы калибровочно неэ~mивалентными. 

Q) Упражнение-размин"'о 18.2. Рассмотрите калибровочное преобразование с х, 
л:uнейньш tю х, .при кomOJIOM 8 4 8 + 21r. Как оно преобразует ф1 ? 
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18.4 .• Открытые струны и петли Вильсона 

1'еnеръ мы имеем все необходимое д11я изучении физики открытых струн 

на D-бранах, на которых живуr калибровочные nоля, характеризуемые rолономи

ими. Т-дуальность обесnечrит физическую интерпретацию угловой псрсменной, 

которая соответствует голономни калибровочного rюля. 

Рассмотрим Dр-брану, намотанную вокруг компактного измерения х. Эrо 

фаiКТически означает, что х является одним из пространствеиных измерений 
вдоль Dр_.браны. В мировом объеме данной Dр-rбраны находится некоторое ка

либровочное поле. Теперь давайте предположим, что это калибровочное поле 

та~ово, ч1:о q f dx Ах nринимает значение 8. Каково Т-дуальное оnисание та
кой бранной конфигурации? Ранее мы выяснили, что в дуальном мире имеется 

D(р-1)-брана, расположеннаявнекоторой точке окружности дуального радиуса. 
Однако чему соответствует параметр 8? Наиболее очевидная доmдка оказывается 
верной: (} nараметризует положение D(p - 1 )-браны на дуальной окружности! 
Это nридает конкретный смысл некогда формальной угловой nеременной; дан

на·я ситуация пок.азана на рис. 1.8.2. 
Каковы лодт1верждения nодобной интерnретации (}? Во-nервых, nериодич

ность имеет физический смысл, nотому что D(p- 1 )-брана в точке (} - это то же 
самое, qто D(p- 1)-брана в точке (J + 21Г. Во-вторых, так же, как положение 
D(p- 1) -браны на окружности не :влияет на спектр заканчивающихся на ней от
крытых струн, и петли Вил~ьсона не влияют на cnel<lP открытых струн с концами, 
расnоложенными на Dр-бране. Это f!e ·совсем оч·евwхно, У'Оtтывая, что на самом 
деле петли ВИJilьсона вли·яют на заряженные частицы. Однако, в случае струн их 

ко:нцы обладают nротивоnоложными зарядами, так что в целом струна остается 

нейтральной и действие nетли Вильсона не дает результата. Когда D-брана на

матывается .на компактное измерение, квадрат массы ·состояний открытых струн 

имеет вид 

t 
р= R' (18.50) 

rде р - импульс, кванtуЮщийся в компактифицированном направлении, и N.l. -
соответствующий оператор числа состояний. Для частицы добавление петли 

Вильсона nриводило к ·замене в rамИJiьтониане р на р- qA. Как мы видели 
в (18.49), это означало, что 

l l fJ 
R ~В- 2кR· (18.51) 

Ч11о же Пtроис~одит со струнами? Два конца е1руны имеют противоположные 
заряды, и если оба 1юнца лежат на одной Dр-бране, эффект nропадает: р -t 
p-qA+qA = р. Чтобыдать прямое доказательство интерпретации 8., необходимо 
иметь более чем одну D(p- 1)-брану на окружности. :в этом случае начинает 
играть роль :взаимное расnоложение бран. 

Рассмотрим ·поэтому струну, натянуrую между двумя Dр-бранами. Эта си
туация 'ОТображена на рис. 18.3. Каждая О-брака имеет соое собственное nоле 
Максвелла. Предnоложим, что отрицательно заряженный конец лежит на nервой 
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Рис. 11.2. Намотанная на окружность IОр-брана с ~вектор-nотенциалом вдоль окружности. В Т -ду

алыном описании контурный интеграл этого калибровочного nоля становится углом, nаранетри

.эующим nоложение О(р- 1)-браны на дуальной окружности 

Рис. t:8.З. Дее намотанные н~ о~<руЖносrь Dр-браны, одна с параметром 81, другая с nараметром 
(}2·· в т ·дУЗльной tKЗprиl-le tИМёеТСЯ две D{p - 1)-браны, отстоящие дpytr от друга на угол (}2 - ei 

Dр-браrне8 с ёоОТJВетст.вуюшей петлей Вильсона 81, а положительно заряженный 
конец .лежит на вт()рой Dр-бране, с соотвстtтвующей петлей Вильсона 82. Тоrда 
импульс сдвигается с р до р + qA1 - qA2, и поэтому 

i t IJ2 е. 
R ~ R- 21ГR + 21ГR' (l&.S2) 

.В итоге~ формула мя .квадрата массм принимает вид 

М2 = (21ri- (82- 8,))2 + _!_(N.L- 1), l Е z. 
21rR а' 

(18.53) 

При .е, ·~ ;(12 ЭФФекты ·от rолономий сокращаются. как указывалось .выше, то же 
·самое происходило ·бы и в случае~ ·если оба конца струны были бы расположены 

на одной бране. Т -дуалt.ная конфигурация для двух Dр-бран с различными пара~ 

метрами 8 состопr из двух D(p - l)=бран с раЗ!iuчными положениями, соответ-
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сrвующими двум заданным значениям ,(1. Можно леrко про верить, что массовые 

формулы не про11ивореч.ат друr другу. Например, рассмотрим состояния струны 

l = О, натянутой между двумя Dр-бранами: 

(18.54) 

Если. как мы утверждаем, 81 и 82 ямяются физическими углами. то в дуальном 
мире должны существовать лве D(p-1 )-браны, такие, что угловая разность между 
ними сос'fавляет 82 - 81 • Квадрат массы струны, натянутой между двумя такими 

бранами получает ВКJ['ад, равный длине струны, умноженной на ее натяжение, 

все в квадрате: 

2 - 1 .L 

( )

2 

М = (82- 8,)RTo + a'(N - 1) = 

( а 1 )
2 

1 = (82- 81)- -. - + -(N.L - J) = 
R 21ra' а' 

2 

= (02 -о, ) _!_(N.L - 1) 
21ГВ +а! ' 

(18.55) 

'ЧТО в точности соответствует (18.54). Это является строгим доказательством фи
'Зической интерпретаuии параметра (J (18.42) как угловою положения D-бран 
18 Т-дуальной конфигурации. 

В задачах этого разделу рассматриваются два важных момента, относящихся 

к Т -дуальности. Первый касается того факта, что струнная константа взаимо

действия обязана изменяться nри преобразовании Т -дуальности моль окруж

ности. В раЗделе 3.9. мы выяснили, что постоянная Ньютона в эффективном 
пространстве меньшей размерности связана с многомерной постояиной Нью

·rона и объемом дополнительных измереuий. ЭТот объем изменяется при Т -ду

альности; та.к 1\ак окружность изменяет свой радиус. Более того, многомерная 

.nостоянная Ньютона фиксируется значени·ем С1J)унной константы связи и а' 
(см. раздел 13.4). Если Т -дуальность является симметрией теории, то маломер
ная nосrо·янная Ньютона дм.жна оставаться неизменной. Помимо всего прочего. 

эта постоянная наблкmаема. Если iконстанта струнного взаимодtй:сmи-я - это g. 
а радиус дуали.зуемой окружности - R, то после преобразован:ия Т-дуальности 
значение g константы струнного взаимодействия равно (задача 18.5) 

- Га' g=-g R . (18.56) 

Второй момент связан с натяжением D-бран (задача 18.6). Для неподвижной 
,струны nрои.зведение натяжения и мины равно массе. D-браны также облаnают 

натяже!Нием и массой. Для неподвиЖJiо.й Dр~браны ее масса равна nроизведению 
натяжения т, и объема vp. При нашем рассмотрении D-бран предполаrалось. 
что они являются фиксированными пfnерnлоскостями, или очень тяжелыми 



Задачи Lo1 
_____________________________________________________ .. 
объектами и влияние открытых ·струн, приlфеnленных к ним, исчезающее ма

.10. На самом деле натяжение Тр Dр++браны стремится к бесконечности по мере 

-roro, как константа струнного вза~имодействия g -t О. То, что масса намотан
ной D-браны не долж.на изменяться при Т·дуальности позволит доказать, что 

(18.57) 

Здесь Тр является р-зависимой, но g-независимой константой, содержащей под

ходящую степень .n' для того, чтобы у натяжения была правильная размерность. 
Второе соотношение означа,ет, что натяжения всех D-бран связаны друг с другом. 
Точное определение константы струнного взаимодействия (13.85) обычно выби
рается таким образом, чтобы натяжение D l++браны имело вид 

1 1 
Tt(g) =--. 

21ra' g 
( 18.58) 

Эта формула напоминает струнное натяжение 1/{21Га1), в котором нет мно:жи
'J1еля 1/g. С помощью (18.57) теперь определяются натяжения всех D-бран. Эта 

формула также дает правильное значение дл:я DО·браны., чье натяжение просто 

совnадает с ее массой. 

0 Упражнение-рtиNинка 18.3 .• Получите явное р-зависшюе выражение для Tp(g). 
Убедитесь, чт~о оно имеет правильную размерность. 

Задачи 

• Задача 1.8.1. Кuмбровочrнаt инвариантность уравнения WpiдltiHfepa 

Для д:Оказательства ка.либро.еочной инвариантности уравнения Шредингера nо
лезно заме-тить, что для любой функции М и для U, оnределенной как в (18.21), 
имеем 

(v А.. · ) ·и · ·u(v А"'")м Т- q . - qVx ; м= , i i- g .~ .· . 

Дока.жит.е этот результат и ис-пользуйте eto для демонс'фа"uии тоrо, что (18.20) 
ЭlКВИвалент.но (18.18). 

IIIJro. Задача 18.2. Явная Т-дуальноttь. ~ру,нн:ых DN-коордrинат 

Рассмотри.м разложение '(15. 72) для струнной ND-координаты. Найдите по от
дельности ~прав:ые и левые моды} постройте дуальную координату, и проверьте; 

Ч1'О он.а имеет тип DN. 

• 3a8tlчa 18.3. т~дуап~sная инвариантность rамипьтониана 

НаЙдите соотношения между Х ± Х' и Х ± i'. С помощью полученных со
оrnошений и (15.,8), объясните, nочему струнный rамильтониан не изменяется 
относительно Т ·дум~ьности. 
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• Задача 18.4. Т~дуuьноаь Dр-6раны с э.nектрическим no.neм 

Предположим, что в мировом объеме Dр-браны, намотанной на окружность 

радиуса R в направлении z, имеется постоянное электрическое поле. Найдите 
:зависящую от времени компоненту Аж, которая соответствует данному электри
ческому полю. Используя голономню на Т -дуальном к Dр-бране объекте, по
кажите, что Т -дуальным объектом к Dр-бране с электрическим полем является 
D(p- 1)-брана на окружности дуального радиуса, движушаяся вдоль окружности 
со ·скоростью Vx = 21ra1 Еж. В качестве дополнительной проверки правильиости 
:мшеrо .анализа рассмотрите .исходную Dр-брану с электрическим nолем и вы

числите, за какое время D(p- 1)-брана обходит всю дуальную окружность. 

• Задача 18.5. Т-дуа.n,ьность rи струнное взаимодействие 

Рассмотрим D-мерное пространство-время с р закрученными пространствеины

ми измерениями. Одним из них ямяется окружность радиуса R, а остальные 
образуют пространство объема Vz,- 1 • Пусть G обозначает постоянную Ньютона 
:в эффективном (D- р)-мерном пространстве-времени. Выпишете выражение - , 
для G через констаmу струнного взаимодействия g, а таJОКе а , R и Yp-l • Теперь 
nредставьте, что выполняется Т -.qуальность вдоль окружности радиуса R. По
кажите, что .для инвариантности G необходимо изменение струнной константы 
взаимодеikтви:я g в g., согласно (1.8.56). 

• 3tЮача .18.6. Натяжение D-6paнw м соотноwения сnуска 

Натяжение т, .Dр-браны можно записать в виде т,= т,h(g), где g- это струн
ная констан:rа связи, h - функция, которая будет определена далее, и Тр -

р-зависимая константа, содержащая подходящую степень а'. Рассмотрим усло
вия задачJИ 18.5 и представим. что Dр-брана наматывается вокруr :компактных 
измерений. Масса этого объекта, который воспринимается наблюдателем из про

странства менhшей ·ра:змерносm как точечная частица, не доткна меняться от

.носителъно Т -дуальносm. С помощью этоrо условия по:кажите, что 

(gvf{}) 
rph(g)21ТR = Tp=th R . 

Исполыу:йте полученное уравнение для до.каэательства (18.57). Лервое соотноше
ние в (18.57) приводит к ВПimванию р-независимой константы в определение т,. 
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Эл~ектромагнитные поля на D-бранах 

В эrой главе М'Ы нач!Инаем изучение 0-бран. в мировом объеме которых содеiржатся 

э111ектричеtкие либо маГIНитные поля, концы открыrых струн вэаимодейстеуют с этими 
электрома1rнитными поля.ми .. С 1nомощью методов Т-дуальности мы покажем, что 0-брана 

с элекrрическим nолем эквивалентна движущеiЙся D-бране без .электрического поля. 
Условие Тtого, чrо D-брана не может двигаться быстрее, 'Чем свет, приводит к тому, что 

нап:ря*енность электрического поля iНе может превышать определенн.оrо максимального 

значения. Мы также лок.ажем, что Dр-бра!На с магнитным полем nосредст1вом Т-дуаль

носmи .экв,ивалентна наклоненн~ой D(p - 1 )-бране без магнитного поля. Альтернативно, 
магнитное поле на Dр-бrране можно рассматривать как поле, 1nорожденное некото·рым 

расnределен1ием разреженных D(p- 2)-бран. 

19 .• 1. Взаимодействие попей Максвелла 
и открытых струн 

Среди квантовых состояний открытых струн, прикрепленных к D-бране, мы 

обнаружили состояния фотона с ПОJUiризациями и импульсом вдоль О-бранных 
напрамений. Поэтому мы заключили, что в мировом объеме D-браны нахо

дится поле Макс.вема. Существование поля Максвелла на самом деле являлось 

необходимым условием для сохранения калибровочной инвариантности взаимо

действия поля Кальба-Рамона со струной в присутствии D-браны. Мы также 

выяснили; что к.оицы открытых струн обладают ЭJtеi<'фическим зарядом. 

так как любая D-брана обладает полем Максвелла, с физической точки зре~ 

ния разумно ожидать, что мoryr сушествовать фоновые электромагнитные поля: 

вполне возможны электрические или магнитные поля, которые пронизывают 

D--'брану. Если бы Вселенная была мировым объемом 0-браны) то в.заимодей

,сnуюшее магнитное поле являлось бы примером фонового поля. О фоновых 
по.лях П!РИИято думать как о решениях классических полевых уравнений. С исто~ 
рическоИ точки зрения, 11е0рия элеJСI})Омаrнитного поля первоначально изучалась 

в присуrствии известных фоновых полей, таких как магнитное поле Земли либо 
·сrатичеtl(ое электричес~ое поле заряда. Изучение этих и друrих фоновых по

лен при,ве.nо к набору юrассических уравнений: - уравнений Максвелла, которые 

воспроизвели их в виде классических решений. Со временем физики разработали 
квантовую теорию электромаrнитноrо поля; и эта теория предск~зывает фотон

ные состояния. Оrметим., что открытие теории электромагнитного поля в рамках 
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теории струн происходит в обратном порядке. Мы обнаружили квантовые состо

яния сТ,руны, котор.ые могли бы быть ото.ждестмены с фотонными состояниями, 

и посредством анал!Иза уравнения Шрёдинrера, которому удовлетворяют данные 

квантовые состояния, мы воспроизвели классические уравнения электромагнит

ною поля. А теперь мы хотим изучить фоновые ·электромагнитные поля! 
Возможные фоновые поля мoryr быть проверены на предмет того, совмести

мы ЛIИ они с теорией ·струн. Как мы предварительно обсуждали в конце разде
ла 16.1, мя э·юго необходимо заново проквантовать ~струну, учитывая эффекты 
·ОТ возможного присутствия фоновых полей. Если квантование проходит успеш

но, то можно с.делать вывод, что возможные фоновые поля допустимы в теории 

струн. Помимо всеrо, успешное rквантование приводит к самосогласованному 

распространению квантовых состояний струны на данном фоне. Несмотря на то 

что все выполненные до ·сих пор квантования примен и мы к струнам только в от

·Суrствии нетривиальных фоновых полей, мы уже изучили следствия по-крайней 

мере одного фоновоrо поля. Квантование замкнуrых струн привело к появле
нию ·состояний Кальба-Рамона, и, поскольку замкнуrые струны не привязаны 

.к D-бранам, мы пришли к .выводу, что поля Кальба-Рамона определены во всем 
nространстве. Наши предыдушие рассуждения ямялись, таким образом, анали
зом нетривиальных фоновых полей Кальба-Рамона. При этом мы ввели в струн
ное действие новое слагаемое~ оnисывающее взаимодействие струны с фоновыми 

полями Кальба-Рамона (см. (16.3)). Кроме простого случая, рассмотренного в 
:задаче 17 .4, квантование ·теории замкнутых струн, .дополненной новым слагаемым 
не проводилосiь. Вместо этоrо было рассмотрено, к каким после,дствиям для дви

жения струны и калибровочной инвариантности приводит новое взаимодействие. 

В этой главе мы изучаем влияние электромагнитных фоновых полей на от= 
крытые струны. Мы не будем mоrружаться в подробности квантования; вместо 

этого будем считать, что квантование происходит самосогласованным образом 

'(liJiя рассматриваемых фонов~ых полей это дейст~вительно так). В данном раздеw 
ле мы выводим уравн·ения ДJВИ:жени:я открытых струн в nрисуrствии фоновых 

электромаrнlfТНЫХ nолей, nосле чеrо вооnоль.зуемся методам!И Т -дуальности для 

получения новъ1х физических результатов. Обсуждение электромаrнитных полей 

на D-браие буд:ет продоrоке.но в rл:аве 20~ в которой будет показаноf что их nове~ 
пение описывается нелинеИной эnеk1'J)Одинампкой Борна-ИнфелЫiа. 

В главе 16 мы выясНJили, как описывать взаимодействие полей Максвелла со 
струнами. Концы струны взаимодействуют с nоrенйиалом Максвелла Am тем же 
способом, что и заряженные частицы .. Слаrаемые со взаимодействием были пред~ 
ставлены в уравнении (16.54); .trобавляя их в действие струны, получаем 

S 1 . . (. ') 1 А (Х) :dXm -1 dт.Am(·x-· ) dXm ( . · = dтduC Х,Х + dт m d_.т_ d . 19.1) 
и=" · Т и=О 

Здесь С обозначает .ПJIIотность лаrранжиана Намбу-Гото. В принятых обозначе
ИИЯХ7 р, v, . .. ~ Э'fiO nространственно-временные индексЬt, мзмеияющиеся от О 
до d, а m) n, . .. - эrо МИIJЮвЫе индексы на бране, изменяюшиеся от О до р. 
Напр-имер~ индекс калибровочного потенциала Am является мировым инлексо~ 
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на бране. Индексы i~ j, ... - это пространственные индексы на бране, изменя

ющиеся от 1 до р, .IИ а~ Ь, ••• - это индексы направлений~ нормальных 1< бране, 

изме.няющиеся от р + 1 до d. Мы будем рассматривать только те фоновые по
ля, для которых напряженность электромаrнитного поля Fтn постоянна. Если 

единственные иенулевые компоненты - это Foi( = - Fio) ~ то фоновое поле яв
ляется чисто электрическим. Если единственные неиулевые компоненты - Fii. 
то фоновое nоле являе11ся ч!Исто магнитным. Калибровочные nотенциалы для 

постоянного Fmп могуr быть выбраны в виде 

( 
1 m 

An х) = l FтпЖ . 

С!) YnpDЖнeнue-paЗNUHHtl 19.1. Убедитесь, что дтАn- дnAm равно Fmn· 

С учеrом (19.2) действие S nринимает вид 

(19.2) 

S=ldтdul(X,X')+~IdтFтп(xmдтX" -х·тдтХ" )· (19.3) 
tт=!К tт=О 

Для того чтОбы найти уравнения движения, воспользуемся предьшущими обозна

чениями Р; = дl/8XJJ ~t Р; = дl/дXJJI. Отметим, что 1'; не J~в.ляется rюлным 
импульсом~ ·Соnряженным ХР ~ nотому что данная .С не содержит вкладов от кон
цов струны и поэтому не является полной плотностью лаrранжиана. Так как оба 
конца струны входят в струнное действие почти симметрично, вычислим вариа

цию дейсmия, рассматривая только один конец струны и= 1r: 

6S = 1 dтdu(P;дтlJXP + P;дulJXP) + 

+ ~ 1 dтFтn(6XmдrXn + 6ХтдтХn) + ... , 
2 q=~ 

(19.4) 

rде многоточие ухазмвает на ВI<Лады от дpyroro конца струны d = О. Волновое 
уравнение дт'Р; + дqР; = О по-nрежнему справедливо, но в концевых точках 
возникает н:овое условие ·связи. Единственное проимение электромаrнитноrо 
поля состоm в изменении граничных условий. Можно определить граничные 

условие, сосредоточив внимание на слагаемых, содержащих вариации на концах 

струны. Так I<ак полиь1е цроизводные по т не влияют на уравкеИИ'Я движения~ 
граничные вклады, требующие ·рассмотрени'Я, имеют вttд 

68 = 1 dт .du 8q (1'; бХ:11) + 1 dт 6Хт FmnдтXn 
q=1f 

+ .... (19.5) 

На ~оординаты, нормальные 1< бране, наюtадымется обычное граничное условие 

Дирп-хле 6Х0 =о. Теперь, рассматривая вариацюf IВДОЛЬ браны 6Хт' находим 

6S = 1 dт6Хт(Р;. + FтпдтХ") + .... 
(1=1f 

(19.6) 



Ш, Глава 19. Электромагнитные поля на 0-бранах 
--------------------------~------------------~------------------

Так как xm - это координаты на бране, то соответствующие граничные условия 
отсуrствуют: на вариации бХт нельзя наложить никаких связей. В итоге, 

Р; + FmnдтXn =О при и= О, 7Г. (19.7) 

С) Упражнение-разминка 19.2. Убедитесь, что (19.7) выполняется для и= О. 

Для упрощения вида граничных условий необходимо выбрать частную ка

либровку. Наложим условия ортонормированности 

Х · Х' = О, Х2 + Х'2 
= О, (19.8) 

которые справедливы как для статичной калибровки, так и для калибровки све

тового конуса. Тогда имеем 

(19.9) 

а граничное условие принимает вид 

дuХт - 2ra' Fmn д.,.Хn = О, и = О, 1Г. (19.10) 

Давайте кратко рассмотрим физику, определяемую данным граничным усло

вием, в случае чисто магнитного поля. Так как Foi = О, для Х0 
- граничное 

условие не меняется - это по-прежнему условие Неймана. С другой стороны, 

для пространствеиных измерений, вдоль которых направлено магнитное поле, 

(19.11) 

Это граничное условие смешанного типа; оно не является ни условием Дирихле, 

ни условием Неймана. Предположим, что единственной иенулевой компонентой 

магнитного поля является F2з = - F32 = В. Тогда координаты Х 1 и Xi при i > 3 
удовлетворяют граничным условиям Неймана, а Х2 и Хз удовлетворяют 

дuХ2- 27Га' ВдтХ3 =О, 
(19.12) 

Если В очень большое, то в каждом уравнении первым слагаемым по сравнению 

со вторым можно пренебречь. В этом случае приближенные граничные условия 

имеют вид 

(19.13) 

Когда F23 = В становится бесконечно большим, движение концов струны вдоль 
направлений браны х2 и х3 прекращается! Струнные координаты Х2 и Х3 начи
нают удовлетворять граничным условиям Дирихле. Это похоже на то, как будто 

исходная Dр-брана теперь заполняется бесконечным множеством D(p- 2)-бран. 
по одной для каждого возможного значения (х2 , х3). Концы струны лежат на 
D(p- 2)-бранах и не могут изменять свое положение на (х2 , х3)-плоскости. Если 
рассмотрение начинается с 02-браны, то движение концов струны вдоль браны 
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nолностью nрекращастся. Несмотря на то что данная интерпретация граничного 

уСЛОВИЯ ВIЬIГ.ЛЯДИТ НеСКОЛЬКО ~странной., В дальнейШеМ МЫ увИдИМ, ЧТО На каче

·СТБеННОМ уровне она верна .. 

19.2. D·-браны с электрическими попями 

В данном разделе мы рассмотрим D-брану с электрическим полем, кото

рое находится в ·ее мировом объеме. Мы не будем изучать классические реше

ния, описывающие движение открытой струны в эtом случае (тем не менее, 
см. задачу 19.2); вмесrо этого, поведение электричесосих полей будет изучаться 
с помощью Т -дуальности. Будем предпо.лаrатъ, что электричесJGое поле постоян

но и направлено вдоль компактного измерения в мировом объеме Dр-браны, с 

nомощью Т -дуальности свяжем ·эту конфигурацию с другой конфигурацией, в ко

rорой D(р-1)-брана движекя вдоль дуальной окружности. Похожий результат 
~е был нами получен в задаче 18.4, однако в эrом разделе .мы рассмотрим бо
.лее общий случай. Оrраничение скорости D(р-1)-браны скоростью света будет 
означать, что значение электрического поля на Dр-бране не может превышать 
!Критического значения - электрические поля на Dр-бране ограничены. 

Рассмотрение будет nроисходить в три этапа. На первом этапе будет наЙден 
удобный способ написания граничных условий на конuах струны. Затем :этот же 
язык будет использован в уравнениях, связывающих Т-дуалъные координаты. 

И наконец, .выполнив преобразования бустаи Т-дуальности, мы докажем экви

валентность рассмотренных выше конфиrураций. 

Рассмотрим Dр-брану, намотанную на компактное измерение х25 радиуса R, 
и nредположим, что моль это.rо налравле~-~ИЯ бра.на обладает электричесJСИм полем: 

(19. 14) 

Давайте рассмоrрим граничные условия струны, Единственно интересными на
правлениями являются Х0 и Х25 , и из (1'9.10) следует, что 

8иХо ~ 21ra' Fo.2sдrX25 ~О, 

д".Х2s- 21ra1F25,oдrX0 ~О. 

Используя (19.14), Хо = -Х0 и записывая Х25 :;::: Х, находим 

д(1Х0 - ЕдrХ == О, 
' () д(1Х- ЕдrХ =О, 

где безразмерное э.11ектрическое поле t определено ка:к 

t = 21Г·а'Е. 

(19.15) 

(19.16) 

(19.17) 

Наша следующая цель состоит в том, чтобы переnисать граничные условия в бо

лее удобном вьде. Объедиюfм д1ве переменные, Х0 и Х, в вектор~столбец и будем 
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ис:кат.ь граничные условйй в .виде обратимых линейных соотношений между про

изводными вектор-столбца. Производные дт и д(f не подходят для этой цели. 

Наnример) граничное условие Неймаt18 буквально 'IiJ)eбyeт равенства нулю произ
водной вектор-столбца по q и не яJШЯетс·я обратимым линейным ·соотношением 
между произ.водными вектор-столбца по .q и по т. Для получения соотношений 
желаемого вида, определим новые частные производные: 

(19.18) 

Разрешая rих относительно дт и дu, находим 

(19.19) 

Перепишем rраничные условия ( 19 .1·6) в терминах д± и перенесем производные 
д+ и д_ в левую и nравую части, соответственно: 

д+Х0 - &д+Х = д_Х0 + &д_Х, 
о . о 

-Ед+Х + д+Х = tд_Х + д-Х. 

1 +Е2 

1- [2 

2Е 

1- [2 

(19.20) 

(19.21) 

Данное выражение является искомой формой граничных условий. Эти уравне

ния выпоnняются в rраничных точках t1 = О, 1t. Отметим, что приведеиная выше 
ма--rриuа имеет единичный .детерминант. Более того, матричные элементы стано~ 
:вятся с:инrупрными при Е = ±1. 
0 Упражнение-розиинко 19.3. Докажите соотношение (19.21). 

На этом новом языке требуется выразить граничные условия Дирихле и Ней

мана) а также Т-дуальные ~соотношени.я. Ес11и пара координат Х0 и Х удовле
творяет rраничным ус.ловиям Неймана д(1Х0 = дuХ =О, то в терминах д% эти 
условия имеют вм 

(19.22) 
либо, в матричном виде, 

(х
0

) (1 о) (х
0

) 8+ х = о 1 {J_ х . при {X0
t Х} = {N, N}. (19.23) 

Таким образом, в терминах линейных соотношений, граничные условия Неймама 
пр!ИВОДЯТК единичной ма::iице. ~и Х'0 удовлетворяет условию Неймана, а х -
условию Дирих.ле, то д(fХ = дтХ =О. Тоrда, .в терминах д+ и д_ 

(19.24) 
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.либо, в матричном виде, 

(19.25) 

!Ранее уrверждалось (см. (1.8.1)), что Т-дуальная координата i получается изме
нением знака у правых мод в Х: 

Х = ХL(т + u) + Хв(т- <1), 

i = ХL(т +и)- ХR(т- и). 

Тоrда для nроизводных 8* возникают nросТtые соотношения. 

(19.26) 

(19.27) 

Так как Т -дуалъность меняет местами граничные условия Неймана и Дирихле, то 

~(19.27) может быть использовано для получения друг из друга уравнений (19.23) 
и 09.25). Уравнения 19.27 выполняются лри всех значениях и, включая и = О 
ИО=1r. 

Теперь можно вep1-1yn.cst " рассматриваемому вопросу. В ра1l!еле 18.1 бы
ло показано., что Dр-брана с одним измерением, намотанным на окружность 

радиуса R, является Т -дуальной D(p - 1) -бране, расположенной в не которой 
точке окружности радиуса R = а' 1 R. Наша задача - найти дуал1ьное оnисание 
Dр-браны, IКО'Юрая, в дополнение к тому что она намотана на компактное из

мерение, ,обJ!Iадает электрическим полем, направленным вдоль этого измерения. 

Граничные условия для такой Dр-бран.ы задаются (19.21). Утверждается, чrо ду
альным оnисанием данной ~онфиrурации является D(р-1)-брана, движущаяся 
с rюсrояиной скоростью оокруr дуальноrо комnактного измерения. Стратегия 
ДО](83ателы:тва сwодится 1К тому, чтобы показать; что Т-думьный объект ДJIЯ дан

ной движущейся бранной конфигурации, оnисывается граничными условиями, 

:совnадающими с (19.21). 

Пусть S - 1nоко:ящ.ийся репер н;а окружности., вдоль которой движется 

D(p-1)-бpaJ.ia, и nусть S' -система nокоя D(р-l)~браны (см. рис. 19.1). Репер 
S' движется относ:ите.пьно репера S с параметром буста fЗ == v/c, rде v - ско= 
~рость браны. В pen;epe s' D(р-1)-брана покоится., nоэтому rраничные условия 
для струн, оканчивающихся на Dр-бране, можно выразить через S; с1рунные 
координаты. Пусть Х'0 и Х' обозначают струнные координаты в системе отсчета 
S; (штрих не является .производной по и!). Так как Xt(j удовлетворяет уело~ 
iDИIO Неймана, .а i' - условп-ю Дирихлеj то можно вооmользоваться уравнением 
(19.25) 1и заnис:ать 

(19.28) 

Нам требуются rраничкые условия в системе отсttета S, nотому что именно в эrой 
системе мы знаем как выnолнить nреобразование Т-дуальности. Для нахоЖдения 
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:Рис. 19.1. Сnе:ва nо~азана Ор-брана, намоrанiНая на окружность радиуса R. Сnрава nоказана 
D(р-1)-брана, расnоложенная на АУапьной окружности :радиуса R. В системе оrсчета s', которая 

IЦВижется отl!lосительно системы отсчета S, D(p- J)-брана nокоится 

rраничных условий, воспользуемся лоренцевекими бустами 

Х10 = 7(Х0 - {ЗХ), 

Х1 = 7(-/3Х0 + Х). 
(19.29) 

rде Х0 и Х ~ это струнные координаты в системе О'J1СЧета S, а r = (1- р2)- 112 . 
На матричном языке: 

(xl(l) _ ( 1 -Р) (х0) = _ .- (х0) -, -'У - ~м - . 
х . -{3 1 х х 

(I9.ЗО) 

rде в:вед·ена nостояиная матрица М. Подставим (19 .. 30) в (1.9.28), заметим, что М 
:.комм:уmрует с частными nроизоодными и умножим обе стороны уравнения на м-1 

(19.31) 

Это уравнение описывает rра.ничные условия струны в системе отсчета S. 
Теперь можно .выполнить nреоQразование Т -дУаяьности .мя координат i. 

Используя дуальные соотношения ( 19 .27), можно добавить еще одну матрицу и 
....... -... 

1'Оrда Х в левой части может бьпь выражено через Х, а Х в правой части может 

быть выражено через ·(-Х): 

(19.32) 
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Теперь неоольшое вычисление nриводит к 

1 + fj2 2/3 

а+(~)= 
1- f32 l- f32 

а_(~). (19.ЗЗ) 
2{3 t +Р2 

) - f32 1- JЗ2 

Мы nолучили rраничные условия открытых струн в теорииt дуалъной к движу

щейся D(р-1)-бране. Как и было обещано, они совпадают с условиями (19.21), 
которые были записаны для Dр-браны с элек11рическим полем, при условииt что 

Е = 21ra'.E = {3. (19.34) 

Таким образом, можно резюмировать основной результат: 

D(p- 1)-брана, АВижущаяся mo окружности ·С mарамеrром скорости {З, является Т-ду
апьной Ор-бране, которая намотана rна дУальную омружносТiь и обладает ЭJi1ектричесмим 
nолем .!= fЗ вдолiь наnравления ок[ружности. 

ДWilee, так как никакой объект с нетривиальной массой не может достичь 

скорости света, т. е. {3 < 1 , находим, что электрИ'ческое rполе имеет nредел: 

IJ31 1 IIEII = -
2 

, < -
2 

, = Ecnt· 
?ra . ?Га 

(19.35) 

Еслt обозначает критическое электрическое поле - .маiКсим.альное значение эле к
трическою nоля на D-бране (в отсутствие магнитных полей). Любопыпю, что 
критическое электрическое поле совпадает с натяжением струны: 

( 19.36) 

Можно дать интуитивное объяснение этому равенству, рассматривая движение 
открытой ст.руны в электрическом поле. Как мы видели; открытая струна об
.ладает зарядами на концах со значениями ± 1. На rкаждый конец струны (масса 
коrорого равна нулю) действуют две силы, которые доJDКНЫ друr друга компенси-

ровать: элек:rр:ическая сила вё.Личины Е :и эффективное натяжение .Т0( 1 - vi)112 

(см. 7.15). При Е< То и иекотор<rй скорости концевой точки vi силы мoryr вза
·имно уравновеситься. При Е = То концы струны должны прекратить движение. 

Наконец, для Е > То •СИЛЫ на ~онцах струнь1 не смоrут с~омnенсироваться. Это 
рассуждение преiКрасно проиллюстрировано в подробном .анализе задачи 19.2. 

19 .. 3. О-брань• с магнитными полями 
Теперь исследуем свойсmа D-бран, в миро.вом ~объеме которых находЯl'Ся 

маrни'fiные nоля. Как и прежn;е, основнмм инструментом изучения будет Т-ду· 

альность, и мы: достигнем существенного nонимания с п:омощыо nостроения 

Т -дуальной версии D-браны, ксrrорая обладает фоновым маrGитным nолем. Дви
жение открытых струн в фоновом маrнитном nоле т.акже представляется интерес· 
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D(p- 1) 

Рис.19.2. Dр-бран~, расположенная на цилиндре с rnериметром 21f'Rз. Выnолняя для Х3 nреоб
rраэование Т-дуальности, nолуцае.м D(p- 1)-брану, расnоложенную В.AOJIIb оси дуальноrо цилиндра 

ным, но по этому вопросу мы отсылаем читателя к задаче 19.5, где показано, что 
~открытая ~струна порождает электрический дипольный момент в напрамении, 

орrоrоналъном ее движению; величина дипольноrо момента пропорциональна 

маrнитному IПОЛЮ и импульсу струны. 

Рассмотрим Dр-брану, у которой два измерения ее мирового объема совпада

ют с пл:оскостью (z2, z 3). Предположим, что измерение х3 комnактифиuировано 
.в окружность радиуса R3, так что х2 и х3 вместе оnределяют цилиндр с длиной 
оiфужности 21ГRз (см. рис. 19.2). Координаты открытой струны будуr обозна
чаться Х2 и Х3 , и они обе удовлетворяют 1rраничному условию Неймана. Если 
.IВЫ.IПолнитъ иреобразование Т -дуальности для струнной координаты Х3 , то ду-

3 , -
альная !Координата Х будет оnределена на окружности радиуса Rз = а / Rз. 
Координата Х3 удовлетворяет граничному условию Дирихле, поэтому возникает 
.D(p- 1)-брана, расnоложенная в фиксJ.:tрованной точке х3 = О вдоль х2 • Дан
ная дуальная картина показана в 111равой части рис. 19.2. На дуалыном цилиндре, 
D(р-1)-брана изображается в виде линии, параллельной оси цилиидра. 

Теперь предположим; что на Dр-бране имеется отличное от нулл магнит
ное rtoлe F~з = В. Что тor.na nроисходит в л:уалъном мире? Оказывается; что 
D(p ~ 1)-брана nоворачивзется на некоторый yroJt. В дуально.м мире электри
ческие поля nроя:вт~ются !Ка!К бусты, а магнитные nоля как вращения! Чтобы 
nродемонстрировать это, сначала выnишем rраничные условия для открытых 

струн, заканчивающихся н.а Dр-бране с магнитным nолем. Из ( 19.12) следует 

tде безразмерное магнитное поле .В определено как 

8- 21ra'B. 

В терминах д+ и д- граничные условия примимают вид 

1-82 2.8 

д+(~:)= 1 +82 1 +82 д (х2) 
28 1 -Bl 

- х]. 

1 +82 1 +82 

(19.37) 

( 19.38) 

(19.39) 
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Рис.19.3.. D-бiРана расnопо*ена вдол!Ь оси z'2, образующей с осью х2 угол а; 
д.ж2 является расстояниен в,доль ребра iЦИJnИti!Дpa, rnpи прохождении которого 
0-брана один iРаэ наматывается на комnактное вертикальное измерение. Угол 

намона .а связан с маrнитным лoJIIeм на Т -дуа.nьной D-бране 

Данные rраничны.е условия содержат все возможные варианты nрояwхения маr

нитноf1о поля. Уравнения движения пля струнных координат являются обычными 

180Лновыми уравнениями, не изменяюшимися в .присуrствии магнитного поля. 

(!) Упрожнение-роЗNuнна 19.4. Покажите, что (19.39) следует из (19.37). 
Теперь р.ас<:моtрим D(р- 1)-брану, расположенную на цилиндре так, как nо

казано на рис. 19.3. Данная бран.а наматывается на цилиндр по мере щю.движения 

.вдоль его ребра. Если бы х3 не была компактифици[(Ювана, то наклоненная брана 
быта бы физически эквивалентна горизонтальной бране. Однако, nри компак
тификации х3 наклон D-браны имеет последствия. Предположим, что маrнит
нае nоле .В соот.вете'П:Sует углу наклона а. Наша цель - найти зависимость а 

от В. Граничные условия для наклонной D-браны леrко выражаются в системе 
координат rt'2 и аР, развернугой относительно нач,альной на угол а. В этой 
системе отсчета 0-бран:а ·СОВПадает с осью х'2 . Так как xn и Х'3 удовлmо
IРЯЮТ, соответственно, граничным условиям Неймана и Дирихле, то nрименимо 
уравнение ( l9.2S): 

(Х'
2

) ( 1 О) (Х
17

') 8+ Х'3 = о -) fJ_ Х'3 • ( 19.40) 

Телерь для пе:ре~од:а к системе нештихованных коорli.Ииат, выполним nоворот. 

Исходя из геометрии задачи, леrко догадаться~ ка~еой будет подходящая матрица 

поворота: 

(х:~) = ( o~sa sina) (х:) _ R (х:), 
Х , - sша cosa Х Х . 

(19.41) 

rде определена матрица nоворота R. Тоrда, возвращаясь к ( 19.40), н;аходим 

(19.42) 
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Теперь выполним иреобразование дуальности, nереводящее Х3 в Х3 • Это до
·стиrается добавлением еще одной ма1рицы в правую часть вышеприведенного 

уравнения: 

д+(~:)= R-
1 (~ -~) R (~ -~)д_(~:). (19.43) 

Перемножая матрицы" окончательно получаем 

д (~ ... · 
2

).· = 1(с. os 2. а 
+ · Х3 . sin 2а 

- sin 2а) д (-!2
). 

cos2a - Х3 (19.44) 

Tetnepъ .можно сравнить полученный результат с ([9.39). Имеется очевидное сход
·ство межцу двумя матрицами: в обоих случаях на диагонали стоят одинаковые 

элементы, анедиагональные элемен'fы отличаются только зна~ом. Давайте най

дем В, используя диаrональные элементы, после чего убедимся в правильиости 

решения для недиагональных элемешо.в. Имеем 

1-82 

1 
+ 81 = cos 2а, (19.45) 

что приоодит к 

82 = l - cos 2а = 1 - ( 1 - 2 sin
2 а) = ti а., 

l+cos2a l+(2cos2 a:-l) 
( 19.46) 

и, таким образом, В=± tga. Позже мы проверим, что правильный выбор соот-
веrствует знаку минус, поэтому 

В- 21ra'B =- tga. (19.47) 

Нулевое маrниrJ.~ое поле не приводит к вращению.~ а для поворота D-браны на 
уrол девяносто гр_а.аусов требуется бесконечное маrнитное поле. Наконец, можно 

:восnользоваться найденным в (19.47) значением В для подтвержцения тоrо, что, 
как и ожидалось, недмаrональные элемеJ{ты в матрице граничных условий со

tгласуются друг с друrом: 

28 2 tgo • 
2 1 + 82 = - sec2 ·й = - stn а, (19.48) 

.и знак в (19.47) выбран :правильно. В силу того, что :граничные условия полно
'Стъю соответствуют друr друr,у. мы доказали; что наклоненная D~брана является 

дуалъной версией D-браны с магнитным nолем. Более того, обна.ружено точное 

соответсrвие между углом ·а и магtштным nол·ем В. 
Чтобы лучше раэобрат~ься с этим вопjросом, рассмотрим вектор~nотенциалы 

в случае Dр-бран. Необходимо найти потенциалы А2 и Аз, приводящие к урав
:нению Fzз = 82А3 - д.зАz =В . .Выберем 

. . 2 
А3 = В:е. (19.49) 



19.3. D-б,раны с магнитными полями :..t..IIUI! 

----------------------------i~ 

Если взять ...42 = -Bi3 и Аз- О, то получится то же значение В, однако воз
ни:кнуr некоторые трудности, потому что Х3 не является хорошо определенной 
координатой. 

Потенциал А3 расmоложеи вдоль комnактного измерения и mоэтому ЯIВЛЯется 
периодической величиной {см. раздел 18.3). Из (18.45) при q = 1 следует, что 

n 
Аз ~ Аз + -;;-, n Е Z. 

Rз 
(19.50) 

Tal{oe оrождес1fВЛ,ение означает, чrо изменение Аз не nриводит ни к каким фи

зическим эффекrам, eCJ!Iи данное изменение квантуетс.я в единицах обратною 
радиуса Rз. Оrсюда следует, что линейный рост Аз вдоль х2 кодирует некоторую 
пеrриодичностъ вдоль напраВJilения х·'-. Данная конфиrурация должна быть инва
риантной относительно ~смещения дх2 , удовлетворяющего 

2 n 
Ы з = В t::,.x = -:::::-. 

Rз 
(19.51) 

JВ дуалЬl-lом мире у этой nериодичности есть совершенно замечательная интер

nретаuия. Используя дуальные переменные~ асnоминая (19.47) и переобозначая 
n -+ -n для удобства, мы видим, что 

t::,.x2 __ nRз __ 21rnRз _ 21rnR3 
- ~а'В- 21Га'В - tga · 

Эrо уравненiИе удобно nереписать в виде 

21ГnRз 
tg а= f).z2 ' nEZ. 

(19.52) 

(19.53) 

Наимен:ьшее смещение дх2 , каrорое приводит к nовторению, СОО'i'Ве"fСТВует n = 1: 

21ГRз 
tga=~. 

J1z2 
(19.54) 

На рис. 19.3 :можно видеrь, что D=брана завершает нам<>'fКУ ьокруr наnравления 
:с3 как :раз после про"ождения расстояния L:i.~?, т. к. расnоложена nод углом а. 
В -этой дуалъной картине все в точности nовторяется ~КаЖДЫЙ раз, как только 

.D-брана заверша·ет намотку !На комnактное измерение. Данный механизм nри

водит к периодичности калибровочного nотенциала в исходной картине. 

Так как все физические свойства повторяются вдоль оси ж2 , можно ком
пакmфиuировать эrо наnравление в окружность радиуса R2 , где 211" R2 является 

,длиной наименьшею шага: 

2 2rRз 
21rR2 = t::,.x = -

tga 
(19.55) 

Это nриводит к тому; что uилинnр~ вокруr которого наматывается D-бра~ка. стано
вится тором с радиусами R2 и Rз. D-бранаt бывшая прежде бесконечно длинной. 
теnерь ~мееr конечную дли,ну. Она наматыва·ется наiИскосок на фундаменталь.ную 

область тора, которая на рис. 19.3 закрашена темным. Эквивалентным образом, 
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Рис. 19.'- 0-брана, намотанная на тор с радиусами R2 1И R3; фундаментальная область тора 

.затемнена; D-б·рана на1<11онена на у.гол а ·такой, чТ<о при одном nрохожде~ии окружности ж2, она 
три раза nроходит окружность ж3 

2 3 
наматываясь QДИН раз вокруr х , она также наматывается один. раз вокруг ж . 
В мире Dр-браны также имеется тор с радиусами R2 (так как ~в этом направлении 

.не происходит лреобразования Т-дуаль.ности) и Rз. 
Тепер.ь предположим, что на торе, на который D-брана наматывается диаrо

налыю, угол а изменен таким образом; что 

. 21tВэ Rз 
tg а = n = n - при n > 1. 

21rB2 R2 
(19.56) 

На рис. 19.4 nоJСазан случай n = 3. Уравнение 19.56 описывает СИтУацию, в кото
рой D-брана n раз нама:тывается вокруг наnравления ж3 , в то время как вокруг 
ж1 она наматьtваетс·я один раз. В чем смысл целого числа n для дуальноrо мира 
с м.аrиитнrым полем? Чтобы выяснить это, fJьiчис.лим nолный маrнитный поrок Ф 
на торе. Данный :поток это ·буквально произведение магнитного поля на площадь 
фундаментальной облаСТJи: 

(19.57) 

Используя значение магнитного nоля (1·9.47), записЫвая R3 через R3, и используя 
{19.56), выражение дл:я noroк.a можно упростить: 

tg а 2тrа' . R2 
·Ф = --- 21rR2 = -211' -. tga = -21rn. (19.58) 

2тrа' Rз Лэ 

Данное выражение означает, что маrиитныИ nоток кваитуется! Так как В одно

родно, оно также должно квантоватъся. С геометрической точки зрения, это кван-
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fмс.19.5. 0-брана, наматывающаяся ТiРИ !раза вокруг малой Оl(ружности тора no мере того, как она 
движется вдол1ь большом окружности. В пределе, когда а--+ а', Ь--+ tJ и с--+ с', !ВОзникают rри 
ID-браны, IНамо~анные на малую окружность, и одна 0-брана, намотанная на большую окружность 

·тование возникает по той nричине, что на заданном торе D-брана может наКJю

нятьс.я только на выделенные уrлы, если соблюдается условие тоrо, что D-брана 

должна замыкаться после одной намотки в папрамении х2 • Действительно, мож
но напрямую вывести квантование магнитного nотока на торе (см. задачу 19.3), 
и нет необ~одимости предполагать, чrо магнитное поле является постоянным 

на торе. Чrо происходит, если магнитное поле в рассматриваемом контексте 

не явлие11ся nостоянным? Неоднородное, но статичное магнитное nоле не яв
ляется ]решением соответствующих уравнений электромагнитного nоля и поэто

му волрос о Т -дуЭЛ.iЬНой JСоtlфи:rурации становится несколько неопределенным. 

Ожидается, ·что Т-дуальная D-б:рана на дуальном торе будет некоторой кривой, 

а .не прямой линией. Также., в сил.У натяжения браны, данная конфиrурация 

не может бьпь статичной. 

В не котором смь1сле, наклонная D (р- 1) -брана, коюрая наматывается n раз 
вокруг х3 по мере roro как она один раз наматывается вокруг х2 , nринадЛежит 
тому же классу, что !И конфигурация из одной D(p- 1) -браны, намотанной только 
в направлении х2 и n D(р-1)-~бран, намотанных только в наnравлении х3 : 

D(p- 1)-брана (вдоль х2) :и n D(p- 1)-бран (вдоль х3 ). (19.59) 

Рассмотрим рис. 19.5, на ~мором nока.эан тор nри n = 3. D-брана деформи
рована таким образом, что она более не явnяется nрямой линией. Большая часть 

траектории D-~браны nроходит rоризонталъно, за исключением намоmк вокруг 
х3 , котор.ые теперь происходят чаще. Так :как данной конфигурации можно до~ 
сr.ичь иiепрерывной дефо,рмаu.ией исходной nрямой D-браны, она обязана сохра~ 

няrь квантованный nоток на дуальной бране, несмотря на то, что nоле В вряд ли 
останется :постоянным. В npeneлe, когда а -+ а', Ь -t Ь' и с -t с1 , исхОДНая О-бра
на превращается в ·одну rоризонтальную D-брану и тРИ вертикальные D-браны. 

В целом, возникает набор бран; указанный в (19.59). Конфигурация в (19.59) мо
жет быть статичной) так как эти браны на торе снова представляют-ся прямыми 

линиями. Исходная ~<:онфигурация с наклонной D~браной и конечная конфи

гурация связаны nроце,цурой деформации. Они не ямяются физически эквива

леmными конфигурациями; вмесrо этого, они деформаuионно эквивалентны, 
·что озн;ач~ет то, что они могут быть деформированы друr в друта. Точным ма

тематиЧtеским утверждением здесь является то, что кривые, оnределяющие две 

бранные конфигурации, rомотоnически эквивалентны. 
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Тепiерь раосмотрим еще раз, преобразование Т -дуальности в направлении х3 • 

Ранее Т -дуальность nеревоnила наклонную D(p- 1 )-брану в Dр-брану с магнит
ным полем. На этот раз результат nрименения Т-дуальности к (19.59) другой. 
D(р-1)-брана вдоль х2 становится Dр-браной в дуальном мире. Однако, n 
D(р-1)-бран в напрамении х3 становятся n D(р-2)-бранами, расположенны
ми на торе в определенных фиксированных точках. Поэтому в дуальном мире 

имеется одна Dр-брана и n D(р= 2)-бран: 

Dр-брана и n D(p - 2)-бран. (19.60) 

ИсХ~одная Dр-брана с посrоянным магнитным полем является д:еформационно 

эквивалентной Dр-бране, в мировом объеме которой находятся n D(p- 2}-бран . 
.Например, D2-<брана с постоянным магнитным полем, харшсrеризующимся пото

ком 21rn, является деформационно эквивалентной 02-бране., в мировом объеме 

которой на~одятся n DО-бран. Деформация, переводящая вторую конфигура
цию .в первую, является процессом, в котором DО-браны растворяются на торе. 

Физическая !Картина очевидна: DО-браны на 02-бране nредстамяют магнитное 
поле, равное нулю .везде, кроме положений DО-бран, в которых оно имеет бес
конечную величину. но конечный поток. Возможно, постоянное магнитное поле 

с таким же потоком и равномерно распренелеиное магнитное поле представляют 

растворенные 00-браны. 1'ехническое следствие <<растворенного~ мира состоит 

в т-ом, что итоговая конфигурация является некоторым связанным состоянием: 

ее энертия меньше, чем полная энергия состав.ляющих D2- и 00-бран, взятых 

ло отдельности. Какбудет показано в задача 19.4, фактически складываются квад
раты энерrий. Сверхсильное магнитное nоле можно рассматривать как 02-брану 

·С бесконеЧНiЫМ числом растворенных DО-бран. Именно эта картина возникала 

nри неmосредственном анализе rраничных условий в конце раздела 19.1. 

Задачи 

• Задача 19.1. Поао.янные электромаrнитные пол11 на D-брано иэ nоао11нноrо 
на пространстве-времени поля Bp.v 

На:м хотелось бы показа:ть, что Dр-брана с rюсrоян:ным фоновым электромаr
ниrnым полем F mn эквивалентна Dр-бране с Fтn = О, но находящейся в про
странстве~времени с постоянным полем Кальба-Рамона Bmn = F mn. Индексы 
т, n являются имексами на бране. 

(а) Вернитесь !В разделе 16.3 и рассмотрите ситуацию, коrда Втn = F mn является 
Hie равным .нулю ПОС110Я1ННЫМ nолем, а Fmn = о·. Явно наЙдите калибровочный 
параметр, nри котором преобразованные поля это Вmn = О и Fmn = F mn. 

Оrметим, что, как и ожидалось; калибровочно-инвариантная наnряженность 

поля :Fтn не изменилась. 

(б) Пусть Bmn ~ это nостоянное поле Кальба-Рам она. Рассмотрите действие 
( 16.45) и nокажи-те, что поды}{теrр.альное выражение является полной про
изоодноИ. Избавьтесь от всех полных nроиэводных по r и покажите, что для 
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открытых струн :вюrад дают nолные лроизводные no ст 

Sв = ~ 1 dтВтп(Хтд,.Х"16=,..-ХтдтХ"j6=0). 
Сравните с (19.3) и прокомментируйте. 

• Задача 19.2. Движение открыtоi струны в nостоянном )nектрическом nопе 

Рас,смотритt движение ,оnсршой струны на фоне элеtсrрическоrо nоля величины 

Е = ti{21ra'), направленного вдоль оси ж1 • При Е -+ О движение сводится 
к жесткому вращению в моекости (ж2 , ж3). Используйте струнные координаТЬI 
ХР = (Х0• Х1 , Х), где Х = (Х2 • Х3). все ост.альные координаты nоложены рав
ными нулю. Классическое решение должно удовлетворять rраничным условиям 

(1) 

а также волновым уравнениям и связям: 

(2) 

Мы ищем такое решение, при осатором сtууна, врашаясъ !ВОкруг оси ж1 с уrловой 
частотой w, не ограничена плос•юстью (х , х3). Постройте решение, nроходящее 
через точку 

(х", Х 1 , Х2 , Х3) = ( ar,fJ( О'- ; ) , 'У COSO'COS Т, 'У COSO' sin Т). (3) 

(а) Изучите уравнения (1) и (2) и выразите константы а, f3 и 'У через w и Е. 

(б) Найдите Х (т, и) и nо-кажите~ что 'скорооrь концов струны есть v = v ~ -Е2 • 
Таюке локажиrе; что струна пра:rянуrа моль оси х1 на расстояние дХ~ .:;..7r[ /UJ. 

(в) Нарисуйте с-труну на ruюcкocm (х 1 , х2) а момент времени t =О. Покажите, 
что в своих концевых точках струна ,указывает в направлении электрическоrо 

поля. Объясните это результат посредством проверкиt что на концах струны 

эффективное струнное натяжение уравновешивает электрическую силу. По· 
кажите; что в иачме координат 

dX1 гг----: 
dXI Х'=О = -v (i- 1. 

Имеет ли это выражение смысл пля О ~ Е ~ 1? Опишите решение в пределе 
Е ---+ 1 npiИ конечном ,(J). 

(r) Докажите, что энергия струны 

U ·= 1 То ds (1- vi)- 112 

равна 1tT0/w для всех значений электрическою поля. 
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Рис.19.6. IK задаче 19.2 

-J.S 1,5 

Рис. 19.7. К задаче 19.2 

На рис. 19:6 показаны три nоверхности, заметаемые при движении открытых 
.струн. Данные поверхности лолучены при t = 0,3, 0,6 и 0,95. ПоСТJЮйте соот
JВеТствуюший r:рафик ·трех струн на nлоскости (х1 , х2) в момент времени t =О, 
полаrая UJ = 1. На рис. 19.7 показаны струны на плоскости (ж 1 , ж2) в момент 
времени t = О и спустя половину nериода, 

• Задача 19,.3. Квантование маrнмтноrо nотока на 2-торе 

В этой зшtзче -в:ы :покаж:ете, что лоток Ф маrнитиоrо поля на 2-торе квантуется: 

Ф = 21rn, rде n Е :z. Данное условие кванrов-ания возникает при поnытке постро
И'flь непроmворечивый вектор-потенuиа.л. Конечно же, при этом предполагается, 
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чrо калибровочной IJ>ynпoй Максвелла им·яется U( 1) и, как объи,снялось в задаче 
J.8.2, калибровочный параметр U = ехр (ix) (при q =с= n = 1 ). 

Рассмотрим 2-rop длины Lx вдоль оси z и д.1i1ИНЫ L 11 вдоль оси у. Пусть 

F12 = дхА11 - д11Ах =В, 

где В - эт.о значение маrнитноrо поля. 

(а) Предположим., чrо маmитное поле В= В0 посrоянно. Выберем А11 (х.у) = В0х 
и Ах= О. Заметим, что A11(x+Lz., у) f= А11 (х, у). Допустим, что Ay(x+Lz, у) 
являет.ся калибровочно эквивалентным А11(х, у). Покажите, что требование 
хорошей определенности на JКаЛибровочный параметр приводит к желаемому 

условию квантования. 

('б) Рассмотрим интеграл поrока магнитного поля (необязательно постоянного), 
и воспол!ЬЗуемся теоремой Стокеа для того, ч11обы свесm его к контурно

му интеnралу от вектор-потенциала вокруг четырех сторон nрямоугольника 

О ·~ х ~ Lz, О ~ 11 ~ L11 • Для доказательства того, что данный магнитный 

паrок доткным образом ~mантуется, восnользуйтесь свойствами калибровоч

ных преобразований контурных интеnралов от калибровочных полей 

• Задача 19 •. 4. Ра,nворенные ID(p- 2)-6раны 

Рассмотрим Dр-брану, намотанную на тор с радиусами R2 и Rз, обладающую 
магнитным полем с nото1юм IФI = 21r·n (каrк в ра:шеле 19.3). Другие р- 2 измере
ний на бране намотаны на компактное nространство объема Vp=2• Положим, что 
константа ,струнного взаимодействия принимает значение g. Энергия такой кон
фигурации равна энерmи Т-дуальной конфитурации (дуализованной вдоль R3 ), 

rде D(р-1)-брана наматывае11ся на д;уальный 11ор. Покажите, что 

(1) 

где g - эrо констанrа .струнноrо взаимодействия в дуальной конфиrурации. 
Теnерь переnишюе Е в терминах персменных исходной npnп-t:ы с Dр~браной 

и магнитным полем, и локажите, что 

(2) 

где Мр- это масса Dр-браны, а Mj,_2 - это масса D(р ·-2) -браны. Объясните; 
почему данный результат показываетt чrо энергия Е меньше, чем сумма энергий 

Dр-браны и n D(p- 2)-бран. Он nодтверждает описание данной конфигурации 
в виде n D(p- 2)..Jбран, растtJоренн:ы.х внутри Dр-браны. 

• Задача J9.S. Движение оrкрw11'ой струны в посто~tнном электрическом попе 

Рассмотрим следующее разпожение мя nространственны:х координат открытой 

струны на мировом объеме D-браны с постоянным маrнитным полем: 

(1) 
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OЧtlflllrHO, что координаты xi ЯМЯЮТёЯ решением волновых уравнений. Более 
rого, положим 

(2) 

(а) ·При неКiотором вычислимом значении р0 ~ которое вам следует оnределить, 
докажите, что уравнения (1) и (2) удовлетворяют: граничным услов~м;_ 

. , • 2 t2 , 
(19.1 1), связи х. х =о ':И связи х + х =о. ... 

(б) Пусть 
~Xi = Хi(т, 11")- Х;(т, О) 

означает «размах» струны. 'У5едитесь, что 

1 ' -
~Х; = (2жа') FijP' и р1 ~Х; = о. 1 

Так как элекrрический диnоль оrкрытой струны - вектор, nараллельный ее 

размаху (nочему?), заключаем, что данный диполь перпендикулярсн импульсу. 

{в) Для движения в 'IJ)tX пространственн!Ых измерениях имеем F;.; = EijkBic. Ло-
кажите, чrо 

!li. = (21fo:1) 2i х в. 
Дипольный момент ,ортоrонален В и р. 

(г) llусть В~= 21ra'Bk. Покажите, что скорость струны задается выражением 

rде ii - Э'J1О ~диничный вектор, напра811енный rвдоль импульса. Заметим, что 

при В~с --+ О имеем liil --+ 1, так что скорость струны nриближается к световой. 

i(д) в fШО'СКОМ nространстве i(ЖМярное произеед~шие двух DеК'РОров а и Б onpe-

~ r . i ... ? iь• 
~·v=au'I'J;j=a. 

Теперь введем новое произведенrие *, определенное как 
.... . . - ь tJ.J-a* · =а (Гfltj~ 

Покажите, чrо уравнение масоовой поверхности струны может быть записано 

в виде 

Более того~ покажите, что скорость струны уд.овлетворяет условию 

МеТрика fiii называется метрикой открытой струны. Она является естествен
ной в физике с1фун в nрисутствии маrнитно.rо поля. Для метрики открытой 
сrруны: движение, изученное в этом разделе, имеет общие свойства с движе

нием свободной открытой струны. 



Нелинейноя Jлектродинамика 

и теория Борна-Инфельда 

Вводятся 1неnин,ей~ые э:nектродинамические теории, обобщающие линейную iТеорию 
М.аксве111ла. Э111ектродинамика Борна-И:нфель.да есть некоторая специальная теория не
ЛIИНейной электродинами!Ки •с особенно хорошими свойствами. Она содержит максималь
ные электрические nonя, а rочечные заряды в ней имеют конечную э.nектростатическую 

эне1ргию. 1Мы восnользуемся Т-дУаnьностыо ДJiiЯ обьмснения того, почему э.лектромагнит
нrые n011я в мировых абымах D-бран оnисrываются теорией Борна-Инфельда. 

20.1. Структура нелинейной электродинамики 
Уравнения MaкcвeJUia яв.ляю'J1Ся как основой Юiассичес~ой теории электро

матниmоrо лоля, так и отправной точкой в формулировке квантовой электро

динамики - теории, которая 'была проверена ·С высокой степенью точности. 

Уравнения Максвелла записываЮJ1Ся в терминах электрических и магнитных по

лей, которые, в свою очередь, возникают из калибровочных потенциалов. Заряды 

и rоки .служат источниками в уравнениях Максвелла. 

Несколько иной вариант уравнений Максвелла исnользуется при изучении 
электромагнитных :явлений в nрисуrствии вещесТва. В этом случ:ае вещество 
nриводит к вкладу пош!ризаuионных зарядов в зарядовую nлотность и токов 

намагничивания в плотность тока. Исходные уравнения Максвелла остаются 

справедливымиt однако необходимо учесть данные вклады в заряды и токи. Это 

эффективно осуществляется посредством введения, дололиятельно к Е и iJ, - .... 
nолей D и Н. То:rда уравнения электромагнетизма в присутствии вещества при-
нимаютвид 

(20.1) 

дл.я уравнений бе.з ИС'J1очников и 

.. .. J 1 дD v х D = р, ·v х н = -- + - -. . (20.2) 
с с дt 

дт1 уравнений с исrочниками. Здесь р в J назьtваi<Лся свободными источниками. 
Это означает, что они не учитывают поляризационные заряды или токи намаг
ничивания. Свободные исrочники является зарядами и токами, не связанными 
·с ве.ществом. Вклады от поляризации и намаrничивания учитываются в nолях 



504 Глава 20. Нелинейноя электродинамина и теория Борна-Инфельда 

D и il. На самом деле для данкого вещества существуют феноменологические 
·соотноmеки.я, выражающие D и Й через Ё и ii: 

fJ = D(Ё., В), il == Н(Ё, в). (20.3) 

Без этих соотношений два набора уравнений в (20.1) и (20.2) были бы несвя-
- - й .. занными. Например, линейные диэлектрики удовлетворяют D = tE (и · = В), 

где константа € - это диэлектрическая проницае.мость. Линейные маrнетики 

удовлетворяют В = pil (и D = Ё), l<iОнстанта р - это магнитная проницае
мость. Для более сложных ·сред подобные соотношения не обязательно должны 
быть линейными .. В таких ~случаях~ уравнения (20.1), (20.2), и (20.3) оnределяют 
нелинейную теорию электромагнитного поля. 

В вюдных курсах по электромагнетизму часто указывае11ся, что <<фундамен
тальные• уравнения Максвелла- это те, которые записывают.ся через Ё и В, 
вместе с nолными зарядовой плотностью !И rтотностью тока. Считается, что 
nредыдущие уравнения не ЯВJ11Яются справемивыми в общем случае, так как они 

соответствуют средам, большинство из которых в целом нелриrодны для точного 

анализа. Теория Борна-Инфельда и друrие сопуrствующие теории электроди

намики на самом деле предлагают, ~~то данные уравнения являются такими же 

фундаментальными, как и уравнения Максвелла, если не более того. Такие тео

рии скорее предназначены д1i1Я оnисания электромагнетизма в вакууме, нежели 

в присутс11Вии вещества. Смысл в том, чrо в нелинейной электродинамике вакуум 
сам ведет себя как некая среда. Как мы покажем, общие лаrранжианы наnря

мую mривод.ят к уравнениям (20.2), совместно снетривиальными соотношениями 
ме:ж.цу (D, Й) и (Ё, В). 

В нелинейной электронинамИI<е электромагнитные поля Ё и В по-прежнему 
включены в rвыjра:Жение l!I.ЛЯ полевой наnряженности: FIJ11 = дрАv - дvАр, так как 
.по:казано в (3.20). Используя пространствеиные имексы i ., j запишем 

(20.4) 

Тоrда уравнения 20J выполняюrся автоматически, потому ч-то Ё и В выражены 
через потенциалы. Как мы можем записать уравнения (20.2)? Наnомним, что 
nохожие уравнения теории МаксвеЛJilа были нами выnисаны в уравнении (3.34): 
д11FIJ11 = j~ fc. Оrсюда СJ'iедует.; что (20.2) принимаюr вид 

дGJW 1 - __ ,·IJ 
.az11 -с ' 

rде G11" = -G-vp получека из FIW заменой Ё на D и В на Н: 

о Dx Dy Dt 

GIJV = -D-z о HJ!. -Hv 
~D, - Hz о Н :е 

. 
-D:z Ну -Hz о 

(20.5) 

(20.6) 



2().1. Структура нелинейной электродинамики 505 
----------------~--------------~----------------
Несмотря на 11о что выnисанная здесь матриuа G~''~~ справемива толы~о в че
тырехмерном пространстве-Щ>емени, уравнения (20.5) имеют смысл в любой 
размерности. Совместно с вы~ением Fp.v через потенциалы, они приводят 
к уравнениям нелинейной электродинамики в произвольмом числе измерений. 

Конечно же, должна быть также указана связь между Gpv и Fp.v. 
Теперь покажем, что ура~внение (20.5) следует из вариации некотороrо дей

ствия. Более того, таюке возникает определение GJW через полевые напряжен
р.v 

ности F . Рассмотрим де:йствие S, заnисанное для произвольной размерности 
пространства-времени: 

S = 1 ,dDz r.(Fp.v) + ~ 1 dDx Ap.jP. (20.7) 

Для простот.ы mре.дполаr:ается, что плотность лаrраижиана C(Fpv) зависит только 
·ОТ напряженности поля но, например, не от ·его nроизводных. Так как напря

женность поля калибровочно-инвариантна, то l также является калибровочно
инвариантной. Иначе, llЛотность лаrранжиана l произвольна; она не обязана 
.совпадать с nлотностью лаrр.анжиана Максвелла. Для тоrо чтобы найти вариа

ции действия, нужно определить ·частные производные произвольной функции 

по напряженностям электрмаmитного nоля. 

С этой целью сперва заме'f!ИМ, что вариации 6Fp.v ограничены антисиммет
рией: 6Fp.11 = -6Fvp.. Т.огда для nроизвольной функции М, зависящей от nолевых 
напряженностей, заnишем 

(20.8) 

Как обычно, по по811оряющимся индексам происходит суммирование. Так как 

:вариации 6F,_.11 антисимметричны, можно потребоватъ, чтобы 

дМ дМ 

дF11" = - дFv,.. (20.9) 

Уравнения (20 .. 8) и (20.9) совместно определяют частные производные дМ /дFp.v. 

Q) У.nражнение-раз~о~иниD 20.1.. Воспользуйтесь М = F 12 и предыдущими уравне
ниями для ·до"азатмьства тождеств дFJ2!дFt2 = 1 и дF12/дFp.v = О при 
(p,v) # (1,2) и (p,v) #; (2, l). 

Также полезно выяснить, как nользоваться правилом дифференцирования 

сложной фунюции. Для вычисления производных функции М по некоторой 

nеременной U, запишем 

жм = ! дМ дFpv яu-- = дМ g . 

и. 2 дFpv IJU " . - дU uU' (20.10) 

выяснив таким образом~ что 

(20. ll) 
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Теперь мы готовы к тому, чтобы варьировать действие S. Используя (20.8), заме
нив М на l,, получаем вариацию первого слагаемого в S: 

1 D 1 D 1 дl, 1 D 1 дl, 
6 d х l, = d xl дFJ.Iv 6F~'11 = d xl дF~'v (д~'бАv - д11 6А~'). (20.12) 

Интегрируя по частям, переобозначая индексы и используя (20.9), находим 

61 dnxl.= 1 dnxOApдv(д~J (20.13) 

Тогда вариация полного действия (20.7) принимает вид 

OS= 1 dnxOAp[дv(д~J +~jP]. (20.14) 

Приравнивая это уравнение нулю, получим (20.5), если отождествим 

(20д5) 

Тензор G~'11 является антисимметричным по построению. Если нелинейный 
лагранжиан известен, то (20.15) выражает G~'11 как функцию напряженности 
поля FJ.Iv· Для иллюстрации давайте наЙдем D. Из уравнения (20.6) следует, 

~ ~ 

что G = Di, и это считается определением вектора D при произвольной раз-
мерности пространства-времени. Начнем с вычисления производной дl,fдEi. 

Используя правило дифференцирования сложной функции (20.11) и вспоминая, 
что Ei = lio = - Foi , находим 

Таким образом, мы показали, что 

дl 
jj = дЁ. 

(20.16) 

(20.17) 

В четырехмерном пространстве-времени Й также можно записать через произ
водные l,. Например, так как В 1 = F23 = - F32 , имеем 

дl, 1 дl, 1 дl, 32 
-=---+--=G =-Н1 • 
дВ1 2 дFз2 2 дF2з 

(20.18) 

Рассматривая аналогичным образом остальные две компоненты, находим окон

чательный результат 

~ дl, 
н=-----:;. 

д В 
(20.19) 
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Если известна С(Ё, В), ro ура~нения (20.17) и (20.19) определяют D и il. На
nример, в электродинамике Максвема) мотиость лаrраюкиана это 

l . 1 2 2 
lм = - 4 FIW F,_,." = 2(Е -В). (20.20) 

Здесь мы определили Е2 = Ё · Ё и Е = JЁI , и аналогично, д1U1 В, ii и D. 
Из (20.20) следует, что iJ = Ё и Й = В. 

Напряженность Ё связана с производной по времени от l, поэтому ее мож
но рассматривать как скорость. Тоrда уравнение (20.17) означает, что D является 
каiНОJНическим импульсом, ассоциированным со скоростью Ё. Это приводит к то
му, что rамильтониан, или функционал энергии, имеет вид 

~ -
'Н.= D ·Е -l. (20.21) 

Эта формула очевидно верна дтm теории Максвелла: так :как при D = Ё, 
1 

находим 1l = 2(Е
2 + В1'), что является известным выражением для плотности 

энертии электромагнитного поля. В задаче 20.1 вы докажете, что 1l действительно 
явпяется ·сохраняющейс:я энерrме.й для произволь.ноrо С. Несмотря на то что 
некоrорые наши результаты записаны на :языке четырех измерений, важные идеи 

справедливы ЩIЯ всех размерностей. На самом деле все уравнения в серых рамках 

справемивы для любой размерности пространства-времени. 

Завершим .этот раздел рассмотрением некоторых :возможных плотностей ла

rранжиана в четырехмерном nространстве-времени. Плотность С в (20.7) долж
на б:ыть как калибровочно-инвариантна, та!К и Jllоренц-инвариантна. Очевидно, 

что она калибровочи<Fинвар:иантна, потому что составлена из наnряженностей 
поля,. Для лоренц-инвариантности необходимо, чтобы наnряж:е.rннооm полей об

разоеьtВWtи комбинаuии без ·свобод:ньrх инлексов. Существует две неэависимые 
:нетривиальные лоренu-,инвариантные комбинаuии, tK01"0PЬie можно построить 
из F J:W, не используя производвые от напряженности; 

- ~ ~~~ -. l ( - 2 2) s=-4F F,_,."= 2 E -в; 

1 - 11 .... .... 
р:: - 4 рР F JW = Е· В,. 

(20.22) 

На самом деле мож:нrо доказать, что а и р ~ это единственные независимые 

инва;рианты, которые можно построить из F~Jv· В инвар-иаmе р исnользуется 

дуальная ПОJJI·евая напряженность Fpv, определяемая как 
- 1 
Fp..v = - ~P."Pf'F. - 2 ~ ()(!• (20.23) 

Здесь f.p.vpq - эrо полиостью антисимметrrичный лоренuевский тензор (более 
·тмно, это nсевдотенэор). Это nриводит к тому, чrо FP" является анrисиммст= 
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ричным. Также как rf11
, тенэор t.pvptr nринимает одинаковые значения во всех 

лоренценеких сИстемах отсчета. В любой системе отсчета Е0123 = 1 и f.PVfJ(f равен 
нулю при любых двух одинаковых индексах. Например, 

;;QI 1 Оlрст 1 
zt = 2 Е Fрст = 2 (F2з - Fз2) = F2з = Bz. (20.24) 

Вычисляя вс·е остальные элементы, находим 

о Bz в 11 Bz 
-pv =Вж о - Ez Е у (20.25) F = 

-Ву Ez о -Ez 
-B.z -Еу Ez о 

Q) Упрожнение-разNинно 20.2. Вычислите по аналогии с (20.24) остальные эле
-,.,~~ 

менты матрицы F . 

(!) Упрожнение-разNинко 20.3. Покажите, что р принимает значение, у/Gазанное 
8 (20.22) .. 

В четырех из.мерениях, наиболее общее лоренц-инвариантная плотность ла

:гранжиана построенная из FP11 является произвольной функцией 8 и р. Плот
ность лагранжиана Максвелла это просто 8. 

20.2. ЭпектроАИIНамика Бо·рна·-Инфепьда 

В эrом разделе мы rюnытаемся написать лаrранжиан, который, как оказы

вается, описывает электрома:гн.итные поля, расположенные в мировом объеме 
D-браны: это электромагнитный лагранжиан Борна-Инфельда. Как мы увидим. 
в 11еори,и 'Борна-Инфель.n.а элекrроста:тическая собственная энергия точечного 

заряда конечна. 'Это .серьезное улучшение теории Максвелла, в которой соб

ственная энергия точечного заряда бесконечна. Концы О'ПфЫТЬIХ струн являются 
точечными зарядамиt лозтему 1'0, что в теории струн они не имеют бесконечной 

энерrnи, обнадеживает. В следующем разделе будет объяснено, как с nомощью 

Т -дуальности JJtоказьrвается то, что динамика электромагнитных nолей 1на D-бра

нах описывается ла:rранжианом Борна-Инфельда. 

Начнем с четырехмерного nространства-времени: в nополнение к естt:С'f'ВtН
ным требованиям калибровочной и лоренц-инвариантности, мы накложим на не-... ... 
линейный лагранжиа.н две связи. Во-первых, для малых Е и В он должен сво-... 
диться к .лагранжиану Максвелла. Во-вторых; nри В = О электрическое nоле 
должно быть максимальным. В разделе 1'9.2 было показано, ч·ю в теории струн 
имеется критическое электрическое .nоле Ecni = l/(211'a') = Ь. Создателям нели
:нейной электродинаммки ма:к:с;~иммьноо электрическое nоле nоналобилооь для 
nолучения 11Очечнь1Х зар.ядов ,с конечной собственной энергией .. 

Каким образом можно учесть в лаrраижиане существование максимального 

э.лектричесiФrо поля? В сnециальной теории относителышсти н.а.личие макси

мальной скорости в лаrранжиане точечной частицы (5.8) совершенно очевидно: 
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выражение под квадратным корнем должно быть nоложительным и это rаранm

:рует, что скорость ч.астицы не может nревышать скорость света. Для 11oro чтобы 
наложить требование .Е ·~ Ь, мы ro~e воспользуемся квадратным корнем. Суше

ствует простое выражение, содержащее только лоренцевекий инвариант s: 

r •2 / (Е2 - В2) Ь2 Ь2 г-тi Ь2 
~w = -и . 1 - 1J2 + = - V 1 - lJ + · (20.26) 

Как и Ц>ебовалось, .Е~ .ь при В= О. Бол•ее тоrо, для малых полей имеем 8 « Ь2 , 
поэтому 

С= -Ь2 ( 1-;) + Ь2 + О(в2) =в+ O(i). (20.27) 

Для малых полей воспроизводится лагранжиан MaкcвeJUia. Хотя (20.26) удовле
творяет наложенным двум связям, существуст несколько более •сложный лаrран

жиан, обладающий ·еще лучшими свойствами. Рассмотрим плотость лагранжи

ана Борна-И нфельда 

/'> - ь2 -/ Е2 - в2 (Ё . В)2 -ь2 - ь2 _/ 28 У. 2 
~w- - v•- Ь2 - Ь4 + -- v•-Ь2-ь4 +Ь. (20.28) 

Т ах как данная плотиость построена из s и р, она является лоренц-инвариантной. 
Для малых полей, когда s и р сравнимы и ·оба много меньше чем Ь2 , приближение 
·Слабого поля не изменяется: L "" s. В общей теории нелинейной электродинами

!КИ., волны с разными поляризациями и с разными скоростями распространяются 

на фоне электромагнитных nолей. В теории Борна-Инфельда скорость не за

висит от поляризации. Во .всех теориях нелiИнейной элеКl:рОдинамИ!КИ., включая 

теорию Борна-Инфелъда, сущесmуют нетривиальиые дисп·ерсионные соотно

шеии·я; т. е. :волны с разными частотами дви.жутся с разными скоростями . 

Теория Борна-Инфелъда я.вляется оообенной еще no одной причине. Плот
ность лагранж:иана м:ожет быть элегантно з~шисана через .квадратный корень 

детерминанта: 

(20.29) 

В проrиооположность (20.28), данная формула допускает очевидное обобще
ни-е на произвольное число измерений. Одпако необходимо припожить усилия 

для доказательства т.оrо, что две плотности в четырех измерениях совnадают. Дан

'Ноt вычиСJiение >ютъ и прямое, но несколько минное: требуется просто вътисать 

матрицу 4 на 4 и найти ее детерминант. Более показателъно, однако, понять, nо
чему данное равенство оправдано. Для упрощения уравнений в (20.29) временно 
положим ь = 1: 

(20.30) 
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Исходная плотно.стъ лаrранжиана воспроизводится при Fpv--+ Fр11/Ь и t:,-+ Ь2С. 
Лаrраюкиан (20.28) явно лоренц-инвариантен. Как убедиться в лоренц-инвари
.антности (20.30)? Чтобы показа'fЬ лоренц-инвариантность det (flp11 + Fp11 ), в пер
вую оче(Редь заметим, что детерминант nроизвольной матрицы М ·С компонента

ми Мр11 равен детерминанту матрицы М ·С компонентами Mpv. Для доказатель
ства. сп·ерва запишем 

(20.31) 

rде fJ - это матр.ица с компонентами f]p11 • Вычисляя детерминанты обеих частей 

данного уравнения, убеж.даемся. чrо 

.det М= det (fJMfJ) = (det M){det fJ)2 = det М. (20.32) 

Пусть ;;, F и F обозначают матрицы~ соответственно, с элементами rf11
, Fp.v 

и Fpv. Используя только что полученный результат, имеем 

det (fl + F) = ·det (jj + F). (20.33) 

Тем самым достаточно доказать лоренц-инвариантность (jj + F). 
Рассмотрим иреобразование Лоренца ~IJ = L~xv в виде, представленном в 

(2.38). Матрица L с элементами L~ (р - это индекс строки и v - это индекс 
.столбца), удовлеmоряет (det L)2 = 1. Так как и rfv и Fpv являются лоренцев
·СКIИМИ теизорами одинакового типа, о.ни одинаково преобразуются при преоб

раэования:х Лоренuа. Да!Нные тензоры имеют два иНJiекса, поэтому матриu:а L 
доJJIЖНа действовать на них дважды: 

(20.34) 

В матричных обозначениях 

(20.35) 

Тhк как det L = det Lт и ( det L )2 = 1, вычислив детерминанты, можно сразу же 
·заключить) что 

(20.36) 

Эrо доказывает лоренц-инвариантносrь мотности лаrранжиана Борна-Инфельда. 

Леr.ко показать еще один факт. Так как детерминант матрицы остается неиз

менным при транспонировании , имеем 

·det (tJ + F) = det {r{ + F) = det (11- F). (20.37) 

Следовательно, замючаем~ что лаrраюкиан Борна-Инфельда ямяется: четной 

функцией F. Используя f1 = "-• и det ·q = - 1 , выражение под корнем КJВадрат
иым :в (20.30) можно упросmтъ: 

- det (71 + F) =- det (q(l + f1F)) = det (1 + f]F). (20.38) 
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.Яв.иым образом матрица 1 + fJF задает.ся в вще 

Еж Е у Ez 

1 +f1F ~ 1 

Ez 1 Bz -Ву 
(20~ 39) 

Е у -Bz 1 В ж 
Е :е в" -B:z 1 

Ка.ж.цое слагаемое в разложении деrерминант.а является произведением сомно
жителейt прич,ем каждый из сомножителей содержит в точности один элемент 

-из каждой строки и один элемент из каждого столбца. Поэтому вклады, квад
ратичные по полям, содержат два диагоналЬlНых элемента. Существует шесть 

способов выбора таких двух элементов и соответствующий вклад дает - Е2 + В2 , 
что и есть ожидаемый ответ. Для того чтобы выnисать nолност~ью четвертичные 

вклады., требуются больше усилий. В этом случае, нельзя выбирать элементы 

на диагонали. 

В заключе.ние этого раздела вычислим собственную энергию точечною за

ряда в теории Борна-Инфельда. Для этого в (20.28) можно положить В = О и 
:воспользоваться упрощенной плотностью лагранжиана 

2 2 п t, = -Ь + Ь. (20.40) 

В качестве первою шага наЙдем D: 
- д! Ё 
D=дЁ= . ~· v l - ti 

(20.41) 

_ _. ... ~ ~ _ ... 
Мы видимt чrо Е и D направлены одинаково. Чтобы разрешить Е через D, 
сначала возведем в квадрат предыдущее уравнение и найдем Е2 ; 

Е2 D2 
D2 = --Е~2 => Ez = --D---=-2 . 

1-1)2 1+-Ь2 

(20.42) 

На данном этапе., заnисывая 

(20.43) 

мы н<еме.wnенно убеждаемся в том, что 

Е<. Ь, Е~ D . (20.44) 

:Как iИ ожмалооь, элеКlJ)ИЧ·ес:-I<ое поле оrраничено Ь. Более roro, модуль Е элек
''tфического пмя везде ограничен модулем D пооя D. Оrметим, ·Одtнако" что D 
может быть nроизвольно большим. На самом деле для дОС'I'ИЖения D требуется 
бесконечно большо.й Е = Ь. 
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Чтобы nолучить Ё, извлечем из ~(20.42) «к,вадраnrый корень. 

Ё·Ё= jj . . jj . 
гптгпт v•+ll v•+Ьf 

Так как Ё сонаправлена D, есть единственное решение 

- jj 
E=~D2. 

1+
fil 

(20.45) 

(20.46) 

Имея Ё(D) мы близки к тому, чтобы вычислить плотность энергии 1l(D). 
В кач,естве последнего ингредиента требуется С, записанный через D: 

(20.47) 

Тогда rамильтониан приобретает вид 

Ё .... . D2 1)2 2 

1l= . ·D-!= ~+ ~-ь, .D D 
1+- 1+-

1)2 1)2 

(20.48) 

:и получаем окончательный результат 

(20.49) 

При В= il =О- это плотность энергии в теории Борна-Инфельда. В зала~ 
че 20.4 вы убедитесь) что данный результат справемив в теории Борна-Инфелма 
в lilроиз:вольном числе измерений. 

Вычисnим собственную энергию точечного заряда в четырехмерном nро
странстве-времени. В 'fеории МаксйеЛJiа собственная энергия бесконечна, пото

му что мотмостъ энергии .пропорuионалъна ED = Е2 и Е N r-2
• где r - это 

расст<>я.ние до заряла. В lfrore, d3x Е2 
f'V dr jr2 :и интеграл энерrии расходится 

пр41 малых r. В теории Борна-Инфельда таJ<Же находим D "" r -l, однако д1lЯ 
больших D nлотность энергии (20.49) ограничена 

1l ~ ЬD = EcпtD П.РИ D ~ ~ею. (20.50) 

Для больших полей nлотность энергии Максвелла и = Е D /2 заменяется в теории 
Борна-Инфельдs на и = EcntD. энергия в теории Борна--Иифельда растет 
линейно с D. В итоге, d3x EcпtD ~ d3x r-2 

I'V dr, и интеrрал энерmи будет 
·сходиться. Давайте тenetr.ь nодробнее рассмотрим детали. 
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Предположим, что име·ется точечный зарsш Q. В силу сферической симмет
рии поле fJ - радиальное, уравнение V · D = р можно проинтегрировать по 
объему, заключ·енному внуrри сферы радиуса r 

f - ... Q -(~ Q -D · 'da = => D r 1 = 
4

,...r2 е,, (20.51) 

s 

rде ё,, - это единичный вектор в радиальном направлении. Необходимо прове
рить, чт-о rюлученное решение удовлетворяет V х Ё =О. Из уравнения (20.46) мы 
знаем, ·что Ё имеет вид Ё = f(r)r, ротор такого электрического поля равен нулю. 
(9 Упражнение-разминк.о 20.·4. Покажите, что V х (/(r)r) =О. 

Энергия точечного заряда теперь может быть вычислена. Используя (20.49) 
и (20 .. 51), заnишем: 

1 + ( Q )
2 

- 1) := 
411"Ьr2 

(20.52) 

Обозначая r = z.JQ/(47!Ь), получим 
00 

Uq = {fQ./Q J dж( v'1 + :z:4- ж2). (20.53) 

о 

Данный интеrрал схо!ится .. Проблема синr:уляриооrи исчезла: подынтегральное 
вьtражение регулярно в окрестноm х = О. Также не ожидается трудностей и при 
больших :е: nоля малы и энергия Борна~Инфельда приблиэительно равна энер
rиiИ Ма-ксве.ллаj дJЛЯ которой на больших раtс:rояииях не возиикает никаких 
проблем. Действительно., 

v 4 2 1 1 
l+z-x~J 4 2< -22' 

1 +х +х х 
(20.54) 

и: это аыражение интегрируемо при .х = оо. Вычисляя интеграл я.вным образом, 
находим 

foo . 2 . (Г( 1/4) )
2 

. . . (3,6256)2 

·d~ ( V 1 + х4 
- х ) = · 6.;:; ~ б(1,7725) ~ 1,236. (20.55) 

о 

Здесь Г(х) -это гамма-функция (см. 3.50). Возвращаясь назад к (20.53), полу
чаем окончательное выражение для энергии точечного заряда в теории Борна
Инфелrьда: 

(20.56) 
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Если Ь С()()'1'1Ветствуст кр--.rrич·сскому электрическому nолю в теории струн, то 

Ь = 1/(21Г·а'). Более того, Н = l 11 ., где l 8 - это длина струны. Собственная 
энергия точечного заряда принимает вид 

(20.57) 

Чтобы лучше понять этот результат, •Сравним его с электростатической энергией 
зарядового распределения в теории МаксвелJilа. Если предположить, что заряд 

распределен ра~вномерно в объеме шара радиуса а. то можно по казать, что энергия 

U(Q)- это 

1 з Q2 

U(Q)=-- -. 
4w 5 а 

(20.58) 

При а ~ О зарsш. становится почти точечным, и возникает ожидаемая беско

нечная собственная энергия. О радиусе а можно думать как о малом параметре 

обрезания, введенным для того, чтобы сделать собственную энергию конечной. 

Например, классический радиус электрона - эrо nримерно то значение а, при 

котором U(e) равна энергии покоя электрона. Если сравнить энергию Борна-

Инфельда (20.57) с энергией Максвелла, видно, что l 8 .jQ играет роль параметра 
обрезания. Эта величина имеет правильную размерность, потому что Q безраз
мерна. Интересно, что параметр обреза,ния растет с ростом значения Q. Зависи
мость энергии Борна-И~фельда UQ ""'Q312 указываетнанелинейность теории. 

Приведеиное выше вычисление собственной энергии неподви.жноrо точеч
ноrо :заряда вряд ли прямо применимо в теории струн. Концы открытых струн 

на заполняющей все пространство D-бране заряжены, но они еще и движут

ся. Однако, в случае, 1юr..na пол)lбесJ<iонечная открытая струна заканчивается 
~на .Dр~бране, возникает легко анализируемая си'l)'ация, рассматриваемая в ззда

qах 20.6 и 20.7. Данная С1JРуна может бьrrьстатичной и энерrия Борна-Инфельда 
такого решения соответствует энерrии полубесконечной струны! 

20.3. ·теория 6орна-И1нфепьда 

и Т-дуальност1ь 

В Э'ЮЙ главе мы дооолъно nодробно iИЗучили электродинамику Борна-Ин
фелъда. К этому нас побудило существование в теории струн tфиmческоrо элек

·трического поля. В данном разделе будет показано, что анализ свойётв Т -дуально
·сти электрических и м.аrнитных полей на Dабранах непосредственно доказывает 

то, что динамика электромагнитных nолей на D'"'бранах оnисывается теорией 
Борна-Инфельда. 

Дпя с--татичной Dр-браны произведеюrе ее натяжения т,(g) на объем опре
деляет массу данной браны. Рассмотрим мир с одним :1акрученным в окружностъ 

измерением радиуса R и (р - 1) измерениями, описывающими не~оторое ком~ 
пакrное пространство объема Vp-J • Теперь представим Dр-брану, намотанную 
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на полны!Й набор р компактных измерений. Масса данной Dр-бранЪI равна 

Tp(g}(27rR)Vp-t· (20.59) 

После nреобразования Т-дуальности вдоль окружности радиуса R, мы получа
ем D{p - 1) -6ра'Ну, расположенную в не которой точке дуальной окружности, 
а ос-mльные {р- 1) направлений вдоль мирового объема браны по-прежнему на
мотаны на компаiК.т.ное nространство объема Vp-1\· Масса данной D-браны равна 

Tp-t (g)Yp-1, (20.60) 

rде g- это 1юнстан-rа струнного взаимодействия ,в дуальном описании (см. 18.56). 
Так как Т-дуалъность является физической эквивалентностью, две массы, полу

ченные выш.е, должны совпадать. Действительно, каждая D-брана, с точки зрения 
наблюдателя в пространстве с меньшим числом измерений. представляется как 

точечная масса, и если массы не совпадают, то наблюдатель может уrверждать, 

что физика :изменЮiась. Приравнивая значения двух масс, находим 

Т11- 1 (9) = 21Г RTp(g). (20.61) 

Данное соотношение связывает натяжения D-бран в дуальных описаниях: Tp(g) 
является натя:жением браны в мире с константой взаимодействия g (мир с окруж
ностью радиуса R), а т,_ 1 (9) является натяжением браныв мире с константой 
взаимолеikтвия g (мир с окружностью R). Это соотношение межлу натяжениями 
,всегда ~справедливо, независимо от того, вокруг каких направлений рассматри

ваемая брана IНаматыiВЗется. Соотношение между натяжениями D~бран ( 18.57) 
выглядит икаче, nотому что сравнивает натя~ения в одном и том же описании, 
1'. е. с одной и той же константой ·струнного взаимодействия. 

Давайте теперь заново рассмотрим конфигурацию, обсУЖдавшуюся в ра:щеле 19 .3. 
!И мелось два компа~<тных измере-ния радиусами R2 и Rз. образующие 2-тор. Одно 
направление в мировом объеме D(p- 1 ) -браны расnолагалось вдоль диагонали 
тора. Для простоты nредnоложим, что друrме (р- 2) наnравления наматываются 
на комnактное пространство объема vp_2• Пусть в данном оnисании g обозна
чает :константу струнного взаимодействия. :Преобразование Т -дуальности вдоль 

окружности радиуса R3 nривело к Dр-бране с маrнитным полем и двумя направ

лениями; ~намотанными на тор ,с радиусами R2 j Rз . Другие (р - 2) направления 
на бране также наматываются на пространство объема V,-2· Пусть в данном опи
сании g обозн;ачает ~онстанту tтрунноrо взаимсщействия. Так как окру-А<.ность, 

думизованная в миrю Dр-браны, имее·т радиус Rз. то уравнение (20.61) дает 

(20.62) 

Для статичной D(р-1)-браны, расположенной вдольдиагонали тора,лагранжиан 
предсrаiВJiяется как энер.гия покоя браны со знаком минус. Эта энергия на самом 

деле .является произведением натяжения браны Tp-J (9) и ее объема. В ·свою 
оч~ередь, объем эrо произтщени,е Ур-2 на длину Ldiag вдоль диаrонали, поэтому 

(20.63) 
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В (19.47) поюrэано, что 21r·n'B = - tga, где а - уrол между диагональю тора 
1И rоризонтапьным наnравлением. Фактически, а = tg R3/R2 , согласно (19.55). 
Та,ким образом, маnнитное поле проrюрционально отношению радиусов: 

1 Rз 
21ГdВ=--. 

R2 
(20.64) 

Уравнения 20.62 и (20.64) позволяют переписать (20.63) в следующем виде: 

(20.65) 

Та!К как (l1rR2)(21rRз) -это объем тора, на который намотана Dр-брана, окон
чательно получаем 

(20.66) 

Если В= О, то воспроизводится лаrранжиан статичной Dр-браны. 

Для сравнения с лаrранжианом Борна-Инфельда рассмотрим уравнение 

(20.28), которое при Ё =О сводится к 

2н2 2 t = -ь 1 + - + ь . ,fil (20.67) 

.Как .ь2 , я.мяющийся множителем перед квадратным корнем, таiК и Ь2 , добав
ленный к С, быnи введены по причинам, 'более не существенным. Например, 

аддитивный вклад изначально был введен для сокращения постоянного ·слагаемо

ю в!. Теперь IПостоянное ~слагаемое необхоnимо~ так каiК оно выражает энергию 
:nо:коя D-браны в отсутствие элеК1'J)Омаrнитных полей. Множитель ЮЩ.!(ратноrо 
корня Ь2 бЬUi изначалыtо введен мя лоетижения стандартной нормировки дей
ствия Максвелла. Телерь общая ио,рмировка действия фиксирована (20.66). У нас 
нет возможности даже nеремасштабировать калибровочные nотенциалы. Норми

ровка калибро·вочноrо поля была зафиксJи:рована nри введении взаимодействия 

(16.54) с концами открытых струн. 
В итоге, знач·ение Ь = l/(21ra;), полученное сравнением квадратных корней 

(20.66) и (20.67) 1 должно использоваться только под корнем квадратным. Таким 
образом, в силу (20.29), лаrран:жи:ан D-браны (20.66) согласуется с nлотностью 
лафанжиаиа Борна-ИнфелЫJ.а 

(20.68) 

Здесь m, n - это имексы мирового объема Dр-браны, объемный множи

'тель v" 'был устранеиf потому что мы nерешли от лаrранжиана к его nлотности С. 
Данная мотость лarpaнжualia описывает ловеnение электромаrнитных полей на 
D-~браиах. 
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Q) Ynp:tiЖнeнue-paзNuHHtl 20.5. Предположим, что F23 =В является единствен
н,ой неиулевой компонентой магнитного поля. Вычислите плотность лагранжи

ана (20.68) для произвшьной Dр-браны (р ~ 3), и проверьте, <~tmo результат 
согласуется с (20.66). 

Плотность лаrранжиана (20.·68) позволяет найти электромагнитные nоля, nо
рождаемые концами открытых струн, которые, по соглашению, обладают заряда

ми единичной величины. Наnример, для статичной ориентированной открыrой 

струны, заканчивающейся в хо, зарядовая плотность задается p(i) = .6(i- io), 
где х пред.ставля•ет nространствеиную координату на D-бране. Тогда уравнение 
для D имеет вил 

v · fJ = fY(x- zo), 
- д! D-- дЁ. 

(20.69) 

Решение данного уравнения в частном случае содержится в задаче 20.7. Эrо ре
шение описывает струну, заканчивающуюся на D-бране. 

Анализ Т -дуальности для: электрических полей в разделе 19.2 подтверЖдает 
то, что (20.6'8) является плотностью лаrранжиана. Там мы рассматривали окруж
ность радиуса .R и D (р - 1) -бра ну, д.вижущуюся вдоль нее со скоростью v. Как 
на111исать лаrранжиан м·я nодобной D-браны? Для точечной частицы массы т 

.лаrраюкианом, согласно (5.8), является произведение ( -m) и релятивистского 
фактора J 1 - v2je. Плотностью лаrраюкиана струны является (минус) произ
ведение знерrии покоя части струны ( -Т0 ds) на аналогичный релятивистский 
фактор {см. (6.89)). Для движущейся D(p- 1)-браны 

(20.70) 

Перепишем данный лафаюкиан в nеременнмх ·т -:дуальноrо описания, в кото
ром имеется Dр.Jбрана с элеJсrрическим полем, наnраменным iщоль окружиости 

радиуса R, а струнная конс"tа:нта взаимодействия равна g. Значение электриче ... 
с кого поля связано ·СО скоростью браны как v 1 с = Р = 21rci Е (см. ( 19.34) ). Таким 
образом, .ttаходим 

(20.71) 

rде тзюке было исnользовано соотношение (20.61 ). Окончательно, nроизведение 

2п-R и V,-1 дает полный объем vp Dр=браны: 

L = - v,т,(u)J 1 - (21ra' Е)2• (20.72) 

В •случае постоянного электрическоrо nоля и нулевого магнитного nоля, этот 

лагра-юкиан правильно вос.производитс·я из (20.6'8). Эrо можно леrко nроверить; 
nоложив электрическое nоле R01 = -Е;;: единственной не равной нулю компо
нентой. Такмм образом, мьt получили ,.др:полн~~J_!ЬJJре, ~оказательство nравиль-
ности (20.68). ·~ . ~- 'i!L:.O, \ 

L_ 
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Задачи 

..,. Задача 20.1. Фун:кциоиа~ энерrии в нелинейной :t.nектродинамике 

(а) Согласно уравнению (20 . .21), полная энергия злектрома;rнитноrо 111оля U в 
фиксированном объеме V это 

U= /<D·Ё-L,)d3x. 
v 

Докажи11е, что в четЬiрехмерном пространстве-времени 

dU J(r.; дiJ - дВ) 3 -= l!J·-+H·- . dx. 
dt дt дt 

v 

(t) 

(2) 

(б) С помощью уравнений (20.1) и (20.21) покажите, что в отсуrствие источников 

dU f ·Ё -dt = - ·( х Н) · dii, (3) 

s 
где S - это иоверхность, ограничивающая объем V. Это уравнение показы
вает, что U ямяется постоянной, если электромагнитные поля ра,вны нулю 

на rранице и, таким образом, не выносят энергию за пределы V. U - это 
сохраняющаяся энергия. Действитсль!Но, в выр~ении Ё х Й можно узнать 
вектор f!lойнтинrа, Еыражающий локальный nоток энергии через единицу 

площади в единицу времени . 

..,. Задача 20.2. Емкость в теории 6орна-Инфепьда 

Емкость С конфигурации из двух про.водников определяетс.я как Q = CV, rде 
nроводни!КИ имеют заряды Q и -Q, соответственно~ а V -это разность потен
циалов между ними. 

~(а) Пусть См ~обоэнаt~ает емкость в теории Максвелла. Объясните, почему См 
я.вляется константой; не зависяшей от Q и V. 

(б) Рассмотрите конфигурацию их двух проводников с зарядами Q и -Q, и пусrь 
Ё.м(Ж) - это напряженность электрическоrо nоля меЖду проводниками в 
теории Максвелла. Докажите, что ~всякий раз; когда V в:., направлена оди
наково с Ем; поле D(f) в теории Борна-Инфельда AJHI той же зарядовой 
конфигурации, задается D(x) = Ём(f). Докажите, что в nодобных случаях. 
емкость Борна-Инфельда вcerna больше емкости Максвелла. 

(в) Рассмотрите моекий конденсатор rnощэди А и с расстоянием между пла
стиiНами d. Покажите, что емкость Борна-Инфельда C(V) равна 

-( . См 
С V) = Vl ~ (V /Vci2' 

где См= A/d- это емкость Максвелла и Vc = Ьd. Как можно интерпрети .. 
ровать Vc? 
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• Зодочо 20.3. Ду.ап1ьна11 попевая мапр11женноаь и инвариант Лоренца р 

(а) Покаж.ите, что замена F11v ~ FP11 соответствует Ё ~ -В tИ В ~ Ё. Про
верьте, что данные эамеиы являются преобразованиями дуальности для элек

тромагнитного пол:я (раздел l 7. t). 
Dt~v ('б) По кажите~ что инвариант Лоренца р = - r · F11v/4 может быть представлен 

как полная производная: р = -д11(f.pvpu FvpAu)/4. 

• 3одоча 20.4. Эпекrрмческме поля и точечные эар,.ды в высwих размерностях 

(а) Изучите 111Лотность лагранжиана (20.29) :в случае, если есть только электри
ческое поле Foi = -Ei в мире с D = d + 1 пространствеино-временными 
измерениями. Явно вычислите детерминант и покажите, что он принимает 

2 - -вид (20.40) при Е = Е · Е. 
~б) Вычисление детерминанта в п. (а) можно упростить. Мы доказали лоренц

инвариантность плотносп1 лагранжиана Борна-Инфельда и, тем самым, ее 

инвариантность относительно вращений. Рассмотрите плотность лаrранжи
.ана в начале отсчета, используя систему координат, в которой Ё направлен 
вдоль первой просrранственной координаты. Покажите. как почти триви

альное вычисление в такой системе координат может быть использовано для 

угадывания ответа, полученного в л. (э). 

(в) Энергия Uq точечного заряда Q в D-мерном прос1ранстве-времени пропор
uионалъна Q6

, где б - константа. Вычислите б. 

• Зoih:lчa 20.5. Вычисnение rамипьтониана 6орна-Инфеnьда 

Рассмотрите nолную плотность лаrранжиана Борна-Инфельда С, при Ь = 1: 

l = - J 1 - Е2 + В2 - (Ё . В)2 + 1. (i) 

(а) Покаж.ите, что 

- Е+(Ё-в)в 
D=----;;;========== 

~ 1 + В1 - Е2 - (Ё . JJ)2 
'·, 

(2) 

(;б) Задача, требуюшая усилий-, - это выразить Е через D. Она требует тонкою 
владения элементами векторной алгебры. Дпя начала заметим, что УiРЗвне
ние (2) имеет вид /(Е~ B)i>- Ё+ (Ё·В)В, где f - это скалярная функция. 
Покаж.ите, что 

Ё = f(Ё, В) (15 - {D х в) х в). 
1 + В2 

(3) 

Функция / содержит комбинаuию Ё2 + (Ё · Ё)2 • Для того чтобы ·выразить 
данную комбинацию через D и В, рассмотрите значения D2 и (D х В)2 • 
Теперь докажите, что 

(4) 
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{в) Так как теnерь имеется значение Ё, :вычиrсление гамильтониана становится 
относительно простым. Исnользуя (20.21), nо кажите, что 

1l = Jl + В2 + D2 + (D х В)2 - 1. (4) 

..,. .Задача 20~·6. Струна~ эаканчивающаяся на D-бране 

в теории Борна-Инфепьда: часть 1 

Динаммка элеtсrрОмагнитных полей на Dр-бране описывается (20.68). Однако мы 
знаем, что также существуют (d- р) безмассовых скалярных поля, находщихся 
в мировом объеме Dр-браны, возбуждения которой - это ее полеречные сме

щения (вспомните обсуждение после формулы (15.37)). Рассмотрите скалярное 
поле Х, соответствующее смещениям вдоль оси х, нормальной к бране. Действие 

Борна-Инфелъда может быть обобщено таким образом, что оно будет описывать 
каiК электромагнитные поля, так и поля Х: 

(1) 

Здесь пале Х - это функция координат хт на б ране ( Х - это не струнная коор
дината). Значение X(xm} - это координатах точки на бранес координатой хт. 

(а) Предположим, что на Dр-бране нет эле.ктромаrнитных полей, тем не менее, 
положим Х = v.t и попробуем ~описать движение D-браны вдоль нормального 

направления х со с~оросrью v. Покажите, что 

п 
[, = - Тр v 1 - -;?-

является оЖИдаемой плотностью лаrранжиана движущейся D-браны. Этот 

результат nодтверЖдает данную выше мнтерnретацию Х. 

Мы хотим вычислить плотность лаrранжиана ( 1) 18 случае, коrда есть только 

электрическое nоле Ё. Для удобства определим f = 21ra' Е. 
(6) Для уnрощения вьiчнсления детерминанта восnользуемся симметрийными 

арrументами, так же как в п. (б) задачи 20.4. Выберите координатные оси 
так, чтобы электрическое поле было направлено вдоль первой оси: только 

t 1 не равна нулю. В этой задаче присутствует дру·rой вектор: градиент V Х 
поля Х. Оси выбраны так, что этот iВектор лежит в москости, образован
ной первой и второй осями, так что отличны от нуля только (V Х)1 _ Х1 
и (V Х)2 = Х2. Покажите~, что при данных условияхдетерминант в (1) равен 

( ) -· 2 х·-2 ·х2 "'2 "'2 - 2 ( ) de't 7Jmn + . . . = - 1 + Х - 1 - . 2 + "'1 + "'1 Х 2 • 2 

(в) Вращательная ИНtвариантность детерминанта означает, что он может быть 

записан че1рез скалярные nроизведения векторов l и V Х и через скаляр Х. 
Воспользуйтесь этим свойством,чтобы найти 

(3) 
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!Рис. 20.1. Задача 20 .. 7: цруна, заканчивающаяся •на 0-бране, представляется 
в теории Бо[J)на-Инфельда решением, в котором деформи[J)уется сама брана 

..,. Задача 20.1. Струна, эаканчивающаяся на D-бране 

в rеории Борна-Инфепьда: часть 2 

Описание ·СТI'УНЬI, заканчивающейся на Dр-бране. в теории Борна-Инфельп.а 
содержит электрическое поле на бране, созданное з-аряженным концом струны, 

и возбуждение скалярного поля Х, сооТtветствуюшее смещению браны в на= 

прамении с-труны (см.. рис. 20.1 ). Данное направление считается нормальным 
к бране. Таким образомt можно нспользоват:ь wштность лаrранжиана (3), полу
ченную в зап.аче 20.6: 

(1) 

Здёсь элекrрическое nоле это: 

{ = 21Го'Ё = V'Ao ~ дтА1 

rле Ass- 21Га1 А11 • 

(а) Объясните, почему уравнения движенюt, wозни~кающие из вариации .4, вы
полняются при услов.ИИ1 что все поля не зависят от времени. 

Таким образом, будем предполагать, что все поля действительно не зависят от 

времени:. и, более тоrо, положим А= О, что ·соrласуется с допущением об отсут
ствии маrн!ИТНЬIХ полей Fij. В этом случае плотность лаrранжи,ана принимает вид 

(2) 
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1(6) Выведите уравнения nвижения, :возникающие из вариаций 6Х и 6.Ао дей
ствия,. соответствующеrо rтотнос1и лаrранжиана (2). Предс'I'Эвьте их в виде 
V · [ ... ) = О. Л окажите, что оба уравнения выполнены, если 

(3) 

для любого выбора знака .. 
(в) Покажите, что :когда выполняется { = V .Ао = ±V Х (уравнение (3) ), имеем 

а энергия 

З'адается выражением 

fJ = 21Га,т,t, 

U = 1 dPx(D · Ё- :С) 

U = Тр 1 tf х( 1 + { · Ё) . 

(4) 

(5) 

Первый член в U ·соответствует энергии покоя Dр-браны. Как будет обсуж

даТhСя далее, второй член дает эне:рrию, соответствуюшую струне, заканчи

вающейся на D-бране. 

Пусть r ·обозначает радиальное расстояние на D=бране. Решение для струны, 

закан·чивающейся 18 r = О, получается из решения уравнения V · D = + 6(r) (см. 
(20.69)). Решение для D (и для l) сферически симметрично; также и решение 
для Х, имеющее вид X(r). В дополнение предположим, что р ~ 3 и в этом 
·случае можно nотребовать, что Х(оо) =О (объясните почему!). Знак в { = ±V Х 
опрепеляет, расположена струна вдоль положительной оси х (как на рисунке) 
или вдоль О11РИUательной оси х. Какой знак следует выбрать для конфиrураuии, 
поnзаиной на рисунюе? 

{r) Покажите, что энергия U; =т" J dPx l · { бес:конечна. 
{д) Для интерпретаu.ии бесконечного эначеиия Us рассмо'фите область на 

D-бране с r > 6, а U8(д) пусть обозначает энергию; сооредоточенную в этой 
области. Покажите, 'ЧТо 

Us{6) = Тр 1 f1Px ~Х • VX = TpiX(.ь)l х Поток {через SP-1(6), (6) 

r>б 

где sP- 1{6) обозначает (р- 1)-мерную сферу радиуса 6. Наконец, сделайте 
вывод, что 

Us(o) = -1-IX(б)l. 
21ra' 

(6) 

Так как 1/(21ra1
) - натяжение струны, даннь1й результат подтверЖдает то, 

что Us(o) -это энерl'iия части струны, натянутой от х =О дох= IX(o)l. 
Пр·и 6 ~О энергия расходится, потому что это энерrия бесконечно длинной 
струны. 



Глава .21 

Теория струн и физи.ка частиц 

Конфигурации m·ересехающихся D6-бран в ПА-теории суперструн определяют струн!Ные 

модели физики ·частиц. Состояния открытых струн, доnустимые при nересечении бран, 
ПiРИВодят естест.венным обраэо·м к киральным фермионам - ключевым частицам С1'ан
дартной модели. Модули компактификации, являющиеся подr·оночными nар:аметрами, 

ПtРИВодят к неж·елательным бе.эмассовым скалярам и долж,ны быть стабилизированы. 
Комnактификации потоков дают стабилизацию модулей и приводят к крайiНе большому 
ландшафту струнных вакууftlов. Сущест,вование вакууiМОВ, вакуумная энерrия которых 

соответствует наблюдаемому в настоящее время зна'Чению, становится статистически 
nраsдоnодоб1-1ым. 

21.1 .. Пересе1кающиеся Dб-браны 

В этом ра~деле рассматривается конфигурация D-бран с набором с.войств, 

которые делают ее хорошей отправной точкой для построения ·струнной модели 

физики частиц. Так как необходимы фермионы, будем пользоваться десятимер

ной теорией суперструн. В эrой теории шесть измерений из десяти, х4 , ••• , х9 , 
выбираются в качестве малого компактною nространства конечного объема. Это 
необходимо для того, чтобы иметь эффективно четырехмерное пространство-вре

мя (с координатами х0 • х1 , -,?и х3 ). Компактное пространство nросто настолько, 
t~асколько эrо IВОЗМОЖ'iо; каждое измерение закручено в окружность, так что nо

лучается шестимерный тор Т6 • Будем nредnолаrать, что все окружности имеют 
одинаковый радиус R: zi ~ xi + 21rR дпя i = 4, ... , 9. 

Для nодучения эффективной четырехмерной теории Янга-Миллса требу

ются D-браны., имеющие по-крайней мере три пространствеиных измерения, 

расnоложеннЬiх вдоль пространствеиных координат х 1 
, х2 и х3 эффективного 

nространства~вре.мени. Таким образом, будем исnользовать Dр-браны с р ~ 3. 
Фактически, в данном разделе мы будем работать с D6-бранами в НА-теории 
CYJiJepcтpyн. Конечно же, это только олии из многих возможных выборов; ко
rорые мoryr быть использованы для посЦ)Оениst модели. T:aiOke будем доnускать 
nepec·eчeнiJ.te D6-бран. Когда две D-браны пересекаются, обнаруживается сектор 

·открытых струн, натянутых от одной браны к друrой и локализованных вбли

зи пересечения. При оnределенньiх обстоятельствах nодобные струны приводят 

к rюлям мат.ерии со свойС'I!вами фермионов Стандартной модели. Мы подробно 

рассмmрим :эт.от вопрос в разделах 21.3 и 2 1 .4. Наша основная uель в nанном 
!Разделе - это разобраться !В геометрии пересе.кающихся D-бран. 
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Давайте опишем д.ве 06-браны, пересекающиеся на торе r, вв-еденном ра
нее. Три из JJ~~евяти nрос11>анственных наnравлений д.есятимерноrо пространства

времени 06-браны имеют тиn Дирихле и шесть - тип Неймана. Как упомина-
- . - 1 2 3 

лось ныше, 11рИ направления типа Неймана должны быть х , х и х , а остальные 
три лежат на Т6 • Три направления типа Дирихле также находятся на Т6 • Положе
ние D6-браны может ·быть определено заданием значений координат вдоль трех 
наnравлений типа Диtрихле. Таки образом. пуСТh первая 06-брана определена 

•СООТНОШСIНИ:ЯМЯ 

D6-брана .#1: ~5 = х1 = ~9 =О, 
а вторая D6-брана определена соотношениями 

4 6 8 
06-брана #2: х = х = х =О. 

(21.1) 

(21.2) 

Точка при!Надлежит пересечению, если она принадлежит обеим 06-бранам. Усло
вия (21.1) должны :выполняться для любой точки, принадлежашей первой 06-
~бране, а условия (21.2) должны выполняться для любой точки, принадлежашей 
.второй D6-бране. В итоrе, точки принадлежат пере·сечению, если 

4 5 6 7 8 9 
условия пересечения : z = х = х = ж = ж = х = О. (21.3) 

Так как рассмотренные выше координатtЫ являются координатами на торе Т6 , 
ro .06-браны пересекаются в точке тора - точке (0, О, О, О, О, О). Однако, в nро
стран~стве-времени лересечение D6-бран это набор точек 

набор точек пересечения: (х0 , х 1 , х2 , х3 , О, О, О, О, О, О) при х0 , х 1 , х2) х3 Е R. 

(21.4) 
Пересечение D6-бран ,заnолняет эффективное четырехмерное пространство-время. 

Простой способ представить пересечение 06-бран состоит в описании шести~ 

мерного тора Т6 в терминах трех двумерных 2-торов Т2 • Пишем Т6 = Т2 х Т2 х Т2 , 
в том же смысле что и JR3 = IR х R х IR. Действительно, 6-тор эквивалентен 2-тору 
,в наnравлениях ж4 и х5 , 2-тору в наnравлениях х6 и х7 и 2-тору в иаnраме
IШЯх х8 и ::t9 . Эти три 2-тора nоЮtзэны на рис. 21.1. На кажnом Т2 к-аждая 

' 
3; !t ~ 

9 
' ж 

#2 #2 #2 

,( ~ 

[~ 
#l 3;4 #l z' #l zR 

T'l т 
2 т2 

Рис. 21.1~ Две D6-браны на ·т6• предtтаsленные каrк произведение т1рех 2-торов Т2 • Браwа #l 
расnолож•ена вдоль z4, ж~ и ж8 tи nОЯtвлй'етtя rкat< жирная rоризонrальная линия. Браwа #2 
pac,noJ1oЯteнa в,до:~~~ь жs, ж1 и ж9 и nоявл.яет~rя как Жtирная верт~капьная линия. Также nоkазана 

струна, натянутая междУ nepsoй и второй бранами 
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Та6пица 21.1 

Конфи1rурация ~вух пересе!Кающихсf! Dб-б,ран 
-· . . - . - - .. 

1 

ж1.2.з ж• жs ж6 ' ж7 ж• ж' ~оордината 

1 

D6#1 - .,.. • - • 
1 

- • : 

D6#2 - ,. - ·• - . • -
Сектор [11] NN NN DD NN DD NN DD 
Сектор [22] NN DD NN DD NN i DD NN 1 

Секrор [1'2) NN ND DN ND DN ND DN 

Сектор [21) NN DN ND DN i ND 1 DN ND 

Зшttе-юние. Координаты. вдоль которЬIХ расположены D-браны, оrмечен:ы знаком •-•, 
а хоордина11Ь1. нормальные к бране. отмечены ••~. 8 последних четырех строках указаны 

1 

rраничные УСЛОВИЯ ДЛЯ C1J>YJIHЬIX . KOOp,litИH8T В ЧетыреХ ВОЗМОЖНЫХ секторах открЫТЫХ 

С'фун 

брана возникает как линия; на самом деле, всле.дствие (21.1), брана #l появля
·ется как горизонтальная линия, а брана #2 появляется как вертикальная линия, 
вследствие (21.2). На каждом Т2 данные прямые линии на самом деле являют
ся ·окружностя.ми, потому что их конuы отождествляются. Две рассматриваемые 

06-браны перессжают.ся в точке на Т6 , потому что данные линии пересекаются 
в rочке на каждом Т2 • Оrметим, что nолное пересечение характеризуется тремя 
углами пересечения, no одному на каждый Т2 • В рассматриваемом случае эти 
углы ра.вны тr/2. На рисунке также 1\lоказана струна в секторе [ 12). На каждом 
из Т2 мы видим проекцию сtруны, натянугой от первой браны ко второй. 

no аналогии с другими конфиrурациями D-бран~ мы можем составить таб
лицу мя описания двух D~бран и граничных условий в различных секторах 

открытых струн. Результат зашtсан в табл. 21.1. ПримечателыiО; что в секто
рах (t12] и [21] струнные координаты вдоль ropa имеюr тиn DN или ND. Это 
ПРОИСХОДИТ ~nо.тому. ЧfО НЗ Kaжli.OM Т2 б·раны Пересекаются oprotoHWiЪHO. Оси 
выiбраи.ЬI таким образом .• чrо любая координата на Т6 лежит вдоль одной браны 
и ортоrоиал:ьиа друrой. fраничные условия для струнньtх координат nри nроиз

:еольных уrлах :пересеч~ения ямяются несколько более сложными. 
Нам интересны конфи!J)'рации D6-бран, полученные при более общих углах 

лересечения между линиями, соответствующими D-бранам на каждом Т2 • Для 
этой цели cnetpвa необходимо понять, как на 2-торе nересекаются две линии. 
Линии; которые будуr рассма11риваться, являются на самом деле ;Замкнуrыми 

прямь1ми линиями: nроекци.и бран на т.оры образуют либо окружности; либо 
отрезки с отоЖllествленными концами.. Эrо физически обосновано: натяжение 

'браны :застШUiяет их быrь прямыми,. Более тоrо, если ·они не замкнуты~ то их 
длина будет бесконечной. что nотребует бес.конечной энерrим покоя. 

Можно рабспать с торомt оп·ределенным на плоскости (~,у) путем отождесФ.~ 
лений z ~ х + 1 и у ~ у+ 1, rде, по соглашению, расстояние между отождес~ 1t 

"" 
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!Рис. 21.2. Отрезок. с~ди1Няющий точки (0, О) и (3, 1), и соответствующая замкнутая линия 
l = (3, 1) на (затемненном) т.оре. Отрезок nроходит сквозь три коnии фундаментальной области, 
т.ак что он n[редстаrвлен на фунцаментаJJьной области 1в виде трех отрезков, обозначенных а, Ь и с 

J1!енными точками выбрано равным единице. Данный тор можно рассматривать 

каiК единичный квадрат О ~ х, :У ~ 1 с граничными отождествлениями. Можно 
ислодьзовать дi83 взаимно простых целых числа (m, n) для описания ориентиро
ванной замкнугой линии на этом торе: данная линия строится на плоскости (х, у) 
ка!К ори,ентированный прямой отрезок, nроведенный из начала координат (О, О) 
в точку (m, n). Torna отождествления моrут бьtть исnользованы мя ра,сщюстра

нения отрезка на весь квадрат О~ х, у ~ 1. qтметим, что при отождествлении 
(т, n) ~ (0, О), поэтому данный отрезок являетсЯ замкнугой кривой на торе. Так 
как т и n взаимно 'Просты, отрезок на ruюскости не приходит ,в точку с целыми 

координатами нигде, кроме своих концов .. Это озна·чает, что линия на торе не за

мыкает-ся, прежде чем заканчивается OllpeЗOK. Еслитиn не взаимно проСТЬI, то 
их наибольший общий делитель ямяется числом витков данной линии на торе. 

Мы будем рассматр.ивать линии. мя которых т и n взаимно просты. Если одно 
(ИЗ двух uелых чисел - это ноль, то оставшееся должно быть либо плюс либо 

минус один~ иначе кривая будет мноrо:кратно намотана. Пример линии (3, 1) 
nо.каэан на рис. 21.2. 

Тепер,ь рассмотрим линию l 1 = (m1, n1) и друrую линию i2 == (m2, n2). Во
прос: сколь~о раз на торе эти линии пересекаюrся? Ответ в просrом уrверж.аении 

(мы обсудим его происхоЖJlение ч:угь nозже): число nересечений #(l1, l2) -это 

(21 .5) 

Данное число пересечений можно иrНтерпретировать как z -компоненту вектор
ною nроизведения (m1, n1• О) и (m2, n2t 0). Это означает; что число пересече
tний совпадает с площадью параляелоrрамма, ограниченного векторами l 1 и l2. 
Число пересеч,ений, в том виде в каком мы его определили, является анти~ 

симметричным относительно nерестаноеки двух линий: #(iJ; l 2) = -#(l2,lt). 
Знак, ассоциированный с перес·ечением, имеет ёмысл., потому что мы оперируем 

с ориентщюванньtми линиями. При #(ti, l 2) > О, ориентированная линия li 
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расnолагается в одном наnравлении с 1..2 .после nоворота против часовой стрелки 

на уrол, меньший 1r . При #(l1, l..2) <О выравнивание происходит после поворота 
по часовой стрелке на угол, меньший 1r. Наnри1мер, число пересечений l 1 = ( 1, О) 
с l2 = (0, 1) равно 

(21.6) 

Соrласованнос со знаком мюс, вращение l 1 = (1, О) .против часовой стрелки на 
уrол 7r/2 приводит к l 2 = (0, 1). Так как мы оперируем с пр.ямыми линиями, уrол 
nересечrения в каждой точке пересечения одинаковый и вращение, требуемое для 

выравнивания ориентированных линий, имеет одинаковой тип. 

(9 Y.npliЖн~tнu~t-pa3NUIIIlD 21.1. Ptwcмompume l 1 = (-1, 1) и t 2 = (1, 1). Вычислите 
#(l1, l2)" отождествите точки пересечений на торе и убедитесь, что знак числа 
п'ересечений соответствует ожидаемому. 

Нарис.21.3показанопересечениелиний l 1 = (3, 2) и l2 = (1, 2).Линия О~ж, 
у~ 1 на квадрате t ,1 поямяется в виде четырех отрезков, а линия l2 появляется 
в BИllle двух отрезков. Во внутренности :квадрата имеются две точки пересечений. 

4 
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Рис. 21~3. Линии L1 (3. 2) и l 2( 1, 2) на (затемненном) торе пересекаются четыре раза. 
Кл~тка С, натянутая на l 1 и l 2, ЯВJiiяется парал.nелоrра·ммом с nлощадью, равноi4 четырем 
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На горизонтальных сторонах есть одна точка пересечения (на двух сторонах 
она отождестмена). Также есть одна точка nересечения в углах, которые все 
отож.аесrвляются. В целом, это nриводит :к четырем точкам пересечений. Число 

лересеч,ений мож:ет 6ыть вычиСJriено напрямую nосредством (21.5), и получается 
ожщаемый ответ; #(l1, l 2) = з: х 2- 1 х 2 = 4. 

Формула (21.5) п.ля числа пересечений дает ноль в случае пресечения линии 
с самой собой. Такая линия полностью совпадает сама с собой и в чем тогда 
смысл нуля? Ero значение топологическое: одну из двух данных совпадаютих 
на rope линий можно немножко сместить и nолучить ситуацию, в которой линии 
более не пересека'ЮJ1ся. Например, рассмотрим линию ( 1, О); немного смещенная 
·версия этой замкнуrой линии: О ~ х ~ 1, у = t, где .f - малое положительное 
число. Но:вая замкнугая лиrни·я не .IИмеет общих точек с замкнугой линией (1, 0). 
'Число пересечений - эrо топологическая величина; приблизИтельно, число пе
реоечений двух линий не изменяется nри малых деформациях этих линий. Вот 

iПочему число пер.есечений совnадающих линий равно нулю. 

Q) У.nрDЖнение-рDЗNuнна 21.2. Покажите на торе линию l = ( 1, l) и вторую линию, 
параллельную t, которая получена малым смещением l. 
1'еперь кратко поясним про!ИсхожденiИе (21.5). Рассмотрим плоскость (х, у) 

с 11редыдущими единичными отождесrвлениями х ~ х + 1 и у ~ у + 1, и nоду
маем о решетке точек с целочисленными координатами. Базис такой единичной 

tКЛетКИ на решетке состоит из векторов (1, О) и (О, 1). ОтоЖдествления на еди
ничной клетl)(е дают единичный тор. Клетка С с базисными векторами l 1 и i 2 
ямяется параллелограммом с не которой целочисленной площадью 1. С можно 
использовать для построения большого тора С путем склеивания параллельных 
сторон .f. Если произвольную точку на плоскости обозначить как х = (х, у), то 
большой тор возникаеr nри отождествлении х ~ х + l 1 и х ~ х + t2• Мы хотим 

f.IО:КазатЬ; 'Ч'fО ПЛОЩадЬ 1 тора С - ЭТО ЧИСЛО nересечеНИЙ ЗаМКНУfЬIХ ЛИНИЙ l i 
и l 2 на единичном торе. Про решетки хорошо известно, что тор С содержит 1 
:копий IGаждой точки на единичном торе. Дава.йте теперь вычислим nолное число 

копи:И; возникающих из набора точек nересечений на iединичном торе. Для этого 
необходимо найти все nересечения меж:.а.у всеми коnиями l 1 и &семи копиями 

l 2• Тор С содержит 1 копий линJш l 1: одна коnия задается как край i 1 клет
ки С (и друrой nараллельный край), и оставшиеся (1 - 1) копий- это отрезки, 
nараллельны,е l 1, проходящие через внутренность С. Аналогичным образом, С ..... 
содержит 1 коnий линии l 2• На С каждая копия ;{1 nересекает один раз каж-..... 
дую копию l2, поэтому всего имеется 1 х 1 различных точек nересечений на С. 
Оrсюда следует; что на единичном торе существует 12/1 = 1 различных точек 
nересечений. Это то, что MIЬI хотели доказать. 

(!) Упрожнение-разNинна 2.1. .3. Обмените~ n()Чему внутренность С содержит ( 1- 1) 
точек с целочисленными координатами. Также обьясните, почему копии l 1 и l2 
но внутренности С проходят через точки с целочисленными координатами. 

(9 Ynpt~жнeниe•pll:iiiiiннo 21.4. Найдите :координаты точек переtечений между 
линШIМu f 1(3, 2) и l 2(1, 2) (рис. 21.3). Выразите ваши omsemы, исполыуя точки 
на едини~ной клет'Ке О ~ ж, :у ~ 1. 
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Теперь можно вернуrься к 06-бранам с тремя направлениями, намотанными 

на ~. Каждая намотка задается тремя линиями (l1, l2, lз). Линия li nредстав
ляет IНапрамение D-бpaiHbl на i-ом торе Т2 • Первая 06-брана из llредыдущеrо 
!Примера описывается теперь l 1 = l2 = lз = (1, О). Вторая брана описывается 
l 1 = 12 = 13 = 1(О, 1). Когда D6~брана задается тремя ориентированными линия
ми, то, на самом деле, 'трехмерному подпространству 06-браны, лежащему на Т6 , 
пр.иписывается некоторая ориентация. Ориентация цространства размерности k 
оцределяется выбором ориентированного набора k линейно независимых каса
тельных векторов .. Например, двумерная nлоскость {х, у) может быть ориентиро
вана с использованием упQрядоченной пары касательных векторов (( 1, 0), (0, 1)). 
Интуитивно эт-о определяет на данной плоскости циркуляцию; циркуляция -
это направление, в котором необходимо вращать первый вектор (на угол мень
ший 11' ). чтобы расположить ero вдоль второю вектора. Более простым способом. 
·орие.нтация поверхности в.нуrри :R.З определяется ориентированным наnравле
нием~ нормальным !К nоверхности. Для. трехмерного подпространства 06-браны 

лежащеrо на Т6 , набором упоряцоче1нных векторов является (l1, l2, lз) . 
Рассмотрим теперь общую ситуацию, в которой имеется две Dб-браны, а 

и Ь, каждая из которых имеет три направления, намотанных вокруг т". Подобная 
конфигурация задается 

Dб-брана а: ( l~a), l~a), t;a>). 
D6-брана Ь: ( f.Ь), l~Ь), l~Ь)). 

(21.7) 

Сколько раз 06-браны пересекаются на Т6? Они пересекают-ся такое число 
раз 10ь, котQрое равно произведению чисел лересечений соответствующих линий 
на каждом из трех 2=торов. Действительно, общая точка лересечения на Т6 

.получается выбором одной точки пересечения. на каждом из трех 2-торов. Таким 

образом, :имеем 

(21.8) 

- , , t '(a) ( а а) .JЬ) ( ь ь} Если положить ,i = mi , ni . .и li = mi. ni , то 

3 

luь = П (mint - т:nf). (21.9) 

*""' 1 

Число lаь имеет :знак, у которого есть непосредственная интерпретация. Так как 

имеется три пересе,чения, то существуют три вращения, необходимые для вы

равнивания 'браны а ,с браной Ь. Знак Iаь отрицателен, если число врашений 

по часовой стрелке нечетно, и положительно~ если число вращений по часовой 

'C'rl)eJiJKe четио. lаь - эrо число пересечений двух ориентированных 06-бран. 
В моделях физики частиц, построенных с nересекающимися 06-бранами, из от

•ФЬiтых струн, локализованных около каждого nересечения, возliикают четырех~ 

мерные киральные фермионы. Боле'е roro, знак числа пересечений определяет 
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ориентацию ОТJфЬIТiых струн, соответсmующих киральн:ым фермионам. Эти во

просы будуr рассмотрены более детально в разделе 21.3 и 21.4. 

Если 14ь =О, то по-крайней: мере одно из трех чисел пересечений #(l~a), l~Ь)), 
i = 1., 2, 3, до]l)I(Но быть равно нулю. Предположим, что число пересечений равно 

нулю толь:ко для i = 1. Тогда l~a) и l~Ь) дол:жны бытъ либо параJIЛельными, либо 
антипараллельными. Так как эти линии определяются взаимно просты ми целыми 

числами, необходимо положiИть l~a) = ±t~ь). Тогда две D-браны на наборе n 
окружностей совпадают: окружность - это общая замкнугая кривая на первом 

rope, а n - это абсолютное значение произведения ·чисел пересечений на втором 

и третьем торах. ЕС11и l~a) немножко смещена так, что она не совnадает с t1Ь), то 
тогда у двух D-бран также не будет обших точек. Имея это в виду, мы говорим, 

4iТО две бранЬI ·с нулевым ЧИСIIОМ пересечений не пересекаю11ся. 

21.2. D-браны и капибровочная 
rpynna Стандартной модепи 

Мы видели, что в MИiJIOBOM объеме N совпадающих D-бран существует 

U(N)-калибровочные поля, или калибровочные бозоны, чья низкоэнерrетиче
,ская динамика описывается теорией Янrа-Миллса с калибровочной группой 

U(N). Калибровочной бозоны Стандартной модели- глюоны, w± и Z, и фо
тон - все описываются теориями Янга-Миллса. В этом разделе мы будем 
изучать калибровочную .группу Стандартной модели, обращая особое .внимание 

на nодобие конфигураций 0-бран, из которых они могли бы возникаТh. 
Начнем с rлюонов - калибровочных бозонов, ·яв.ляющихся переносчика

ми цветового сильного взаимодействия. Глюоны описываются четырехмерной 

SU(З)-теорией: Янга-Мrиллса. Эта теория близко связана с U(З) теорией Янга
Мишtса., возии.кающей при низких энерmях на мировом объеме трех совпада
юших DЗ-бран (см .. раздел 15.3). Мы оос11ользуемся бранным описанием для 
понимания того, что такое SU(З). Конфигурация D-бран для U(3) показама 
на р:ис. 21.4, где D-браны были разделены в uелях демонстрации различных 
струн. Существуют девяtъ от!КрЫ11ЫХ струнных секторов; они нумеруются [ij); 
при i, j = 1, 2, 3. На рисунке л оказано по одной струне из кажnоrо сектора. 
Каждый сектороодержит сnrунное сосrояние, соответствующее некоторому ка~ 
.либровочному по.лю. 

Каждая из трех D-бран обладает своим собственным полем Максвелла. Эrи 

три поля Максвелла A(i)p (i = 1, 2, 3) ассоциированы с состояниями а~ 1 l(ii]), со
ответствующими открытым струнам; начинающимся и заканчиваюшимся на од

:ной и ·юй же D-бране. Записывая а-1 j(ii)), мы не стали указываТh у состояний 
.импульсные индексы и осцилля11ориые пространствеино-временные индексы. 

С помощью этих калибровочных полей можно построить общий J<Ласс состояний: 
3 

·2: A(i)a-JI(ii)), (21.10) 
i=J 

rде nросrр-ансrвенно~в,ре.менные индексы калибровочных nолей также опущены. 
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Рис. 21.., .• Три 0-браны, п1ривоДJ1щие к U(З)-калибровочным бозонам. Дл.я удобства браны nока
:занlы !Разделенными, однако nодразумевается, чrо они совnадают. Показаны девять струн, каждая 

mринадлежит одному из девя11и струнных секторов 

Теперь рассмотрим взаимодейС'I!Вия, однако оrраничимся низкими энерги
ями, при !Которых струнные взаимодействия сводятс·я к теории Ян га-Миллса. 

Поля Максвелла Ащ не взаимодействуют друr с другом~ потому что правило 
комбинации секторов (15.59) не позволяет этого: концы различных струн нико
гда не л~ежат на одной бране. Так как поля Макс:велла являются свободными, то 

•самодействие» -rакже отсут.ствует. Однако, поля Максвелла А(а) взаимодействуют 
с любым состоянием, обладающим ~лектрическим заря..щом. Из девяти калибро

nочных полей в рассматриваемой конфигурации D-бран, три поля Максвелла 

Ащ ЯВJilяются выделенными. Все вместе они ·составляют максимально возмож

ный набор калибровочных полей, не взаимодействующих друr с другом. 

Любое струнное состояние характеризуется значениями зарядов q1, q2 и q3, 

кото,рыми оно обладает по отношению rno.nям Максвелла A(l), А(2) и А(3), со

отве'КПЗенно. Данные заряды сосrояния суммарно обозначаются как (q1,q2, q3). 

Л о соrл.ашению, ·ориентированная открытая струна обладает единичным отрица

тельным зарялом на конце и = О и единичным положительным зарядом на кон
це и = 1r. Например, струна в секторе [ 12) обладает зармам и ( -1, 1, О). Здесь 
.q, = -1, ·так как струна начинается на nервой бране, q2 = + 1, так как струна 
заканчивается на второй бране, и q3 = О, nотому что ни один из концов не лежит 

на третье~ бране. Для любой струны, натянугой от одной браны к другой, отлич

ной от нее, бране, один заряд име·ет зн;ачение плюс один, другой - минус одинt 

а Ц>етий равен нулю; сумма трех зарядов равна нулю. На самом деле для струны~ 

IНачинающейс.я и заканчивающейся на ·Одной бране, все зарялы равны нулю. 

Если думать о струне в :пределеt в котором (>На становится точ:кой с простран~ 

,ственно-временными координатами х11 , то существование трех зарялов nодразу
мевает ·Следующее взаимодействие траеnории с полями Мак:свелла: 

3 з 

2.; q; 1 Ащdж = 1 (~A(i)qa)dx. 
,t='' t-1 

(21.11) 

В силу ~(21.10), замена базиса в пространстве состояний, натянутом на a =t l(ii])~ 
nриводит к линейному переопределению п•олей Ма:ксвелла. С другой стороны, 

(21.11) означает, что линейное переоnределение полей Максеема приводит к ли
нейному nереопределению зарядов. 
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Так как идея переопределения полей и 3арядов может быть незнакомой, 

приведем пример. Рассмотрим два поля Максвема At и А2, и пусть (q1, q2) 
обозначает заряды заданной частицы по отношению к вышеуказанным полям 

Максвелла. У-гверждение состоит в том, что физическая система может быть 
описана с использованием другого набора полей Максвелла с другими зарядами. 

Чтобы nродемонстрировать это, введем новые поля А± = (А 1 ± A2)/Vl, постро
енные из исхQдных полей А1 и А2 • При таком подходе. сумма в правой части 
(2 J .11) содержит только два слагаемых и може'f быть nереnисана в виде 

(21.12) 

rде мы определили f± = (q1 ± q2)fvfi. Мы требуем, чтобы физика могла бытьопи
>еана с испол.iЬЗованием nолей Максвелла А+ и А_ и частиц с зарядами (q+, q_). 
Например, представим две заряженные частицы. В первом оnи·сании (с исполь
зованием А.1 и А2 ), nервая частица обладает зарядами (1, О) и вторая частица 
оопадает зарядами ~(О, 1). Очевидно, чrо эти частиuы не испытывают электро
статиче·ского взаимодействия: вторая частица не обладает зарядом относительно 

А1 , а первая частица не обладает зарядом относительно А2. Теnерь опишем те же 

две частицы с помощью полей А+ и А_. Новые заряды равны [ l/v'2, l/J2) nля 
первой част.ицы, и [ 1/./2, - I/V2] для второй частицы. Взаимодействие между 
частицами теперь приводит к двум взаимосокращающимся вющдам : две частицы 

'обладают одинаковым зарядом опюсительно А+, однако они обладают также 
зарядами относи11ельно А_ одинаковой величины, но противоположных знаков. 

Суммарное взаммодействие по-прежнему равно нулю. В общем, можно убедить

ся, что электростатическое взаимодействие между произвольными заряженными 

частицами: не изменяется. 

Q) Упражне.ние-розиинко 21.5. Рассмотрите две ч.асти.цы с зарядами (q1, q2) и 
( q), q~), .соответственно. Электростатическое взаимодействие между ними 
11r;ропорционально q1q~ + q2q2. Лусть переопределенные заряды двух данных ча
стиц ~ это q+, q_ и q~) lj_, coam8emcmeeннo. Покажите, что q+q~ +q_q~ = 

= (Jd (J~ + q2q~. 
Возвращаясь к рассмаТРиваемой бранной конфигурации, теперь потребуем, 

чтобы девять калибровочных полей могли быть разбиты на два набора, такие, что 
!КаЛИбровочные rюля .из одного набора не взаимодействуют с .калибровочными 

ПОЭ11Я.Ми и.з второго набора. В одном наборе находится восемь калибровочных 

nолей; а в другом наборе - одно калибровочное поле. Это особое ·калибровочное 
поле ·яаля,ется nолем Максвелла А(з), соответствующим ·Состоянию 

(21.13) 

Так как поля Максвелшt .взаимолейст.вуют только с заряженными объектами. 
достаточно nоrсаэать, что никакое из калибровочных полей не обладает связанным 

с ним зарядом. На самом деле уmерждается, что заряд q0 ), ассоциированный 
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(21.14) 

Если эrо ьыраж:е!Ние выполняеl'Ся, то уmерждение справемиво; мы видели, что 

сумма трех зарядов равна нулю для любой сТ,руны, полностью прималлежащей 

рассмаТ,риваемой конфиrураuии D-бран. 

Для доказательства данных утверждений, рассмотрим замену базисных со

стояний, соотв.етствующую общему обратимому линейному преобразованию: 

3 

ls;) = L MijO-tl(jj)), i = 1, 2, 3. 
j=l 

Это матричное уравнение можно переписать в матричных обозначениях 

s=Mv. 

(21.15) 

(21.16) 

Здесь s обозначает вектор-столбец с элементами ls;), v обозначает вектор-столбец 
с элементами а_ 1 1 [ii)), и М - это обратимая матрина с компонентами Mij. 
Обозначая вектор-строку с элементами А как A(i), мы видим, что общее ·состоя

ние в (21.10) может быть переписано в виде точечного умножения: 

А · v = А· м-1 Mv = лм-' · s = А. · s, (21.17) 

rде А = лм-t обозначает поля Максвелла, соответствующие новым базисным 
состояниям. Теперь уравнение (21.11) :можно использовать м я нахождения но
вых зарядов для новых полей, которые являюrся линейными комбинациями 

·старых зарядов. Рассма11J)и:вая пары соответствующих полей и зарядов, и обозна
чая вектор-столбец зарядов q как ,q,, имеем 

3 

Е Аюq; = А . ~q = АМ-• . м q = л . м q - .А. q. (21.18) 
·i=J 

:здесь новые заряды cj выражаются через старые заряды q 

q=Mq. (21.19) 

Мы видим, что мат,рица М, определяюшая новые сrосrояния (21.16), также опре
деляет новые заряды. Это вnoJн-te разумно, так как уравнения (21.10) и (21.11) 
демонстрируют, что состояния и заряды взаимодействуют с nолями одинаковым 

способом. Подученный результат показывает, что (21J3) щ>и!водит к (21.14). Это 
именно то, что необходимо было обосновать, чтобы заключить, что Am oтщenJIIя~ 
ется от <С)с-rалъных восьми калибровочных полей в конфигурации D-бран. Можно 

доказать, что остальные восемь калибровочных полей не могут быть далее раз

биты на паборы nолейf попарно не взаимодействующих друг с другом. 

Есть один небольшой вопрос, который следует задать. Для того чтобы кор

ректно задать заряды, необходимо сохранить нормировку F 2 в действии для 



5э ~ Глава 21. Teonuя cmP.'"H и физика частиц 
·---------------------у----~3-------------------------

!liloлeй Максвелла .. Пусть F и F обозначают вектор-строки полевых напряженно
·стей, полученных из веiсrОр-с-трок калибровочных nолей А и А, соответственно. 
'Тогда сооmошеНiие А = Ам означает, что F = FM. Сумма слагаемых F 2 

- это 
lilpocro F · F., где правый множитель необходимо понимать как вектор-столбец, 
lilолученный транспонированием вектор-строки, обозначаемой тем же символом. 

В итоrе, иJМеем 
- т- - т-F·F=iFM·M F=F·MM F. (21 .20) 

Чтобы nолучить слагаемые F с та1юй же нормировкой что и у ~слаrаемых F 2
, 

~необходимо иметь М м т = 1, т. е. матрица М должна быть ортогональной. Это 
не является жестким ограничением; ортогональная М nолучается, если (21.1 3) 
ДОfiiОЛНIИТЬ СОСТОЯIНИ.ЯМИ 

1 
1Js1} = ~(a-ail(ll]) +а-•1(22]) +а-•1[33])), 

1 
ls2} = v'2(-a_,l(t1)) +а-•1(22))). 

(21.21) 

(!) У.прожнение-разминко 2.1.6. Явно выпишите матрицу М и проверьте, что она 
ортогональна. 

Интересно заметить, что отщепленное калибровочное поле получается добав
лением похожих состояний от каждой из трех D-бран. Можно таюке рассмотреть 

состояние 

а~ 1 )[11)) + а~ 1 1[22)) + а~1 1[33]), (21.22) 

rде индекс а соответствует наnравлению, нормальному к D-бранам. Данное со

,стояние связано со ,смещением полного набора D=бран в направлении х4 (см. об
суждение после (!15.37)). Также как калибровочные поля на D-бране порождали 
безмассовые скалярные возбуждения, описывающие ее движение, состояния. 

рас,смО'fil)енные выше; порождены отшепленными калибровочными полями. 

Ранrее уnоминалосъ$ что теория .калибровочных n·олей Максвелла :это U(l)
reopия Янга-Миллса. Было также показано, что U(З) теория Янrа-Миллса де
вяти вэаимодейству:ющих калибровочных полей на трех совпадающих D-бранах 

содержит отщепленную U ( 1) -теорию, которая была явно предъявлена. Оставши а 
,еся вооем.ъ взаимодействующих калибровоч.ных полей определяют так называе

мую SU(З) калибровочную теорию. Эта теория, описывающая динамику восьми 
'безмассовых rлюонов квантовой хромодинами.ки (кхд). С точки зрения теории 
rрупп, U(J) - это группа 3 на З унит.арных матриц и SU(З) - эrо подгруnпа 
U (З), полученная рассмотрением унитарных матриц ·с един1Nным детерминан
том. Связь между группой .U(З) и группами SU(3) и U(l) записывается в вИ11е 

U(З) = SU(З) х U(l), (21.23» 

rде nокятие про:изведеиия исnользуется дпя групп, дейсmующих не.зависимо. 

Уравнение (21.23) описывает локальную связь межцу групnами, являющимней 
также многообразиямн; оно не учитывает вопросы т.onoJJ..orичecкoro характера. 
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Наш физический анализ частично по.u:rверждает :это nонятие, однако не показы

.вает, что два фактора соответствуют калибровочным теориям, чьи поля не взаимо

действуют друг с другом. Цветовое взаимодействие описывается группой SU(3), 
поэтому для nолучения этой теории из конфигурации с тремя совпадаю щи

ми D-бранами необходимо осознать роль дополнительного поля Максвема. Об
суждение этого вопроса будет продолжено в следующем разделе. В общем случае, 

U(N) = SU(N) х U·(l), (21.24) 

rде U(N) - эrо теория с N 2 калибровочными полями и SU(N) - это теория 
·С N 2 -1 калибровочными rю.лями. Как указывалось ране·е, U(N)-калибровочнь1е 
шmя возникают 1в мировом объеме N совпаnаюших D-бран. 

Полный набор калибровочных бозонов Стандартной модели описывается 

теорией Ян га-Миллса с калибровочной групnой 

SU(З)c х SU(2)u х U~(l)y. (21.25) 

Нижние индексы обозначают: цветовой (с), слабый (w), и rиnерзарЯд (У). Мно
житель SU(2)w х U(1)y оnределяеттеорию Янrа-Миллса. Для SU(2)w существу
ют 22 

- 1 = 3 калибровочных бозонов. Чтобы реализовать SU (2)w через 0-бра
ны., необходимо иметь две дополнительные совnадающие D-браны. Такая па

ра D-бран не должна совnадать с тремя uветовыми D-бранами, необходимыми 

для получения SU(З)c, иначе возникла бы U(5)-rеория Янга-Миллса. Если два 
данных набора бран разделены, возникает калибровочная 1rpyпna 

U(З) х U(2) = SU(3) х SU(2) х U(l) х U(l), (21.26) 

rде было дважды исnользовано ооотношение (21.24), причем порядок rpynno~ 
вых сомножителей не важен. Естественно задаться :воnросом.; может ли один 

из множителей U ( 1), или, может быть; комбинация двух, отождестВJi!ена с rи
перзарядовым множител~ем (21.25). Если бы мы эаботмись только о калибро
вочных боэонах, то otвer был бы nоложительным. Однако, в Стандартной мо

дми необходимо также приnисат.ь правильные rиперзаряды фермионам. Этого 
нелызя ластичь с множителем U( 1) в (21.26). По-крайней мере две доnолнитель
ные D-браны оказы::ваюТ<сЯ необходимыми, эrот воnрос будет дальше обсуждаться 
.в следующем разделе. 

Для roro чтобы редуцировать калибровочную rpynny (21.25) к той, которая 
наблюдается при низких энерrиях, необходим процесс нарушеRия симметрии. 

Для (2 :1.25) получается двенадцать безмассовых калибровочных nолей. Однако 
известноt что nр:и низких энерrиях некоторые из калибровочных полей Стан

дартной модели являются массивными. Действительно, три из четырех калибро
вочньJх полей в SU(2)w х U(l)y nри нарушении симметрии nриобретают массу 
.и даюr w+. w- и Z0. Четвертое калибровочное nоле остается безмасоовым; это 
фотон, возникающий как: линейная к:омбинац:ия nшерзэрядового nоля и одного 

калибровочного поля .в SU{2)w-множиrеле. Лосле нарушения симметрии калиб-
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ровочной rруппой стано·виt'СЯ 1 > 

SU(З)c х U(l)em· (21.27) 

Нарушение симметрии запускается, когда определенные заряженные скаляр

ные nоля,- поля Хиггса,- nриобретают вакуумные значения. В этом процессе 

не только КаJi/ибровочные поля, но и фермионы приобретают массу. Это приводит 

нас к рассмотрению фермионов, которые обсуЖJilаются .далее. 

21.3. Открь1тые струны и фермионы 
в ·Стандартной модели 

В иредьшущем разделе мы обсуждали калибровочные бозоны Стандартной 

модели и изучили конфигурации D-бран, необходимые для их получения. Чтобы 

исnользоватьтеорию струндля описания nолной Стандартной модели, необходи
мо рассмотреть частицы вещества rи зарялы, которыми они обладают. Эrо основ

ная тема данного раздела. Также 'бУдУif сделаны предварительные наблюдения, 
касающиеся представления фермионов в виде струн, заканчивающихся на кон= 

фигурациях D-бран, содержащими калибровочные бозоны. Вложения полной 

Стандарrной модели в некоторую конфигурацию D-бран подробно обсуждается 

в следующем разделе. 

Давайте начнем с изучения некоторых основных свойств фермионов в четы

рехмерном пространстве-времени. Для этой цели рассмотрим прототиn ферми

онноrо поля сnина -1/2; подобное поле описывает массивную частицу вместе 
с (отличной от нее) античастицей. Классическим примером является поле дира

ковского элекr.ро:на, О'IПtсываюшее электрон е- и ero античастицу; позитрон е+. 
·nредставим теперь мир, в t<о-гором масса элеК'фОна и масса nозитроны равны ну
лю. Тоrва состояния частицы будуrхарактеризоваться спuральностью- спиновым 
уrлrовым моментом 'Вдоль направления двИЖrения. Если сппралышсть nринимает 
значени,е + 1/2, ro rоворят, что фермионное состояние ·обладает nравой кирально
стью. Если спкральностъ принимает значение - 1/2, то rоворят, что фермионное 
сосrояние обладает левой киральностью. Это не так уж сильно отличается от то

rо, как мы характеризуем фотонные состояния с помощью базиса состояний 

·с правой и левой поляризацией; это действительно фотоны определенной спи

ральности. Массивные фермионные состояния также могут характеризоваться 
сnирапьностью, однако в этом случае, описание· не является лоренцwинвариант

ным. Представим массивный фермион, движущийся со скоростью О < Vx < с 
вдоль оси х лоренцевск·ой системы отсчета S, и имеющий сnиновый угловой 
моме.нт) направлениый адоль .nоложительной оси х. Это фермион с nоложитель

ной спиралъностыо. В лоренцевекой r.системе отсчета S', движущейся: вдоль оси х 

~) Ин.ц,:екс ~m в (2J.27) mоказывает, что U(l) - rpynna симмёТрии электромагнитного поля. -
Прим. ред. перевода. 
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'СО скоросrью v > Vx, частица движется в направлении отрицательных х' t однако 
ее угловой момент не меняет направления. В системе отсчета S' частица име
ет отрицательную спиральность. Если ·эта частица безмассо~; то она движется 
со скорОстью света, и невозможно изменить ее угловой момент на противополож
ный, меняя лоренцевскую систему отсчета. В дальнейшем будуr рассматриваться 

только безмассовые фермионы. 
Пусть f обозначает фермионную частицу, а l обозначает ее античастицу. 

В этих обоонач·ениях е- 1И е+ .соответствуют /IИ 1, соответственно. Тогда кванто
вая теория поля, описываюшая эти чаС11Ицы, будет содержать не только операторы 

рождения и уничтожения ·частицы с левой и nравой киральностью, но и опера= 

торы рождения и уничтожения антич.астицы с ле.вой и правой киральностью. 

Например. опе!Раторы рождения будут заnисываться в виде: 

(21.28) 

rде L и R обозначают левую и лравую киральность, соответственно. Например, 
при действии на вакуум, оnератор 11 nорождает состояния частицы с левой 
киральностью, а ~~ nорождает состояние античастицы с правой киральностью. 
Опера"Fоры рождения :имеют и друrие индексы (например, импульсные) которые, 
для простоты, игнорируются. 

В квантовой теории поля автоматиче·СКIИ учитывается важное свойство фер

м ионов: если задать заряды ч.астиц с левой киральностью, то определены заряды 

античастиц с правой киральностью; факmчески, это проmвоположные заряды. 

Если заряды определяются как электрические для набора невзаимодействую
ших полей Максвелла, то щютиво1юложные заряды - это буквально заряды 

nРQтивопмо.жlfЬIХ знаков. Аналоrично, зарsuп~ ·частиц с правой киральмостью 

и античастиu с левой киральпостью также противоположны. Для демонстрации 

эт,их соотношений, запишем 

l t - · L +--- nротивоnоложный за,ряа ~ f R, 

t -t 1 я +--- противоnоложный заряд ~ 1 L~ 
(21.29) 

rде вакуумные 'СО'стояния мя краткосm опущены, Все заряды оnределяются при 

.задании зарядов двух состояний из разных строк Эrи заря.цы могут быть заданы 

иезависимым обра1ом .. Например, для оnределения зарядов античастиц ll и lk ~ 
лостаточн'О зафиксировать ЗЗfРядЫ частиц /L и 11, и наоборот. Альтернативно~ 
можно зафиксировать заряды состояний с левой киральмостью tl и 11. либ{:Р' 
заряды 'Состояний с правой кира.лъностъю lk и 1 ~. Как правмоj фермионные г 
заряды будуr задаваться на состояниях с левой :к.иральностью. . 

t 1. 

Uентра!ilън.ым свойством Стандартной модели является киральность еле~~ 
фермионов. ДJiiя nонимания этого свойства мя начала рассмот,рим простой слу
чай. Предположим, что есть те-ория, весь фер-мионный cneкrp которой состоит ' 

из состояний (21.29). Говорят, что фе[рмион ямяется киральным, если состоянi1k 
·с левой и правой киральностью ft и fk обладают разными зарядами: 
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если 11 и 11 обладают разными зарядами, то фермион я~вляется киральным. 
(21.30) 

На ·самом 1!le.1ile, в кванrовой теории поля не требуется существования обеих 
строк в (21.29). Теория может быть согласована т:олько с состояниями из первой 
строки, либо с состояниями из в11орой строки. В таких случаях, фермион авто

ма1'ически является кирапыным, если только его состояния не нейтральны. 

Заряды оnись•вают реакцию частицы на калибровочные бозоны, nоэтому 

·состояния киральноrо фермиона с левой и правой киральностью nо-разному ре

агируют на один 1И тот же набор калибровочных бозонов. Так как заряды частицы 

:и античастицы связаны друг с другом (см. (21.29Н, то состояния антич.астицы 
с левой и правой киральностью таюке по-разному реаrnруют на один и тот же на

бор калибровочных бозонов. Электрон является киральным: электроны с правой 
:и левой киральпостью по-разному реагируют на слабое взаимодействие, и так же 

ведуr себя позитроны с левой и правой киральностью. Фактически, все фермионы 

Стандартной модели являются киральными .. Кирапьность- это очень сильное 

свойство: в калибJХ>вочной теории с кираJiьными фермионами, последние не мo

Jyr приобрести массу no тех пор, пока калибровочная симметрия, сохраняющая 
кирапьность, не нарушена. Таким образом, термин •киральные фермионы• -
это синоним безмассовых фермионов. В Стандартной модели, элек.трослабые 

·взаимодейс-mия SU(2)w х U(l)r сохраняют киральность. Если нарушение сим
метрии нарушает калибровочную группу (21.25) до SU{З)c х U( 1 )em, 110 фермионы 
:в Стандартной модели остаются безмассовыми. Так как ни цветовое. ни элек
трослабое взаимодействие не сохраняют киральность, то фермионы приобретают 

массу. Массовый масштаб задается массовым паl)>аметром, возникающим в сек

торе теории с нарушенной симметрией. Этот сектор называется сектором Хиггса. 

Ранее уnоминалось, чrо ~боооны Xиrrca яВflяюrся заряженньtми скалярными по
лями, запускающими механизм нарушения симметрии, когда они nриобретают 

вакуумные значения. 

(~ Уnрtlжнение-ра3Nинна 21.7. Убедитесь, чтофермион киральный, если заряды ча
стиц и античастиц с левыми кupoльнottfl'JiМU не я8JJJяются противоположными. 

Теnерь оnишем сrщержание nолей материи в Стандартной модели. Фермн

оны Стандартной модели разбиваются на три пок.оления, ИJIIИ набора, которые 
все содержат одинаковое число ·частиц с полиостью одинаковыми за,рядами. Как 

только фермионь• nриобретают массу, три nоколения перестают быть тождествен
ными. Существует иерархи·я масс: первое nоколение состоит из наиболее легких, 

а третье поколение - из наиболее тяжелых фермионов. В каждом поколении 

есть ,кварки и лептоны. Кварки участвуют как в сильных, так и электрослабых 
!ВЗаимодействиях, а лептоны участвуют только в электрослабых. Заряды будут рас

сматриват:ься особо внимаrел,ьно, поэ11ому J!lОстаточно рассмотреть только одно 

nоколение. Будуr заааны зарялы всех состояний с левой киральностью в одном 
nо:колении КВЭIРКОВ и лепrонов. Друrими словами) будуr перечислены заряды 

всех частиц и антi1часпщ с левой кира.льностыо. 
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Сначала рассмотрим кварки. Кварки участвуют i8 SU(З)-цветовом взаимо
действии, потому что они обладают цвеТоом. У кварков есть три цвета, которые 

·будут обозначаться: (r) юрасный, (Ь) синий, {g) зеленый. Таким образом, состоя
ния кварка с левой киральмостью QL мoryr быть трех типов: 

(21.31) 

Говорят, что на~р !ИЗ данных трех состояний образует представление 3 rруппы 
.SU(3). При этом пишут qL I"V 3. При SU(З)-калибровочных преобразованиях эти 
·rри состояния вращаются .посредством некоторо.й SU(З)-матрицы. Так как цве
·rо:вое взаимодействие не оо~раняет КИ1ральность, левокиральные антикварки ij L 

обладают проmвополож.ными цветовыми зарядами. Они называются (a-r) анти
красными., (а-Ь) анти..,синими. (a-g) анти-зелеными: 

(21.32) 

При :эrом пишут iJL rv 3, а черта означает ~противоположный». В теории rpyrш 
представления 3 и 3 называют сопряженными. Если на состояния (21.31) действу
ет SU (3) -матрица М, то на состояния (21.32) действует комплексно-сопряженная 
матрица м•. 

Обсуждение кварков и представлений SU(З) можно сделать более наrл.яд
ным, если восnользоваться D-бранами и открытыми струнами, которые мoryr 

представляТh кварки. Мы видели, что SU(З)c требует наличия трех совпадаю
щих D-бран. Ключевое наблюдение состоит в том, что кварки - это просто 

открытые струны, у которых один конец расположен на одной из трех бран (на
помним, что у rлюонов оба конu,а расположены на бранах). Можно использовать 
индексы «Красный», «синий» и <~зеленый• дnя обозначения первой, второй и тре
тьей браны, ·С()()'tБетственно. Открытая струна, эаканчивающаяся иа красной бра

·не, ~ Э'fО лево.кирмьный Jфасньtй кварк; етруна) заканчивающаяся на синей 

бране* ~ это леоокиральный синий кварк; а струна. за!Канчиваюшаяся на зеле
но!Й ·бране. - :это ле&окиральный зеленый кварк. Ориентация этих струн ука
зывает BHYflPЬ бран. ми, .эквивалентно, концы н:а бране соответствуют точке 

.u = 1r. Как возникают левокиральные антик варки? На самом деле это про
тивоJюложно ориентированные открытые струны. Например, открытая струна, 
начинаюшая·с.я на красной 6ране; яВJ\Iялась бы левокиральным анТJи-красным ан

тикварком. .Все эти струны показаны на рис. 21.5. Три рассматриваемые браны 
будем н:аз:ыват.ь SU(З)~цветовы.ми бранами, или б(lрuоннЬIМи бранами. Название 
«барионный» nроисходит от бариона - частицы:, составлеиной из wex кварков. 

Также можно описать SU(З)-заряды кварков следующим образом. Напом
ним, что струнные ·состояния по отношению к полям Максвелла; расположен

ным на бранах, .характеризуются своими зарядами ·(qt, q2, qз). Эти три заряда 
факт!Ически оnределяют U{З)-эв.ря.а состояния. Заряд по отношению к отщеп~ 
ленной rpyпne U(l) nроnорционален (qi +q2 +q3) . Зар.яды SU(З) можно выразить 
:в виде любь1х двух линейных комбинаций исходных зарядов, которые, вместе с 

r(qt + q2 + q3), оп1ред:еляют JiiИНейно независимыИ набор. Удобно воспользоваться 
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Рис. 21.5. Jilевокиральные красные, с~иний 1и зеленый кварки - это открытые струны, которые 

закGнчuв.аются на цветовых 0-бранах. Левокиральные анти-красный, анти-синий и анти-эеленый 
антикварки - это ·ОТtRрытые струны, которые начинаются на цве1J'овых D-6ранах 

(21.33) 

Таким образом, три левокиральных кварка (21.31), образующих 3-nредставление 
SU(З), характеризуются следующим образом 

3: (1,0), (-1,1), (0,-1). (21.34) 

Для трех левокиральных антикварков (21.32) имеем 

3: (-1,0), (1,-1), (O,J). (21.35) 

На языке теории представлений, пара (а 1 , а2) называется весовым ~векторомt 
а элементы а 1 !И а2 - эrо метки Дынкина данного весового вектора. Представ
ления 3 и 3 обладают ·тремя весовыми .векторами. 

(!) Упражнениlwр:азNинна 2!.8. Выпишите восемь весо6ЬIХ векmо[Ю6, соответству
ющих состояниям SU ( 3) -калиб{ювочных полей. Данные состояния определяют 
npeдcma6Jle,нue 8 и .веса - это заряды глюонов. Каждый ,из трех глюонов; начи~ 
нающийся и закончивающийся на одной и той ж.е броне. обладает весом (0, О) 
(почему?). Толыш два из них принадлежат 8, так как один из н.их соответ
ствует отщепленной группе U ( 1). 

У n:poИЗВOJibliOЙ струНtЫ ТОЛЬКО ОдИН ИЗ КОНЦОВ, СОО'f:Ве'tСТВуJОЩИЙ кварку, 
находится на цвето180й D-бране, nоэтому ес11ественно спросить: где находится 

другой конец? Для левокиральных кварков можно получить ответ рассмотрени
ем их S.U(2)w~зарядов. Кварковые состояния собираются в представления SU(2). 
Представления SП(2) известны 'Своей ролью в квантовой механике спинового yr~ 
JiiO,JIOП) .момента. Группа SU(2)w для слабых взаимодействий не связана с угловым 
моментом~ поэтому вместо сnина говорят об изостте. На.nример, nредставление 

изоспина 1 = 1/2 имеет дrra состояния, одно с 11 = 1/2 и другое с 1'3 = -1/2, rде 
lз ·обозflачаеr tpeThю комnоненту :изосnина. 
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Левокиральньtесостояния кварков ·собираются в 1- 1/2 nредставления rруn
пы слабых взаимодействий. Новые индексы, называемые индексами аромата, не

обходимы мя описания различных типов кварков. Для любого фиксированного 
двета. левокrиралъный u-кварк является состоянием с Iз = 1/2, а (тоrо же цвета) 
левокиральный d-кварк является состоянием с /з = -1/2. Здесь и и d обозна
чают верхний ~ нижний кварки~ соответственно. Таким Образом, UL и dL входят 
в SU(2)w-дynлeт, обозначаемый 2. Так как у кварков три цвета, то сушествует 
три SU(2)-дуплета. Теперь давайте будем рассуждать в терминах D-бран. Можно 
.построить U(2)w = SU(2)w х U(l) -теорию с двумя совпадающими D-бранами. 
Левокиральные и-кварки являются струнами, которые начинаются на одной 

из этих D-бран, назовем ее первой браной, и заканчивается на одной из uве

товы.х бран. Левокирмьные d-кварки являются ·струнами, которые начинаются 

на другой 0-бране, назовем ее второй браной, и заканчиваются на одной из цве

товых бран. Две введенные 0-браны называются левыми бранами. Левокиральн:ые 

квар:ки .являются открытыми струнами, которые начинаются на левой бране и за

канчиваются на uветовой бране. 
Состояния SU(2)-представлений, которые возникают из струн с одним из 

концов на левых бр.анах~ т.акже мoryr быть описаны зарядами. На этот раз име

ется два заряда q~ и q2, соотве11ствующие полям Максвелла браны один и браны 

два, соответственно. Как обычно, no соглашению, iii = + 1 для струны, заканчи
вающейся на бра не i, и iii = -1 мя струны, начинающейся на бране i. Заряды 
q1 и q2 опредеJilяют U(2)-зарял состояния. Заряд ·отщепленной группы U(l) про
пqрционален (q1 + iЬ}. Заряд SU(2) можно выразить любой комбинацией, не 
зависящей от (.q1 + q2). Удобно .использовать метку Дынюша 

(21.36) 

СТtруна, начинаюwаяся на бране одинt обладает зарядами ( -1, О), так чrо а1 = -1. 
Так ~Как она ямяется и~кваJЖОМ с !1 = 1/2~ получаем линейное соотношение 
между третьей ко:мrnонентой пзосrшна. и меткой Дынкина а1: 

(21.37) 

Данное сооmошение таае сnраведливо для d-ква.рка:: струна, :на.чинающа.яся 

на бране д.ва, обладает зарядами (0, -1), что приводит к а 1 = 1 и 13 = ~ 1/2. 
Ур-авнение (21.37) иллюстрирует iсвяэь квантовых чисел сОСТОЯ'НИЙ ё зарядами 

состоянии. 

Теперь поmытаемся представить rюлную конфигурацию трех совпадающих 

цветовых бран и двух совnадающих левых бран. Не важно, совпадают эти два 
набора 0-бран или неТ; но, пока они параллельны друr дру:rу, кварковые со

стояния, натянутые от одной rруп11ы бра.н к другой не моrут соответствовать 

Стандартной модели по )весьма ·существенной nричине: они не являются !КИраль

tifыми. Можно покаэать, что сnектр содержит левокиральные кварки и nраво~ 
киральные ква~жи, у которых совершенно одинако'Вые заряды. В конфиrурации 

с пар.аллёльньrми D-бранами, на самом деле., возникают все состояния .;.;э (21.29), 
а левокир.ал:ьн!Ьiе и правокиральные частицы обладают одинаковыми зарядами. 
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Отсуrствие киральн'ости становится явным, коrда два набора D-бран nараллель

ны и разделены: натянутые струны обладают массой, а это недоnустимо д11я 

11<ирuьных фермионов. 

Физически интересная ситуация возникает, когда совпадающие цветовые 

D-браны пересекаются с совпадающими левыми D-бранами. Такая конфигура
ция пересекающихся D-бран подобна рассмотренной в разделе 21.1. Если два 
набора D-бран пересе:каются, то фермионные поля, ·Соответствующие струнам, 
натянуrым or одного набора к другому, будуr локализованы вблизи пересечения. 
Представим себе ~совпаnаюшие параллельные браны, тогда открытые струны мо

rут двигаться во всех пространствеиных направлениях вдоль бран. По мере того, 

как угол nересечения отклоняется от нуля~ некоторые направления движения 

исчезают, как будто бы произошла компактификация. Некоторые ·состояния, яв

.пяюшиеся безмассовыми при нулевом угле, становят-ся массивными. IНа самом 
деле nр:и подходящих условиях, состояния только одной из строк в (21.29) остают
ся безмассовыми .. Киральный фермион возникает, потому что при пересечении 
nорождается только одна из пар: либо левокиральная частица и ее партн~р, либо 

левокиральная античастица и ~ее партнер. Если !Порождается одна из пар, то другая 

.пара может быть nорожд:ена где-нибудь в конфигурации D-бран, а может и нет. 
Если она nо;рождена, то не будет никакой причины для того, чтобы их заряды 

бЬUiи скоррелированы. ИменiНо по это причине в моделях бран с пересечением 
естественным образом возникает сnектр киральных фермионов. Для того чтобы 
решить, действи11ельно ли фермионный спектр является киральным, необходимо 

найти все фермионные состояния, возникающие в nолной конфигурации бран. 

Теперь, для того чтобы частично описать ситуацию, можно воспользоваться 
рис. 21.6. Цветовые браны расположены на рисунке горизонтально, а левые бра
ны - вертикально. Три левокиральных u-кварка и три левокиральных d-квар
ка nоказаны как натянуrые струны. Противоположно ориентированные струны 

(не JiiОказаны) сооТ!Ветствуют nротивоположно з-аряженным левокиральным ан
тикваркам. Индекс ! 3 у левых бран шжазiЬlвает значения ! 3 для струньt, которая 

заканчиtJается на бранах. 
Определение зарядов левокиральных кваrжов завершается выяснением значе

ний tИiiH:pзapяl!la У. Все три UL кварка и все три кварка dL ямяются состояниями 
'С У= 1/6. Информаu.ия о препставлениях и зарядах фермионов в Стандартной 
модели ·обычно з-аписывает-ся так: 

(цвет, изоспин)у. (21.38) 

Здесь цвет и изоспин отвечают Представлениям SU(З) и SU(2), соответственно, 
У - знач·ение rиперзаряда. Это обозначение описывает представления · полной 
калибровочной группы SU(З) х SU(2) х U(l) Стандартной модели, потому как 
'ОНО указывает представления каждого rpynno:вoro фактора. Для ИJUIЮстрац.ия 
даниого обозначения, рассмотрим состояния 

U.Lg). 
dLg , (21.39) 

"оторые охватывают верхний и нижний левокиральные квар:ки всех возможньtх 

цветов. Эm состояния можно рассматрмвать как триnлет SU(2) ~дуnлетов (три 
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rРис. 21.6. Лев.окиральные кеарки - это струны, натянуты·е от л·евых бра н к барионным бранам. 
Три лееокиральных ·u-кеарка - это открытые струны. к•оторы•е начинаются на nервой левой 
rбране и :ЭаiКаНЧИIВаiОТСЯ н;а барионной бране. Три левокrиральных d-кварка - это открытые 

·струны, rкот-оры.е начинаются на второй левой бране и заканч!Иеаются на барионной бране 

столбца данной матрицы), либо, эквивалентно1 как дуnлет SU(З)-триnлетов (две 
строки данной матрицы). В обозначения (21.38), шесть состояний обозначаются 
как 

(21.40) 

·та-1{ как ишtжсы цветового и изосnинов<1rо предстамений на самом деле равны 
числ.У сосmяний iB этих ~дставленияхj nроизведение 3 х 2 = 6 является числом 
в общем представлении. У воех шести состояний одинаков rиперэаряд, 

Как въrчiИсляется rnrnepзapяд состояний ;в конфигурации D=бран? Оказывает
ся, что .rи:nерэа:ряд noJilyчaeт в.м.ады как 01' оnцепленной U(l) у бари,онных бран, 
так и от ·отщепленной U ( 1) у левых бран. Определим удобно нормированные 
U([)-заряды Q1 и Q2, .ассоциированные, соответственно; с цветовой и левой 
бранам и: 

(21.41) 

Любая ·струна, начинающаяся и заканчиооющаяся на барионных бранах, либо 

начинающаяся и .заканчивающаяся на лев.ых бранах, о'бладает нулевьtми Q 1 и Q2. 
С другой ·СТОроны, левокиральный кварк- это струна, начинающаяся на левой 

·бране и заканчивающаяся на цветовой бране. Любая такая струна имеет Q1 = 1 
и Q2 = -1. Гиперзарял левокиральных кварков nолучается при выборе 

1 1 
у= -з Qi- 2 Q2- ...• (21.42) 
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rде точки соответствуют IВКЛадам от дополнительных D-бран, которые будут учте

ны nоз:же. Так как у левоюtральных кварков нет концов на этих доnолнительных 

бранах, то У= -{1/3) х 1- (1/2) х (-1) = 1/6. 

Теnерь н·еобходнмо рассмотреть левые антикварки, iiL и dL. Здесь мы ветре= 
'Чаемся 1С киральмостью электрослабых вз-аимодействий. Если бы :элс:ктрослабые 
.взаимодействия были некиральными, то данные антикварки образовывали бы 

дуплет с зарядами, проrивоnоложными зарядам левых и и d кварков; они выгля
дел:и бы как сtру.ны, заканчивающиеся на левых бранах. Однако, оказывается, 

'ЧТО левые антикварки йL и dL~ каждый сам ло себе, являются SU(2)-сингле
тами {соответствующее представление обозначается 1 ). Концы соответствующих 
струн не моrут располагаться на ле.вых бранах. Более тоrо, iL обладает заря
дом У== -2/3, а для dL У= 1/3. Некиральное взаимодействие приводило бы 
к У = - l/6 lVIЯ каждого из них. Отсюда, и из нашего предыдущего анализа 
цветов ·следует, что ле1вые антикварки принадлежат Представлениям 

(21.43) 

Здесь опущены цветовые индексы; rnким образом, йL, например, означает три 

антикварка различных ц.ветов. Тогда ·совокупность nредставлений левых кварков 

и антикварков выглядит следующим образом 

(21.44) 

Они ооразуют набор состояний лев.ых кварков и антикварков в первом по~олении 

Стандартной модели. Данное поколение также включает в себя ·Соответствующие 
правые состояния. 

Антикварки ilL являются С'f1РУНаМИ3 которые начинаются на цветовой бране. 
Та~< как они ие могут заканчиваться на левой бране (они явл:яются SU(2)w с:ин
rлетами), ·то об.яз.аны заканчиваться на новой D-бране. Если обозначить как Q3 
элекwическ!Ий заряд, .взаимолейсmующий с полем Ма~свелла на этой бране, то 

мы обнаружим., что (21.42) должно быть заменено на 

(21.45) 

Гиnерзаряд У = -2/3 состояний iiL возникает в силу Qi = -1, Q2 == О и Qз = 1. 
Антикварки d.L также являются ·струнами. которые начинашея на цветовой бра
не и !iie мoryr заканчиваться на левой бране. Их rиnерзаряд У = J /3 правильно 
восnроизоодится из (21.45) при Q1 = -1 .и Q2 =О в том ёJJучае, ес.nи струны за~ 
.кш.ччиваются на D-бране, не дающей вклада в У. Такие дополниtельные D-браны 
будут обсуждаться в следующем разделе. 

Теперь опишем левые ле:птон·ы первого поколения. Это левое элеК1])0нное 
нейтрино и левый электрон, вмес11е с левым антинейтрино и левым позитроном . 

Никакай из JВышеперечисленных лептонов не обладает цветом, они все являются 

цветовым~ синr;н~тами и соответствующее SU(З)~представление обозначается 1. 
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Ле~Jы,е нейтрино и левьrе электроны образуют SU(2)-дуnлет с зарядом У= - 1/2. 
В данн--ом случ.ае возникает кира.льность. Как левый позитрон, так и левое ан

тинейтрино являюТ<Ся SU(2)-синrлетами и их rиперзаряды -это один и ноль, 
соотf1Стственно. Зарядьr леJ[тонов суммируютс·я R виде 

ei ("..,; (1, l)t и iieL "J (1, l)o. (21.46) 

·Оrметим, что левые .антинейтрино являются синглетами относительно rрупп 

сильного, слабого и rиперзарядового взаимодействий. Данные состояния не были 
обrнаружены напрямую, но) по-видимому, они существуют, потому что нейтрино, 

похоже, имеют массу. Совместно с соответствующими правыми состояниями, 

состояния (21.44) и (21.46) образуют состояния вещества в первом поколении 
Стандартной модели. Возможно, читатель уже понял, что открытые струны, со

ответствующие nеnтонам, не могут заканчiИваться на цветовых бранах. Левые 

нейтрино и ле,вый электрон возникают из струн~ у которых один из концов на

ходится на левой бране, .а друrой конец - на некоторой друrой бране. Ни левый 

позитрон, ни левое антинейтрино не имеют концов на цветовой или левой бранах. 

Полный набор левых состояний в поколении получается перечислением со

стояний из (21.44) и (21.46). Опуская названия состояний и используя символ+ 
для того, чтобы собрать предстам.ения вместе, получаем 

(3, 2)1/6 + (3, 1)-213 + {3~ 1) 11э + (1, 2)-t/2 + (1, 1). + (1, l)o. (21.47) 

Как мы выяснили ранее~ перестановка зарядов меняет местами 3- и 3-представ
ления. SU(З) и обрашает знак rиперзаряда. При обращении знака все сингпеты 
1 остаются неизменными, потому как 01-111 соответс~уют состоSiниям с нулевым 
зарядом. Для представлени·я SU(2) перестаноока зарядов меняет местами 2 и 2, 
однако оказываетсяз что i .является предстамением, эквивалентным 2. Лозтому 
перестановка зарядов не меняет 2-представление SU(2). 

На основании комменrариев, следующих за (21 .2.9), можно перечислить со
стояния в поколении ;Иным способом. 

Q) Упрожнение-раз~r~инка 21..9. Перечислите прт1ые соетоЯНШl е покrоАеiши~ с со~ 
t»пеетствующими зарядами. 

Q) У.прожнение-раз:минко 21.10. Опишите состояния вещества с соответствую
щими зарядами в поколении, .перечисл.яя состояния левых и правых частиц. 

В Стандартной модели электрический заряд Qет оозникает как линейная 
комбинация rиперзар.яда У и третьей комnоненты изосnина 13 : 

Qem =У +lэ. (21.48) 
Если приме.иить ·эту ФОrrмулу к иь и dt оостояниямt то найдем 

. . l 1 2 
Qem(uL} = Y(uL) +lз(uL) = 6 + 2 = +3, 

1 ) 1 
Qem(dL) = Y(dL) + Iэ(dL) = 6 - 2 = - 3. 

(21.49) 
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Это действительно nравильные значения. Протон состоит из двух верхних квар

ков и одного нюкнеrо" ero :электрический заряд равен 2 · 2/3 - l/3 = 1 . 

(!) Упрожненuемразминкв 21.11. Найдите электрические заряды левых антиквар
ков и проверьте,. что он.и niЮmивоположн.ы зарядам левых квар}(;ов. Пок~ще. 
что из формулы <(21.48) следует, что состояния левых нейтрино и aнmuнef#jr~~нo 1 

обладают нулевым зарядом, состояния левых электронов обладают заря~~~ ,ми
нус один, а состояния левых позитронов обладают зарядом плюс один. Сд~Цще 
в:Ьlвод: электромагнитное .взаимодействие не сохраняет киральность. • 

:.!J"11"'f 
По отношению к сосrоянiИям и зарядам оставшиеся два поколения Ста!{дарт-

ной модели ямяются копиями первоrо nоколения. Кварковые ароматы во втором 
поколении называются очарованием и странностью и обозначаются с и s;~;~Р!',:Г

ветственно. Леnтоны второго поколения - это мюонное нейтрино vp. И мЮОн 

,."-. В третьем поколении имеется верхний квар:к t и нижний квар:к Ь, а также 
тау-нейтрино v'~" и тау т-. Полный набор левых состояний в Стандартной модели 
·СОСТОИТ ИЗ трех КОПИЙ СОСТОЯНИЙ В (21.47): 

3 х [(3, 2)1/6 + (3, 1)-2/3 + (3, 1),1з + (1, 2).-112 + (1, 1)1 + (1, l)o]. (21.50) 

Теnерь .мы можем ·точно сформулировать свойство киральности фермионного 

спектра Стандартной модели. Спектр называется неки1ральным, если набор левых 

состояний может быть разбит на пары левых состояний с nротивоположными 

зарядами (см. Быстрое вычисление 21.7). Таким образом, для данного списка 
заряженных левых состояний., определяющих некиралъный спектр, операция пе

рестановки зар·ядов всех состояний не должна изменять список состояний. Фер
мионный спектр СтаНдартной модели является киральным., потому что операция 

перестановки всех зарядов в списке '(21.50) изменяет его. 

Возможно, что калибровочная группа и вешество Стандартной модели моrут 

пока.эаться достаточио заnутанными, или даже rромоздкями. Однако этот набор 
частиц и вза-имодействий фактически ямяеrся достаточно экономичным описа

нием крайне большого числа .экспериментальных данных~ полученных эа послед
ние неско..лы<о десsr-1'1tтетий: . Стандартная молель физики частиц - это действи

тельно '6Ji};!ётательиое достижение. Она не яв.tlяется ни окончатепьной, ни завер
шеиной теорие~ физики частиц.~ однако представляется несомненным, что Стан

дартная модель должна возникать в низкоэнергетическом преnеле любой пра

вИJtьной объединенной теории всех взаимодействий. Именно в этом смысле Стан
дартная модель стала неотъемлемой частью наших знаний о физическом мире . 

. 21.4. Стандар"ная модепь 
пересекающихся Diб-1бран 

В двух предыдущих разделах мы познакомились с некоторыми предстаме

ниями, необхоnимыми для построения струнной модели элементарных част11u. 

В .данном разделе мы строим полную струнную модель ёо мноrими свойёТВЗШt 

Стандартной модели. Эта модель содержит .Перёсекающиеся D6-браны IIA-тeo-
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рии суперструн, намотанные на Т6 • До нарушгения симметрии в ней содержатся 
все безмассовые частицы Стандартной модели, однако есть еще несколько допол

нительных частиц. На самом деле .возможно построить модель с ориентифолдом 

Об-nлоскостью и D6-бранами, состав частиц в которой в точности ,совпадает 
<СО Стандартной модел!Ью. Ориентифолд Ор-nлоскость - это протяженный объ

,ект с р пространствеиными измерениями. Основные свойства ориентифолдов 
rранее изучались в ряде задач (13.6, 15J, П 5.3, 15.4 и 15.5). Мы определим неко
торые из свойств этой второй модели, оставляя большую часть анализа для запач 

J8 конце этой главы. 

Одним из ключевых свойств вешества в Стандартной модели является ее 
реnликация: есть три поколения, содержащие состояния фермионной материи 

·С rождественн:ыми зарядами. Как объяснить подобную репликацию в терми

нах 0-бра.н? Объясняется это с помощью многократных nересечений. На пере

сечении совпадающих барионн!Ьiх бран и совnа.пLающих левых бран были обна

ружены и и d кварки. Если данные наборы бран наматываются на Т6 так, что 
они flереоекаются трижды, то второе пересечение приведет к появлению левых 

с 1И s кварков, а третье пересечение mриведет к появлению левых t и Ь квар
ков. В разделе 21.1 мы выяснили, что обшие Юiассы D6-бран, намотанных на 
Т6 = Т2 хТ2 х Т2 , хараК11еризуются тремя линиями l 1 , l 2 и l 3 , каждая из которых, 
в свою ~очередь, характеризуется двумя целыми числами. Более того, была полу

чена формула (21.9), определяющая, сколько раз пересекаются две D6-браны. 
Пусть N1 = 3 обозначает число барионных бран, и пусть N2 = 2 обозначает 

число левых бран. Кроме того, пусть они намотаны на Т6 следующим образом: 
(1) 

l~ =о. 2), 
(2) 

lJ = ~(1, 1), 

l~l) = (1, -1), 

l~2) = (1, -2), 

(1) 
l 3 = (1, -2), 

l~2) = ( -1' 5). 
(21.51) 

Тоrда число nересечений Ii2 меж.ду оnной барионной браной и одной левой 
браной ;есть 

l t\2 = (1 х 1-l х 2)· {l >< (-2)-1 х (-0). (1 х 5- (-l) х (-2)) =3, (21.52) 

что явл.яется желаемым результатом. Конечно же, связ.ь I 12 = 3 не определяет 
намотку в (21.51). Данные числа наМО11ёИ .ямяюrся только одним из возможных 
выборов. 

Мы обнаружили, что левые кварки получаются как струны, натянутые от 

N2·-бt>ан к N.-~браиам. Ориентация таких струн связана со знаком Iаь· Пусть Iоь 
обозначает число пересечений для D6-браны а и Dб ... браны Ь. Ниже приводится 
rочное npaвwro, соrласно которому определяется число фермионов и то, как они 

пред;стаtвленъr струнами. 

Существует IIoьl левых фе<рм,ионов на множесil'ве nересечений браны а и браны Ь, 
lii·O одному левому фермиону !На каждую точку nересеч·ения. Если J4Ь > О, то .певы·е 
состояния являются струнами, натянутыми от браны Ь к бране а. Если / 00 < О; левые 
сосrоя1ния являются струнами; натянутыми от бран1ы а к бране Ь. 

Ориентация стру-нъ1 оnределяет заряды левых состояний. Состояния, порожда

емые nри пересечении, являю11ся киральными в СМ!Ьiсле, обсуждаемом после (21.30): 
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N1(Y= -!) N3(Y= -1) N6(Y= О) 
...;.+_З++------------3-+--------3+----- N,(Y=- t) 
~~==;===============~~~=======4~~~барионн~ 

+6 

+3 
пептонная 

левая правая правая 

Рис. 21.7. Конфи1rурация бран, состоящая из N 1 = 3 барионных бран, N 2 = 2 левых бран, 
N 3 = N6 = 1 правых бран и N4 = Ns = 1 .пептонных бран. Значение У указывает на вклад 
в rиnе'Рзаряд д~~я струны, заканчивающейся на бране. fочкам nересечения ·Соответствуют числа 

пересече;ний IаЬ с а < Ь. Иtnольэуется название «nравые браны», потому I.JTO к ним присоединены 
nра:вые частицы (на сам:ом деле :nоказаны левые античастицы) 

nорождаеrея только минимальный набор состояний. Противоположно ориенти

tРОванным струнам nри пересечении соответствуют nротивоположно заряженные 

правые античастицы, которые с необходимостью возникают вместе с левыми 

·СОСТОЯН!ИЯ.МИ ЧЭСТИЦ. 

Для трех поколений левых кtщрков, полученных ранее, значение гиnерзаряда 

У = 1/6 кор,ректно ·Оnределяется формулой (21.42) . .Расположение бран показано 
на рис. 2 t .6, но нужно учесть, чrо указанное пересечение на самом деле nроисхо
дит еще ДJВа ,дополниrельных раза. С этой целью в точке пересечения вставлено 

+3 так, как локазано на рис. 21.7. Теnерь попробуем nолучить rри nоколения 
ле.вых антик~варков. Сначала рассмотрим левый u-антикварк и две его коnии 

(левые с~ и t~антикварки). Оrкрытая струна, nредставляющая данный кварк. 
начинается на барионной бране.; но не может эаюшчиваться на левой бране, по

тому что соответствуюшее ,состояние является .SU(2)-синrлетом. Таким образом, 
необ)(одима НО!ва~ D-брана,, пусть для нее Nз = 1. В соответствии с приведеиным 
выше правилам, требуется 1 13 == -3, таR как открытые струны обязаны начи
наться :на ба:рионных браиах. К тому же, вклад в rиnерзаря.n. от заряда Q3 на этой 
'бране должен быть mким, что Y(uL) = -2/3. Это привоnит к требованию, чтобы 
'(21.42) было заменено на · 

у l .. 1 Q . ( ' .. ) = - 3 Q1 - 2 · 2- Qз-... . 21.5з 

Тоrда Y(iiL) = -(l/3) · (-1)- (1/2) ·(О)- 1 = -2/3. как и требовалось. Намотка 
браны на Т6 фиксируется вьtбором 

Nз = 1: 
(3} tl = (1, 1), l~3J = (1, о), (3) l 3 = ( -1, 5). (21.54) 
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Подставляя этот ·результат в (21.52), находим 

1112 = 3, 1,з = -3, 12з =О . (21.55) 

. Мы видим, что N3 брана не нересекается с левыми бранами. N3 -брана ноказана 

на рис. 21.7 как вертикальная брана, располо.ж:енная справа от левых бран. Урав
нение У = -1 добавлено к индексу браны для демонстрации того, что струна, 
заiGанчивающаяся на этой бране, получает вклад в rиперзаряд равный минус один 

(это число равно коэффиuиенту перед ·Qэ в (21.53)). Аналогичные индексы при
nисыtВа:Ются барионным и левым бранам. Брана N 3 называется правой браной, 

n01'ому что к ней nрикре.пляются состояния ПIРЗВЫХ кварков. Действительно, 

вмесwо iiL антикiВЗрка, представленного на рисунке, можно бьiЛо бы показать 
противоположно ориентированную струну, соответствующую состоянию nравого 

кварка 'ILR· 

В данную модель по-прежнему следует включить три дополнительные D-бра
ны: друrую правую брану для ~nолучения левых ilL антикварков (и их копий), и две 
·отдельные лептонные ·браны мя получения леnтонов. Так как у нас нет возмож
ности вывести намотки D~бран, давайrе их nросто постулируем. Вместе с 

N4 = 1: t~4) = (1~ 2), t~4) = (-1, 1), l~4) = (1, 1), 

Ns = 1: 
(S) t, =(1,2), (S) ) l2 = (-1, 1 • f.,S) 

3 = (2, -7), (21.56) 

N6 = 1: l~6) = t(l, 1), (6) 
l2 = (3, -4), 

(6) i 3 = (1, -5). 

Объявляется, что обе N4 - и N6-браны не дают вклада в rиперзаряд, а Ns-брана 

дает вклад, равный минус еl!lИ!Нице. Таким образом, возникает о~ончательная 

формула для rиперзаряда 

1 1 - ( 
Y=--Q~ ~ -Q2 ~ Qз-Qs. 21.57) 

3 2 

Оставшиеся чи,сла nересечений леrко вычисляются и nолный спис<rк имеет вид 

112 = 3, 113 = -3, 1n =О, 

It4 =О, Ils =О, 116 = -3, 

124 = 6. 125 = з. 126 =О; (21.58) 

134 = -6, lзs = -3, 136 =О, 

14s...: О, 146 = 6; 156 = 3. 

ТаiК как 1аь = -100 , то nl)иведены только числа пересечений lаЬ при а < Ь. Это 
значения, указанные в точках пересечений на рис. 21.7. 

(!) Уnрожненttе-разминно 21..12. Получ:ите значения всех чисел пересечений в (21.4) 
и прооерьте. что ()ни nfJ{JtJШiЫШ представлены на рисунке. Также np{)(Jepьme, 
что ориентация показанных на рисунке струн согласуется с npaeuJioм д11я левых 

состояний. 
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Используя рисунок, можно представить список пересечений с помощью rо
iРИЗОнтальных бран, которые пересекаютс·я с двумя совnадающими левыми бра

нами и двумя mравыми б;ранами. Пересечения на барионных бранах дают 

з(з, 2)а1б + з(.З, •>-21.з +- з(З, t)a13, (21.59) 
~' ~~ 

~12) 116) 

rде символ fab], расположенный под представлениями, указывает на то, что 
соответствующие фермионы возникают из lаь пересечений. Как можно видеть 

из ·сравнения с (21.44). nриведеиные выше представления являются в точности 
тремя копиями одноrо поколения квар!Ков. Пересечения на пептонной бране N4 

дают 

6(1, 2)-t/2 + 6(1, l)r + 6(1, l)o. 
,______..., ~ "--"..о-' 

(,24) 1341 1461 

(21.60) 

Этот результат оправдывает название «Леnтонный>">.. Как можно видеть из срав

нения с (21.46), приведеиные выше представления являются шестью копиями 
ошюrо поколения пептонов. Это ~больше, чем нужные нам три копии, но есть 

даже больше. Пересечения на пептонное бране N5 дают 

3(1. 2)t/2 + 3(1, l)o + 3(1, 1)-t. 
~ "--v--"' "---v-' 

[25) (35) 1561 

(21.61) 

(:9 Упрожнение-разминко 21.13. Используйте (21.57) и расположение струн на 
рис. 21.7 чтобы подтвердить, что индексы гиперзаряда .в (21.60) и (21.61) вы
браны правильно.. 

Мы обнаружили больше лептонов, чем хотели, однако это неизбежно в не

противоречи~вых моделях, содержащих только D6-браны. Существует простое 

nравило, которое обязано въюо.nняться. 

Прааило: набор левых состояний, заканчивающихсJI на любой 

совокупности D-бран, должен содержать равное 

кол~·Nесrво входящих и исходящих струн. (21.62) 

Мы не будем выводить Э'Ю nравило, но можем проверить, что оно выполня
ется д.11я конфигурации, изображенной на рис. 21.7. Напрмер, рассмотрим левые 
браны. Есть девять исходящих кварковых дуплетов (три uвета и три семейства). 
Однако существует та~е шесть дуплетов~ входящих в N4, и три дуплета, входя
щих :в N5. Это показываетj что нельзя получить толы~о wи пеnтонных дуnлета. 

(!) Ynpoж.н~ue-pi:IJNuнкo 21 •. 14. Лроверьте, что чиСла входящих и исходящих Jti!8ЫX 
состояний равны на ка:ж:дой из двух правы:х брани на ка:ЖiJой и:з двух левых бран. 

Можно также сформулировать общее условие совмеспюсти, обязанное вы

полняться в данной молели. ЭТо условие имеет топологическую nрироду. Рас
·смотрим rочечный заряд q ~ расnоложенный в начале координат на моекости 
:(х:. у) . В таком двумерном мире ·силовые линии зле.ктрическоrо поля наnрав
лены радиально от заряда 'к бесконечнОС'ти. С друrой сто,роны, если моекость 
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.сворачивае11ся в двумерную сферу конечного размера, то с эарядом IВОЗНИкает 

nроблема: силовые линии nоля не моrут быть куда-либо направлены. Если заряд 

находится на северном полюс·е сферы, то ·Силовые линии поля будут направлены 
к юж:lНому полюсу. Решение очевидно: со:вместность требует присуrствия заряда 
( -q) на tожном полюсе. Общий вывод состоит в том, что полный заряд на ком
паrктном пространстве без граниu должен быть равен нулю, к такому заключению 

легко прийти. 

0 Упраж.нение-ра»~инка 21.15. Рассмотрите уравнение Максвелла V · Ё = р и 
проинтегрируйте обе стороны уравнения по комnt:Жmному пространству без гра
ниц.ы. Воспользуйтесь теоремой Гаусса для доказательства того, что полный 

заряд .должен быть равен нулю. 

В рассматриваемой конфигурации имеются 06-браны, которые являются 
объектами, ооладающие зарядами Рамон-Рамона (R-R). К ·тому же, они нама-
тываются на компакт,ное пространство Т6 , поэтом.У возникает условие нулевого 
полного заряда. Данное условие формулируется следующим образом. Введем три 

nары формальных 111еременных: (х 1 ~ Yt), (х2, У2) и (хз, Уз). Для произвольной 
06-браны а, заданной 

l (a) ( G а) 
• = mJ, nt , ..la) ( а а) 

.tЗ = тз, nз , (21.63) 

·строится следующий ПOJIIИHOM шести формальных переменных: 

(21.64) 

Данный IIOJ!IИI:IOM Па ·содержит информацию о R-R зарядах D6~браны .а. Если 
!Раскрыть скобки., полином сведется к восьми независимым мономам. Условие 
совместности утверждает, что результат сложения таких полиномов, соответству

ющих каждой из D6~бран :в рассматриваемой конфиrураuии, должен быть равен 

нулю. Если No. обозначает число 06-бран типа а, то условие совместности при-
нимает вид 

L: .NaП4(Xi, 1/i) = О. (21.65) 
а 

Это уравнение nриводит к восьми условиям на чи~сла Na и намотки ра311ичных 
D6-бран. Например; равен·с'Гво нулю коэффициеiffёi nеред ХtЖ2Хз nриводит к 

L Nam'fm~m~ = '0. (21.66) 
8 

Данное уравнение леско nроверя·ется ·с помощью сооТtяошений (21.51), (21.54) 
и (21.4). Из этого уравнения мы 111олучаем требование равенства нулю выраже
ния N 1 - N2 - N3 - N4 - 2N5 + 3N6. Действительно, данная величина равна нулю: 
3- 2- 1- l- 2 + 3 =О. На самом деле в задаче 21.2 вы nока:жите, что nравило 
{21.4) является следс11вием (21.65). 

Для тоrо чтобы построить струнную модель со спектрОм частиц Стандартной 

модели, необходимо :ввести nлоскости ориентифолда, ко~ые ifiO суrи вводят 

зеркальные D6-браиы. Замечательно, что это возможно - построить такую кон-
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'Рмс. 21.8~ Конфиrур:ац111я 'бран, nриводящая к калибровочной группе и спектру вещества Стан

дартной ;модел\\1. Есть N 1 = 3 барионные браны, N2 = 2 левые бр:аны и N3 = J mравые N4 = J 

Jilernтoнныe браны. Зеркальные 0-браны, nорождаемые ориен1J'ифолдами rnоказаны пунктирными 

:111иниями. Пересечения, закл10ченные в К!Вадраты 11вляются зеркала.ми уже рассмотренных nере-

сечений и rне nр·иводят к IНОВЫМ частицам 

фигурацию бран и ориентифолдов. что: ( 1) калибровочной группой является 
калибровочная группа Стандартной молели (21.25) и все доnолнительные U(1)
факторы исчезают; и (2) набор киральных фермионов в точности соответствует 
Стандартной модел.и (21.50). Модели с пересекаюшимися D=бранами являют
·СЯ лервым.и струнными моделями; в rочносrи sосnроизвод.яшими сnектр частиu 

Стандартной модели. Здесь необходима оговорка; сектор замкнуrых струн теории 
может содержать долQ;лнительные необнаруженные частицы и взаимодействия . 

Мы не будем детально обсужда-гь эти моделиf однако, чтобы удовлетворить 

любоnытство чит.ателя, мы nокажем соответствуюшую конфиrураuию бран: и 

сделаем несrколько коммента!Риев (несколько проверок на совместность nред
•сrавлены :в задаче 21.3). ТакоИ набор nере.секающихся бранnоказан на рис. 21.8. 
Сравнеиие с моделью рис. 21.7 nоказывает, чrо nо~прежнему есть N 1 = 3 ба~ 
рионны•е браны и N2 == 2 левые браны, но nравая брана N3 = 1 тоliы<о одна 
и l!lеnтонная брана N 4 = 1 только одна. Ориентифолды оnределяют зеркаль
нме D-браны, обозначаемые приписыванием зве;щочки к бранным индексам 

и изображаемые пунКl'Иром. РассмаТ!риваемая конфиrураuия выбрана таким об

разомt чтобы ни одна ·брана не пересекалась со своим зеркальным образом. 

Основная цель данной конструкции состоит в избежании лишних леnтонных 
думето:в. nолученных ранее. В ~той моnели левые кварковые дуnлеты возникают 
новым сnособом. Думет в первом покопении nоявпяется nри nересечении 112 = 1 
~бариоииых и левых бран. Остальные два дуnлета появляются при nересечении 

112* = 2 барионных бран и образа левых бран (вверху сnрава на рисунке). Эквива-
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лентным образом, nравила построения ор:иентифолдов позволяют рассматривать 

два данных дуnлета как nоявляющиеся nри nересечении 11• 2 = -2 левых бран 
·С образами барионных бран (внизу слева на рисунке). Правило (21.4) для левых 
~бран по-nрежнему выnолняе-гся: три кварковых дуnлета и три пептонных дуплета 

:являются исходяшими, а шес~ь квар:ковых дуплетов я:вл·яются входящими. 

До сих пор мы неявно работали с суnерсимметричной НА-теорией супер

струн: мы использовали стабильные D6-браны в десятимерном пространстве
времени. Браны и <их пересечения nолностью нарушают суперсимметрию. Так 
и должiНо быть, поrому что быJii nолучен сnектр Стандартной модели, который 

не ЯВЛЯеТСЯ •СуnерсимметрИЧНЫМ (бозоны И ферМИОНЫ не образуют nары ОдИ
НаJ<ОRОЙ массы). В моделях •без суперсимметрии, как правило, считается, что 
струнный масштаб ,мал, возможно, пор·ядка нескольких ТэВ. Эrо требует nрисут

ствия некоторых дополнительных больших измерений, иначе невозможно будет 

воспроизвести четырехмерную постоянную Планка. В моделях с малым ·струнным 

масштабом время жизни протона может оказаться слишком коротким. До сих 

111ор не наблюдался ни один распад nротона, а время жизни nротона определенно 

111ревышает 4 х 1033 лет. В моделях 'С nереоекающимися бранами прот-он не может 
распасты:я посредством обычных npoueccoн объединения и расщепления струн 

(см. задачу 25.8), nоэтому распад nротона по-видимому существенно подавлен. 

Возникает вопрос: можно ли праздновать победу и уrверждать, что Стан
дартная модель возникает в теории струн? Не совсем. Мноrое необходимо для 

'ТОГО, чтобы ·считать эту модель реалистичной. В частности, должно корректно 

nроисходить нарушение элек:трослабой симметрии. Наnомним, что нарушение 

симметрии - это проuесс, при котором калибровочная rруппа Стандартной мо
дели сводится к (21.27), а фермионы nреобретают массу. Более того, требование 
!Возникновения спе:ктра Стандартной модели не ·оnределяет однозначно кон

фигурацию бран; nри отборе чисел намоток бран во.зможен выбор дискретных 

значений. К тому же, есть и другие параметры, которые необходимо выбирать. 

Например, положения некоторых D-бран на Т6 мoryr быть изменены без измене
ния безмасс.овоrо спектра, размеры торов также не фиксируются автоматически. 

Если бы возможности выбор-а отсутствовали, в рамках данноrо класса бранных 
.конфиrураuий у t.Iac имелся бы единственный ками.nат на Стандартную модель. 

В моделях nересекаюшихся D-бран нарушение электрослабоtt симметрии 

происхощtт ·через nроцесс рекомбинации бран. Для определенных значений уrлов 
пересеч·ений между двум·я бранамиt в сnектре струн, натянутых меЖду ними) nо

ЯВJНIЮlitятахионные сос1ояния. Эти mхионы указывают на нестабильность, кото
рая может заставить пересекающиеся браны объединиться в точках пересечений, 

'И образовать одну брану. Лри меньшем количестве бран калибровочная группа 

уменъш,ается. Более 11oro; полное число пересечений редуцируется и, с.ледова
тельно, таКЖ:е уменьшится чи·сло безмассовых фермионов (задача 21.4). Остается 
не:еыясtiенным: может ли какая-нибуль из таких моnелей привести кожмаемому 

·Сnектру после нарушения симметрии? Это оказывается не так леrко: до.лжно быть 

·согласовано большое количество массовых nэраметров и других констант связи. 

Если бы это было возможно, то мы получИJtи бы захватывающий ресэультат. Еще 
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многое можно сказать о моделях пересекающихся бран и ооцременных иссле

дованиях моделей, вклю·чающих суnерсимметрию, однако, nopa обсудить друrие 
во:зможttости возниосновения Стандартной модели в -rеории струн. 

21.5. Модели струн в фи.эик~е частиц 

Модели ·с пересекающимися бранами nривлека11ельны, но они ни в коей мере 

не являются единственно возможным способом построения струнных моделей 

в физике частиц. Модели с пересекающимися бранами подробно рассматрива

лись по той причине, что они достаточно просты и мoryr быть очень nодробно 
разобраны. Предыдущие и текущие rnопытки получить СтандарПtую модель nро

исходят по нескольким сuенариям" которые можно различить по отправным точ

кам построения. Отравными точ~еами служат пять суперсимметричных теорий 

·струн и М-теория (см. раздел 14.1). Каж.дая из этих теорий может быть использо
rвана мя изучения того, каким образом могла бы оозникнуr~ь Стандартная модель. 

Наnример., обсуждавшиеся модели пересекаюшихся бран используют в качестве 

·отправной точки 1 IА-суперструны. Так как раЗ!Iичные суперсимметричiНые стру
ны и М-теория ЯВ.111Яются разными пределами одной теории, то, несомненно, 

различные используемые подходы связаны !На некотором уровне. Тем не менее, 

каждая ,отnравная точка приводит к несколько иному пониманию различных фе

номенолоrических вопросов, возникающих в процесое nостроения модели. 

Первые попытки .заняться струнной феноменологией основывались на rе

теротической Е8 х Е8 -теории суперструн. В такой теории шесть из девяти про
стран,ствекных измерений эаr<ручены в маленькое шестимерное комnактное про

странспю, - пространство Калаби-Яу, - имеющее особенные свойства. У про
странсm Калаби~Яу имеются как дис~ретные, так и непрерывные парамет

ры, которые определяют особенности четырехмерной тсории 1 возникающей при 
компактификации. Для воех пространсто Калаби-Яу после компактификации 
остается минимальное количество суnерс.имметрий; говорят, что получающаяся 

четырехмерная теория я.мяется N = 1 суперсимметричной. Если прпсугствует 
суnерсиммеtрии:, ·ro для ,существования киральных фермионов она .шолжна быть 

миниммыtой. Комnактификация также nозволяет nонизитъ исходную :калибро
оочную ·симмеwию с Ев х Ев по Е6 х Es. Тогда множитмь & раосматривается как 
часть скрмтоrо ,сехтора, воздействующею на видимый сектор только неявным об~ 

разом. Калибровочная групnа Е6 возникает в видимом секторе как калибровочная 
rpyпna ·теории Великого объединения. Число ·nоколений киральных фермионов 

зависит от rоnолоrии nространства Калаби-Яуs и могут бьtть nолучены модели 
,с тремя поколениями. Группа Е6 содержит SU(3) х SU(2) х U(l) в качестве под
rруппы. так что калибровочная rруппа Стандартной модели может возникнугь 

nр.и последующем нарушении симметрии. КомnаКl!ификация Калаби-Яу в тео

рии гетеротических ,струн привела к первым струнным моделям с квазиреалистич

IНОЙ физикой частиц. Так как nространства Калаби-Яу очень сложныj то достичь 

nporpeoca в воJфОСах нарушения симметрии и суnерсимметрии оказалось трудно. 
Технические ·слшк:ности; ·с которыми приходится сталкиваться в простран

'ствах Калаби~Яу, вынудми физиков искать альтернативные шестимерные npo-
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странсТIВЗ дЛ'Я компактификации гетератической теории струн. Если просто вос

пользоваться 6-тором Т6 , то остается бол~»ше чем минимальное количесmо супер
·Симметрий и построить реалистичные модели оказывается невозможно. Орби

фолды являются прекрасным компромиссным решением между пространствами 

Калаби-Яу и торами. Нащ,м~ер, анализировать орбифолды, nостроенные из то
ров, значительно проще, нежели общие пространства Калаби-Яу, однако они 

по-прежнему приводят к N = t суnерсимметричным теориям в четырех измере
ниях. Возможно получить квазиреалистичные модели после компактификации 

орбифолдов в rетеротической теории струн. Орбифолды также играют важную 

роль в компактификациях других ~струнных ·теорий. 

Совсем недавно физики интенсивно изучали феноменологические возмож

носm теорий суперструн типа 11 и типа 1. Как рассматривалось в предыдущем 
разделе, важный .клас·с моделей основан на использовании 0-бран и орбифол
дов. Сущес11Вуют вариации: можно использовать браны разных размерностей, 

либо можно попытаться сохранит'ь определенную часть суперсимметрии .. Поnу
лярен nо11.Хол, разбивающий воnрос построения nолностью непротиворечивой 

модели на подвопросы, которые можно анализировать раздельно. 

Наnример. рассматривается теория струн типа 1.1, 10 которой шесть измерений 

образуют пространство с бесконечным объемом, плоское везде, кроме синrуляр

ности 18 начале ~координат. Как можно nредставить, плоские допWiнительные 

измерения с бесконечным объемом, видимо, не могут привести к реалистичной 

модели: дополнитеJ!Iьные измерения будут наблюдаемы. Однако, данное затруд

нение игнорируется в первой части анализа. Примером такоrо пространства яв

ляется орбифолд С3 /Zз. Здесь С3 
- это шестимерное плоское пространство, 

которое можно считать произведением трех коnий комплексной плоскости, а Z3 

описываеr х_арактер ото.жл.естмения, приводЯтего к синrулярности :в начале ко

ординат. К ·тому же, в сингулярности расположены DЗ-браны. Все простран

ствеиные наnравления на бранах находятся вдоль четыр-ехмерного nространства. 

Оказывается, что D-браны в си~-trуля:рностях ·орбифома мoryr nриводить к ка

либровочным полям и киральным фермионам. Модели со спектрами, похожими 
на спектр Стандартной модели действительно существуют. 

Вторая часть анализа состоит в изучении roro, как модифицировать не
ком1ilактноо шестимерное прост.рансrво вдали от синrулярности, 11)1Я тоrо чтобы 

прев:ратит'ь ·tro в компаю.ное пространство конечного объема. Еtли это про
исходит так, что област.ь вблизи ·сингулярности не изменяется) то nрименимы 

nолученные ранее результаты. Замьtкание некомnактного nространства, как пра

вило~ требует добавления других о-:бран иjили ориентифолдов. Теория тиnа П 

с D-бранами и ориентифопдами может бьrrь рассмотрена альтернативным об
разом как теория суперструн типа 1 с D-бранами. Теория суперструн типа 1 -
зто 'Геория неориенrи:рованных открытых и замкнутых струн. Ее можно считать 

резуJIIьтатом введения в 11 В-теорию ·СУJ1Iерструн заполняющего все пространство 

орментифолда, кото,рые приводит к обрезанию спектра до подпространства состо

яний" инвариантных относительно изменения струнной ориентаuии. Хотя такое 
урезани~е не приводит к неnротиворечивой теории е1рун, иесовместности мoryr 

быть устранены добавлением степеней свободы открытых струн. В результате 
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возникает теория супе-рструн типа 1. Перспектины тео,рии типа 1 nри построении 
моделей могут быть весьма значит.ельными. 

Наконец, существуют модели, основанные на М-теории. Зачастую они тесно 
связаны с молелями~ nостроенными с nомощью IIА-суперструн, потому что М

теория, ко.мnактифицированная на окружность - это 1 !А-теория суперструн при 
некоторой конечной константе струнного .взаимоnействия. На самом деле модели 
с п·ересекающимися 06-бранами 'J'Iecнo связаны с моделями, основанными на М

теории. С точки зрения М_.теории, которая работает в одиннадцати измерениях, 

реалистичная физика требует компакrификации на семимерное многообразие. 

Для тоrо ·чтобы получить четырехмерные теории с N = 1 суперсимметрией, 
·семимерное пространство должно обладать G2 -rолономией - геометрическим 
свойством, ЯВ11яющимся эффективным оrранич~ением на кривизну этого nро

·стран~ства. Если в с·емимерном пространстве rИмеются синrулярности, то мoryr 
nоявиться к:иральные фермионы и подхолятая калибровочная группа. Подход, 
основанный на М-теQрии, может привести к значительному пониманию эффек

тов взаимодействия струн с конечной константой связи. В другом nопулярном 

подходе, приводящем к квазиреалистичным моделям, исnользуется пространство 

Калаби-Яу в ~uелях редукuии размерности пространства-времени до пяти. По

сле чего пятое измерение превращается в конечный отрезок - пространство, 

которое можно рассматриваТ!Ь как орбифолд (задача 2.5). Такой подход называ
·ется rетеротическим, т. е. основанным на М-теории, noroмy что было показано, 

что данная компактификация М -теории на отрезок приводит к гетеротической 
Es х Es -теории суперструн. 

Таким образом, несмотря на то, что полностью реалистичная модель физики 

частиц .в теории струн до сих пор не nостроена, в этом направлении nолучены 

надежные результаты. Мы видели, что существуют струнные модели на D-бранах, 

чьи открытые 'струны приводЯТ к спектру частиц Стандартной модели. Значи
мость этоrо достижения будет зависетъ от ·окончательного успеха или неудачи 

данных моделей и от ·того, что мы поймем с их nомощыо. Интересные модели 
переоекающяхся бран не являются nолностью реалистичными. Наnример, оста· 
ется разработать механизм нарушение симметрии. ·Основttым свершением :шесь 
.явилось дОО'F.ижение правильного нарушения элеК1"рОСЛабой симметрии в любой 
струнной модели. 

Если бы для некоторых ~совместных струнных моделей был бы детально разра
ботать механизм спонтанного на,рушения симметрии, тоrда было бы nоказано, что 

·Стандартная модель во всей с~воей лолноте может возникать как некоторое реше
ние в теории струн. Подобная с1рунная модель (или модели?) могла бы давать ин
тересные 111редска:зания, коrорые можно nроверять в новых экспериментах. Одна

ко, эrо JHe конец истор.ии: 11еория струн ~ это теориЯ всех взаимодействий, вклю
чающая гравитацию. Поэтому должен быть получен целый ряд дру.rих свойств. 
Одной такой хорошо известной 'ftроблем--ой я·вляется стабилизация модулей в тео
рии З'амкнуrых струн; друrой - космОJJiоrическая nостоянная. Наконец, необхо

димо убедиться, что Стандартная модель вложена в нелротиворечивую космо

логию, которая, nредположительно, ·содержит инфляцию. Теnерь мы nереходим 
к тем вопросам, в к.отор,ых был достигнут некоторый значительньiй проrресс. 
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21.6. Стабип1иэация модупей и naiHAWa·фт 

При изучени-и Т -дуальности замкнуrых ·струн мы ~столкнулись с простейшим 

nримером nространства модулеи комnактификации. Одна nространствеиная к1>

ордината была закручена в окружность с произвольным радиусом. В этом случае 

пространством модулей было просто пространство всех оозможных выборов мо

дуля R. 1'от факт, что R является модулем, означает, что поrенциал V{R) равен 
нулю и, следоват.ел!Ьно, какое-то особое ·значение R не выделено. Конечно же, 
.можно выбрать любое значение .R и работать с ним, однако есть некоторое 
затруднение. Теория на редуцированном пространстве-времени содержит без

массовый скаляр, соответствующий флуктуациям значения R. Если обозначить 
.координаты ~дуцированного nространства как х, то радиус R(x) окружности 
в точке х .является безмасс·овым nолем, потому как nотенциал V{R(x)), равный 

l 
нулю nри постоянном R(x)., не может содержать член 2m2R2(x). Если вза-
имодействия не ямяются rнеестественно малыми, сущест1вование безмассового 

·скалярного поля nротиворечит наблюдениям. Отсюда следует, что в реалистич

ных компаюrифи11<аuиях теории струн модули должны отсутствовать. 

Выбирая конкретные физические условия, в которых мя nредnолагаемых 
модулей возникают нетривиальные потенuиалы, можно заставить их принимать 

специфические значения. Флуктуации возле этих значений требуют затрат энер
rии и таким образом соответствуют массивным скалярам. В rnпичной ситуации, 

лредnолаr.аемые модули обусловливают nараметры комnактного nространства, 

положения 0-бран и значение дилатона в теор,ии замкнутых струн. Цель ста-

1билизации модулей состоит в поямении nотенциалов, фиксируюших значения 

всех модулей таким образом, что возникает доnустимый струнный бэкrр.аунд, или, 

!Как обычно говорят, струнный вакуум. Несмотря на то что это казалось трудным 

Б течение долгого временис. достижения в период 2001-2005 годов привели к nо
строению потокоsых комnактификаuий, в которых все модули стабилизированы. 

Потоки, .I<!ОТОрые 'будут ОПИ·Саны НИЖе, допускают стабилизацию МОдуЛей, ОдRако 
приводят к очень большому числу вакуумов. Этот ландшафт вакуумов иасrолъко 
обширен; что становится nравдооолобнь1м П!J)едnоложение о том~ что в некотормх 
из них rкосмологическ:ая nостоянная nринимает наблюдаемое в nрироде значе~ 

ние - чрезвычайно малое в nланковских единицах. Потоко:вая комnактификация 
·также nривела к некоторым исследованиям в космологии. в частности, ·определе

нию механизма, в резу.льтаl'е которого мог бы возникнуть инфляционный период. 

Для бол.ьшеrо ftiонимания воnроса о стабилизации модулей; давайте обсудим 
шестимерную теорию rравитаuии Эйнштейна и электромаrнитноrо поля . В згой 

теории дwа nространствеиных измерения закручиваются в некоторое комnакт

ное пр<>С11Ранство, так чт-о лолучается реду-цированное четырехмерное nростран

·ство М4 • Можно рассмотреть метрику :вида 

(21 .67) 

Первое слагаемое в nравой части -.это метрика на М4 с р, v =О, ... , 3. Второе 
слагаемое ямя·ется метрика~ н.а комnактном двумерном пространстве с коор-
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ди:натами у 1 и у2 ~(индексы а, Ь мoryr принимать зн.аqения 1, 2). В данной 
метрике мы разделил·и масштабный фактор R(x), зависящий только от М4 , 

и фиксированную метрику 9аь(у), которая зависит только от координат двумер

ного пространства. Объем двумерного пространства равен R2(x)V2, где V2 -это 
<>бьем, вычисленный по метрике iаь(у). Таким образом, мы видим, что соотно
шение (21.67) корректно описывает компактное пространстiВО, объем которого 
в редуurированном пространстве мо~ет флукТуировать. Вывод потенциала V ( R), 
соответствующего R - это прямое, хотя и техническое вычисление в общей 

теории относительности Эйнштейна. Мы приведем только основные идеи для 

лолучения данного результата. Потенциал пропорционален топологическому ин

варианту двумерного многообразия: характеристике Эйлера х = 2 - 2g, где g -
это неотрицательное целое число, называемое родом. Наnример, мя S 2 -сферы 
роа равен нулю, а характеристика Эйлера равна двум. Род двумерного тора ра
вен единице~ а характеристика Эйлера равна нулю. Род компактной nоверхности 

равен g. если ·она является сферой с g д!Ьiрками. Потенциал V (R) не является 
просrо константой, а обладает некоторой зависимостью от R, эта зависимость 
возникает в процессе динамической эволюции rравитации от значения R. Как 
мы уже видели., размерно редуцированная гравитационная постоянная G равна 
многомерной гравитационной постоянной G(6

), деленной на объем комnактного 
пространства. Так как этот объем мож:ет флуктуировать, то, по-видимому, возни

rкает nа!радо~сальная ситуация, когда G не являе11ся постоянной. Восстановление 

nостоянной G приводит к переопределению четырехмерной метрики, которая 
вводит tB искомый потенциал фактор l/R4

• 8 итоге получается 

х V(R) = -а9 R4 ) Х = 2- 2g, (21.68) 

rде а9 > О - константа. Для 2-сферы g = О и потенциал отрицательно определен 

V "' -1/ R4
, это означаеr, что остаменная на произ.вол судьбы сфера схлопнется 

в точку. Для 2..:тора .9 = 1, nотенциu равен нулю и R - это модуль. Это согла~ 
·суется с нашим опытом общения с Т -дуалыюстью в теории струн; rде ~возможно 
закрутить координаты в окружности nроизволъных радиу-сов; пространство об

разованное двумя окружностями ·есть тор. Для пространства с g > 1 , и м ее м 
V(R),..., I/R4 и ()С1'"аменное на произвол судьбы nространство будет бесконечt-tо 
расширятьси,. Комnактное пространство нулевого рода обладает положительной 
кривизной, компактное пространство рода один обладает нулевой кривизной, 
а комnактное nространство рода больше чем один ,обладает отрицательной кри

визной (см. далее разд. 23.8). Таким образом, видно, что ПОJIIожительная кривизна 
nриводит !К коллапсу, ·011рицательная кривизна nривс;щит к расширению, а нуле

вая кривизна дает модуль. Ни одна из этих трех ситуация не является удовле

творительной, поэтому необходимо рассматривать вспомогательные элементы, 

которы·е могут помочь стабилизировать радиус R. 
При взаимодейств:ии rравитаuии и ·электромагнитного 'Поля в uелях стабили~ 

заuии раnиуса можно восnользоваrъся маrнитrным потоком. На самом деле ~<ак 

было выяснено в разделе 19.3 и задаче 19.3, магнитный поток на rope квантуется. 
Полагая, что nоток Ф == 21rn, при целом n можно леrко оценить вклад маг-
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нитноrо llOJПI в по-rенциал. Если характерная площадь двумерного пространства 

с поrоком равна R2
, то величина маrнитноrо поля изменяется как В ""n/R2

• Так 
как IUiопюсть магнитной энергии пропорциональна В2 , мы лолучаем полную 
nотенциальную энергию... изменяющуюся как R2 В2 

"" n2 /R2
• При фиксирован

ном nотоке увеличение размеров nространства приводит к уменьшению энергии, 

'ТаКИМ образом., возникает тенденция расширения пространства. В силу особен

ности поведения гравитации, обсужлавшейся nеред (21.68), фактор l/R4 также 
мияет на данный вклад и rютенuиальная энергия потока дает в V(R) вклад 
в виде слагаемого, ведущего себя как n 2 

/ R6
• Таким образом, имеем 

Х n2 
V(R) = -ag R4 + tц R6' (21.69) 

rде а 1 константа. Теперь очевидно, что маrнитный :поток может стабилизировать 
сферу: при х = 2 лриведенныtЙ !Выше потенциал имеет ·стабильный минимум 

nри некот.ором R > О. Для разных ·значений n магнитного nотока получаются 
разные знач·ения критическоrо радиуса. Таким образом, nолучено бесконечное 

семейство ст.абильных решений. 

(9 Упрожнение-разнинка 21.16. Нарисуйте потенциал (21.69) при х = 2, опреде
лите критическое значение R и подтвердите, что оно приводит к минимуму 
потенциала. 

Если нужно зафиксировать [радиус R в том случае, когда он является модулем 
(х = 0), а первое слаrаемое в потенциале (21.69) равно нулю, то в доnолнение 
к маrнитному nотоку необходим отрицательный ВIКЛад в V(R). В теории струн 
такие отрицательные вклады мoryr возникать из ориенrифолдов.. В более nол

ной комлактификации в теории суперструн дополнительные измерения образуют 

шестимерное nространство и из ориентифолдов, D-бран, и nото!Ков мoryr воз
никнуть вкл,м~ы в nотенциал. Если рассмотреТh, например, 118-теорюо струн, ro 
трехиндексные лолевые напряженности NS~NS поля B,w и R-R nоля Apv моrут 
nривести !К l1'01'окам. Так же, как магнитные nотоки являются инте.rралами от nо
ле.вых напря:женностей с двумя индексами F;j по двумерным мноrообразиям, 
NS- NS и R- R rютоки являются интегралами nолевых напряженностен с тремй 
индеJКсами rю 1:рехмерным многообразиям. Типичное .шестимерное пространство 
Калаби-.Яу, исnользованное для компактификации, может с легкостью иметь 
·сотни незав."юимых нестягиваемых трехмерных подмногообразий. Для каждого 
из них может бЬJТtЬ определен nоток, характеризуемый некоторым целым числом . 
.В результате, nотоки на nрос1ранстве Калаби~Яу порождают потенциал; завися~ 

щий от сотен uелых чисел. Комnактификаuия шести измерений на пространство 
Кала'би-Я у с потоками ямя,ется прnмером nomokoвoй комnактификаuии. 

В ситуации с потенцимам:и" возни:кающими из многих nотоков, дm1 nонима
ния прос1])анстsа возможных вакуумов полезны статистические методы. В каче

·стве очень уnрощенного., но nо-nрежнему nоказателwоrо nримера, рассмотрим 

:потенut~ал одного сrкалярноrо nоля ф, характеризуемого двумя целыми числами 

·тиn: 

1 
Vm п(Ф) = nф + - тф2 , т, n ·Е Z. . . 2 (21.70) 
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Пос~<ольку т и n иэ:меняJО11ся, получаем набор потенциалов. Для тоrо чтобы 
·точно n[рОанал:иэирова:ть данный набор, оrраничям возможные значения целых 

чисел следующими условиями 

(21.71) 

Пе:рвая связь, при большом целом L, nриводит к конечному набору nотенциалов. 
Оторая связь, т > 03 оrраничивает nотенциалы снизу и гарантирует у них наличие 

·стабилы-rоrо минимума. Действительно, критическая точка ф. (21.70) возникает 
nри 

dVm n n 
О = ' = n + .тф. => ф. = --. 

dф т 
(21.72) 

~енй~ ф. С()()'Гветствует .вакуумному ·состоянию потенциала Vm. n. Можно так-.. ,.,.... ..~-

же'Ъ'Ро'ВСрить, что в данном вакуумном ·состоянии вакуумная энерrия Am n равна 
··j ~ .:··'-'f ~ 
~ 1 > \ 

1 n 2 

Am.n = Vт,п(Ф.) = -l т. (21.73) 

~· 't~J.tJ.>;~мотреть набор всех целых чисел m, n допустимых (21.71), то можно 
, с~~ть: каково nриблизительное распределение вакуумов ф. в этом наборе? 

• Заuиwем 

dN = р(ф.) dф., (21.74) 

rде dN - это число критических точек в интервале (ф., ф. + dф.) и р(ф.) -
это искомая фунКllия распределения. Набор nотениналов .можно представить 
.в виде набора точек с целочисленными координатами на плоскости (х, у); каждая 

точка (m, n) соответствует потенuиалу Vm. п(Ф) и ассоциированному вакуумному 
состоянию ф. (рис. 21.9). В силу (21.71) допустимые точки находятся справа 
от вертикальной оси и внутри окружности радиуса ...fL, расположенной в начале 
:координат. Для больших L полное число rочек, или nолное число вакуумов 
.N, при·близ.ительно равно nлощади доnустимой области: .N .~ lf2кL. Также 

отметим, что IФ.I = lnll/m < JL. так как т~ 1 и n < .JL. 
Для Н!\ХОЖдени.я расnределения .вакуумо.в~ заметим, что ф. = -n/m означа

ет, что точки на хажnой радиальной nрямой соответствуют одному вакуумному 

эначен~ю. На самом деле 

(21.75) 

rде tJ ~ это угол, образованный рал.иа.льной nрямой и положительной ооью х. 
Число вакуумов dN в малом секторе (8, 8 + d8) равно мощзди 

dN = L
2 

ld8l = L
2
·. -1 .

2 
ldФ.I 

. 1 + ф. (21.76) 

rде плясвязи d'O и dф. было исnользовано (21. 75), а значение р(ф.) было выделено 
из (21.74). Полученное распреде-ление имеет ,оЖИJ[аемое свойство р( -ф.) = р(ф.), 
.возникающее nотому, что при ф. = ~.n/m д11я каждой критической точки nри 

:за.ц:анном n = n0 ·существует другая точка с n == - no. На заданном наборе 
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Р•ис. 21.9. Набор ПО1'енщиалов Vm. n{ф), 
оnределяемых двумя целыми числами m, n при т > О 

точек, распределение р(ф.) выполняется при IФ.I < v'L. Форма р указывает, 
что mлотность вакуумов име·ет щ1к при ф. = О. В nределе очень больших L 
убеждаемся, ч·ю ·число вакуумов .N равно 

J1, 00 

N - L 1 dф. "' L 1 dф. - ! 1Г L 
- 2 1 + ф! - 2 1 + ф~ - 2 . 

(21.77) 

-.Л -00 

Друrnм интересным расnределением является расnределение вакуумных энер

гий (21.73). Обозначаячисло ва~ов с энерrией в интервале d.IV как (А~ A+dA), 
запишем 

N = p(A)IdAil; (21.78) 

где р(А) -это ассоциированная функция распределения. Вычисление показы~ 
.ва:ет (задача 21 .. 5) 

р(А) = ~ 1 [.J А2 + L ~ IA~) 312• 
3 .J2iAf (21.79) 

Так как в данном nримере все вакуумные энергии отрицательны (см. (21 .73)), 
1nриведенное выше распределение должно быть .доnолнено р(Л) =О для А> О. 

Отметим, что р(А) растет при А~ О. Дальнейшее обсужден~ие содержится в за
даче 21.5. 

Статистические рассуЖJlе.ния ямяются уместиыми nри обсуждении тоrо, к.а
ки:м образом компактификации в теории струн могли бы воспроизвести наблю

даемое :значение так называемой ·темной энергии .Вселенной. Значение темной 
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энергии равно тежущему эн:ачению вакуумtiой энергии и, наиболее вероятно, мо

жет быть mождесrмено с ~осмолоrической постоянной. Несмотря на то что в н:а

·стоящее ~ремя вакуумная энергия доминирует над nлотностью энергии во Все

ленной, в ruпанковских единицах она исчезающее мала. Чтобы явно убедиться 
в этом, сn·ерва заметим, чrо в предполо~ении равенства параметра расширения 

Хаббла значению Но = 73,5 км/с, текущая критическая плотность энергии Ре 
Вселенной равна 

ЗНJ -~ з 
Ре= ~G = 1,015 х 10 г/см . 

. 81f' 
(21.80) 

Данная ru:ютностъ эхвивалентна плотности шести протонов в кубическом метре. 

(~ Упрожнение-разNuнно 21.17. Рассмотрите естественную планковскую плот
ность масс рр = mp/l~. Покажите, что рр = 5,20 х 1()93 r/см3 • 

1'екущие экспериментаJJьные данные указ·ывают на то, что плотност.ь энер

гии Вселенной очень близка к критической плотности и. по-видимому, вклад 

вакуумной энергии сост.амяет приблизительно 76%. Таким образом, находим, 
что мотность вакуумной энергии ра.вна 

(Jvac ~ 0,76рс = 0,771 Х 10-29 Г/СМ3 = 1,48 Х J0-123pp. (21.81) 

Текущее значение вакуумной энергии nримерно на 123 порядка величины меньше 
естественного значения 18 планковских единицах! Следуя традиционным струн

ным обозначениям, для JIЛотности вакуумной энерrии будем использовать сим

.вол А . . Мы не будем пользоваться обозначением, принятым 18 общей теории от
носительности, где А это <(Космологическая nостоянная», величина, являющаяся 

произmщением вакуумной энергии на 81ГG/с4 . Таким образом. (21.81) принимает 
'ВИД 

лоt$ ~ 1,48 х to- 123 Ар. (21.82) 

Так как обЬNно считается, что струнны·е един:ицы измерения: должны всеrо лишь 
на пару порядков ·отличаться от манковских; то возникновение ис-чезающее 

малой энергии является парадоксом. Даже в сценариях с большими дополни
тельными измере.ниями, Aot:Ys rбудет на много порядков меньше, чем естественное 

струнное значение. Ожидается, что для J<Омпактификаций в теории струн ваку

умньtе энерrии наХОШIТСй в мtrтервале (-А", Ар)· Если бы ·сущестооБ8J1о лишь 
небо.nьm<Уе число С'фунньrх вакwмов. то бЫЛо б.ы весьма неправдоnолобно. что 
любой мз них может иметь энергию равную ,...., 10-123 л". Сейчас мы nокажем. 
что в потоковой комnактификации со мноrими nотоками число вакуумов на

;столько велико, что становится возм,о.жным найти' значительное число вакуумов 

,с эн:ерrие~ из эксnериментально допустимого интервала значений. С этой целью 

рассмотрим потенциал д11Я набора модулей, соответствующих векторам ф в ме
которой теории с J потоками, характеризуемой целыми числами n 1, n2 ••• , n;: 

J 

V($) = Vо(ф) + L m;(ф)nf. (21.83) 
i=l 
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Здесь V0( ф) - это часть nотенциала, ответственного за эффекты, оrличные от nо
рождаемf)IХ ПО1fоками. Это а!Налоr первого слаrаемоrо в nравой части (21.69). 
Второе ·слагаемое в (21.83)- это вклад от nотоков, он содержит вычисляемые 

функции m;(ф). Это слагаемое является аналогом второго слаrаемоrо в nравой ча
:сти (21.69). Когда числа модуЛей и потоков J велики, ·становится за'11руднительно 
искать критические точки потенциала. Прцдерживаясь стратегии, оnравданной 
подробным анализом, мы фиксируем модули ф в некотором типичном знач.ении 
Фо и запускаем nроцедуру минимизации. Как Vo, так и функции mt (21.83) ста
tювятся всего лишь константами. Тоrда, заnисывая А = V и Ао = Vo, находим 

J 

Л= Ао + Eqfn~. (21.84) 
i=l 

Мы записали mi = .qf, чтобы сделать явным то, что потоки дают nоложи-rельный 
вклад в плотность энергии. Более того, так же, как в тиnичных комnактификаuи
:ях" А0 будет выбрано отрицательной плотностью энергии планковс!Коrо мacnrraбa: 

А0 t"V -Ар. (21.85) 

Мы хотим nонять, существует ли разумное число вакуумов, для которых nолная 

вакуумная энергия находится в э~спериментально допустимом интервале значе

ний, ·скажем~ между нулем и .А.А, rде 

~ ~ лоЬs ~ I0- 12~Ap. (21.86) 

Для 1вакуума в данном интервал:е имеем 

J 

"'"' 2 2 О ~ Ло + L lJi ni ~ D..A. 
i= i 

(21.87) 

Так как Ао отрицательно, предыдущее иеравенство можно nредставить в виде 

J 

IAol ~ L: qfni ~ IAol + дА. (21.88) 
i== i 

Мы .хurим знать, как мноrо вак-уумов удовлетвQряют данному неравенству. Это 

·число было бы большим, еслй бЬI qf было малым по сра·внению с А.А. Проблема 
заключаёТ~ся в том, что qf на мнvго nорядков больше, чем ~Л. Это на самом деле 
nланко·вские чима, так что е лучшем случае на несколько порядков меньше, 

чем IA0 1. 
Если вакуум, характеризуемый иенулевыми целiЫМИ числами (n1, n2, ... , nJ), 

удовлетворяет (2.1.88), то имеем по крайней мере 2J вырожденных вакуумов 
(±n1; ±n2, ••• , ±nJ ), коrорые также удовлетворяют этому неравенст~у. Если q, 
удовле-mоряют сnециальным соотношениям, то может происходить дальнейшее 

вырождение: если~ например, qi = (/j, то nерестановка ni с n; nриводит к допол
нительным вырож:денным вакуумам. Будем называ'IЪ d( J) ~ 2J вырожденкостью 
вакуума. 
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Чтобы эффективно nроанализировать связь (21.88), введем декартовы коор-
дина ты 

х.- q·n· J - .••• (21.89) 

·так что вакуумы становятся узлами решетки в ж-пространстве. Так как узлы 

.на решетке разделены вдоль z; расстоянием qi, то клетки, содержащие один узел 
решетки, имеют объем 

J 

vоlкл = П qi. 
i=l 

В z-пространстве связь (21.88) принимает вид 

J 

IAol ~ Е х~ ~ IAol + дА. 
.i=l 

(21.90) 

(21.91) 

Это сферическая оболочка в х-пространстве. Чтобы найти толщину оболочки 

.dR, запишем IAoll = Щ и IAol +дА = (Ro + dR)2
, откуда находим 

~л 
dR = 2"(ЛО; (21.92) 

х -объем оболочки равен произведению объема сферы s' -а радиуса Ro = Ji'l\oi 
на толщину dR: 

J 1 l'"i7!J -1 ~л 
volo00л = voi(S - )v IAol 

2
VAO'' 

. 21rJ/2 

vol(S1
-

1
) = Г(J 12), (21.93) 

rде было использовано (3.52). Так как вакуумы являются d(J)-кратно вырожден
:НЫМИ; то вакуум находится в оболочке; если число узлов решетки в оболочке, 
деленное на d(J), больше либо равно единице; 

1 voloooл vo'1(S1~ 1 ) . J-t ~Л 1 

d(J) voliOJ = 2d(J) ~ ..fFЧJ Пf=J qi ~ l. (21 .94) 

П~реупорядочение приводит к 

(21.95) 

Мы хотим,_ чтобы отношение слева от зна"а неравенства было nриблизительно 
равно ш-124 • Для 1 ;:;::;. 1 игнорирование nрефакrора порядка один приводит к 
неестес-rвенно малому q ~v 10-124 Jj'l\oj. Для больших J префактор НёОбхоnимо 
учитывать, fit<C>TOMy как он cтaittOвJIТCЯ большим. Дейст,вительно, d(J) ~ 2J растет 
,с J, а voi(S1~ 1 ) уменьшается с J. 

Q) YnptiЖН~Иii..."fJJNUfiKO 21.18. Убедитесь, что объем voi(Sk) достигает макси
мума при k = 6 .и монотонно убывает при больших k. 
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Для roro чтобы nроанали~мровать (21.95) при больших J, восполiЬЗуемся 
асимптотическим разложением 

( 
21re) Jtz 

vol(SJ-I) ~ Т , J -7 оо. (21.96) 

J 

Кроме того, nриравняем к 10- 124 левую часть (21.95), в1Ведем П ;qi = qJ, заnишем 
i= l 

эффекmвную q и nоложим d( J) = 21
• Это дает 

( 21Ге) -J/Z ( ">п ) J 
10-124 ~ J = : ~ (21.97) 

и приводит к 

2q -124/Jff-1Гe _ /( ) . ~JO -=J . 
.JjA;I J 

(21 .98) 

Например, для J = 124 получаем f(J) = ·0,037, - число, показывающее, что 
q не ·сильно меньшее, чем ·есrественное планконское значение, и досrаrочное для 

получения Сiрунноrо вакуума в экспериментально допустимом интервале значений. 

(!) Упражнение-раз•инно 21.19 .• Используйте Г(х) f+V xx-ivЪfXe-x(t + 0(1/х)), 
чтобы доказать (21.96). 

Q) Упрожнение-разNuнно 21 •. 20 .. Функция f(J) достигает максимума при J рав
ном примерно .шестистам. Определите критическое J и соответствующее зна
чение f(J) .. 

С nомощью nотоковой .к:омnактификации, мы построили значительное ко

личество 1вакуумов с энергиями :в наблюдаемом интервал·е значений. Конечно же1 
существует гораздо больше вакуумов с недопустимо 'большими энергиями. Ис
пользуема.я нами аргументация не объясняет, почему вакуумная энергия так ма

ла, она говорит только то, что ~она может бь111ь мала. В том случае, если теория 

•струн содержит инфляцию, может быть предложено нестандартное объяснение. 
Инфляция, в т-ом виде, .в котором она nонимается в настоящее время, не пре~ 

:кращается в будущем. При непрекрашiiюще~ся инфляции пузыри вселенных 

образуются постоянно, и, наибойее вероятно. в-се вакуумы ландшафта в конце 
.концов реализуются как физ:ические nузыр.и вселенных. Среди них содержатся 

.вселенные 11охожие на нашу, в которой вакуумная ·энерrия мала. Считается, что 
мы нююдимся в такой вселенной, nотому что будь вакуумная энерmя значи

тельно больше, то rалактики и звезды не смогли бы образоваться и жизни бы 

не существовало. Однако; каким бы эпатажным не казался .этот аргумент, он 

им·ел не.который успех. До э~сnеримен'JаЛьноrо обнаружения вакуумной энергии 

в 1999 году, большинство теоретиков считали. что она в точности равна нулю. 
Однако ни о.nна попытка теореtически доказать, что вакуумная энергия должна 
·быть равна нулю, не имела ycnexa. Вайнберг nоказал, что образование структур 

.во ВселенноИ nриводИт к верхней rраниuе мя вакуумной энер-rии. Он также 
nривел .nоводы, что если принuиn, rарантирующий равенс'JВо нулю вакуумной 
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энергии, отсуrствует, то .возможно окажется, что ее значение меньше, чем верх

.нитй nредел, но не кардинально меньше. Оказалось, что это nравильно. 

Т.ак как в послеnние не·сколько лет экспериментальное доказательство суще

·ствования периода инфляции значительно усилилосъ, можно задаться вопросом, 
имеет ли место инфляция в теории струн. Бол1ьшая часть исследований про

юдилас·ь с испол~ьзованием потоковых компактификаций по той причине, что 
модули должны стабилизироваться. В типичной ситуации, имеется простран

ство Калаби-Яу с элонrацией, :на кончике которой расположена анm-D-брана. 
Мел.лен:ное движение .D-6раны вдоль элонrации по направлению анти-D-браны 

может приводить к инфляции. Слишком рано уrверждать, nриведуr ли эти nо

пытки к полным МQделя:м. 

По размышлении над текущими попытками показат,ь, что теория струн опи

сывает реальный мир, нельзя не испытать смешанные чувства. С одной сторо
ны, струнные мQДели и потоковые комnактификации свидетельствуют о том, 
что все же основные свойства реального мира могут возникать из теории струн. 

·С другой стороны, предЛагаемые конструкции кажугся надуманными, по-крайней 

мере в том смысле, что они ·сконструированы для того, чтобы приводить к наблю

даемой физике, а не получены естественным образом как простейшие решения 

теории струн. Стандартная модель физики ·частиц и Стандартная космологиче

ская модель - это изощренные построения и текущие попытки описать их в рам

ках теории струн не приоодят :к упрощению. Несмотря на сложность, не ~следует 

реагировать подобно Ал.ьфонсо Х (Альфонсо Мудрый, 1221-1284), только что 
познакомившемуся ·С астрономией Пто:пемея 2): 

uучись мне присуrсrвовать ПiРИ сотвоtРении мира, я бы дал пару nолезных советов, 
как 11учwе обустроить Вселемную. 

Можно nредставить., что Идея ландшафта верна и наша Вселенная - это 

только ·одна из гиr.анrекого чи~сла возможностей, nричем не так чтобы очень 

~еаесmенна.я. Это объясняло бы, nочему струнные nостроения не выглядят есте
·ственным:и. Однако, на данном этапе, было бы более конструктивно исследовать 

факты и модели, надеясь на ТО; что естественносТh появится по мере уrлубления 

нашеrо понимания. Наши надеЖды основань1 на вере в то, что, как утвержаал 
Маймонид (I 135-1204) в Путеводителе растеряннЬIХ (1190), 

В цаrраве Природы нет ничеrо бессмысленного, тривиально:rо ил~ ненужного. 

Эада~чи 

..,. Задача 21.1. Косой тор и деА·mие о:риентифолда 

Рассмотрите моекость (х, у) с линией ориентифопда вnоль оси z. Оnерация 
симметрия ориентифолда меняет струнную ориентацию (здесь это не будет иr-

2) Я признателен Дж. Голдстоуну эа п~остамение эrой сс.ЫJJКИ из Вartlett's Familiaг (}uotations 
(1919). Альфонсо Хбыл исnанскнм аGоролем Кастилии и Леона. Моше Маймонид родился в Кордове. 
Испания. Рассмотренные в раздtле 21.4 модели с лересекающимися D6-бранами, были pювlffbl 
•испанской груnпой•. 
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рать роли) и действует на nлоскости nутем отоб,ражения rочки (z, у) в ее образ 
r(:t, -у) .. Данное дейС11Вие хорошо оnределено, потому что оно nереводит точки 
моекости в точки плоскости. Линия ориентифолда- это линия, которая оста

ется неподвижно:й при действии ориентифолда. 
2-тор получается наложением двух отождестмений на плоскости (z, у). Если 

эти отоЖдестмения такие, как в (2 .. 101) и (2J02) то результатом будет квадратный 
'ТОр. Чтобы получить прямоутольный тор исnользуем 

(х, у)~ (х +а, у), (х, у)~ (z, у+ Ь), а, Ь >О. (1) 

Фундаментальной областью этих отождествлений вместе с границей может быть 

выбр.ана обл.асть с точками (z, у), удовлетворяющими О ~ z ~ а и О ~ у ~ Ь. 
Это nрямоугольник со сторонами а и Ь. Проиллюстрируйте данную ситуацию 
на рисунке. 

(а) Убедитесь, что действие ориентифолда {z, у)-+ (z, -у) хорошо оnределено 
н·а торе {1). На этом торе линия О~ z ~а, у= О являе'flся неподвижной. 
На торе существует друrая неподвижная линия. На!Й.дИте ее. Покажите, что 

действие ориентифолда на торе .можно предстаWiять как отражение относи

тельно одной из двух неподвижных .линий. Поэтому, на самом деле суще

ствуют две линии ориентифолда на торе! 

Tern~epь рассмотрите класс косых 2-торов, поучаюшихся наложением отож
дествлениИ 

(z,y)~(z+a1 ,y+a2), (z,y)~(z,y+Ь), а,1 ,а2 , .Ь>О. (2) 

Фундаментальной областью этих отождествлений вме·сте с границей может быть 
выбран параллелоrрамм с .вершиной Р в начале координат и сторонами, опре

деляемыми векторами ii = (а1 ,а2) и Б= (О,Ь). Пусть х = (х,у), так что отож
дестмения можно переnисать в виде х ~ х + .ii ·и i ~ х + Б. Нарисуйте данный 
.параллелоrрамм Р. 

(б) Тепер.ь рассмотрите тор (2) при 

(3) 

Вос.nолыуйтесь подходящей фиrурой1 чтобы убедиться в rом, что дейtтВие 
ориентифолда (х, у) -+ (ж, -у) хорошо определено на тQре. На:йдите две не
подвижные линии на Р. Оrметим; что эти линии представляют единственную 

замкнуrую линию ориентифолда на торе. 

(в) Пусть а = (а1 , -а2 ). По!Кажите, что (3) означает, что lf = il- Ь. Отметим 
значимость зroro соотношения на вашем чертеже. ПУёть точки обозначаются 
векторами t 1a + t2b 'с nостоянными t 1 и t 2• Покажите, что действие ориен~ 
тифолда имеет вид 

(4) 

r(r) Замкнутая линия lна торе мо~ет быть обозначена парой взаимно nростых 
uмых чиоел l =(т, n) с учетом того, что эта линия возникает иэ прямоrо 
отрезка из rиачала rкоординат в точку mil+nb. Изучите аргументацию, привед~ 
шую к .выраженюо числа пересечений на квадратном торе (21.5). Убедитесь, 
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что эта формула также сnраведлива дЛЯ: линий на косом торе. Из (4) следует, 
чrо nосле действия ориентифолда 

t = (m, .n)-+ t* = (m, -m- n). (5) 

Для описания линий удобно выбрать друrую пару чисел, одно из которых 

может быть nолуuелым: 

l = (m, n) nредставимо как l = [т, n + ~~] . (6) 

(д) Покажите, что действие ориентифолда отображает 

l = [r,s] ~ l* = [r., -s]. (7) 

(е) Ilокаж:ите, что число лересечений для двух линий l, = (r1, 81] и l2 = [r2. 82) -
это 

(8) 

Покажите, что 

(9) 

(ж) Припишите замкнуrым линиям ориентифолда ориентацию слева направо. 

Покажите, что она может быть описана как вектор вида .t1ii + t 2b, представ
ленный каrк [2, 0) . 

..,. 3адача 21.2. Числа пересе-.еиий и формальные nеременные 

Для описания полинома П, сопостаменноrо заряду 06-браны, намотанной на 

Т6 , в разделе 21.4 были введены сJюрмальные переменные Xi, у;, i = l, 2, 3. Те
nерь рассмотрите следуюшие правила для умножения формальных переменных: 

Xi1/j = 1/jXi, Xa·~j ~ :l:jXi iИ Yi'!/J = YJYi llpй i =f::. j 

XiZi = YiYi = О и Zi'Yi = -J/i'Zi = 1, нет суммирования по i. 
(1) 

К тому же, nредnоJюЖИМ; что умножение удовлетворяет закону дистрибутивно

сти. Оrметим, что данное умножение некоммуrативно (имеет значение nорядок 
сомножителей) и что :вышеуказанные nравила не мoryr быть и·спользованы для 
упрощения полинома П~ сопоставленного бране. 

(а) Ilокажите, что умножение nолиномов, соnоставленных двум намотанны~t 
06-бранам, дае-1' их число nересечеfiий: ПаПь = Iаь. 

r(б) Воспользуйтесь (21.65) мя .выводаус:ловия совместности ~ Nalaь =О при 
ll 

любом фиксированном Ь. Детально разъясните, почему это условие nриводит 
к лравилу1 сфор.мулированному в (21.62) . 

..,. Задача 21.3. Модель nересекающмхся 6ран со спектром частиц 
Стандартной модели 

· Для решения зто задачи необходимо сперва решить задачу 21. 1, в которой рас
сматриваются ориентифолды на !КОСЫХ торах. Т6 в рассматриваемой бранной 
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модели составлен из двух прямоугольных торов (первый и второй торы) и одноrо 
косоrо тора (третий тор).. Линии на косом торе обозначаются как (р, q). 

На каждом прямоугольном торе~ намотка двух неподвижных линий ориен

тифолда задае11ся как (2" 0). На косом торе, единственная линия ориентифоJЩа 
залается как [2, О~ (задача 21.1; п. (ж)}. В результате, Т6 обладаеттремя простран
·ственными направлениями В11ОЛЬ 06-плоскостей. Другие три направления вдоль 
Об-плоскостей совладают с пространствеиными направлениями эффективного 
четырехмерного nрос11ранства-времени. 

Четыре набора .D6=бран в этой модели описываются следующими линиями: 

N1 = 3: ( 1) ( ll = 1,0), 
(1) 

l2 = (5, 1), 111
) = [1, 1/2], 

N2 = 2: 
(2) ·(2) ( ) l12

) = [1, 3/2], ll = (0, -1), l 2 = 1, О, 
(1) 

(З) ·(3) ( ) t13
) = (0, 1 ), Nз = 1: ll = (4, 3), l2 = 1, о ' 

N4 = 1: l~4) = (1' 0), 1'~4) = {1, 1), 44
) = (1, -3/2]. 

Зеркалt:Jный образ i* 06-браны i получается изменением знака второго элемента 
.iВ каждой .из трех линий, определяющих брану. 

(а) Приведите знач·ения (m, n), соответствуюшие стандартному описанию каж
lЮЙ из чет,ырех линий на третьем торе. 

(б) Убедитесь, что lн· = О для i = 1, 2, 3, и 4. Огсюда следует, что никакая 
06-брана не лересекается со своим собственным зеркальным образом. 

(в) Вычислите все остальные числа пересечений Iij и Iij•, при i < j. Убедиrесь, 
что 

/12 = 1, I~2· = 2, /1з = -3, I1з• = -3, It4 = l14• =О, 

l2з = l·в· =О, !24 = -3, !24· =О, lз4 = 3, lз4• = -3. 
(2) 

Лроверьте. что информация, содерж:ашаяся в вышеприведенных числах nе
ресечений, корректно отображена на рис. 21.8. 

(r) Так как намотки ориентифолда ·Оnисываются как (2, 0), (2, 0), (2, 0), лоли
ном (21.64) принимает rrид lio6 = 8~1х2х3 • Так как .заряд Рамон-Рамона 
Об-плоскости ориентифолда противоположен заряду D6-браны и в четыре 

раза f11реtвышает e.ro, то условие .раtвенства нулю полного R-R зар·яда на 1!' 
имеет вид 

4 

2: Ni(Пi + Пi•) - 4По6 = О. (3) 
i=l 

~едитесь, что ·числа намо11ки в (1) удовлетворяюr данной связи. Замечание: 
последний множитель в полиноме n строится из чисел в (pJ q] представлении. 

(д) В эrой модеJiJИ, один из четырех множитедей U(l) осnется беэмассовым. 
Его заряд nропорuионален Q, - З(Qз + 'Q4). Знесь Qi = +1 для струны, 
:шканчивающейся на i -й бране либо начинающейся и а i* ~бране. Рассмотрите 
~юяиия :на рис. 21.8. Убедитес.ь, что nри nодходящей нормировке данный 

заряд - это в точности rипiеJУзаряд. 
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• Задача 21.4. Нарушение симметрии при реком,бинаqмм 6ра1н 

Чтобы упростить себе работу, рассмотрим пару пересекающихся D4-бран. У каж
дой браны есть одно пространственное измерение, закрrенное как замкнутая 

кривая на квадратном торе Т2 с координатами х4 и х . Остальные три щю
·странственные направления в мировом объеме бран расположены вдоль про

·стран·ственных направлений четырехмерного пространства-времени. Подробно

сти Кiомпактификации zlJ, ... . , z9 не име101' значения. 
Т:ак ка~е имеется один Т2 , намотка каждой 04-браны может быть задана един

ственной линией t = (m, n), rде тиn относительно nрость1. Для двух заданных 

04-бран с линияМJи l(l) = (m1, n1) и t<2
> = (m2, n2), число пересечений / 12 , 

определяющее число левых фермионов на множестве пересечений, задается как 

Процес·с рекомбинации может быть описан с использованием соответствующих 

линий на торе. Возьмите одну из бран, скажем первую, и отрежьте бесконечно 

малую часть вблизи концевой точки данной линии. Результатом будет открытая 
линия на торе, начинающаяся в (0, О) и заканчивающаяся вблизи (0, 0). Возьмите 
вторую 1брану и отрежьте бесконечно малую часть вблизи ее начала. Результатом 

будет открытая линия, начинающаяся вблизи (0, О) и заканчивающаяся в (0, 0). 
Теперь сКJJейте кюнец первой линии с началом второй. Результатом будет одна 

замкнуrая линия, сопоставленная рекомбинированной D-бране. 

i(a) Воспользуйте.сь предст.авлением определяюших линий на плоскости (на ко
торой тор ВО:)НИ~<;ает как ед11ничный) для локазательства того, что реком-

бинация двух D-бран f 1) = (m1, n11) и i 2) = (m2, n2) приводит к D-бране, 
соответствующей линии, начиrнающейся в (0, 0), заканчивается в (m1 + т2 , 
n1 + n2), и имеюшей один уrол (где?). Эта линия может бьrть непрерывно 
деформирована в прямую линию, соединяющую ее конuы. Данная линия, со~ 

аrветсrвующая рекомбинированной D-бране Е, задается lE(mt +m2, n1 +n2). 
Объясните; nочему <>кончателъный результат рекомбинации не зависит от nо
рядка~ в котором сючеи:ваЮf1ся D~браны. 

(б) Проведите в явном виде процедуру рекомбинации на торе для бран ( 1, О) 
и (0, 1). Покажите в nосл·едовате-льности фиrур то, как рекомбинированные 
браны мoryr быть непрерывно деформированы в бра ну ( 1, J). 

(в) Коrда две 'браны рекомбинируют, полное число бран уменьшается на одну 
бра:ну и, ·в итоrе, числ.о полей Максвелла уменьшается на одно поле. Рассмот
риТ>е D-брану i, пересекающуюся с каждой из двух бран: браной 1 и браной 2, 
реК<омбинирующихся в Е. Докажите, что 

Данный результат п:оtGазъrваеr. чrо число (беэмаосовмх) киральных ферми
онов, nолученных после рекомбинаuии бран меньше либо равно полному 

числу кираль:нмх фермионов, которые nрисуrетвовали до рекомбинаtUtи. Та

ким образом, nрисугствуют ·Ожидаемые nризнаки нарушени.я симметрии: не-
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коюрое число n:олей Максвелла и не·коrорое число киральных фермионов 

приобретают массу. 

~ Задача 21 .. 5. Расnреде:~ение а.акуумной энергии в ИI'IРУUJечной модепи 

Выведите распределение р(А), задаваемое (21.79). Один возможный подход со
сюит в том, чтобы рассмотреть непрерывную аппроксимацию, при которой 

(n, m) =(ж, у) и rюзrому А= -'!/ /2х на допустимом пространстве. После эroro 
вычислите nлощадь, ограниченную кривыми, соответствующими А и А + dA. 

Каков rерхний предел для )A:I на множестве допустимых вакуумов? Проверьте 
непротиворечивость формулы (21.79); используя ее для вычисления полного чис
ла вакуумов . . Возьмите L = 100 и оцените долю вакуумов с IAI < 1 . 

... Задача 21.6. РаспределеНIИе вакуумной Jнерrии nри бопьwом копичестве потоков 

Раосмоtрите уравнение (21.84) при 
J 

пqi=qJ 
i=l 

и J, большим настолько, что применимо (21.96). 

(а) Определите число iВаК)'УМОВ N(A) с вакуумной энергией меньшей либо рав
ной А. Оrвет зависит от А и параметров IAol, q и J. 

(6) Используйrе дифференцирование для написания уравнения вида 

dA 
dN' = р(А) IAol 

и найдите распределение р(А). Эт.о распределение параметрическим образом 

зависит от 1~11 . q и J. 

(в) Возьмите J = НЮ и q = O,OlVii\ol. Определите зиачение р(А =О). Найдите 
значение А. i(через IЛol), для которого р(А.) отлича,ется от р(О) на J%. 
Вычислите отношение Л-./ Л.. Ваш результат nолжен демоистрирова'rЪ, что 
распределение р:(А) является в точности константой в пределах доnустимой 
поrрешност,и эксперимента. Сколько существует струнных вакуумоз со зна~ 

чениями А ·в nределах 1% от А*? 



Глава 2.2 

Струннан термодинам.ика 

и черные дь1ры 

Терм·одинамика струн определяет.с.я 1Главны1м образом экспоненциальным ростом числа 

доспtЖ!имых струной квантовых состояний, как функции ее энергии. Темпы роста оцени

ваются ~nодсчетом ЧIИC!IIa разбиений болЫllих целых чисел. Поведение энтроnии указыва
еr на то, что nри 1высоких энергиях те.мnераtура СJремится к конечному постоянному зна

чению - темnературе Хагедорна. В теории открытых 6озонных струн вычислена одно
струнная сrа11ист,ическая сумма 1nри конечной Т<ем·nературе. Объясняется, мак подсчет чис

ла струнных состояний м~ожет быть исnользоiВан для статистического вывода энтропии 

черных ды:р. Эти вычислени<Я привоДJ~т к резу11ьтатам, качест1венно соrла,сующимся с эн

т1ропиеИ черных дыр ШваtРцwиnьда и энrро:nией определенных заряженных черных дыр. 

22.1 .. Обзор статистической механики 

При изучении термодинамики струн мы будем пользоваться микроканониче

·<жим и каноническим ансамблями. Напомним, что микрокаионический ансамбль 

состоит из набора копий не~юторой системы А, по одной копии на каждое дости
жимое состояние системы А при фиксированной энергии Е. В каноническом ан

самбле рассматривается система А, н~одящаяся в термостате с температурой Т. 
Этот ансамблъ ·состоит из копий системы А и термостата, по одной копии на каж
лое доnустимое соотоян!Ие нанной комбинированной системы. В каноническом 
ансамбле знерrия с«сrемы А различается .мя различных элементов ансамбля. 

Давайrе начнем с .микроканоиическоrо ансамбля. Представим, что система А 

изолирована и обладает фикс:ированной энерr:ией. Пусть П(Е) обозначает число 
:возможных СО(.."Тоян:ий системы А с энергие;й Е. Энтроnия системы S оnределя
ется через число состояний 

S(E) = k ln Q(E), (22.1) 

rде k - это постоянная Болъцмана. Температура ·системы Т опред.еляется как 
производnая энтроnии по энергии: 

дS 
Т= дЕ. (22.2) 

Иногда nроще работать с каноническим ансамблем. Представим систему А с ко
нечным объемом.~ находящуюся в термосmте с температурой Т. Такой системой 
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мо.r бы быть заполненный струнами ящик, либо ящик rолъко с одной струной. 

Нет необходимости определять, ч·ем ЯWIЯe'JlCЯ термостат. Предnоложим, что мы 

знаем кванrовые состояния системы {а} и их энергии {Е а}. Тогда статистиче
ская ·СУММа z rсистемы А определяется как 

1 
{3 = kT. (22.3) 

Статистическая сумма nолезна, nотому что может быть использована для вы
'Числения интересных величин. Например~ ·если известно, что система А имеет 

температуру Т, то с помощью Z можно вычиСJI!ить вероятность тоrо, что А нахо
дится в некотором квант.овом состоянии. По оnределению, статистическая сумма 

зависит от температуры Т и от внешних параметров системы. Данные nараметры 

определяют уровни энергии ·системы. Те сис11емы, которые мы будем рассмат

ривать, имеют только один внешний nараметр: объем V, занимаемый системой. 
Таким образом., будем счит.ать что Z -это Z(T, V), или 

Z = Z({З, V). (22.4) 

Вероятность Ра того, что система А в термостате с температурой Т находится 
в состоянии а, равна 

(22.5) 

Очевидно., L Ра = 1, что и требуется, если интерпретировать Ра как .вероят
.а 

!Ность. Можно вычислить ·среднюю ло ансамблю энергию Е с~-tстемы А nутем 
дифференцирования статистической суммы: 

.дlnZ 
Е = L: РаЕа = ~ д/3 . 

а 

(22.6) 

Также с помощью статистической суммы можно !Вычислить давление р в системе 

(задача 22.1 ). Оно задается выражением 

1 дtnZ 
р=~ /3 дV . .(22.7) 

Другой nолезной величиной ямяется свободная энергия fельмrольца F. Ее 
основные свойства могут 'быть получены за несколько шагов, начиная с пер

оого !Начала термодинамики. Это начало утверждает, что изменение энергии dE 
системы; единсiвен;ным внешним параметром кО"tОрой является объем V, может 
быть за:nисано в ~и;осе 

dE=TdS-pdV. (22.8) 

Здесь Т ~ это темnература системы, а р - давление. Таюке, Т aS ~ это тепло, 
переданное системе, а ( -р dV) - это механическая работа совершенная · над 
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~истемой. Уравнение (22.8) означает, чrо Е следует рассматривать как функцию 
E(S, V) or S и V, и 

Из:ме:нение энергии в (22.8) можно также представить в виде 

dE = d(TS)- S dT- pdV, 

откуда следует, что 

d(E- TS) = -S dT- pdV, 

Свободная энергия F определяется как 

F=E-TS~ 

и поэтому и.меем 

dF = -SdT- pdV. 

(22.9) 

(22.JO) 

(22.11) 

(22.12) 

(22.13) 

Видно, что мя [lроцессов с постоянной температурой свободная энергия соответ

ствует количеству энергии, которая может перейти в механическую работу. На

пр.имер, для химической реакции, в которой высвобождается энергия, энтропия 

·системы обычно убывает. Не вся высвобождаемая энергия может быть использо
вана для работы, .а толыю свободная энерrия. Так как полная энтропия не может 

убывать, остаток энергии переходит в тепло. увеличивающее :энтропию мира. Из 
(22, 13) слепует, что F нужно рассматривать 'КаК функцию F(T, V) от Т и V, и 

(22.14) 

<Свободную энергию можно вычислить с rюмощью стаmстической суммы ( заnача 
22.1 ). Она задается ·выраже--нием 

F = -kTlnZ. (22.15) 

Наша цель - ~Юспользоваться основными термодинамическими соотношени~ 

.ямиj nолучеинъ1ми выше, для вычисления .инrеl)есных свойе111 струны. Олним 
.из цеи'J1)мьных в1Ь1числеиий ямяется вывод статистической суммы струны. Дан

ная проблема несколько сложна, поэтому снач.ала рассмотрим более nростые 

ооnросы, :которые помоrуr нам создать необходимый инсТрументарий. 

Первый необходимый результат - это формула числа разбиений больших 
целых чис~ел. Этот маttматический результат будет получен физическим методом, 

.а и.менно, с помощью .анализа высокотемnературною поведения квантовой нере

мтu.вистской струны; назовем это «квантовой скрипичной струной~. На основе 
этого результат.а вычислим отношение энtрОпия/энерrия для идеальной кванто
вой реАJ~m.ивистской струны, у которой игнорируется квантование импульсных 

состояний. В этом контексте уже появится температура Хаrедорна.. После обсужw 
ления статистической суммы точечной релятивистской частиu.ыf все nолученные 

ранее реэульrnты применsrются для вычисления ст.атистической суммы реляти

вистской струны. 
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В последней части этой главы ·обсуждается значительный успех теории струн~ 

·статистический вывод энтропии черных дыр. Эта энтропия, nолученная впервые 

термодинамическими рассуждениями, возникает из вырожnенности струннiЬiх 

·Состояний, обладающих микроскопиче.скими свойствами черных дыр. В случае 
черных дыр Шварцшил~а, сщшадение струннiЬiх вычислений и термодинамиче
ского оmета имеется только на каче·ственном уровне, однако для определенных 

ти1юв экстремальных черных дыр имеется 1юлич·ественное соответствие. 

22 .. 2. Разбиения и квантовая скрипичная струна 
Рассмотрим кванrово-механичес:кую нерелятивистскую струну с закреплен

ными концами: квантовую скрипичную струну. Эта струна, изученная на класси

ческом уровне в главе 4, обладает бесконечным набором частот колебаний, ко
торые все кратны основной часrо11е w0 • Ее идеализация в виде квантовой струны 

является набором простых гармонических осцилля·юров с частотами w0 , Шо, ~2 
1И так далее. Каждый простой rармонический осuилляrор (ПГО) обладает свои~1i~· 
собсmе·нными операторами рождения и уничт-ожения, а таюке гамильтониано~~' .. 

пroldo: (а1 , а~), Hw0 = IU&1oa ~а 1, 

ПГО2wо: (а2, а~), Нш0 = 21Шlоа!а2, 
(22.16) 

ЛГОзw0 : (аз, а~), НЗW!о = 3.1iыоаtаз, 

Здесь мы не в~ключ!ИЛи энергии нулевых колебаний, а все осцилляторы удовле

творяюr стащартным коммуrационным соотношениям 

(22.17) 

Так к-ак квантовая струна ямяется обьед:инением всех этих осцилля-торов, то ra--мильrониан Н равен 
00 00 

ii = 2: Htw0 = 1Uuo Е ta1at. (22.18) 
t=l l=J 

Это выiражение можно п:ереп.исать с помош.ью оператора чис.ла частиц N: 
00 

fl = hwoN ~ N = L: ta~at. (22.19) 
l=l 

Вакуумное сосrояние ·струны - это состояние IO}, такое что 

atiП) = О, для всех l. (22.20) 

Произвольное квантовое состояние струны l'\11) получается действием операторов 
роЖдения на вакуум: 

IФ) = (a1)n1 (а!У~2 ••• (aJ)n1 
••• IO). (22.21) 
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N 

1 

2 

3 

4 

Подсчет состояний с эадаtНным собственным значением N; 
p(N) обозначает число разбиений целого числа N 

-. - . . 

Список сосrояиий 

а1 

al, (c1i~ 
а~, o~at, <•1)3 

4 t 4 t4 t (~)2 4 t(at)2 (af)4 
4• .) 1' • 2 1 , .• 

Та6пмца 22.1 

- . 

p(N) 

1 

2 

3 

s 

Таким образом. данное состояние задается набором {n,, n2. nз •... } чисел заполне
ния. При деЙС1'8ИИ на ·состояние IФ) оператор числа частиц принимает значение 

rде 

NIФ) = NIФ). 

00 

N = n1 + 2n2 + 3nз + ... = L lnt. 
t=l 

Тоrда из (22.19) следует, что эне1рrия Е состояния IФ) задается 

(22.22) 

(22.23) 

Е = /'ш;оN. "t~,.;.if\ 
Здесь естественным образом возникает :во.прос подсчета числа состояний. @:.~-~ 
ко существует состояний, на которых собственное значение N равно N, гД{1\i't~ · .. 
это заданное положительное целое число? Это числоt обозначаемое p(J.{), 1(Н.З
столько важно, что оно получило название: число разбиений числа N. ПреЖде '·~м 
nояснить происхождение данной терминологии~ определим p(N) для N = 1, 2, 3 
и 4. В табл. 22.1 приnелены ·состояния при этих зиаqениях N. Для краткости; 
nриведены т.олько осiJ.iилляторы~ а вакуумное оосrо.яние IO}, на которое они дей~ 
сrвуют~ оnущено. Например; из четвертой с1JЮКИ видно, что существует пять 
состоянмй с ·Собственным эиаqеии;ем N, равным четырем. Поэтому р(4) = 5. 

Уместно назвать величину p(N) числом разбиений числа N. Разбиение N
зто набор положите.JtJьных целых чиселt ~сумма которых равна N. Порядок злемен
тов в набо,ре не важен. Таким образом, например~ {3, 2}, равно как и {2, 1, 1, 1}, ~ 
это разбиения 5. Так заnисываются разбиения 4: 

{4}, {3, 1}, {2, 2}, {2, 1, 1}, {1, 1, l, 1}. (22.25) 

Число оосrояний с собственным знач·ением N; равным N, совnадает с чис.лом раз
биенwй N. Действительно, дт1 эаданно.rо разбиения N можно nостроить состо
яние rryreм nриnисывания .~ого элемента разбиения в виле иижнеrо имекса 

осuиллятора а t и действия возникающего набора осцилляторов на вакуум. Orмe
rnм, что именн'о этим сnособом nостроены состояния в нижней строке табл. 22.1 
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как разбиения числа 4 (22.25). С другой стороны, дпя состояния с заданным зна
чением N набор иНдеКс·ов всех осцилляторов в сосТ<)ЯНИИ задает разбиение N. 

Мы стремились найти формулу для .P(N), однако наш анализ не позволит 
достичь большего. Мы получим выражение, точно описывающее p(N) при боль
ших .N. Более -аккуратное выЧисление nриводит .к знаменитому приближенному 
выражению для p(N), найденному Харди и Рамануджаном. 

План наших дальнейших действий таков. Известно, ч11о энтропия S задае11ея 
формулой (22.1) как функция энергии Е. Для заданного Е, N = E/(w0), а П(Е) 
- это просто p(N). Поэтому 

S(E) = k ln p(N) = k ln р ( ~). (22.26) 

Если мы наitдем S(E). то найдем и функцию p(N). Для нахожления S(E) вычис
лим статистическую сумму Z кванто,вой скрипичной струны. Зная Z, мы найдем 
свободную энергию F. Свободную :энергию можно вычислить только при вы
сокой температуре. В этом случае будет легко найти по~дение энтропии S(E) 
при высоких энергиях. Полученный результат будет исnользован мя нахождения 

приближенной формулы мя p(N) при больших N. 
Начнем с ВЬI'числения статистической суммы. Имеем 

(22.27) 

При написании этого уравнения было учтено, что набор всех состояний нуме

руется набором чисел заnоонения. Суммирование по всем состояниям означает 

суммирование по всем Чlисэuам заполнени~, ~..ажлое из которых изменяется от ну

ля до бесконечности. Так как э~спонента суммы может быть записана как сумма 

·э~сnонент) то (суммирование no разным числам заnолнения м(ожно nроизвести 

независимо, 

(22.28) 

Таким образом, имеем 

оо оо ( nw()int) 
Z= ПЕехр - kT . 

l=l nt=O 

(22.29) 

Сумма no каждому n1 является геометрической проrрессией, nоэтому находим 

00 

[ ( 1fuJ i)] -) Z = IJ .l - ехр - k;~ . (22.30) 

Окончательно, используя (22.15); находим свободную энергию F: 

k.. .. k ~ [t . ( liuJot)· ] F = - Т ln Z = Т L.t ln - ехр - kT , . 
l=1 

(22.31) 
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Дл·я r-oro чтобы nродВ.иrатъся вnеред, необходимо сделать некоторые nриближе
нии. Если темn·ература Т достат.оч:но велика, так что 

lY..Jo 
kT « 1' (22.32) 

то каждый член в сумме (22.31) очень слабо отличается от предьшушего. Это 
позволя·ет аипроiеiсимировать данную сумму следующим интегралом: 

(22.33) 

Выбор J. = 1 для :нижнего предела интегрирования, в противоположность любо
му другому, малому конечному числу, не играет роли. Действительно, заменяя 

переменные интегрирования 

hwo 
х = kTl. (22.34) 

:находим, что в пределе большой температуры, нижний предел интегрирования 

:превращается в z = О. В результате, получаем 

Исnользуя разложение 

00 

F-:::. (~' j dxln (1- е'). 
о 

вы.полняющееся JJJIЯ любых О ~ у < J , nолучаем 

(kT)
2 

[ 1 1 1 ] 
·~ - Щ 1 + 22 + З2 + 42 + . . . . 

(22.35) 

(22.36) 

(22.37) 

Сумма 18 скобках хорошо известна. На самом деле это дзета-функция (12.109) 
с аргументом, l)авиым .n.вум 

(22.38) 

Таким образом., окончателыно nолучаем высокотемпературное приближение для 

свободной энергии: 

(22.39) 

Очезидно, что .wm данной ·струны ·свободная эне1рrия не зависит от объема. 
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Теnерь можно вычислить э·нтропию как функцию темnературы. Исnользуя 

(22.14) находим 

(22.40) 

Так как Mlbl интересуемся энтропией как функцией энергии, то также вычислим 
энергию. С помощью {22.6) на~одим выражение 

Е= _ дln Z = !_ {/ЭF) = _ 1r
2 

_1_ .!... (.!.) 
д/3 д/3 6 Гuvo д/3 /3 ' 

(22.41) 

KO'fopoe приводит 

Е = 1r2 _1_ _!.. = 71"2 ( kT )2 fiwo. 
6 liuJ.o /32 6 tu.Jo · 

(22.42) 

(9 УnрtJЖнение-ражинна 22.1. Убедитесь, что энергия Е также может быть по
лучена из F =Е-TS. 

Комбинация (22.40) и {22.42) дает 

Сравнивая с уравнением (22.26), окончательно находим 

ln p(N) :;:,: 27Г.J!I.. 

(22.43) 

(22.44) 

Это выражение дает оценку p(N) при ·больших N, ·что и являлось нашей целью. 
Действительно, необходимо говорить о больших N, так как 

Е 1r
2 

(· kT )
1 

N = liыo = 6 liGJo > 1' 
(22.45) 

в силу nредnоложения высоких темлератур (22.32). 
Результат {22.44) это только 8едущий член в знаменитом асимлтотичес:ком 

раэло.жении p(N) Харди-Рамануджана: 

. 1 ( fN) p(N) ~ 4N v'3 ехр 'J:try 6, . (22.46) 

Эта формула также .не является точной, хотя, в противоположность оценке 

лотрифма p(N) .• она является точной оценкой p(N). Мы не будем заниматься 
выводом формула Харди-Рамануджана. Оп.нако. забавно щюверmь точность 
формул1ы Харди-Рамаяуджаиа. В табл. 22.2 сравиивакrтся вычисленные точно 
значения p(N) с оценкой Рея(N), вычис.леliной соrласно (22.46). Данная оnенка 
.nри:оод:ит к ·ошибке nримерно в nоповину nроцеtНта для N = 10 000. 
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N 

5 

10 

100 

1000 

10000 

Срав1-1ение точных значений p(N) с оценкой p(N)es~ 
по фор,муле Харди-Рамануджана 

p(N) p(N)esa 

7 8,94 

·42 48,10 

190569292 199 281893,25 

2,406 >< юэt 2А40 х 1031 

3,617 х 101
(6 3,633 х 10106 

Таблица 22.2 

p(N) 

Pesa(N) 

0,7829 

0,8731 

0,9563 

0,9860 

0,9956 

Теперь нам требуется небольшое обобщение формулы (22.46). Предположим, 
что струна может вибрировать в Ь поперечных напрамениях. Тоrпа для кажпой 

'Частоты lы0 имеем Ь гармонических осuилляторов. соответствующих возможным 
поляризациям движения. Чтобы ра:111пчать Ь-nоляризацип, соответствующие чис

лам заполнения, следует приnисать им индекс: 

(t) n, (2) 
n• 

(Ь) n, 
(l) 

nz 
(2) 

n2 
(Ь) 

n2 

(22.47) 
(1) 

nt 
(2) 

nt 
(Ь) 

nt 

Для того чтобы вычисJшть новую статистическую сумму Zь, нужно nросуммиро

вать по всем ВО'эможным сосrояниям- все возможные значения чисел заnолне

ния fikq), rде k = 1, .2, .•. , оо и q = 1, 2, ... , Ь. Это nриводит к выражению 

(22.48) 

'Суммы no различным n(q) факторизуются 

( 

1::. • 00 ) ( 1::. • 00 ) fШIO (1) . . IЩIQ (Ь) 

Zь = Еехр - kT 2:Lnt . ... L:exp 1 - kТ Etnt . 
n

(l) l=O ·n(Ь} t""O 
• lt 

(22.49) 

Каждый фактор в этом выражении равен вычисленной ранее статистической 
сумме Z, поэтому 

ь Zъ = (Z). (22.50) 
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Также лег~ео вычислить новую свободную энергию Fь: 

Fь = -kT ln Zь = -kTЬin Z = ЬF. (22.51) 

У эн1]Х>пии. полученной дифференцированием свободной энергии, т.аюке воз
никает множитель Ь: 

Sь = bS. (22.52) 

Тот же множиrел!Ь возника•ет у энергии Еь: 

Еь = ·ЬЕ .. (22.53) 

Приведеиные выше четыре уравнения являются зависимостями от температуры. 

Например, (22.52} - это Sь(Т) = ЬS(Т), где S(T) является ранее вычисленной 
энтропией (22.40}. Так как В - это вычисленная ранее энергия (как функция 
температуры), то S и Е связаны друг с другом посредством (22.43). Оrметим, что 
Еь равно ЩN, где N теперь я.вляется полным числом заполнения 

Е.ь = ЬЕ = [uQoN, N = Е ln~q). 
t.q 

(22.54) 

Используя (22.52), nредыдущие результаты для S(E) (22.43), и (22.54), находим 

~ЕЬ ~Ь Sь = Ь(k2n") = k21r -- = k21r · -. 
6 1'uvo 6 

(22.55) 

Будем называт!Ь Рь(N) числом разбиений числа N на целые числа со значением 
индекса от одною до Ь. Это оз.на·чает, наnример, что теперь разбиение {3, 2, 1} 
ч»сла. 6 приводит ко многим разбиени:s.Jм:, заш-t:сьпщем:ым как { з,. , 2р2 , lpJ}, где 
индексы р1 , р2 и р3 могут nринимать любое значение от одного до Ь. Разбиения 
с разными значенапми индекса считаются разными. Tenel)ь видно, что J!I.JiЯ Ь 
выро:жденных осuЮLЛяrоров число состояний nри nолном числе N равно рь(N). 
Поэтому Sь = k ln рь(N), и сравнивая: с (22.55) nриходим к выводу. что при 
оольших N 

fNЬ tn Рь(N) ~ 21ry 6 . (22.56) 

М·ожно nоказать, что ·более точная версия данно.rо результата имеет вид. 

1 ( Ь ) (ЬН)/4 ( ~NЬ) Рь(N) ~ - - N-(Ь+З)/4 ехр 211' - • 
·v'2 24 6 ' 

* .• 
(22.57) 

Можно видеть. чrо nри Ъ = 1 эта формула сводится к выражению для: p(N), при
ведениому в {22.46). При Ь = 24, являющимся числом nоперечных направлений 
световоrо конуса у бозонной струны, выражение несколько упрощается: 

1 . --
P24(N) ~ -N-2114 ·ехр ( 41rvN}. 
- w •. {i 

(22.58) 
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(!) Упрожнение-разминкtJ 22.2. Покажите, что при больших N 

P24(N + J) ( 21Г. ) 
P24(N) ~ ехр v'N . (22.59) 

Это выражение означает, что дробная замена для ·числа разбиений, при увели
чении аргумента на единицу, стремится к нулю при N -4 оо. 

·(!) YnpDЖнeнu·e-pDJ/tfUHHQ 22.3. ПрямЬLV подсчетом убедитесь, ·что Р24(1) = 24, 
Р24(2) = 324, Р24(3) = 3200 и Р24(4) = 25 650. 
Таюке интересно вычислить разбиения друrих типов. Например, рассмотрим 

разбиения целых чисел на неравиь1е ч.асти. Возможными разбиениями числа 6 
на неравные части являются 

{6}., {5, l}, {4, 2}, {З, 2, 1 }. (22.60) 

Обозначи.м q(N) чiИсло разбиений числа N на неравные части. так что q(6), 
наnример~ равно четырем. Для определения IПО1Ведения q(N) при больших N 
:можно воспользоватьс.я фермионной версией скрипичной струны. Частоты ос

цилляторов nри этом не меняются, однако требуется, чтобы каждое число запол

не.ния могло быть равно .либо нулю, либо единице. Так как операторы рождения 

не могут быть применены больше одного раза, полное число N для любого со
стояния эффективно разбивается на вклады, все част'и которых не равны между 

собой. Те ·оnераторы рожде:ния, которые не мoryr быть применены более одного 

раза, порождают фермионные возбуждения. Будем называть такие осщшлято

ры фер:мионными. С нек.оторой неоднозначносrью в терминологии, те числа, 

которые входят в разбиение в неравных частях, будем называть фермионными. 
В задаче 22.2 чит.ателю будет предложено показать, что при больших N 

(22.61) 

Телерь расширим nредьтущее вычисление p(N) на случай) I<or.дa элементы раз
биен11я имеют индекс, пробеrаюший от одноrо до Ь. Если элементы неравньtх 
разбиений моtУГ иметь ИНJlекс, пробеrающий от одного до f, то число l)аэбие
ний ''i/(N) nолуч.ается из (:22.61) заменой N --t Nf. Фермионное число в таких 
разбиениях может возникать более одного раза, ·если индекс nринимает разные 

значения. Такой nодсчет ·соответствует системе с f копиями фермионных осцил
ляторов. 

Также nолезно окончат.елъное обобщение. Рассматриваются разбиения N на 
обычные .и фермионные числа, ·С Ь значениями иЮJ.екса дл.я обычных чисел, и f 
значениями индекса для фермионных чисел. В этом случае (задача 22.4) находим, 
что для таких разбиений ведущий член числа P(N;b, /)при больших N равен 

ШР(N;Ь,/) ~ 2"J: (Ь+ ~). (22.62) 
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В качестве примера вычислим Р{2; 1, 2), т. е. число разбиений 2 на обычные 
:и фермионные числа, причем индекс nоследних может nринимать два значеwия. 

Список разбиений nолучается нумерацией ·чисел в обычных разбиениях ( {2} и 
{ 1, 1}) всеми возможными способами. Находим 

(22.63) 

·значения индекса фермионных чисел указаны снизу. Находим, что Р(2; 1, 2) = 7. 
Уравнение (22.62) является полезным при вычислениях в теориях суперсrрун, 

состояния в которых строятся с помощью как бозонных, так и фермионных опе

раторов рождения. В разделе 22.7 будет рассмотрено применение этой формулы 
.в случае суперсимметричных черных дыр. 

22 .. 3. Темпер.ату1ра хаrедорна 

Теперь вернемся к рассмотрению релятивистских струн. Будем рассматривать 
·открыт:ые струны. не имеющие пространствеиного импульса. Та~ое произойдет, 

например.) если концы открыrой струны расположены на 00-'бране. При нулевом 
iПространственном импульсе уровни энергии струнiЫ равны массам соответству

ющих !Квантовых состояний. Квадрат массы заданного состояния может быть 

выражен через оператор числа Nl. (.12.164): 

М2 = _!_(NJ. ·- 1) ~ NJ., 
о' а' 

(22.64) 

в mрибш~жении больших Nl.. Оrсюда следует, что энерfiия Е= М связана с оnе
ратором числа простым ·соотношением 

(22.65) 

8 микрокаионическом ансамбле число состояний О(Е) равно P24(Nj_), потому 
·что есть 24 nоперечных напраЮilения светового конуса и, следовательно, индекс 
у чисел заnолнения соот!Ветствующих осцилляторов пробегает зна'fеНиst от одного 

до 24. В результате, S(E) = k ln P24(N.t). При большой энергии NJ. также велико, 
и, ис;nользуя уравнение (22.56), находим 

.. . JNl·24 . ~ S(E) = k21t 
6 

= k41rV N.!.. (22.66) 

С nомощью соотношения число~энерrия (2.2.65) находим 

S =k41rVaE. (22.67) 

Данное rсоотношение связывает энтропию с энергией при высоких энергиях. 

То, что энтропия проnорщюнальна ·энергии, не совсем обычно, поrому как это 
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приводит к nостоянной температуре: 

1 1 дS г; 
kT = k д.Е = 47rva·. (22.68) 

Эrа температура называется температурой Хагедорна Т н: 

1 1 
f:Jн = kТн = 47r#. (22.69) 

Здесь kТн - это теШiо.вая энергия, соответствующая темnературе Хаrедорна. 

В рассматриваемом nриближении высоких энергий можно nроизвольно увели

чивать значени·е энер:rии струн, а их температура будет оставаться постоянной 

:и равной температуре Хаrедорна. Интересно сравнить энергию kТн с массой 

частиц, находящихся на первом массовом уровне открыrой струны. В (22.64) 
это соответствует Nl. = 2 и nриводит к Е= М= 1/Vd. Отношение теnловой 
энергии Хаrедорна к данной энергии nоК:оя равно 

kТн 1 1 
---=~ - - "' --
{1/vГai') - 41r - 12,6. (22.70) 

Это соопюшение демонстрирует, что тепловая энергия Ха,rедорна мала по срав
нению с энергией покоя почти любой частицы в спектре струны. Это важный 

результат, который будет Ш'Рать роль в последующем обсуждении в этой главе. 

Соотношение между энтроnией и энергией (22.67) выполняется также для за
мкнуrых струн с равным нулю щ:юстранст~венным импульсом. Вспоминая ( 1 3.48), 
находим 

(22.71) 

так как сосrояния замкнугой струны удовлетворяют Nl. = Nj_. Оrсюда следует~ 
что энергия .Е = М связ:ана с оператором числа как 

2V,iii = V(;E. (22. 72) 

На этот раз число состояний О(Е) рав.но произведению допустимых состояний 
в левом и nравом секторах: 

f!(E) = P24{N.L)p24(N.t) = (P24(Nl.)}
2

• (22.73) 

В итоге, энтроnЮ! S ровно в двn раза больше энтропии (22.66): 

S{E) = k41r(2v.iii) = k41rblE. (22.74) 

Эrо то же соотношение между энтропией и энергией1 которое мы имели 1il м.я 
открытых струн. Тем самым мы заключаем, что темnература Тн также является 

nриблизительной температурой замкнуrых струн при :высоких энергиях. 
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2 2.4. Статистическая сумма 
~ 

релятивистекои частиць1 

В качестве разминки .lVIЯ вычиСJJJения статистической суммы струны в этом 
ра:шеле Mibl вычисш1м ст.атистическую сумму частицы. Будем рассматривать ре
лятивистскую частицу массы т, живущую в D-мерном nространстве-времени, 

либо, что эквивалентно, в d = D - 1 пространствеиных измерениях. К тому .же, 
предnоложим, что данная частица за:ключена в ящике объема V: 

(22.75) 

Этот ящик находится в теtрмостате ·С температурой Т. Как обычно, энерrия и 
имnульс частины связаны соотношением 

(22.76) 

Квантовые состояния частицы в ящике зависят от квантуюшихся импульсов р. 

Статистическая сумма Z(m2
) имеет вид 

Z(m2
) = L ехр ( -.дЕ(р) ). , (22.77) 

Данная статистическая сумма зависит от объема ящика, потому что квантование 

значений импульсов зависит от его размеров. Зависимость квантовых волно
вых функций с имnульсом р = nk от щ:юстранственных координат имеет в:ид 
ехр (ik · х). Периодичность данных волновых функций в ящике приводит к тому, 
·что для каждого nространствеиного наnравления t 

(22.78) 

Эквивалентным образом, в терминах импульсов, i. 
. .. L; ~.~ n, = Pi . -· • (22.,. 

21f'li 

Оrсюда следует. что сум.ми}Ювание no различным импульсам эквивале.итно с !,; 

мпрованию rto различным n 8• Та"им образом, для произвольной rлздкой функции. 

от энерrии f[E) можно за~писать ( 

~ 1 [Е(р)] = ~ 1 [ E(p(n))] ~ J dn1dn2 ... dnd/ [E(P(n))], 
р n 

(22.80) 

rде допустима аnпроксимация суммы ин-rеrралом, rюrому что для большйх .ящи

ков .nри изменении индек,са суммирования nt на единицу величина импульса 
из:ме:няется слабо. С помощью (22.79) и (22.75) получаем 

(22.81) 
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Э'Jio - общее правило суммирования по имnульсам, пр:имснив его к нашему 

случаю (22.77), придем к выражению 

dd-
Z(m2) = V J (21Г~)4 ехр (-/3~р2 +m2). (22.82) 

Выражение является интегральным представленнем статистической суммы ре

ляrnвистской частицы с массой m. Зависимость Z от температуры и объема 
неявная. Полаrая 1i = 1 и делая замену переменных интегрирования р = тй, 
находим 

(22.83) 

Этот инте!Грал ~не выражается через элементарные функции, но может бь1ть за

писан чер.ез производные модифицированных функций Бесселя с аргументом 

{Зт (задача 22:6). Вместо этого, однако, мы изучим поведение данного интегра
ла в интересующей нас области. В приложениях теории струн тепловая энергия 

значительно меньше, чем энергия покоя частицы. Действительно, как мы видели 

ранее, почти все струнные состояния удовлетворяют этому условию при темпера

·турах .• меньших темпера'IУРЫ Хаrедорна. Таким образом, рассмотрим ситуацию: 

/3m > 1, низкая температура. (22.84) 

Хорошее nриближение данного интеграла может быть получено разложением 

кваnратноrо корня в (22.83) при малых ii.l. Это объясняется следуюшим обра
зом: используя сферические координаты и обозначая fP = и?, замечаем, что 
tfй ~ иd- 1du (вспомните анало.rичные выражения дл·я d = 2, 3). Подынтеграль
ное выражение (22.83), представле.нноrо в виде простого одномерноrо интеrрала 
имеет\ таким образом, ви.а 

подынтегрмьное выражение = ud-r е -Рт~. (22.85) 

Лодын11еrральное выражение равно нулю при и= О и и = оо, и rде-то меЖду 
этими значениями оно имеет liiИt<, который и определяет значение интеграла. 

Максимум подынте:rральноrо выражения может быть найден nутем nриравнива
ния к нулю производной по ~ от выражения (22.85). Это nриводит к условию 

d- 1 и2 

. /3m ~ ~v~I =+=и:;:2 • (22.86) 

Та:к к.ак /3m вми,к.о., левая часть выражения мала и u2 также лолжен быть мал. 
Поэтому в квадратном корне мы можем пренебречъ v? и выяснить, что подын
теrралыюе выражение nринимает наибольшее значение при 

2 d- 1 
и ~ {Зт << 1. (22.87) 
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Таким образом, можно разложить к&адратный корень (22.83) и написать 

(22.88) 

Получился интеграл Гауоса и ero можно леrко вычислит,ь: 

(22.89) 

Мы Jюлучи.ли окончательный в:uд статистической суммы релятивистской части

цы в низкотемnературном nределе. Можно убедиться, что данная статистическая 

сумма безразмерна, как :и должJю быть. За ис,ключенrием множителя е -Рт, дан
ная статистическая сумма совпадает с точной статистической суммой нереляти

виетской частицы. Экспоненциальный фактор отвечает за вклад энергии покоя 

!8 энергию релятивистекой часrиц,ы. 

22 .• 5. Статистическая сумма одной струны 
Tell·epь мы готовы вычисли11ь статистическую сумму одной открытой струны, 

находящейся в :яшике объема V. С этой целью необходимо пронумеровать IКванто
вы·е сосrоянiИя данной струны. Состояния получаются действием на собственные 

состояния оператора импульса операторами рождения в калибровке светового 

конуса. Набор базисных состояний записывается по аналогии с (12.162): 

00 25 

IЛ, р) = П П (a~t)>-n.IIp+, fiт.), (22.90) 
n=l 1=2 

где обознвчение IA, р) указывает на то, что компоненты импульса, таюке как и 
числа заnолнения .лп.1, .ямяются иtшексами струнных состояний. Указанные d 
.компоненты мя собсmенных состояний оператора импульса (р +, Рт) оnределяют 
энерrшо светоооrо конуса р- посредством усло~rия массовой поверхности: 

(22.91) 

rде 

2( ) 1 l. .1. "" М {Лn,I} = - ,(N - 1), N = L.J nЛn,I· 
о n,l 

(22.92) 

Так как пространст.ве~нн,ый импульс и энергия определены для рассмотренных 

выше состояний, струнные состояния можно нумеровать набором Лn,I чисел 
заполнения и пространсrвенного импульса р. Тогда заnисываем 

(22.93) 

До нахождения статистической суммы ZStr однгой струны необходимо просум::-: 

мировать выражение по всем состояниям IЛ.р), либо, что эквивалентно, no во~,.1~ 
~ 

1 
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пространствеиным импульсам р и всем значениям чисел заполнения Лn,I: 

Zstr = L ехр (-f3Ea) =:Е :Е ехр ( -{3Jм2 ({Лn, 1}) + р2). (22.94) 
6' ~ .... / i 

Суммирование п.о имnуJIIьсам даст статистическую сумму Z релятивистской ча
стицы, зависящую от .квадрата массы М2({Лп,r}). Таким образом, записываем 

Zstr = 2: Z{M2 ({Лn.I})). (22.95) 
)..,.,[ 

Так как масса М2 зависит только от NJ.., то сумму по числам заполнения { Лn,/} 
можно заменить на ·сумму по Nl. = N, при этом необходимо учесть, ч·ю имеется 
p24(N) ·состояний с собственным значением операюра числа частиц N: 

00 

Zstr = L P24(N)Z(M2(N)). (22.96) 
N=O 

До сих не предполагалось никаких приближений, nозтому данный результат 

является rочным. 

Пусть N0 обозначает целое ·число, для ~оrорого p24(N) при N ~ N0 хорошо 
аш11роксимируется выражением (22.58). К тому же, пусть Z0 обозначает следую

щую сумму 

No-1 

Zo =Е P24(N)Z(M
2
(N)). (22.97) 

N=O 

Данное определение nозооJiяет заnисать Zstr в (22.96) в виде 

00 

z~r ·= Zo + L P24(N)Z(M2(N)). (22.98) 
N=No 

Вычи~лИТh точно Zo очень трудно, но эrо :МО"Жет nолучит.ься, если Zo исчезающее 
мало по сравнен:ию со вторым слагаемым в правой части (22.98); в далыtеИшем 
·.станет ясно, чrо это цро:исходит при температуре Т, стремящейся к температуре 

Хаrедорна. СЛедует отметить следующие свойства Z0 • Вклад от тахионных со

стояний nри.водит к трудностям: уравнение (22.82) утвер.ждает, что при m2 < О 
.величина Z является комплексным числом. Устремляя Z0 к нулю, мы nренебре

rаем тахионной нестабильностью. Так или иначе't Zo является конечным числом 
при любом значении температуры и e.ro вклад в Zsar пренебрежимо мал в том 
случае, к.оrда второе слагаемое в правой части (22.98) ста:ио:вится очень 'большим. 

Чтобы двиrаться дальше, апnроксимируем интеrралом ·Сумму (22.98). При 
N ~ N0 величину P24(N) можно рассматр·ивать как неnр:ерывную функцию от N, 
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определяемую приближенным выражением (22.58). Тогда можно заnисать: 

00 

Zstr ~ Zo + 1 dN Pz4(N)Z (M\N)). (22.99) 

No 

Плотность состояний р(М) традиционно определяет.ся как функция массы М, 
а сама масса используется как переменная интегрирования. Перейти к массе как 

аргументу можно с ломошью соотношения 

P24(N) dN = р(М) d(M). (22.100) 

Посредством а' М2 ~ N ле.вая часть соотношения выражается через массу: 

dN = 2а1М dМ = 2(Гаiм) d(blм). (22.101) 

Более того, с помощью (22.58) и (22.69) находим 

1 (. г:; ) -27/2 P24(N) ~ Yl va'M ехр (,днМ). (22.102) 

Подстановка двух последних соотношений в (22.100) приводит к выражению 

р(М) dM = J2( vQI м) - 2512 ехр (f3нМ) d( v'il м). (22.103) 

В этой связи отметим соотношение 

р(М) ~ м-·2512 ехр (/3нМ), (22.104) 

покз:зывающее, что эксnоненциал.ьный рост rшотности сост-ояний контролиру

ется темnературой Хаrедорна. Как мы вскоре увидим, статистическая сумма рас
ходится при темnературах, больших ·rемпературы XarenopRa. 

С учетом (22.103) и (22. 100) статистическая сумма в (22.99) принимает вид 

00 

Zstr ~ Zo + ..fi 1 (Jaiм)-2512 exp ,(f3нM)Z(M2) d(NM), (22.105) 

М о 

rде а' мб = N0 • Остается только заnисать через М и .krн статистическую сумму 
частицы (22.89). С nомощью .выражений 

м 1i 
2тr{3 = 2(Va'M)kT .kTн, {ЗМ = 4тr(vQiм) ; , (22.106) 

находим 

z (М2) ~ 2'312V (kT kТн)2512 
( vQI М) 2512 ехр ( -4rvQI М ; ). (22.107) 
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При лодстановке данноrо результата в (22.105) статистическая сумма струны 
nринимает вид 

00 -

Z,., "" Zu + 213V (kT kТн)1!12 1 d( ,/Q7 М) ехр ( -4 .. ,/Q7 М[; - 1]). (22.108) 

М о 

Замеmм, что степени М .в подынтегральном выражении сокращаются. Вводя 

,обозначение х = Н М, п:редьщущее выражение приводится к виду 

00 

Zsu"" Z0 + 213V(kT kТн)2512 1 dже"Р ( -4rж [i;' -•]). 
.,fNO 

Данный ин-rеграл сходится только при Т < Т н. в этом случае имеем 

2
11 

25/2 ( Т ) ( r;;; [Тн ] ) Zstr ~ Zo +-;- V(kT kТн) Тн _Т .· ехр -41Гу No Т- 1 . 

(22.109) 

(22.110) 

В пределе Т -t Т н, коrда темперауура ,стремится к темпераl)'ре Хаrедорна сни

зу, аргумент экспоненты стремится к нулю, в результате чего сама экспонента 

стреми11ся к единице. Кроме того. предэК!споненuиальный множитель неоrрани

ченно растет и становится значительно болrьше Z0 • Оrсюда ~следует, что nри Т, 
достаточно близких к Т н, ~статистическая сумма Zstr хорошо апп:роксимируется 
выражением 

2н . . ( Тн ) 
Zstr ~ 7 V(kTн)25 . Тн _Т , Т~Тн. (22.111) 

В эrой фо,рмуле везде., rде ~было возможно, мы заменили Т на Тн. Данная фор~ 
мула является сжонча-rельным :вьiраженИ<ем для nриближенной сmтистической 

суммы одной открытой ~струны~ помещенной в ящик объема V я находяwейся 
в теnловом равновесии с термостатом температуры Т, почти совпадающеП с Т н . 

Данный результат можно .ислолt.зоватъ для вычисления средней энергии стру

ны вблизи темnературы Хаrедорна. В силу (22.6), нам требуется только зависи
мость f3 от Zstr. Исnользуя fJ ·~ f3н, nолучаем результат 

l.n Zstr ~ - ln (fJ - /3н) + ... , (22.112) 

rде точки обозначают слаrаемые, не зависящие от {3. Тогда следует, что средняя 
энергия струны Estr р-авна 

д .ln Zstr J ( Тн ) 
Estr = др ~ {J - Рн ~ kТн . Тн - Т . (22.113) 

При nриближении температур к температуре Хаrедорна энергия Estr неоrрани
че.нно рас-тет. 
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Струнная термодинамика nока еще не является хорошо изученным предме

том. Некоторые из затруднений возникают по причине тоrо, что 18 теории струн 

соотношение между каноническим и микрокаионическим .ансамблями не из

вестно. В целом, если через :rl(E) dE обозначить число состояний в интервале 
·энергий dE, то каноническая статистическая сумма Z определяется как 

00 

Z(/3) = f dE е-~ЕП(Е). (22.114) 

о 

Всломиная формулу (22.2), получаем, что микрокаионическое распределение 
:Q(E) оnределяет ·соотношение между температурой и энергией Е{Т) 

{З = дlnQ 
дЕ ' 

(22.115) 

8 каноническом ансамбле данное соотношение между э.нерrией и температу

рой приблизителiЬно воспроизводится во всех случаях, когда значение интеграла 

(22.1 14) определя·ется точкой перевала. Точка nеревала возникает при максимуме 
поды!Нтеrральноrо выражения и оnределяется следующим условием 

!!_(e-{JEQ(E)) = (-{ЗQ(Е) + дQ)e-.fJE =0 
dE дЕ . (22.116) 

Как можно видеть, условие равенства нулю воспроизводит (22.115). Если значе
ние интеrрала определяется данной точкой пере:вала, то вычисленная на основе 

Z ·средняя энергия .Е1(Т) оказывается приближенно равна Е(Т). Во многих из
вестных с.исrемах f!(E) "'Е1 ~при 'У> О, в этом случае точка перевала существует 
и два рассматриваемых ансамбля приводят к приблизительно равным результатам. 

С друrGй ~стороны. в теории струн П(.Е) "' ехр (/3нЕ) и подынтеrральное выраже
ние проnороиоиальио ехр ((-/3 + ,дн]Е), которое явля~ется функцией энергии, 
не имеющей ~<,рити'Ческой rочкм. Как следствие, нет никакой гарантии; что два 

рассматриваемых ансамбля nри:ведут к одинаковым результатам. Важно решить, 
исходя из физических соображений, какой из ансамблей ПОДХодит для каждой 
рассматриваемой задачи. В задаче 22.7 рассматриваются более тонкие вычисле
ния для микроканоничес:коrо .ансамбля. Результаты оказываются удивительными. 

22.6. Энтропия и черные дыры 
Черная дыра - это объект, сколлапсировавший под действием гравитации, 

черные дыры ~возникают, если увеличивается масса объекта, в то время как его 

размер остается фи~сированным; либо при уменьшении размера объекта, в то 

время как его масса остается постоянной. Черные дыры были предсказаны тео

ретиками до тоrо. как nоявились наблюдательные nанные, лодтвержлающ:ие их 
суще-ст.вование, но теперь то.~ что черные дыры существуют в нашей Галактике~ 

стало достоверньtм фактом . Наличие сверхмассивной черной дырьi в центре на

шей Галактики б:ЬlЛо доС'rоверно установлено. Наиболее вероятно, что в каждой 
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rалаnике существуют миллионы черных дыр. Они являются останка-ми обычных 

звезд~ ~<оторые rбЮiи в несколь~о раз масс-ивней Солнца. 

Черные дыры бросают очень сушественные теоретические вызовы. В об

щей теории относите.mьности Эйнштейна черные дыры nояаляются как клас

сические решения, описывающие материю, которая сколлапсировала в точку с 

бесконечной плотностью - сингулярность. Несмотря на то что возникновение 
классич·еских синrулярностей - это уже теоретический вызов, по-настоящему 

трудная проблема с черными дырами возникает н.а квантовом уровне. Черные 

дыры, с точки зре!НИЯ .квантовой механики, излучают энергию. Также у них 

еСТ\Ъ термодинамическая температура и энтропия, но эти свойства малопонятны 

на фундаментальном уровне статистической механики, где они должны опре

деляться путем подсчета степеней свободъ1. Теория струн привела к некоторому 

:впечатляющему успеху в понимании :энтропии черных дыр. В этом разделе дается 

обзор основных свойств черных дыр и, с помощью rеории струн, обсуждается 

энтропия четырехмерных черных дыр Шварцшильда. В следующем разделе будут 

изучаться частная пятимерная черная дыра, энтропия которой может быть точно 

вычислена в рамках теории струн. 

Простейwими черными дырами являются черные дыры Шварцwильда -
сферически-симметричные статические решения уравнений Эйнштейна, соот

iВеТоСтвуюшие 11Равит.ационному полю точечной мас·сы М. Для подобной черной 

дыры сингулярность в точке отделена от внешнего мира так называемым гори

эон.том событий. М.атемаrически это 2-сфера с центром в точке сингулярности, 

радиу.с .R которой называе'fоСЯ радиусом Шварцшильда, или просто радиусом чер
ной дыры. Если какой-нибудь объект отважится попасть за горизонт событий, 
он безвозвратно свалиrся в синrулярность. С точки зрения классической теории, 

ничто не может покинуть область, находящуюся за горизонтом событий. Зна
·чение R радиуса Шварцwиль.аа можно оценить, прелоалагая полную энергию 
любой частицы на rор-изонте равной нулю. Для частицы массы т ·энерrия состо

ит из энер:rии покоя md и nотенциальной rравитационной энергии =GMm/R. 
Пр.иравнивая их сумму к нулю, .находим 

2 GMm ОМ 
те ~ R =О=ФR~~. 

Точный радиус вычисляется в общей теории относительности и равен 

2GM 
R = с2 . 

(22.117) 

(22.118) 

Физики часто rовор.ят о радиусе Шварцшил~а. соответствующем не которой мас
'Се, nодразумевая радиус черной дьtры, обладающеи.данной массой. Для Солн
ца радиус Шварцшильда равен примерно трем кмометрам. Для Земли радиус 

Шварцwильда равен nримерно одному сантиметру. Для астероида с массой в мил
лиард тони радиус Шварцтильда-nорядка 10-15 м. С помощью закона всемир
ною тя!rотения Ньюrона возможно оценить гравитационное поле на горизонте: 

. GM с4 

lil = R2 = 4GM. (22.119) 
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Это гравитационное nоле мало для оч·ень массивных черных дыр. Массивный 
объект является черной дырой в том случае, если он может быть окружен сферой 

с радиусом, равным его радиусу Шварцшильда. 

(!) Уntюжнение-tюзминно 22.4. Покажите. что сферический обьект с однород
ной плотностью массы р я8JlJiemcя черной дырой, .если его радиус больше, чем 

с 

-.j81rGp/З. 

Если считать спра1Ведливым второй закон термодинамики, то существование 

черных дыр приводит к удивит-ельным выводам. Предположим, что определен

ное колич·ество наnретого газа падает в черную дыру, rак что теперь черная дыра 

имеет несколько большую массу. Так как полная энтропия системы, состоящей 
!ИЗ rаза и черной дыры, не может уменьшаться, то черная дыра должна получить, 

no меньшей мере, такое же количество энтропии, какое 6ыло у rаза. Таким обра
зом, мы приходим к вере в то, что у черной дыры должна быть энтропия. Читателю 

известно, что система обладает энтроnией в том случае, eCJJiи у системы суще

ствует много м.икроскопических состояний, совместных с ее макроскопическими 

свойствами. С другой стороны, если черная дыра - это просто синrулярность 

массы в точке., т.о очень трудно разобраться, что является микроскопическими 

~состояниями, приводящими к энтропии. 

Черные дыры излучают тепловую энергию с хорошо определенной темпе

раtурОй: температурой Хокинrа Т н, которая ПIJЮIПорциональна rравитаuионно.му 
полю на горизонте и., следовател~ьно, обратно пропорциональна массе черной 

дыры (не следует rnyraть Тн с температурой Хаrедорна Тн). Такая nропорuи
Шiал:ьность разумна, потому что и:щучение черной дыры возникзет из области 

вблизи горизонта и контролируется интенсивностью гравитации. В естествен

ных единя:цах температура Хокинrа черной дыры с массой М оказывается рав

ной kТн = 1/(8,.-М), поэтому, восстанавливая общий множитель из /i, с и G 
(задача 3.7), находим 

. ---. fu:3 
kТн= .. GM' 81Г . 

(22.120) 

Данное уравне:-ние nоЗ'воляет вычислить энтроnию Бекенштейна 88 черной .аырм. 
С помощью Е = .М с2 для энергии черной дыры и первого начала тер-модинамики 
dE = Т н dSв; заtiшсываем 

: Е 2 . - d·s h& 1 dS d · · = ·С dM = Т н · в = . . - · В• 
81rGM k 

(22.121) 

Упрощение ~этого выражения приводит к 

1 41ГG 2 
k dS8 = 1ic dM . (22.122) 

Интегрируя данное уравнение и предполагая; что энтропия черной дыры с нуле

вой массой равна нулю, находим 

7 =4: м2. (22.123) 
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Энтроnия черной дыры nро:порциоиальна квадрату ее массы. Полезное аль~ 

тернативное выражение мя энтропи~и содержит величину nлощади А горизонта 

·событий. С учетом А= 41rR2 и R, заданного (22.118), леrко получаем выражение 

Sв 1 с3 А 
----A-
k - 4 !iG - 4l~ ' 

(22.124) 

где lp - планковекая длина. Правая часть этого уравнения имеет nростую интер

претаuию: энтропия Бекенштейна S8 - это одна четверть мощади горизонта, 
выраженной в ·единицах :квадрата планковской длины. Учитывая то. что l~ - это 
очень маленькая площадь) энтроnия любой черной дыры астрофизических раз

меров Iq>Зйне велика. Приближенно энтропию черной дыры можно представить, 

если доnустить некоторую степень свободы с конечным числом ·состояний для 

KWJUJ:OГO элемента площади l~ горизонта событий. Теория струн nриводит к воз
можным стеnеням •Свободы для черных дыр, однако они не связаны напрямую 

'С IШОЩадЬЮ rори:зонта. 

(9 У.пражнени.е-ра3мuнка 22.5. Покажите, 1Чmо фотон с энергией kТн обладает 
длиной вмны, которая приблизительно в 80 раз больше радиуса соответствую
щей черной дырЬI. 

В теории струн мы 111ьпаемся связать стационарную черную дыру Шварu

шилъда с с:ильно возбужденной струной, обладающей нулевым имnульсом. В мик

роканоническом ансамбле струнное состояние с энергией Е обладает энтро

пией (22.67), это справедливо tкаiК для открытых, так и для замкиуrых струн 
(см. (22.74)). Оrождествляя Е = М и работая тем самым в единицах li = с= 1, 
имеем 

Sw г-: -- 41rvciM k - . ' (22.125) 

rде дю1 об:означения эт-ропии струны был добавлен значок '*Str». Данный ~резуль

тат следует сравнить с энтропией черной дыры (22.123): 

Sв 2 
т=41rGM. (22.126) 

Различие очеви.nно: энтропия черной дыры пропорuиональна квадрату массы, 
:в то время как энтропия струны проnорциональна массе. Мы вскоре покажем, 

однако, что этоr:о очевидного различия следовало бы ожидать. При должном 
nони:мани!И, эти уравнения демовс1рИруют удивительную степень согласован

IЮСТИ. Ли:нейная зависимость струнной энтропии от массы М не удивительна: 

ЭН1J>ОПИЯ - эксrенсивная величина и энтропия стРуны с массой М примерно 
nропорциональна ее длине L. Энтропия черной дыры, с друтой стороны, об
ладает удивительным свойством: она nроnорциональна не объему области под 

rориэонтом ·событий.~ nлоща.Фи горизонта. Данное нарушение э.ксrенсивности 
ЯЮ11Яеrся призн;аl<'ом гравитацио:нной 4>изпки. 

Прежце tteм рассматривать сооrношение между уравнениями (22.125) и (22.126), 
давd:rе nриведем эвристический выво;ц струнной энтропии. Для это цели рас-
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смотрим струну массы М и оценим ·te длину L как 

. 1 
М f'V T0L ""-~ - L, « (22.127) 

rде То~ 1/о:' -натяжение струны. Теnерь nредставим струну, построенную со
единением струнных битов, каждый из которых имее'iГ длину l 8 = J"Qi. Каждый 
струнный ~бит может быть наnравлен в любом из n возможных наnравлений. Чис
ло n может быть рав}IО числу пространствеиных измерений, но, так как наши 
рассуждения носят приблизительный характер, мы не будем уточнять конкрет

ное значение. Число струнных битов равно Lf..fij, значит, число способов n, 
которыми можно построит~ь данную струну, приблизительно равно 

Энтропия струны пропорц~иональна лоrарифму от Q: 

Sslr М г; Ml 
- ·~ va·~ k . $• 

(22.128) 

(22.129) 

rде множитель ln n отброшен 1без потери точности оценки. Данный результат 

соrласуется ·С выражением (22.125). 
Уравнения (22.125) и (22.126) не согласуются между собой, потому что энтро

пия черной дыры 88 бЬUila ·вычисл~на в режиме, коrда взаимодействия необходи
мы, в ·ю время как ·струнная эн1р0nия Sstr была вычислена для свободных струн. 

Не елекует ожидать согласованности уравнений до тех пор, пока по какой-нибудь 

nричине наличие взаимодействия не перестанет влиять на вычисление энтроnии 

·Струн. 

Учесть взаимодействия Щ>И вычислении энтропии черных дыр необходимо, 
потому что гравитационная nостоянная G равна нулю ·В том случае, если констан
tа струнного взаимодейсnия g ;равна нулю. Действ.ительно, вспомним уравнение 
(13.83), из которого следует, что 

Тоrда э;итропия черяой дыры и радиус черной дыры имеют вил 

S: ~ GM2 ~ g2t;м2 , R ~ GM ~ g2l~M. 

(22.130) 

(22.131) 

Эти ВСJIIИЧины зависят от константы c1iJ>yннoro взаимодействия через гравитаци

онную постоянную., обсуждавшиеся ранее результаты используют классическую 

общую теорию относительности, в которой; например; nонятие горизонта имеет 

точный смысл, Допускается nренебреrать струнными поправками в общей тео

рии относительности до тех пор, nока размер черной дыры сильно больше длины 

·струны. 

Рассмотрим теперь больurую черную дыру с энтроnией Бе·кенштейна 80 ~ мас

•сой М0 и радиусом Ro ~ f.4 • Зафикёируем таюке константу струн1iоrо взаимо

деtйствия Неkоторым конечным значением go. Тогда уравнения (22.131) nриводят 
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к следующим соотношениям 

So 2..2 2 k ~ §ot~Mo, (22.1 32) 

Так как вычисление струнной энтропии справедливо мя нулевой, и возмож
но, малой константы струнного взаимодействия, представим теперь процесс, 

:при коrором струнное взаимодействие постепенно уменьшается . Как объясня
ется в разделе 13.4, это происходит с помощью изменения среднего значения 
дилаrона. Разумно nред!IЮJ:южитъ, что данный npo:uecc может быть провелен в 
обратную сторону, поэтому можно ожидать, что энтропия черной дыры останет

ся неизменной. С другой стороны, ло мере уменьшения константы струнного 

:взаимодействия g, масса черной дЫrРЫ должна расти как 1/g, чтобы энтропия 
(22.1 31) оставалась постоянной. Однако, в ·силу G ~ 1/m~, масса, измеряемая 
в единицах планковсi<ой массы, не растет. Как следует из второго соотношения 

:в (22.131) с учетом R, радиус черной дыр1ы М~ 1/g уменьшается. 
Пусть g., R.. и м. обозначают конечные значения константы струнного 

-взаимодействия, радиуса черной дыры и массы черной дыры, соответственно. 

Постоянство энтроnии и формула для радиуса nриводят к следующим соотно-
шениям 

(22.1 33) 

Мы ~не ожидаем, что эти результаТЪI ocrnнyrcя справедЛивыми, когда размер 
черной дыры станет меньше длины струны, поэтому давайте зафиксируем R. = l 8 

как минима.лJьный радиус, nри котором уравнениям (22.133) еще можно доверять. 
Из условия R. = l8 следует, что 

2 2 1 
g.l8 M• ~ ls -+ М. "" -y-l . 

!J· s 

.Dоэврашаясъ к выражению дJIЯ энтропии S0 находим 

So 1 
-~-·i.. . 2 . 
r,; 9• 

(22.134) 

(22. 1 35) 

Константа связи g. очев.идно очень мала, так D<.ак предпола.галось., чrо величина 
So очень велика. Пр-и таком слабом в.заимодействии разумно доверять выражению 
мя энТJ)Опи.и '(22.129) nо.лученному в теории свобопных струн. Так как черная 
дыра, с которой мы сравниваем ·струну, имеет массу м., рассмотрим струну 

массы М •. Тоrда энтроnия задается выражением 

(22.136) 

rпе мы воспол.ьзовались (22.134). Сравнивая с (22.135), видим, что Sstr ~ So. 
Такое соответсrn.ие свиnетельствует в пользу rиnотезы ·о том, что черная дыра 
Шварuшил~а - сильна.взаямодеИст:вующая версия сильно возбужденной стру
ны. Однако, Э'f3 ·rипотеза дме((З от до:каэательства. Как было вмно, мы толь
ко выnисывали приближенные соотношения: и выдвинули ряд предnоложениИ 
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об области применения оnределенных результатов; доказательс"ПЮ nо-nре--жнему 

должно быть приведено. Тем не менее, существует дополнительное указание 

на то, что данное описание, по крайней мере, приближенно является верным: 

с nомощью представления о струнных битах и предположения, что струна -
это случайное блуждание, оказывается возможным оценить размер струны. Тогда 

можно по!Казать, что для любой фиксированной константы ·связи g существует 
масса, при превышении которой любое возбужденное струнное состояние мень

ше, чем ее радиус Шварцшильда (задача 22.9). Отсюда выrекает предположение, 
что оче.нь тяжелы·е струнные состояния будуr образовывать черные дыры. 

22.7. !Подсчет состояний черной дыры 

Возможно вычислиТh энтропию струн в пределе пренебрежимо малого вза

имодействия. Но черная дыра может существовать только при иенулевом взаи

модействии, поэтому точное вычисление энтропии черной дыры в теории струн 

·требует тоrо, чтобы nодсчет состояний, nроведенный мя струнного взаимодей

ствия g = О, остался верным при g :/:- О. 
Для черных дыр Шварцшильда, рассмотренных в nредыдущем разделе, этоrо 

не проис~одит. В результате, мы могли бы подтвердит~ь качественное согласие 

в узком интервале констант связи, для которых может быть справедливо как 

!ВЫЧИ·сление на основе гравитации, так и !Вычисление в теории свободных струн. 

В данном разделе мы хотим рассмотреть частную пятимерную черную дыру, ко

торая появляется в теории суперструн. Как будет объяснено в дальнейшем, для 

этой черной дыры полсчет состояний при нулевом струнном взаимодействии 

останется верным, когда струнное взаимодействие становится отличным от ну

.ля. Это nросте:йшая известная черная дыра с таким свойством. Четырехмерные 

черные дырьt с таким же свойс11юм известны; но они несколько более сложны; 

именно по этой nричине мы рассматриваем пятимерную черную дыру. 

Обсуждавшееся выше замечательное с.во.йство возникает благодаря суnерсим

метрии. Пока суперсимметрия не нарушена, определенные ·значения величин nри 

нулевой констанТое связи и nолученные рчезультаrы остаются справедливыми для 

всех значений константы связи. Суnерсwуны., живущие на десятимерном щю
странстве-времени Минковскогоt обладают суперсимметрией. Можно было бы 
попробовать компактифицировать пространсtво~время и сохранитъ суперсим

метрию" однако, Э11О же nроисходит, е-сли комnаюrифицировать некоторые из
мерения в окружности. Если теnерь nоместить в nространство-время черную 

дыру, суперсимметрия будет нарушена. Та черная дыра, которой мы интересу

емся, является особенной: даже если поместить ее в пространство-время, часть 

суnерсимметрии останется ненарушенной. 

Рассмо'IJ)ение начинается с десятимерной Н В-теории замкнутых суперструн. 
Можно nоискать решения типа черных дыр в режиме, korдa теория струн хо
рошо аnnроксим:ируе11ся: п•олевой теорией rравитаuии, полями Кальба~Рамона 

й другими полями, включая фермионы. Такая теорий называется 118-cyneprpa~ 
виmцией. К:омпактифицируем в окружности пять nрос'фанственных измерени:й. 
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Обознасчим эти измерения х5 , z6, х1 , х8 и х9 • Тоrда черная дыра - сферически.,. 
·Симметричный объеi<Т в некомпактифицированном nространстве-времени М5 , 
описываемая координатами i 0

, х 1 , z 2
, z3 и z4

• У нас нет возможности обсуждать 
эде.сь полную конструщию черной дыры, поэrому мы просто суммируем nолу

ченные результаты. 

1. Черная дыра обладает тремя ра3Личными ЭJilектрическими зарядами по от
ношению к трем !Калибровочным полям, расположенным в М5 и похожим 
на поля Максвелла. Эти заряды обозначаются цeJiiЬIMИ числами 

(22.137) 

2. Черная дыра являетея экстремальной: она обладает минимальной массой, 
согласующейяся с ее зарядами. Черная дыра не излучает, потому что излуче

ние уменьшало бы массу без необходимого уменьшения заряда. Температура 
черной дыры равна нулю. В дополнение, она сохраняет большую часть ис

ходных суперсимметрий НВ-теории в десятимерном nространстве-времени 

Мииковского. 

3. Горизонт черной дЫРЫ - эrо 3-сфера с конечН:IЬIМ объемом Ан. Термодина
мическа:я энтропи·я черной дыры Sьh вычисляется с помощью пятимерного 

аналоrа (22.124): 

(22.138) 

Здесь G(s) - э·ю nятимерная rравитационная постоянная и было nоложено 
li = с = 1. Интересно, что данная энтропия зависит только от зарядов черной 
дыры и ни от каких друrих параметров, таких, как константа струнного взаи

мод:ействия или размер окружностей, используемых при комnактификации. 

Цель состоит в том, чтобы с помошъю теории струн воспроизвести энтропию 

(22.138) путем подсчета состояний. Теория струн должна объяснять, как данная 
че-рная дыра может быть построена многими возможными способами. Мы знаем, 

ка:к nщrсчитать состояния в теории струн при отсуrствии взаимодействйй. Одна

ко на это ра:з черная дыра не нарушает суперсимметрию и это гарантирует, что 

подсчет состояний при нулевой константе спяэи ·ОСтается верным при неиулевой 
.~еонстанте .. 

При нулевой консrанте связи черная дыра строиt'Ся с помощью Н В-теории 

суnерструн, у которой пиrъ координат z 5, •.. , :е9 свернуты в оtсружност.и. Заряды 
Q1 и Q5 лорождаются при наматывании Q1 Dl-бран вокруr окружности и Q5 

05-браи вокруr пяти окружностей. Данные заряды возникают посредством меха

низма~ обсуждавшеrося в разделе :t6~4. Так как у D5-браны пять прос'J1Ранствен
иых измерений, ro 05-брана полностью наматывает-ся вокруr дополнительнЬ(х 
компактных измерений. Как это выглядит мя пятимерного наблюдателя в М5 ? 
Та~< как все просrранственнме измерения мя оs..~бран вдоль М5 тиnа Дирпх
ле. то D5·-браны имеют фикёированные nространствеиные координаты на М5• 
В любой фиксированный момент времени они представлены набором неnодвиж

ных точек. То же самое сnраведливо и для D 1 -бран. В т-ой конфиrурации, которую 
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мы nытаемся построить, треt}уется, чтобы все эти точки совnадали. 'Таким обра

зом, все D-браны совпадают и наблюдатель в пространстве видит их как одну 

точку. Это rочtКа является центром черной дыры, образующейся при включении 
взаимодействия. До сих пор данную коифигурацию D-бран не удается построить 
разными способами, сохраняющими суперсимметрию. Возможны несколько раз

личных выборов; наnример, можно выбрать друrую координату для намотки всех 

D 1-бран. Однако любое количество выборов, которые не зависят от зарядов, не 
моrут nривести к правильной энтропии. Поэтому откуда возникает эта энтропия? 

Напомним, что макроскопическая черная д.ыра обладала доnолнительным 

зарядом N. Чему это соответствовало в конструкции бран? Эrо квантовое число 
имnульса. Импульс вдоль окружности х5 должен быть равен 

s N 
р = -, 

R 
(22.139) 

rде R - это радиус окружности .. D-браны не моrут обладать данным импульсом, 
потому что они rрансляционно-инвариантны вдоль направления х5 • Импульс 
nереносится сrрунами., mрикреruJенными к 0-'бранам! Теперь можно видеть, как 
вознiИкают многие состояния: существует много типов струн, натянуrых между 

Q 1 Dl,.,бранами и Q5 05-'бран.ами. Есть (1, 1) .струны. натянугые от Dl-бран 
к D 1-б.ранам. Есть (5, 5) струны, натянуrые от 05-бран к 05-бранам. Наконец, 
есть (1, 5) и {5, 1) струны, натянутые от Dl-бран 1К D5-бранам и, соответственно, 
наоборот. К тому же, квантовое число полного импульса может быть распреде= 

лено между многими открытыми струнами. Однако суперсимметрия приводит 

к одному дополнительному требованию: все открытые струны должны иметь им

пульс в одном направлении - вдоль х5 • 
Для дальнейшего ИЗJJiожения необходимо привести некоторые известные фак

ты о комбинированных ·системах совпадающих D 1- и 05-бран. 
1. Систе.ма D1/D5-бран ймяется связанньtм состоянием. В интересующей нас 

конфигурации открытые струны типа ( 1, 1) и (5, S) ст.ановятся массивными 
и не имеюr воэбужnений. Такие струны можно исЮJ:ючить из подсчета. 

2. Лолное число основных состояний (l, 5)-струны и противоположно ориен
тированной (5, 1)-струны равно восьми: четыре бозонных основных состоя
ния и четыре фермионных основных сuстояния. 

3. Q1 DJ -бран мoryr объединяться и образовывать одну 01-брану, Q, раз на
мот.анную на окружность. Аналоrичным образом* Q5 D5~бран могут объеди
ниться и образовать одну D5~рану, Qs раз намотанную на все комшiктное 
nространство. Если такое nроисходит, заряды не изменяются. 

Принимая во внимание полученную информацию; видим, что квакrовое число 

импульса N должно быть распределено между открытыми струнами, натянутыми 
между D 1-бранами и 05-браиами; Нам требуется разбиение N, но какого тиnа? 
Давайте предположим :на некоторое время, чт-о N » QiQs и сделаем предвари~ 
тельны.й nодсчет, кото;рый будет работать. однако в общем случае будет неверен. 

Нало nроизвести ра:збиение N и для каждого элемента разбиения следует 
указать, состояние какоrо тиnа обладает ЮШ~нтовым числом имnульса. Суше

'ствует ·Q1Q5 сnособов выбора D 1 =браны и DSdбраиы. Более того, есть четыре 
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доnолнительных :сnособа выбрать бозонное возб-уждение либо, альтернативно, 

четыре ~способа выбрать фермионное возбуждение (см. выше n. (2) ). В итоге, 
имеем Ь = 4Q1·Qs значений бозонноrо индекса и f = 4Q1Qs значений фермион
ноrо индекса. Тогда с nомощью (22.62) энтропия имеет вид 

(22.140) 

в nолном соответствии с {22.138). Эrо очень хороший, однако недостаточно 
общий результат. Ограничение N ~ Q 1·Qs необходимо, nотому как в (22.62) 
N с необходимостью должно быть больше, чем Ь и J. Можно показать, что 
если N, Q1 и ·Qs одновременно увеличиваются до больших значений, то ln Р 
не соответствует ожидаемой энтропии. Это означает, что общая схема подсчета 

·состояний, привQдящая .к энтропии, до сих пор не выявлена. 

Ключ к разгадке содержится в п. {3) ПJРИведенного выше списка. Представим 
D 1-брану, намотанную Q1 раз на окружность х

5 • Теперь рассмотрим ( 1, 1) -струну, 
движущуюся вдо.111ь D 1-браны. Как квантуется импульс этой струны? Для nодоб
ной струны окружность эффективно становится в Q~ раздлиннее: (21rR}Q1 -это 
расстояние, которое должна :nреодолеть струна, прежце чем возвратится в свое 

исходное :положение на D 1-браие. Соо-nветственно, струнный импульс кваитуется 
в единицах 1/(Q1R). Этоверноеодним условием. Импульсы отдельныхоткрытых 
струн моrут квантоваться в более мелкомасштабных единицах, однако полный 

импульс всех открытых струн по-прежнему .должен 1квантоваться в единицах 1/R. 
Это происходит по той причине, что система, состоящая из D 1-браны и при
крепленных открыт~ых струн, должна ~быть инвариантна относительно трансляций 

вдоль окружности на 21r R. :В итоге полный импульс системы доюкен квантовать
ся в ед1Иницэх 1/R. Так ка:к у Dl~бран:ы нет импульса, то оrсюда следует наше 
уrвер.Ж'..llение. 

Однако, необходимо сосредоточить наше внимание на струнах, натянутых 

между .Dl-бранами и 05-бранами. Предположим для простоты; что Q1 и Q5 
взаимно просты (вскоре эrо допущение будет ослаблено). Теперь рассмотрим 

( 1, 5) -струну. Сколько раз она .должна пройти моль о.кружности х5 так, что
бы оба ·ее конuа вернулись rв свои исходные положения? Первый конеu вернется 
14 исходное nоложеtrие после Q1 оборотов; а второй - нет. Второй конец вернется 

в исходное nоложение nосле Qs оборотов, а лервый - нет~ После Q1 Qs оборотов 
;оба конца возвращаются :в свои исходные nоложения на соответствующих бранах. 

В резулJЬтате. импульс (1) 5)- и (5, 1)-струн квантуется в даже более мелкомас
штабных единицах: l/(Q1Q5R)! Это можно считать hриблизительно верным, даже 
если QJ и Qs не взаимно просты. Воэьмем, наnример, Q~ = Q5 = JOO. Можно 
взять D 1-брану и разбить один оборот, nолучив тем самым систему с Ql = 99 
ШIЮС о.ана .nополни1'ельиая D.l ~брана. Так как Q~ и Qs взаимно просrы. имnульс 
~большинства открытых струн квантуется .в единицах l/(Q~Q5R), что 11риблизи· 
тельно равно l/(Q1QsR). В общем случае, для больших Q1 и ·Qs можно найти 
относит.ельно nростые числа Ql < Q~ и C/s < Qs такие что Q~ ~ Q1 и Q~ ~ Q5• 
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В таких мелкомасштабных еnиницах квантования полный имnульс (22.139), 

предположительно, заnисывается в виде 

s NQ,Qs 
р = Q Q R' 

. 1 5 
(22.141) 

На этот раз необ~одимо произвести разбиение числа NQ1Q5• Так как имеется 
только одна вытянугая 01-брана и одна 05-брана, существует только один тип 

струны, натянутой межцу этими бранами. Поэтому индексы элеменrов разбие

ния ~ либо четыре бозонных, либо четыре фермионных: Ь = f = 4. В итоге, 
энтроnия задае111ся выражением 

(22.142) 

Теnерь имеется полное соответствие с энтропией черных дыр, справедливое в об
щем случае. 

Статистический вьшод энтропии черных дыр является значительным дости
жением теории струн. К тому же, был достигнуг приличный проrресс в расшире

нии н.аб.ора черных дыр, мя которых можно вычислить энтропию. Тем не менее, 

в теории струн остается еще сделать мноrо работы, чтобы достичь nолного пони

мания черных дыр. Нельзя сказать, что черные дыры Шварцшильда понимаются 

сколько-нибудь точно, кроме этого, существуют вопросы, связанные с судьбой 

информации, nадающей на черцую дыру. 
При нулевом взаимодействии теория струн IJ1риводит к прозрачному опи

санию степеней с1вободы некоторой конфигурации, которая становится черной 
дырой при иенулевом взаимQдейсmии. Более того, известно, что подсчет со

стоянl'lй остаетс.11 справедливым и при неяулевом взаимодействии. Хотелось бы 
знать, как устроены ·эти стеnени свободы к моменту образования черной дыры. 

Остается еще мноrо неизвестного. 

181> Зtrд:'tJЧtl 22.1. О6эо·р статигстиче-ской механики 

(а) Докажите слравед.ливость уравнения (22. 7). [ Подсказка: уровми эRерrии Ea(V) 
системы зависят от объема. nри квазистатичес:ком изменении объема измене
ние средней энергии вычисляется с nомощью равновесного распределения 

состояний. Изменение средней энергии можно интерпретировать как вы

званное работой против давления) 
(б) Докаж~те сnравеJIЛивость уравнения (22.15). [Подска.жа: рассмотрите дифм 

ференuиал d ln Z(T. V).] 

181> Задочо 22.2. Фермионная скрипичнu струна и nодсчет раэбиемиi на неравные части 

Рассмотрите систему nростых rЗ!рмонических осцилляторов с частотами tuo. 2ыо~ 
равными ч:асrот,ам ocuWLiilятopoв бозонной скриnичной струны из раздела 22.2. 
Однако на этот раз каждое число заnолнения n1 может принимать только значе= 

ния О или 1. Dсuилляторы с данным свойством наэ,ываются фермионными. 
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(а) Вычислите свобоДJtую энергию таКiОЙ струны в пределе высоких температур. 

Оrвет содержит сумму 

1 1 1 1 
1 - 22 + )2 - ф2 + 52 - •.• , 

КОТОрую МОЖНО ВЫЧИСЭ11ИТЬ С ПОМОЩЬЮ (22.38). 

(б) Пусть q(.N) обозначает число разбиений N нанеравные части. С помощью 
результата; полученного в п. (а), локажите, что nоведение N при больших 
q{N) задается в.ыражением (22.61). 

{в) Т.еnеръ предположите, что данная струна релятивистская, ее энергия связана 

с числом мод как в (22 .. 65): JN = VilE. Какова температура Хаrедорна для 
т.аt<ой струны? " 

• Задача 22.3. 1\Jро!ИЭ!ВОАЯЩИе функции разбиений 

Особ.енно простое бесконечное nроизведение приводит к производящей функции 

ДIUI разбиений p(n ).: 
со 1 00 

ц (1 - zn) =?; р(n)ж". 
Здесь р(О) = О. Для того чтобы вычиСJilить Jlleвyю часть, каждый фактор раскла
дывается в бесконечный ряд ТеRлора около точки х = О. Проверьте эту формулу 

при n ~ 4 и объясните (словами) почему она справедлива в общем случае. Най
дите производящую функцию для не равных разбиений q(n) и проверьте ее для 
.малых значений n. 

• .Задача 22.4. Подсчет обобщенных раэб1иениi 

Докажите формулу ~(22.62) мя разбиений P(N; Ь, /)числа N на обычные целые 
ЧИ(Ла, занумерованные от 1 до Ь и фермионные числа, занумерованные от 1 до f. 
Обозначая ч·ерез Z статистическую суJМму для обычных осцилляторов и через 
Z' статистическую сумму из задачи 22.2, начните вывоn с объяснения, почему 
статистическая сумма Zт дJIЯ объединенной сист-ем!Ы осuилляrоров с бозонными 

и фермионными осцилляторами l)авна 

Zт ~ (Z)"(Z')1 . 

• 3оаача 22.5. Teмnepatypa хаrедорна iQ'fKPЫ'fblX суперструн 

Рассмотрите теорию отюрытых суперструн, описанную в разделе 14.1. 

(а) Покажите, что nолное число ·состояний (1в ceкtq)ax NS и R) с числом Nl. 
рав.но 16P(Nl.; 8, 8). [Подсказка~ один из двух секторов вычисляется легче; 
зат-ем воспользуйтесь сулерсимметрией.] 

(б) Следуя методу; изложенному в разделе 22.3, вычиСJiите температуру Xare
;Jtop-нa для ·ОТJфыТ<ОЙ суперструны. Покажите) что она в J2 раз nревышаеr 
температуру Хаrедорна бозонной C'fi>YlfЬI. 
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~ 3одачD 22.6. Ст.аliмстическаli сумма релRтивистскоi частицы 

Точ.но вычислите статистическую сумму (22.83) для точечной релятивистской 
частицы в терминах модифицированных функций Бесселя (и их производных). 
используя интеrра.лыюе nреnставление 

С помощью асимптотического разложения 

. -z Гп[ 4v2- 1 ] 
K"(z)"' е V 2Z 1 + Sz + ... , 

сnраведливого для больших z, людтвердите nолученный ранее для низких тем
ператур результат (22.89). 

~ Зодача 22 •. 7. Поnравки в соотношение между темnературой и энерrией 
микроканоническоrо ансам,блw 

Темлература Хаrедорна в идеализированной модели струн была найдена nyreм 
вычисления соотношения между энтроnией и энергией в пределе высоких энер

гий. когда P24(N) ~ 41ГVN. Воспользуйтесь более точным выражеiНием для раз
б·иений P24(N). согласно (22.58), и найлите поnравu в соотношение межлу 
темлературой и энергией. Вы получите удивительный результат: при стремле

нии э.нергии к бес~онечности температура ·стремится сверху к Тн! Нарисуйте 
зависимость Т(Е) ., и вычислите (отрицательную!) удельную теплоту С в режиме 
высоких энергий. 

Рассмотренны·е выше в.ычисления проводились с помощью S = k ln P24(N) 
и соотношения между Е и N. В обычных системах с непрерывным спектром. 
з:-не;рrии энтропия S = k ln n(E), rде О(Е) dE - это число состояний в ин
тервале энергий dE. С помощью соотношения П(Е) dE = P24(N) dN вычислите 
Q(E) и nокажите. ч&о полученное значение энтропии S(E) несколько отличается 
от энтроnии, вычисленной ранее. 

Отрицательная удельная теnлота, :nолученная .для идеализированной струны. 
явл:яет.ся типичной. Можно доказать, что мя открытых струн на Dq=бране 

-1 ( . r; ) (25 - q) 
Н(Е) ~Е ехр 4wvo·E лри 'У= 

2 
. 

Исnользуя непрерывный ·энергетический сnектр, вычислите удельную теnлоту С 
в режиме высоких энергий. Запишите ответ через"'(, Е и kТн. 

~ Jааача 22.8* ДлИМНЬiе СТtРУМЫ 6onee nредnочтительны С ТОЧКИ эреНИJI энтроnии 

Общая приближенная формула для разбиений Рь(N) nринимает вял 

Рь(N) ~ рн-1 ехр (6./N), 
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rде f1~ r .и {J - это 111Шюжительные константы, зависящие от Ь. РассмОТрите 

·открытую бозо:нную струну с большим числом 1возбуждений N.l. = N0 и энергией 
Ео" связанной с этим ·числом соотношением о.' EJ:::::: No. Предположи11е, что все 
·струны имеют нулевой импульс. 

{а) Найдите отношение чиCJila состояний, доnустимых для струны и числа со
стояний, допусrимых при расщеплении струны на две (различные) струны, 
каждая из которых обладает половиной исходной энергии. Выразите ответ 

через No и имеющиеся в задаче константы. Как изменяется энтропия ~S /k 
в процессе объединения двух полуструн в исходную струну? Покажите, что 

это :изменение положиrельно при достаточно больших N0 . Какие из констант 

(/3.1. о) оmетственны за данный эффект? 
~(б) Покажиrе, что в общем случае ~омбинаuия двух открытых струн с большим 

числом возбуждений в одну открытую струну является процессом, увеличи

вающим энтропию. 

(в) Так как полученные выше результаты ·спраiВедливы для больших N0 , то инте
ресно проверить их для малых N0 . Во сколько раз возрастет число допустимых 

оостояний, если струна с N0 = 9 образуется из двух струн, каждая из ко
торых имеет равную энергию? Ка~ово изменение энтроnии A.S/k? Во всех 
случаях ~исnользуйте точную формулу о.' Е2 = N - 1. (Небольшая помощь: 
Р24(9) = 143 184 000.) 

~ Задауа 22.9. Оценка размера струнноrо состояния 

Для правильной оценки энтропии (22.129) струны использовалось эвристическое 
описание струны как совокупности струнных битов. Теперь мы ~отим восnоль
эоватьс.я этим описанием ШJЯ оnенки размера состояний открытых струн. Пред

положим, что каждый струнный бит может быть случайным образом направлен 

в любом из d орrоrон:альных наnрамений. Тоrда данная струна может рассмат
риваться как случайное блуждание с числом шагов, равным числу битов. 

~(а) С nомощью формулы среднего значения КJЩЦрата смещения nри случайных 
блужnаниях покажите, "iто «размер• Rstr струны массы М равен 

Rstr(M) ~ мt/2~:12 ~ N114t3, 

где N - это собственное значе--ние оператора числа возбуждений соответ~ 
ствующе,rо значению массы М Отметим, что размер проnорционален корню 

квадратному из массы, в то время к:ак мина струнЬI nролорциональна массе. 

Найденное значение Rstr является размером C'IJ'yнЬI в отсуrствие струнного 
взаимодействия .. 

(б) Покажнте. что размер ·струны .Rstr массы М (с нулевым струнным вэаи:мо~ 
действием) меньш,е, чем радиус Шварцшильда для массы М (с константой 

взаимодействия g ), если М > М, где 

- 1 mp 
MtV--tV-4t 3 • g 11 g 



Зода~чи 605 --------------------------------------------------
Данный результат предполаrает, что достаточно массивные 1струны моrли бы 

образовывать черную дыру. Покажите, что для М радиус черной дыры равен 

l 8/g
2

, так что .для малого !ВЗаимодействия размер черной дыры слишком 
велик, чrобы доверять выводам данной мо.дели теории струн. Покажите, что 
зна~чение N для :невзаимодействуюших струн массы М равно N ,...., l/g8

• 

Приведите грубую оценку М .в килограммах при g ,...., 0,01. 

{в) Рас·смотрите очень большую черную дыру с массой М и радиусом Шварц
шильда R в теории струн с векоторой конечной константой струнною взаи
модействия g . 1'еперь nредположите, что взаимодействие медленно уменьша
ется до rнуля. Вычислите значение N, которое характеризует возникающую 
в итоrе невзаимодействующую струну (заnишите ответ через М и mp). По
каж.иrе, чrо размер этой струны Rstr равен Rjg. Насколько больше длина 
струны? 

Масса черной дыры в центре нашей Галактики приблизительно равна 2,6 
миллионов солнечных масс. Оцените значение N для соответствуюшей не
вза~модействуюшей струны. Onulem: N,...., 10[77

. 

Модель случайных блужданий для струнных состояний применима к струнам 
с небольшим либо нулевым угловым моментом (напомним, что размер жестко 
!Вращающейся открытой С11РУ1НЫ проnорционален массе). В этой модели размер 

струны значи-rе.льно меньшее ее длины. По-видимому, наличие струнных взаи
модействий приводит к дальн~ейшему уменьшению размера струн. 



Глава 23 

Сильные взаимодействия и А~дС/НТЛ 

Теория струн сnособстеуеr nониманию ряда вопросов в теории с1ильных вэаимодействий .. 
КваiПовые состоян1ИЯ открыrой вращающе:йся СТJРУНЫ обладают основными свойствами 

а.дронных воэбу.ждений. Энергия натянутой струны достаочно xopowo совпадает с по
тенЩJиальной энергией выдЕ!!Iенной nары кварк-анrикrварк. Бo'l'lee удивитЕ!!Iьно то, что 

оrnреде.яенные калибровочные теории сильных взаимодействий физически эквивалент

ны rео[риям .замкнутых суперсrрун. Замкнутые струны расnространяются в !Простран

стве, границу которого можно считать nространством, на котором живет калибровоч

ная теория. Основ'Ным П[римером таrкого соответствия является ААС/КТП-соответствие, 
уrве·рждающее, ·что четырехме,рная суперсим,метричная SU(N)-калибровочная теория 
m:олrностью оmисываеТrся ПВ-теорией замкнутых суперструн в пространСТiве, содержащем 

m.ятимерное 11i1ространство антrи-де Сипера AdSs. Мы рассмотрим мотивацию данного 
сооr~веrствия и подробно изучим 1Гео,меrри1ю nространства анти-де Сипера и связанных 

с ним гиперболических nространств. Данное ·Соответствие дает основание полагать, что 

свойства обнаруженной недавно кварк-:глюонной ПJi1азмы связаны со свойствами черных 
дыр в пространств.е а111ти-де Сипера. 

23.1. Введение 

Теория струн б.ыла открыта при попытках разобраться в динамике сильно 
взаимодействующих адронов. Было замечено, что график зависимости углового 

моме.нта J адронных возбуждений от квадрата ·энерrии nриближенно распада

ется на nрямь1•е J = .ct' Е2 , называемые траекториями Ре11..Же. Представлял ось, 
·что теория струн я~вляется правдоподобным каiШидатом на роль теории силь

ных взаимодействий, потому что это соотношение меЖJiу J и Е2 rвозникает 
естественным образом для открытых вращающихся струн, соrласно обсуждению 

из раздела 8.i6. Квантование пrривоJiит к дискретным значениям yrл·oooro момента 

и модифицирует линеИное соотношение между J и Е2 добавлением константы, 
такие и.зм·енения ·нео6:холимы мя согласования с экспериментальными nаиными. 

Несмотря на эти обнз.щеживающие признаки, · первые попытки исnользовать 
релятивистские струны для оnисания адронов столкнулись с большими сложно= 

стями. Среди прочеrо, одной из таких nроблем было присутствие неж:елательных 

безмассовых векторов и безмассовых тензоров, яюнtющихся в точности теми ча

стицами, которые необходимЪI, чтобы сделать теорию струн кандидатом на тео

рию ~ей физики. Струнный поmюд к сильным .взаимодействиям был заброшен 
и вместо него возникла квантовая хромодинамика, ми, сокращенно, КХД, Кхд 
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Рис. 2.3.1. Меэон 1как пара кварк-антикваtРк. 
СО$1ИНеН1НЫХ д!РУГ С друГО1М ЦВеТОВЫМ!И СИ-

110В'ЫNИ линиями. Когда к~вар1к и а:нти,кварк 

раэ,[ll.е;дены, цветовые силовы~е JIJ IИH!ИИ ·обра
зуют тонкую трубку IПОТока, trотору;ю можно 

1Рассматр1ивать как струну 

Q 

постулирует, что фундаментальными оостамяющими адронов ЯWIЯIОтся кварки 

1И rлiООны, КХД -это некот-орая !КВантовая теория поля, на самом деле являю

щаяся SU(З)-теорией Янга-Миллса. 
Мезон в КХД считается парой К1вщжов, связанных друг с другом глюонами. 

Однако, струнны.й подход, по-прежнему, ост.ается полезным приближенным опи

санием. В рамкахданного подхода мезон ямяеrся парой кварков, расположенных 
на хоншах открытой струны, представляющей собой тонкую трубку цветовых си

ловых линий (рис. 23.1 ). Конфайнмент кварков, то есть то, что кварки никогда 
не наблюдаются по О'iГделЬl-lост.и, таюке имеет простое объяснение в струнном 

rщдходе .. Так как натяжение струны, соединяющей кварки, не зависит от длины 
струны, то для полного ра::шеления пары кварков необходима бесконечная энер

гия. Потенциальная э.нерrия межцу квар~ом и антикварком яВJUIЛась предметом 

множества аналитических и численных исследований в КХД. Как будет видно 

в дальнейшем, ключевые свойсrва этого потенциала ~следуют из простой струн

ной модели. 

В рассмотренном .выше струнном подходе мезон является струной. Когда мы 

обсуждали Ста.ндартную модель на конфигурации 06-бран, кварки и .пептоны бы
ли струнами. Tyr нет nротиворечия: суперструна может описывать элементарные 
частицы и в тоже время друrая теория струн, возможно являющаяся эффективной 

теорией., может описывать составные адроны. На самом деле в течение дr~итель

ноrо времени считалось~ что доmкно существовать нек:оторое точное струнное 

описание КХД. До сих пор такая теория струн остается неизвестной3 но произо
шел лоразительный проrресс; и мы в высшей Metpe близки к этой цели. 

Как оказадось, определенные сильновзаимодействующие калибровочные тео

рии облад:аюt тоrчным струнным описанием, оnнако струны не расnространяют-

ся в просrраистве-времениj в котором живет соответствующая теория ~с смь

:ным :взаимодействием. Можно сказать, чrо :калибровочная теория живет на rра-

4Шце nростраиства-!Времени в ко11ором расnространяют.ся струны. Эквивалент~ 

ность калибровочной ·теории и теории струн вnервые была обнаружена в рамках 

Аn.С/КТП-соотве'iГсtвия. В эт-ом соответствии требуется, чтобы максимально су
.персимметричная SU(N)-теория: Янrа-Миллса в четырехмерном пространстве
!Времени была эквивалентна ПВ-теории замкнутых ,суперструн. Десятимерное 

:nространство-время в данной теории суперструн имеет особенный вид: nять 

измерений образуют сферу Ss, а остальные nять измерений образуют неком
nаlf<тное пространство .анти~де Cummepa, обозначаемое для краткости AdSs. Про~ 

странСТ!ВО Минковокого в теории поля можно рассматривать как rраниuу про
странства AdS5, Максим:альносуnерс:имметричная SU(N) ... теория Янга·-МЮIЛса 
имееt столыю суперсимметрий, tжолысо вообще может иметь калибровочная тео

рия. Она яuяется ~онформной теорией nоля (КТП), т. е. принадлежит к мacii ~ . 
... 
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теорий, не имеющих размерных n.араметров. В сокращении AttC/KTП АдС обо

значает пространство анти-де Ситтера, а КТП обозначает конформную теорию. 

После обсуждения данного соответствия мы изучим его версию, которая описы

вает <<Горячую» калибровочную теорию - кварк-rлкюнную плазму - с помощью 
струн, движущихся в пространстве АдС, в ~отором находится черная дыра. 

23 .. 2.. Мезоны и вращающиеся квантовые струны 

Классическое линейное соотноюение J = а' М2 между угловым моментом 
и квадратом м.ас·сы вращающейся откrрьrrой струны означает, что траектории 

Редже .мезонных возбуждеиий моrлiИ бы иметь C'fiPyнHoe объяснение. Давайте 

рассмотрим частный мезон и соответствующую траекторию Решке. 

Ро-мезон р(776) с массой 776 МэБ на самом деле является триплетом мезонов 
(р+, р0, р-), два из которых заряжены, а один нет; р-мезоны являются аналогами 
пионов (1r+, 1r

0
, 1r-). Также как nионы, которые являются комбинациями кварков 

u и d с ну.111·евым спином, р-мезоны обладают угловым моментом S, равным 
·единице. При нулевом орбитальном угловом моменте L полный угловой момент 
равен J = 1. р-Мезоны нестабильны и, как правило, распадаются на лару пионов 
·СО врем,енем жизни примерно 1 о-23 с. Мезон р(776) находится на траектории 
мезонов с S = 1 и более высокими значениями L: записывая массы (в МэВ) 
JВнугри круглых скобок, имеем а2(1320) с J = 2, Рз(1690) с J = 3, а4(2040) 
·С J = 4 и р5{2350), с J = 5. Эти nять мезонов показаны на рис. 23.2. 

Пр.иближ.ая rрафик .лине.йной траекторией, мы nроводим линию через два 

низших мезона. Запишем 

J = а'М2 + fЗ' (23.1) 

и определим константы а' и {1 так, чтобылиния nроходила через М2 ~ (0,776 ГэВ)2 , 
J ~ 1 и М2 

. ...:: (1~320 ГэВ)2 , J = 2. Получим 

J = О,87702(Гэв)-2М2 + 0,47188. (23.2) 

Полуqенная линия :пока:зана на рис. 23.2, с nомощью данной прямой предска
зывается ме.зон J = 3 с массой 1699 МэВ. меюи J = 4 с маосой 2006 МэВ 
:и мезон: J = 5 с маесоИ 2272 Мэ.В. Поrрешности в массе действительно малы, 
соответ.ственно О 5 ш l 7 ·%· и З 3 % 

' ' ?t', ' . ' • 

Убедиrвшисьj что (23.1) требуется ддя соответст,вия эксnериментальным дан~ 

rным, давайте рассмотрим, каким образом юtассическоо соотношение J = а' М2 

модифицируется в квантоf)он теории. nредположим, чrо открь1тая струна вра

щает-ся в плоскости (х2 , х3) и в этой nлоскОС'fИ обладает нулевым имnульсом. 
Соответствующий оnератор уrловоrо момента J = М23 считывается из ( 12.147): 

(23.3) 
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Рмс . . 23.2. Траекrории Редже-Фраучи для р·мезонов: р(776), а2(1320), р3(1690), а4(2040), 
1И р5(2350), !Результирующая rnрямая задаетс:я двумя rочками р(776) и а2 (1320} 

Естественно~ что слагаемые в правой части содержат комбинации двух простран

·ственных координат. Полезно определить новые осцилляторы an и ёin: 

а = -1 (а(2) + ia(3)) 
n-~ n n' (23.4) 

Отметим, что (an)t = ii-n· Короткое выч:ис.ление показывает, что коммугаиион
ные соотношения для новых осцилляторов l)>авны 

(23.5) 

Отметим, что nервое С·оотношение означает, что [[iim, an] = mom+n.O· В терминах 
·новых осцилляторов one,parop углового момента имеет вид 

(23.6) 

Первое CJilaлaeмoe в nриведеиной выше сумме считает число осцилляторо.в~ нахо
дящихся в с.остоянии а, второе (с точностыо до знака) считает чис.ло осuиллято

ров в состоянии ii. Теnерь удобство выбора нового базиса становится очевИдНЫМ. 

(9 Упражнение-разминно 23.1. Проверьте уравнение (23.6) и убедитесь в справед
ливости утверждений, которые следуют из этого уравнения. 

С rюмошью .новых осцилляторов состояния записываются в виде 

ou 

IA) = ... П<a:-k)-'t(a-k)x•lp+,pт}, (23. 7) 
k=J 
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rде Лk ~ О и At ~ О являются urелыми числами, а точки соответствуют произве
дению осцилляторов в наnравлениях~ отличных от х2 и х3 • При ,цействии на IЛ) 

00 

J имеет собственное значение .:1 = Е<:Лk- ik)
k=l 

(23.8) 

Таким образом, легко построить состояния с произвольными значениями угло-

1Юf1О момента. 

Так как мы хотим найти зиач·ен:ия квашрата массы .состояний с определен
ным угловым моментом" рассмотрим соотношение для квадрата массы (12.164) 
:и заn!Иwем ето в виде: 

а'М2 + 1 = N.L = N2з + N', (23.9) 

rде 
00 

N2з = L(a~~a~> +а~~~>) (23.10) 
n=l 

обозначает вклад N.L от напрамений х2 и х3 , а N' обозначает вклад в N.l 
от остаJТ!Iьны:х nоперечных наnравлений. Легко находим. что в терминах новых 

.осцилляторов 

00 

N23 = L)a-nбn + ii_nan), 
n=l 

и это означает, чт.о д.ля nроизвольных состояний (23.7) 

00 

N2з имеет собственное значение N2з = :L: k(~k + .Xk)
k=l 

00 00 00 00 00 

N'·н = L k(;\k + Xk) ~ 2: Ak + 2: jk ~ L Ak-Е xk = 1$1. 
k= l k= i .k= l k = l k= .l 

(23.11) 

(23.12) 

(23.13) 

rде бьtJto испОJiьэовано (23.8) и отмечено; чтодля любыхдвух чисел Ьi ~ О и Ь2 ~ О 
ёnr>аве.пли!Во Ь1 + Ь2 ~ lba - ~1- Неравенство, которое мы nолучили имеет вИJХ 

(23.14) 

Замечая, что собственные 3Начения N' больше либо равны нулю, nолучаем; что 
уравнение (2.3.9) nриводит к неравенству l+a' М2• ~ N-zз t где М2 -это собствен
ное значение М2 • Окончательно, комбинируя эrо неравенство с (23.14). nопучаем 

(23.15) 

Данное неравенство выnолняется для произвольных состояний (23. 7). Оно 
является ква.нтоlfой ве!(>Сие~ классического уравнения J = а' М. Для состояний, 
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СООТf8еТСТ1ВуiОЩИХ равеНСТВу, ИМееМ .J = 0.

1 М2 + 1, ЧТО ЯВ.ЛИе'I'СЯ уравНенИеМ ТИПа 
(23.1). В то время как napaмerp а' должен оnределятся подгонкой к эксперимен
тальным данным, {3' предс.казывается -rеоретически. Значение {1 = 1, следующее 
из безоиной теории струн, недостаточно хорошо сог:ласуется с траекторией Ре
дже мя р-мезонов. В то время как траектории Редже приводят к довольно-таки 

схожим знач·ениям а', значения {1 изменяются более широко. 
Давайте рассмотрим состояния, которые соответствуют равенству в (23.15). 

Для состояния вида (a_t)Nip+,fiт) имеем л~ = N, все другие л и .л равны нулю, 
и .N' = О. Поэтому 

-.1 = N, 1 + а'М2 = Мз = 1 ·Л,= N = .1, (23.16) 

и неравенстоо переходит в равенство. Говорят. чт-о состояние ( а_ 1 )N IP +. fiт) при
надлежит траектории Релже с максимальным угловым моментом на единицу 

квадрата массы. 

Квант-овые состояния I·Фн):.:::: (a-J)Nip+,j)Т) напоминают Юiассиче·скую вра
щающуюся струну: соответствующие им собственн!Ьiе значения углового момен
та и квадрата массы связанны примерно та!КЖе, как в классической теории. 

!J.ля тою ·ч-rобы вычислить хорошо определенные ~средние значения, состояния 

должны быть нормированы, должна появиться деJ!Iьта-функция имnульсов, nо
добно {12.171). Для упрощения обозначений и во избежание работы с супер
позициями состояний, вмесrо дельта-функций от нуля мы будем nисать просто 

(р+,Ртlр+,.Рт) = 1. 
Возможно это неожиданно, но средн!Ие значения ('ФнiХ1(т, О')I'Фн} вовсе не 

ведут себя как классические координаты Х1 (т, О') вращаюшейся струны. Находим 

(23.17) 

потому что осцилляторы в разложении по модам Х1(т, n) не мoryr давать в·клад: 
добавление одного осциллятора к иенулевому среднему значению nривод1ит к то

му, что оно станоеи-rся нулем. Согласно среднему эн,ачению (23.17) сТруна распро
страняется так. как будто она ямяется точкой. Можно также увидеть в формуле 

указаНИ'е на то, что размеры данной струны увелич.атся ~ если sычисляtь среднее 

значений квадратов кnординат (см. задачу 23.1 ). 
Однако, существуют коrереНТНЫ'е состояния, для которых средние значения 

координат лежат на классически ожидаемой траектории. Возьмем, например, 

(23.18) 

rде v -это вещественная J<онстаflта. Так как At ~ -А, то, учитывая предыдуШее 
обсуждение, .име,ем ('ФI'Ф) = 1. Давайте сначал,а убедимся; что средние знаtiения 
.J .и М2 совnадают ·ё известными. Среднее значени~е J леrко вычисляется: 

(23.19) 

так каk. все члены в (23.6) коммуrируют с еА и уничт(fж.аюt nравые вакуумные 
состояния. Фактически, aJ также ~оммуrируют с А и тем самым второй член 
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в выражеоии выше та~е не дает вкла.ща. Тогда имеем 

-А+... - А +-(J} = (t/Jia-la:te IP , О) - (фjа_, [a:t, е )}р • О) 
.А+- А+-

= (Фia-J[a.,A]e IP ~О)= ·-v(Фia-te IP ,О). (23.20) 

С учетом (1/JieAa_.jp+,o) = (p+.бla- 1 lp+.o) =О получаем 

(J) = -v('ФI(a_te.A)Ip+, О} = -v(ФI(a_,.A)eAip+, О) = v2
• (23.21) 

Та!К при В1ЫЧ1Ислени!И N23 используется в точности такой член а= 1 ii1 , что и при 
!Вычислении (J}, :в !Итоге получаем 

(23.22) 

ка!К и ожидалось для вращающейся струны. Теперь рас·смотрим средние значения 

координат. Простое вычисление с помощью разложения по модам {12.66) при
водит к выражению 

(23.23) 

Замечая, что (а 1 } =О и (а- 1 } = -v и nредполагая {х~) = (х~} =О, находим 

(23.24) 

Разделяя вещественную и мнимую части, действительно nолучаем классический 

nредел вращающейся ·струны: 

(Х2(т,О')) = -2vRsinтcosu, 
(Х3(т, и)) = 2vv'« cosr cos и. 

(23.25) 

Параметр v можно связать с извесrf.fыми константами nви~ения.; Длина l рас
сматриваемой струны равна i = 4vv'QJ. К тому же, так как пространствеиные 
ИМПУЛЬСЫ pa18Hbl НУЛЮ; ТО М2 = 2р+р- = 2(р+)2 • Оrсюда И ИЗ (23.22) НахОдИМ 

р+ = ~ Jv2- 1. 
va' 

В кла·ссичесtКОМ пределе значение v велико и 

v l 
р+ ~ j2(j = 4v'2a'· 

(23.26) 

(23.27) 

Это классическое соопюшение между р + и длиной вращающейся струны. Дей
сrвительно, с помощью (7.60)., уrверЖдающем, что эне!Рrия Е такой струны равна 
·7rTol/2, получаем 

+ 1 11!' )1t l l 
р = vl2 Е = v'2 2 Tol ..... v'2 2 21ro:' l ....: 4Via. (23.28) 
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Таким образом мы убедились. что средн:ие значения координат олисьшают враща

ющуюся струну nравильного размера. Испол:ьзование коrерентных состояний для 

описания квантовых состояний в квазиКJJассических nределах известно из при

мера простого rа,рмоническоrо осциллятора и рассматривается в задаче 23.2. 

23.3. Энерrи11 наn~нутой эффективной струны 
Классическая потенциальная энергия статической наUiнуrой струны равна про

изведению натяжения Т0 и длины l. EcJilи nредставить кварк и антиквар.к, закреп
ленньiх на концах струны, то эта энергия соответствовала бы потенциалу пары 

кварк-антикварк V(t), зависящему от расстояния l между ними. Из классическо
ю предела следует, что nри больших r зависимость должна перейти в V(r) "'T0r. 

Каким образом кванrовая теория струн помогает получить информацию о V ( r)? 
Рассмотрим вычисление квадрата массы струны, натянугой между двумя парал

лельными D-бранами. D-браны не являются ~орошим представленнем для квар

ков, однако они оnределенно удерживают струну в натяжении и мы хотим полу

чить эн·ерrию струны. которая. по предположению. определяет потенциал V(r). 
Для D--бран .• находящихся на рас·стоянии L, мы получили выражение (15.51), 
ко-rо}Юе, будучи ВЫIJ)ажено через натяжение струны и ПJЮизвольную простран

ствеино-временную размерность D, имеет вид: 

2 2 1 ( .1 1 ) М = (T0L) + - N - -(D - 2) . 
а' 24 · 

(23.29) 

Для того чтобы представить струну без возбуждений, nредположим NJ. =О. Более 
то.rо, так как струна статична, можно отождесТIВить М2 с квадратом потенци
альной энергии. Таким образом, используя r Д11Я обозначения длины струны, 

записыiВаем 

( )
2 2 1 (D- 2) 

V(r) = (Tor) - - . 
а' 24 

(23.30) 

Этим мы достигли сущест~венноrо уnрощения и нам хотелось бы найти потен

циал пары кварк-антикварк 8 четырех nространственно~временных измерениях. 

Было б:ь1 .заманч"'во nоложить в nредыдущем уравнении D = 4, однако кван
товая непротиворечивость действия Намбу-fото требует D = 26. Нет ии~<акой 
возможности оnравдать использование этого уравнения для других значений D. 

Однако есть уt<-аз3ние на то. что сушествует версия действия Намбу-Гото, 
которая может быть сформулирована с сохранением лоренцевекой и трансляци

онной симметрии мя произвольной размерности D. Такая rеория сложна и ее 
действие совержит iбесконечное число дополнительных слагаемых. Квантование 

натянуrой струны 8 этой теории приводит к nот.енциалу, который приближенно 

совпадает с '(23.30): он воспроизводит несколько первых слагаемых в разложении 
r при бол:ьших V ( r). 

Поnстраховавшись таким образом, niJЮдолжим изучение (23.30) мя произ
!Вольных D. По традиции, воодят коэффициент Люшера 

(23.3 1) 
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значения кoroporo при D ::..:..: 4 и D = 3 ра·вны 

'У4 = - ~ = -0,262, 

Тогда (23.30) можно записать в виде 

1Г 
'Уз = -

24 
= -0, 1 309. 

V(r) = V(Tor)2 + 2To'YD· 

Разложение nравой части этого выражения при больших r дает 

(23.32) 

(23.33) 

(23.34) 

Данное выражение определяет ведущую квантовую поправку к Юiассическому 

nотенциалу V (r) = Т0r nри больших r. Натяжение струны Т( r) - это величина 
'сизttы~ соответствующей nотенциалу: 

T(r)= дV =To-')'v·-
1 +0(~). 

дr r2 r4 (23.35) 

Натяжение T(r) ра1вно Т0 с точносrью до членов, линейных по l/r2
• Так как 

'Yv < О при D > 2. то T(r) > То i8 трех и четырех пространствеино-временных 
измерениях. Коэффициент Люшера может быть nолучен взятием nроиз.водных 

от силы: 

l 3 дТ (1) C(r) = ·- r - = 'Yv +О - . 
2 ~дr r2 (23.36) 

Оrметим; что C(r) .~ 'Yv с ·точностью до малых nоnравок nри больших r. Вели
чина C{r) может быть оnределена численно в решеточном nриближении. Вы
числения дают потенциал пар-ы кварк-антиюварк .в теории, ямяющейся прототи

nом SU(З)-калибровочной теории. Полученные результаты являются серьезным 
указани~ем на то, что при poctt r величина C(r) стремится к предсказанным 
значениям (23.32) как для 1v, так D = 4 и для D = З. Это указывает на то, что 
струнный подход правил~ьно описывает не только ведущий член T0r потенциала 
nары квар:к-анти1кварк, но также и первую нетривиальную nоправку! 

23.4. Предеп бопьwих N в капибровочной теории 

Теперь н.ач.нем рассмотрение основных идей, касающихся соответствия АдС/ 

КТП. Это соот.ветс11ш'е калибровочной теории и гравитации наиболее ярко про

является в CJJiyчae, к:оr:да калибровочная теория облаnает большим числом степе

ней свободы. Поэтому мы будем рассматривать SU(N)·-калиброоочную теорию 
при бо.111.ьших значениях N. В этой теории имеетс:я безразмерная константа связи 

!Jvм, контролирующая силу взаимодействия между калибровочными бозонами. 

Более точно,, каждый раз, коrда один калибровочный бозон расnадается на два 
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~<алиброiючньiх бозона, либо два калибровочньrх бозона nревращаются t8 один ка

либровочный бозон, амnлитуда такого щюцеоса должна быть пропорциональна 

!/Ум. Ключевой результат, который мы собираемся nродемонстрировать, состоит 
'В том, что существует контролируемый N ~ оо предел, в котором физической 
константой связи ЯIВЛЯется JJt !/УМ , а удерживаемая конечной константа связи 
'т Хоофта ,\ = g~N. 

Для эrой цели рассмотрим 'систему N совnадающих бран. Сила взаимодей
ствий между открыrыми струнами контролируется константой взаимодействия 

ожрытых струн g0: каждый раз, когда одна открытая струна расщеnляется на две 

струны, либо когда две струны объединяются в одну, .амплитуда такого процесса 

дотюна быть проnорциональна go. В nределе низких энергий возникает SU(N)
калибровочная теория и отщеnленная U(l)-теория, которую можно проиrно
рировать. Так как калибровочные бозоны - это просто безмассовые открытые 
струны, mнстант.а .связи !/УМ возникающей калибровочной теории совnадает с 

коrнстантой взаимодействия открытых .струн g0 • В дальнейшем обсуждении от

крытые струны будуr 1Исnользовань1 для получения ре,зультатов в калибровочной 

теории. Соответственно, константу взаимодействия открытых струн мы будем 
обозначать -го же как !/Ум. 

Рассмотрим распространение открытой .струны,, концы которой лежат на i-й 
!И j -1й бранах при i # ; . Для нахождения к1вантово-механической амnлитуды 
расnространения nаиной струны из неаютороrо исходною в некоторое конечное 

положение необ~одимо nросумми1ровать все возможные промежуточные ·Состоя

ния, совместные с началiЬным и конечным положениями (ij) =струны. Эта сумма, 
ко1Нечно же, оч·IШЬ сложна мя точною вычисления, однако мы собираемся опре

делить только 9УМ и зависимост.ь от N различных вкладов. Такой резулы·ат 
применим для нахождения амплитуды распространения калибровочного бозона 

18 SU(N)-.калибровочной теории. 
Различные вклады можно Юlассифицироватъ с помощью диаrрамм~ яа кото-

! рых nоказана эволюция струны. Простейшей диаrраммой является та, в которой 
со струной ничего не nроисходит - она свободно распространяется из .иача.ль

.ноrо в конечное положение. На рис. 233 ,tJ показана nолоса, заметаемая при 
.n:в.ижении такой О'f'l<рЬ1тоИ етруны, ее lфЗЯ ооотвеtствуют i-й и j~й бранам. Дан~ 
ная диаграмма не содержит взаимодействий и не имеет зависимосtli от N. Ей 
сопоставляется аммиrуда 

* 
Ао = Со, (23.37) 

rде ео - .это некоторая t<онстанта, не зависящая от !/Ум и N. 
СЛедующая диаrрамма содержит взаимодействия. Как nоказа.но на рис. 23.36, 

щюстейшей ;возможностью является расшеплеliие и объединение струн. Два таких 
тиnа взаимодейсmия, nоказанных rочкаМИ1 приводят к фактору (gум)2 . Внутрен~ 
Ю1'Я граница диаrра.ммы несет ИiНдекс k, указывающий на то, trтo струна pacщe
nwtacь :на k-й бране. Так как эта брана может быть любой из N допустимых бран 
и необходимо суммировать no всем возможностям, то рассматриваемая диаrрам
ма таi~СЖе допжt~а иметь фактор N. Вводя .константу с1 , записываем 

(23.38) 



а) б) 

Ри.с. 23.3. (а) Полоска, обраэован!Ная свободной эволюцией [ij)-струны. (б) Диаграмма, 
возН1Икающая nр!И расщеме:нии [ij)-струны и посл.едующем обьединении на k-й бране 

i i 

i GD· .о ,. • 
j j • j 

~ 

j j 

а) б) 

Рис. 23.4. Две диаграммы, каждая с четырьмя точками взаимодействия, 
полученные добавлением полоски к диаграмме (б) на рис. 23.3 

Возникзет образец: каждая rраниuа, являющаяся замкнутой линией, дает вклад 
N, потому как она соответствует конuу открытой струны, который может расло
лагаться па любой из N бран. Предположим, что к диаграмме 23.3 б добавляется 
другая !Полоска. Один из простых ,способов сделать это- ввести две новых точ

ки взаимодействия и ·образовать одну новую границу так, как nоказано на двух 

диаграммах на рис. 23.4; ·если та!Кое происходит, то в амплитуде оозникает допол

нительный множитель ~мN. Таким образом, имеем 

(23.39) 

Пока полоски nродолжают добавляться, образоБьtвая новую границу, мы полу-
чаем .амnлитуды вида 

(23.40) 

Амплитуда А, полученная с уче-rом всех рассмо'Ilренных выше вкладов) равна 

00 00 

А=~ An = L en(g?мN)". 
n=O n=O 

Мы видим. чrо возникла константа связи 'т Хоофта ~' определен11-1ая как 

'- 2 N 
1'\ = оvм · 

(23.41) 

(23.42) 
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Постоянная •т Хоофта опр.еделяет сходимосТЪ (23.41). Записываем 

00 

А= Е ~~n = /о(~). (23.43) 

Для нахожд.ения полной амплитуды необходимо добавить к .А вклады. возни

кающие при добавлении полосок, которые не nриводят к новой границе. В про

стейшем примере добавление полоски к любой из двух диаrрамм на рис. 23.4 при
водш к. д!Иаrрамме на рис. 23.5. Как обычно мы 
ввели два новых взаимодействия, однако число 

1rраниц iПр:и этом уменьшилось на одну. Две внуr

ре:нние границы объединилисЪ в одну. в чем мож

но убедиться nроведя кончl'!ком караiН.даша вдоль 
rраницы. Данный rраф, на самом деле, неJUtа

нарньiй: ero нельзя нарисовать на плоскости так, 
чтобы полоски не nересекались. Фактически но

вая nолоска либо увеличит, либо уменьшит чис

ло гранищ на одну. Каждый раз при доба1влении 

nолоски, уменьшающей число rраниц, возника

·ет дополнительный множитель gум/ N либо~ что 
эквиваJIIентно, множитель Л/N2 • Добавляя в А 
вю:uал.ы от диаrрамм, содержащие все возможные 

полоски, которые уменьшают число rраниц, на-

ходим полную амплитуду А: 

i 

11 Г\ i 

·UU·~ 
J "J v . j 

j 

Рис. 23.5. Неnланарная диаграмма, 
лолученная .добавлением nолоски к 
любой иэ .двух диаrрамм на рис. 23.4. 
Отметим, что существует только одна 

внутренняя граница 

1 1 
.А = /о( А) + /2(А) · N 2 + /4(А) · N 4 + · · · (23.44) 

При больших .N и фJtксираванной А предьцущее выражение является разло
.жеiИи·ем амJUiитуды по стеnеням малого nараметра 1/N2

• Коэффициенты nеред 
N-2k, k =О, 1, 2, ... определяются значением ~. Если А мало, каждый коэффи
циент имеет разложение n,o стеnеням .Л. Предел N -+ оо при фиксированном 
Л= g'!rмN а:втоматическ.и приводит к !}ум-+ О, в таком nределе дает вклад толь
ко первьiй член разложени:я, Константа связи Л nолностью контролирует теорию 

в пределе N -+ оо. 

23 .• 5. Гра1витационнь1е эффе!КТЬI 

от массивных источников 

С помощью 'ОТкрытых сtрун на N D-бранах мм рассмотрели калибровоч
ные теории nри больших N. Теnерь зададимся воnросом: когда становятся важны 
гравитационные эффекты от данных D-бран? Ведь D~браны имеют энергию {бла
rодаря натяжению) и поэтому должны искримять nространство-время. Можно 
·задаТiЬ более общий воnрос: при как~их масштабах расстояний стано.вятся важны 
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rравитационные эффекты от массивных объектов? После обсуждения этого во

проса мы сосредоточимся на изучении бран, намотанных на дополнительные 

измерения. 

Величина, которую следует рассмотреть - эrо гравитационная поrенциаль

IНая энергия на едrиницу массы, то есть rравитационный nотенциал V, nоро.жден
ный массой М на расстоянии r от себя: 

G(D)M 

v ~- "_D-3 • (23.45) 

Здесь D - это размернос11ь пространства-времени. Так как в естественных еди
ницах V безра·змерен, числитель определяет характерный масштаб длины R: 

(23.46) 

Масштаб R, с точностью до множителей nервого порядка, совnадает с радиусом 
Шварцшильда черной дъ~ры массы М и nроизвольной размерности D. Дей
ствительно, вывод ра.циуса четырехмерной черной дыры в разделе 22.6 следует 
nохожей логике. Если так определиТh R, потенциал (23.45) может быть записан 
в виде 

(R)D-3 
v~- - . 

f 
(23.47) 

Мы видим, что при r )> R rравитационными эффектами можно пренебречь. Гра
витационные эффекты от Т"Очечных масс важны на масштабах nорядка R, однако, 
если R много меньше, чем размер массы М, то rравитационными эффектами 
можно полностью nренебречь. Например, для ас11ероида с массой в миллиард 

тонн R ~ 10-15 м. Ни на данном, ни на больших масштабах значительных гра
.витаuиониых эффектов нет. 

Теперь рас·сМОТIРИМ совокупность из N Dр-бран~ намотанных на р-мерное 

компактное пространство объема Vp. Натяжение Тр некоюрой Dр-браньt зада
·ется (18.57): 

1 1 
т.~----
р "'-J g g(v'Q')P+I. 

Поэтому масса этой браны равна 

v. 
.M=NTp·Vp~N· (# . 

g· a')~+I 

(23.48) 

(23.49) 

Размерно редуцированное nространство-.время имеет размерность D - р. К то

му жеt в этом nространстве-времени браны возникают .как точечные источники 

массы М. С nомощью (23.46) характерный размер системы R равен 

G(D) . l 
RD-p-) = G(D~p) м = --м~ G(D) N. . . 

Vp g( J{;)P+ 1 
(23.50) 
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'0rметим то, ЧТ'О объем v, со.кратился. Вспоминая, ч-го G(D) ~ g2( H)D-2 (paз
дeJit 13.4), nолучаем 

(23.51) 

Даинъtй рс3ультат ;,аписыва.ется следующим обра3ом 

( 
R )D-p-3 

Vij ~ gN. (23.52) 

При gN --+ О имеем R -+ О и гравитационными :эффектами N Dр-бран 
можно nренебречь. Фактически, по мере того, как R становится меньше, чем 
д1IiИН:З струны Jai, пропадает масштаб, на котором существенны гравитационные 
эффекты. При g -+ О масса 0-бран (23.49) расходится как 1/g, а гравитационная 

постоянная G с11ремится к нулю как g2
• Пропорциоиальный G М общий мно

житель ·станов~ится равным нулю. Оrметим также независимость оценки (23.52) 
·ОТ объема компактных измерений V,. Это указывает на то, что характерный 
масштаб R существенен даже для конфигураций бесконечных D-бран. Однако, 
в эrом случае в черной дыре нет необходимости, а вместо нее требуется какая-то 

.npyraя rеометрия, в которой R играет существенную роль. 

23.6. Обоснования соответствия АдС/КТП 

В .nзнном разделе мы обос!fiовываем соответствие АдС/КТП, удИвительную 
эквивалентность между супереи м м.етричной SU (N)-калибровочной теорией, 
!Которая возни.11<ает nри низких энергиях на наборе N совпадающих DЗ-бран, 

и 118-теорией ·суnерструн на фоновом пространстве-времени; тесно связанном 

rравитаuиониым фоном~ порождаемым DЗ .... бранами. 
Несмотря на то чrо ~калибровочные те-ории естественно возникают в низкоа 

энергетическом пределе теории открытых струн, рассматриваемое соответствие 

вомекает теорию замкнутых струн. Более того, замкнутые струны не могут Na:xo~ 

литься в ПfРОСтранстве Минковскоrо, в том nространсrве, rде определены калиб
ровочные теории. На самом деле nространство Минковскоrо - это в некотором 
смысле гр-аница rого nрос'фа:-мства, в котором :живут замкнутые струны. Данное 

соотsетствие иногда н.азываЮ1' дуальностью, nотому что одна и та же физическая 
картина о-rшсывается двумя сиетёмами. выглядящими по разиому (замкнутые 

струны и калибровочная теория). Так как SU,(N)-калибровочная теория об
ладает максимальной суперс.имметрией, соответствующая физическая картина 

·отличается от описываемой КХД - калибровоч.ной теорией, в которой нет су
nерсимметрии . Струнное описание КХД до сих пор отсуrствует, однако отк.рытие 

соответствия АдС/КТП является мощным с.видеrельством в пользу того, чrо та
кое описание существует, 

Следует подчеркнуrьj что сооrветствие до сих пор не доказано. Вернее ска
зать, оно изначал~ио обосновывалось некоторыми эвристичесrmми соображе~ 

ниями й с тех nop nодверrз.лtось детальной nроверке. Нет никаких оснований 
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nодозревать, что соответ-ствие не выnолняется. Эвристические соображения рас

nадаются на две груnпы: либо они основаны на соображениях симметрии, либо 

исходят из низкоэнерrетJtческоrо предела. 

Давайте сначала коротко рассмотрим соображения симметрии. Конформ
ная теория mоля в четырехмерном пространстве Минковскоr:о обладает набором 

конформных симметрий, которые лорождают nятнадцать генераторов. Десять 
-из них - это известные лоренцевекие генераторы (шесть из них) и генерато
ры пространст.венно-временных трансляций (четыре из них). Остальные пять 
включают четыре генератора, которые порождают так называемые специальные 

конформные преобразования и один генератор, который порождает масштабные 

лреобразования. Эти пятнадцать ·операторов определяют четырехмерную кон

формную .алгебру Ли, ·содержащую алгебру Лоренца (11.81) в качестве подалrеб
ры. В теории mоля конформные симметрии реализуются в виде набора полевых 

nреобразований. Данные симметрии также должны появляться со струнной сто

роны сооmеrствия. Действительно, пространство-время AdS5 , являющееся ча
стью фонового простр:анс11ва .для замкнутых струн, обладает тем свойством, что 

ero изометрии (гладкие, взаимнооднознач1ные отображения пространства на себя, 
оставляющие все расстояния инвариантными) поро.ждаются пятнадuат,ью опера
торами, которые удовлетворяют той же алгебре как и те, что порож.дали конформ

ную .симметрию теории поля. Также есть причина появления пространства S5: 

рассматриваемая сулерсимметричная теория Янг.а-Миллса содержит набор ска

лярных полей 11 набор фермионов, элементы которых преобразуются друг через 

друга посредством набора симметрий, совпадающего с изомериями 8 5• В итоге, 
nространство-время дdS5 х S 5 обладает изомериями в виде симметрий теории 
nоля, что :яаляется некоторым указанием лравил.ьности соответ-ствия. 

Аргумешация, основаиная на низкоэнергетическом пределе, более простая. 

'Будем рассматривать набор из N 03-бран при большом фиксированном N и бу
дем nостеnенно увеличивать струнную константу связи g так~ что gN будет изме
.няться от оч,ень малого значения gN «:. 1 до очень большого gN » 1. Рассмотрим 
низкоэнергетический предел в обоих крайних случаях и сделаем ряд заключений. 

Начнем с рассмотрения N совnадающих DЗ-бран при нулевой константе 
·связи g в nлоском десятимерном пространстве-времени. На бранах расположены 
ссвобоnные открытые сrруиы и свободные 118-замк;нуrые струны в пространстве
времени. Нет никаких взаимодействиА. Теперь ~nредставим очень малое увели
чение g до фиксированного значения, такого что ,gN << 11. Следуя нашим рас
есуждениям ИЗ раздела 23.5 38.КJIЮЧ.аем, ЧТО tраВИ'rаЦИОННЫМИ эффектами МОЖНО 
Ilренебречь, .а DЗ-браны можно продолжать рассматривать, как если бы они на
ходились .в плоском nространстве. 

В ниакоэн,ерrетическом пределе рассматриваются энергии~ меньшие, чем 

струнный масштаб энергий 1 fls: 

Е«: 1/Vfi. (23.53) 

Другой ciiH>coб эада'fь низ~оэнерrетический предел - это представить, что все 
значения энергии ограничены снизу при а; ~ О: 

Е ~ Ео, а:' --+ О. (23.54) 
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Для энерmй, оrранич,енных -соотношением (23.53)., это выnолняетс·я для доста
точно малых а'. В этом пределе мас,совые состояния открытых струн на D-бра
нах недопустимы, поэтому физика на бранах управляется безмассовыми U(N)
полями Янrа-Миллса. При а'--+ О поля замкнутых струн, распространяющиеся 
по всему лространству-времени, становятся свободными в силу тоrо, что деся

тимерная rравитаuионная посr-оянная G(IO) ,....., i(a')4
• определяюшая их взаи

модействия) (см. (13.80)) стремится к нулю. И наконец, взаимодействия между 
просrранственно-временными nолями и U(N)-полями на бранах также стремят-

ся к нулю, nотому как они так:ж:е контролируются G< IO). В результате возникают: 
1) си•стемы неюаимодействующих замкнуrых струн в десятимерном простран
стве-времени Минковскоrо; 2) суnерсимметричная U(N)-теория Янrа-Миллса. 
В разделе 21.2 было показано, что в U(N}-теории Янга-Миллса одно калибро
вочное поле действительно отщепляется. То что остается - это взаимодейству
ющая калибровочная теория, являющаяся SU(N)-reopиeй Янга-Миллса. 

Теперь рассмотрим увеличение струнного взаимодейстrвия в системе DЗ

брзн. Пока рассматриваются низко.энергеmческие возбуждения, то возбужде

ния на брапах и в пространстве-времени будуr продолжать отщепляться. При 

gN :» 1 становятся важны грав:итаuионные эффекты. Браны облаnают энергией 
и зарядом Рамон-Рамона. Как следствие, N DЗ-бран описываются нетривиаль
.ным решением полевых уравнений для безмассовых полей в 11 В-теории струн, 
nрактически таким же способом, каким описываются заряженные черные дыры. 

Решение, описывающее 03-браны, содержит rоризонт, расположенный в конце 

rбесконечной горловины. 

Чтобы представ.ить такое решение, сперва рассмотрим начало сис-rемы коорди

нат wюскоrо мира с двумя пространствеиными измерениями (слева на рис. 23.6). 
Геометрия nлоского пространства такова. что на расстоянии r от начала коорди
нат мина окружности с центром в начале координат равна 2wr. По мере при-

р 

плоское прощранство геометрия rорловины 

-~ диаметр горловины 

~ DЗ's 

fРмс. 23.6. (ле·ва: длrина окружности с центром в начале кЬ'ординат стр-емится к .ну1110 1Прй nрибпи~ 

ЖеtldИИ к ~ачалу коордииат. Справа: rеометрия rорло.вины, на·чало коордйNм сместилось на бес
!Конечное рассrояние ВiНИЗ по rорловине и длины оJ<ружностей с центрами в начале ~оординат 

Cfp4!MJitcJi к nостояRному эн:аче1н~-tю. Для DЗ·бранноrо решения эtа поверхность с:ооtrветttвует 

1шестимерному nространству, 1nо:nеречному к браиам, а ок1Ружност14 на горловине соответствуют 
:S;сферам; ОIКfУу>~<ающим браны. Радиа11ьное наnравл,ение в трансверсальном пространсrве соот· 

ветtтвуеr линии, 1начинающейся в тОЧ!Ке Р и сnускающейся вНУJГJ:Н• rор.ловины 



622 . ______________ n_па_в_а_2_з_._G_ил_ь_н_ы_е_в_за_и_м_од_е_й_ст_в_и_~_и_А_д_С/_КТ. __ n ____________ __ 

'блюкения к началу координат мина окружности стремится к нулю. Эта ситуация 
кQренным образом изменяетёя, если rеомеrрия переходит в геометрию горловины 

(сnрава на рис. 23.6). Начало :координат теперь распложено на бесконечном рас
стоянии вJНиз по горловине. Более того, при движении вниз по горловине длина 

·окружносrи с центром в начале координат стремиrея к постоянному значению, 

которое называется nериметром горловины. Асимптотически горловина стано

вится бесконечным цWiиндром. Окружность на бесконечно удаленном .. конце• 
rорловины называется горизонrом. Он расположен на бесконечном расстоянии 

·ОТ любой точк,и на .плоскости .. 
Теперь мо.жно вернутьс.я к рассмотрению DЗ-бран, расположенных вдоль х1 , 

2 3 z и х , но являющимиен точками вдоль шести пространствеиных координат 
х4, ••• , :с9 , поnеречных к б,ране. Нет необходимости рассматривать продольные 
наnравления на бранах. В трансверсальном шестимерном просЧJанстве браны 

окружены пятимерными сферами. Они аналогичны окружностям с центром в на

чале коорnинат в примере двумерного пространства. Геометрия горловины с го

ризонтом возникает в трансверсальном пространстве. Для достижении горизонта 

следует преодолеть бесконечное расстояние. Ло мере продвижения вниз по гор
ловине объем 5-сфер, которые окружают горизонт, стремится к nостоянному 
значению. Ассоuищ:юванный с ланным объемом радиус R называется радиусом 
горизонта. Имеет смы,сл отметить, что rеометрия DЗ-бранного pewettия совер
шенно отличается от геометрии Ч·ерной дыры Шварцшильда. У nоследней нет 

~бесконечной горловины, а торизонт находИ'ОСЯ на конечном расстоянии от любой 

точки nространства. 

Геометрия близи горизонта может быть наnрямую получена из метрики 

.для соответствующею гравитационною решения: она оказывается геометрией 

AdSs х 8 5
• DЗ-брана больше не присуrствует в данной геометрии! Возникнове

ние 5-оферы следовало из нашего обсуждения геометрии горловины с радиусом 
,сферы~ равном рад.иусу горизонта R. Пятимерное nространство AdS5 возникает 
rиз четьrрех пространствеино-временных измерений параллельных бране плюс ра
диальное направление из трансверсального nространС'I"ва. Остальные поnеречные 
наnравления образуют сферу ss. Такое перерасnределение десяrn просrранствен
но-временных наnравлений вблизи горизонта суммируется следующим образом. 

~Ss ss 
~ 
хо х• хз r у• 1/ уз у4 ys 

хо zJ zз х4 xs :::6 х7 ха z9 
'--v--' 

DЗ К<ас-ЗRль:ные DЭ поnеречные 

(23.55) 

Здесь шеёrь :напрамеfiий, поперечных к бране, · преобраэовались iB наnрав
ление r, :которое nepeUllЛo в Ад.С-nространство, и оставшиеся пять, которые 
образовали 5-сферу. 

Эффект ·красного смещения, извесrnый для черных дыр, имеет место также 

имя rори:юнта. Воз6УЖJ11ения с конечной энергией вблизи горизонта восnрини
маются на'fiлюдателем; находящем.ся на бесконечном удалении~ ка:к возбуждения 
исчез.ающе малой энерrнiИ (данные возбуждения испытывают красное смещение). 
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В результате, низкоэнергетические возбуждения мя наблюдателя на бесконеч

ности могут бiыть двух типов; воЗбуждения с конечной энергией, испускаемые 

с горизонта, либо низкоэнергетические (длинноволновые) возбуждения вдалеке 

от бран. Имеется указание на то, что .э'fiи два тип.а возбу:ждений отщепляются. 
Возбуждения, находящиеся далеко, почти никогда не захватыJВаются горизонтом, 

который выглядит очень маленьким .по сравнению с длиной волны возбуждений. 

Возбуждения вблизи rоризонта не MOIYf вырваться на бесконечность. В итоге 
рассматриваемая конфитурация хорошо аппроксимируется ивумя отщепленны

ми системами: 1) система замкнуrых сwуи при низких энер.rиях на плоском 
nространстве, предстамяющим удаленную область; 2) система ПВ-суперструн 
на AdS.s х S 5 -геометрии вблизИ горизонта. 

Система N 103-бран была описана в двух режимах: лервый режим при 
,gN «: 1 и второй режим при gN » 1. Два данных режима nереходят один в дру
rой при увеличении g, nотому как N ·считается большим фиксированным числом. 

В низкоэнергетическом пределе каждый режим привел к поямению двух отщеп

ленных сист.ем. На самом деле при низких энергиях отщеnление происходит 

для в.сех значений gN и одной из отщепленных систем является теория свобод
ных струн. Другой отщеnленной с.истемой nри gN << 1 является SU(N)-теория 
Янга-Миллса. Так как эта т.еория имеет смысл для всех значений ,gN разумно 
ожидать. чrо SU(N)-теория Янrа-Миллса является второй отщеiUiенной систе
мой для всех знач,ений константы ·связи gN. Альтернативно, при gN :::» 1 второй 
отщеnленной ,системой является НВ-теория суперструн на AdSs х S5

• Так как 
эта теория имеет смысл для всех значений gN, разумно ожидать, что Н В-теория 
суперструн на AdS5 х S5 ямяется второй отщепленной системой для всех значе
ний gN. Диаграммное оnисание ситуации представлено на рис. 23.7. 

Рассмотрим сначала отщепленную систему замкнуrых струн на плоском про
странст~ве-времени. При изменении gN от оч~ень малых до очень больших зна
'ЧеJНиlr, система замкнутых струн в режиме gN «:: 1 переходит систему замкнуrъrх 

SU(N) 
Янr-MИJVIc 

+ 

1
. _Прос1р8НСТВО l 

. замкну:rых сгрун t 

О 1 gN«J 

N [) 3-браны 

горизонт 

событий 

+ 

. ', ·: : : . :,. ~~~~ун_l 

gN» 11 
gN 

IPwc. 23.7. Диаrраммное ПiРёдсriавllение rnpeдeJioв оnцел.nени.я в системе из N оз..~бран. Сл~еа 
rnоказаньJ браны nри gN « 1 и две соответс;rвующrие отщеnленные системы. Справа показаны 
браны при gN ~ 1 и две с•оответстьующие отщепленные системы. В случае, когда две линии, 
:с:вязыrВЗIОЩИ,е верхние Л'ёвый м n'равый блоки, изображают эквивалентные системы. что отражено 

1в вертикмьных о1Го.ждеtтвле~иях. мы имеем сооtветств,ие .Адt/КТП 
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'струн в режиме gN :» 1. Если gN изменяется от ·Очень больших до очень ма
.лых значениiЙ, система замкнуrых струн в режиме gN :» 1 переходит систему 
замкнуrых струн в режиме gN << 1, проходя через один .и тот же набор rеорий. 
Фактически, в пределе ни.зких энерrий замкнуrые струны не взаимодействуют 
nри всех конечных g, поэтому физически все такие теории одинаковы. 

Опрсдtл11» ОШfУ из JШJX отшсплtшпых теорий, рассмотрим Iпорую. Как упо
миналось ранее, ест~ь два кандидата на вторую отщепленную систему: SU (N) -тео-
рия Янга-Миллса и Н В-теория суnерструн на AdSs х S 5

• Простейшая возмож
ность cocroиr в том, что эти две теории суть одно и то же! Более nодробно: 

лри изменении gN от очень малых до очень больших значений SU(N)-тео
рия Ян га-Миллез порождает последовательность теорий, которая lilереводит ее 

в сложный режим сильной сrвязи, по сути, эквивалентный 11 В-системе вблизи 
горизонта, возникающей из DЗ-бран при gN >> 1. При изменении gN от очень 
больших до очень малых значений. уnомянугая система вблизи горизонта пораж
лает rюследоваrельность теорий~ которая переводит ее в сложный rравитаuион

ныrй режим, фактичес:ки эквивалентный слабовзаимодействующей SU ( N) -тео
рии Янга-Миллса, возникающей из DЗ-бран nри gN «: 1. Более того, дветолько 
что обсуждавшиеся uеnочки теорий на самом деле эквивалентны, что соответ

ствует вертикальным отождествлениям., rюказанным на рисунке. Если данный 

li!равдшюдобный сиенарий реализуе11'Ся, то для любых значений g и N суще

·СТВУЮТ два эквивалентных описания одной и ·той же физической теории, одно 

.из iКоторых основано на калибровочной теории, а другое - на системе вблизи 

:горизонта~ то есть на AdS5 х S -теории замкнутых суnерструн. В этом и состоит 
·соответствие АдС/КТП. 

23.7. Пар,аметрыl соответствия АдС/КТП 

Давайте обсудим параметры двух теорий в АдС/КТП-соответствии. В SU(N) 
теории Янга~Миллса есть два безразмерных nараметра: констан-rа связи !JYM 

и кrонстанта N, В Н В-теории суnерструн на AdS:s х 5 5 также есть два безразмерных 
лараметра: струнная константа связи g и ра.nиус R/bl сферьt S 5

, вьtраженный 
в единиuах струнной длины. Таким образом: 

Янr-МИЛJilс: 

11 В-струньl: 

9УМ; N; 

R 
g, г:;· 

va' 
(23.56) 

Из этих четырех параметров два хорошо определены в исходной струнной системе 

03-бран: число N DЗ-бран и струнная константа связи g. Для того чтобы связать 
gум и R с g и N, необходимы два соотношения. 

Одно соотношение следует из предела gN ~ 1. Ранее уrверЖllЗЛОСЬ (см, ( 1 3.84)). 
что квадрат константъt связи открытыrх струн g0 пропорционален константе связи 

замкнутых струн g: об rv g. Так как открытые струны nриво11.ят к калибровочным 
боэонам SUi(N)-тeopии :Янra-MИJUica, то взаимодействие этих бозонов Оl1Реде;с 

ляеrся константной связи оvм "' 9о. Отсюда следует что 9~м "' g'5 "' g. С ~~"t~!i., 
-.--,-. J 
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·точноrо оnределения различных конrстант связи .11меем 

9УМ = Фtrg. (23.57) 

Вт-орое соотношение следует из предела gN > 1. Каким образом R - размер 
горизонта - определяется чИслом бран N и струнной константой связи? nохо
жий юлрос изучался в разделе 23.5 и было сделано заключение, что характерный 
гравитационный размер системы D-бран .задается (23.52). На самом деле это со~ 
отношение применимо и в настояwем случае, и при D - р - 3 .:...... 1 О - 3 - 3 = 4 
получаем R4/a12 ~ gN. Точное соотношение имеет вид 

R4 
11 = 41ГgN. (23.58) 
а 

Два рассмотренных выше уравнения определяют соотношения между rравитаци

онными и калибровочными параметрами~ необходимые для эквивалентности: 

1 2 R4 2 
9 = 41Г 9vм и «2 = ЯvмN. (23.59) 

В 7ерминах постоянной 'т Хоофта . .Л = g~мN, предыдущие уравнения можно 
пере,rnисать в виде 

.л 
g = 41ГN и _!!:__ = .л 1/4. 

# 
(23.60) 

Струнная константа связи меньше, чем постоянная 'т Хоофта на множитель, 

лропорциональный N. Более того, в единицах струнной длины, радиус S 5 зависит 
'fолько от постоянной 'т Хоофта. 

11ервое ·соотношение в (23.59) показывает, что слабая связь в теории Я нra
MWIЛca означает слабую связь в теории струн. В силу того что. как nравило, 

с теоiJ)иями в р.ежиме слабой связи работать проще .• может показаться, что соот
вектвие доткн·о :леrко проверяться: обе теории можно было бы изучить в tРежиме 
.слабой связи и сравнить результаты. Этот аргумент невереи по двум nричииам. 
Во-первых, постоянная 'т Хоофта - это nравильная константа связи в калиб

(рОоочной теории при больших N, поэтому для простых вычислений необходимо 
иметь малую .Л. Во-вторых, возможность что-нибудь посчитать и сделать коли
чественные вы.воды н.а осtнове теории струн требуют как слабой связи так и 

,больших R/bl. Если сфера S 5 имеет большой радиус~ ее кривизна мала и тео
рия суnеретруп может быт-ь с хорошей степенью точиосm заменена на теорию 

·Суперrравитации, вычiИсления в которой более nросты. Так как R;.j(j = .Л 114
, 

возиикает nротиворечие: Н В-теория, с которой можно работать, требует боль

шоrо .значеliия левой части этоrо соотношения, в то время как калибровочная 
теория с тем же свойством требует мал:ой nравой части. 

(9 Упрожнение-разминко 23.2. Пусть >.' = о.12 1 R4 обозначает параметр струн~ 
ного разложения, который должен быть малым для того, чтобы .иметь хорошую 
11 В~теорию. Как связаны Л и .Л'? В paмtuu соответствия рассмотрите ряд вида 
(23.44} со стороны теории Янга-МUЛJiса при фшиированны:х Л u больших N. 
Что в рам'Ках соответствия является параметром раЗ!Iожения со стороны /J В
теории? 
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Для соответствия Ац.С/КТП nолезно указать точное значение гравитацион

ной nостоянной с<10>,..., g2a'4 со стороны теории суперструн: 

(23.61) 

Теперь можно получить пару инте:ресных результатов. 

Q) Упрожнение-разNuнко 23.3. С помощью подходящих .соотношений покажите, 
что 

4 8 
G(IO) = 1Г R 

2N2 • 
(23.62) 

Так как G( 10
) = 4, где lp - это десятимерная планковекая длина, R/lp,..., N 114

• 

В манковских единицах радиус сферы 8 5 не зависит от nараметра 'т Хоофта. 
(!) Упрожнение-раJNuнко 23.4. Покажите, что пятимерная гравитационная nocmo

IIHHШI G(S), возникаЮ:щая при компактификации на сферу S5 радиуса R, равна 

G
(5) = 1ГRз 

2N2 ' 
(23.63) 

Несмотря на вызываемые споры, было nроведено много нетривиальных те

стов соответствия АдС/КТП. Например, набор полей, известных в теории грави
тации, •был сопоставлен с набором nолевых операторов, существующих в теории 

Янrа-Миллса. Также помогает присуrствие суперсимметрии, потому что она 

приводит к существованию независящих от~ величин, известных как защищен

ные наблюдаемые. Их можно вычислить при нулевой константе связи со стороны 

калибровочной 11еории и сравнить с nредсказаниями теории гравитации. Было 

nроведено усnешное сравнение нескольких та!КИх величин, а также обнаружено 

несколько новых ·защищенных наблюдаемых. Если мы считаем, 'ЧТО nравильиость 

соответствия АnС/КТП доказана, то заrруднеliия в .nроеерке соответствия стано
:вятся его преимущест.вом: крайне трудно вычислимые в калибровочной теорий 
эффекты пvи больших .Л леrко вычисляются в десятимерной теории суперrрави

таuи~:~! 
Большинство пос.ледних работ по соОТ'В'етствию АдС/КТП ·были посвящены 

ситуациям, коrда теория Ян.rа-Милл·са обладает меньшмм числом суперсим
метрий, либо не обладает ими вообще. nодобные расширения необходимы для 

получения соответствия, которое можно было бы применить к КХД. К тому же, 
много работ было посвящено развитию других типов пределов nри больших N, 
ко.rда сооmетствие может быть лроверено наnрямую в режиме слабой ·связи. 

23.8. Гиперб~опические пrространства 
и конформная граница 

В этом разделе мы начинаем nодготовку к изучению геометрии nространств 

анти-де Ситrера. Нам уже известно пространство Минковс.коrо Мrн 1 - моекое 
пространство с одн.iИМ временным измерением и n пространствеffными измереа 
ниями. Пространс'ItЮ .аити-де Ситтера AdSn+l также имеет одно времен1-1ое из~ 
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мерение и n n,росrранственных наnравлений, но ямя~ется искривленным. На са

мом деле эrо пространство-время с отрицательной кривизной. Пространство 

де Сипера dSn+l имеет одно временное измерение и n пространствеиных из
мерений .и его кривизна положител~ьна. Искривленные пространстrва не всегда 
легко представить, поэтому начнем с обсуждения искривленных пространств без 
временных направлений. В таких nространствах метрика положиrельно опреде

лена и, следовательно, все векторы обладают nоложительным квадратом мины 

(я1вляются пространственно-подобными). Будем рассматривать rипербо.лические 
пространства, которые я:вляются искривленными пространствами без временно

го измерения. rиперболическое пространство поможет нам понять пространства 

анrи-де Сипера. 

Сфера 82 с единичным радиусом является простейшим примерам простран
ства постоянной rюлож:ительной гауссовой кривизны. Ее можно представить как 

поверхность в R3 с координатами х 1 
, х2 и х3 , оnределенную уравнением 

(х' )2 + (х2)2 + (хз)2 = '1. 

Данное вложение изометрично: метрика, индуцированная на поверхное11и S2 

метрикой объемлющеrо пространства IR3 (вспомните разл.ел 6.2)t яВJJiяется из
вестной сферической метрикой. Как правило, непосредственной проверкой легко 

выяснить, обладает ли двумерная поверхность, вложенная в R3 в точке р, поло
жителыюй или отрицательной кривизной. Рассмотрим векrор n11 , нормальный 
iК nоверхности в точке р и плоскость, которая содержит np. Пересечение эrой 
1nлоскости с поверхностью определяет линию, проходящую через р. Вращая эту 

плоскость вокруr оси, направле!ННой вдоль iip. получаем семейство линий, кото
рые лежат на поверхности :и nроходят через р во всех возможных направлениях. 

Поверхность обладает положительной кривизной, :если все эти линии в точке р 

расположены по одну ,сторону относительно касательной к поверхности плоско

сти. Поверхность обладает отрицательной кривизн<>йs если существ.уют хотя бы 
две линии, котор1Ые расnоложе'НЫ с разных ,сторон .плоскости, касательной к nо

~верхности в точке р. На рис. 23.8 о оказана сфера и две линии nроходящие через 
точку р. На самом дел·е любая линия; нарисованная согласно процедуре описан
ной выше, является окружиостью с цетром расnоложенным, в центре сферы 

и :все т.акие ЛIИнии расnоло:жены с внуrренней стороны касательной к сфере 

nлоскости. На рисунке ·сnрава также nоказэиа ч:асть nоверхности с отриuатель
иой кривизной в 'ТОЧКе р. Горизонтальная окружность расположена с внуrренней 
сторомы касательной плоскости, а trертиi<альная линия - с внешней. 

Рис. 2.3.8. Сле1ва: сфера с rnО11ОЖИ1'елыной кривиэ~-JОЙ 
в f'ОЧК'е р и две линии, расположенны,е no одну сто
рону •oтнoclltfe.nьнo касательной 1к поверхносrи мое· 
кости (с :внутренней ~сто,роJ.~ы). Сnрава: мl'dоrоо6раэие 
с отрицательной кривизной в точке Р~ на что указы
вает сущ-есоо:ван~tе ,Авух лиwий в точке р, которые 

расположены 1В miРо-тивоположн.ых относительно IКа· 

•сательноi1 к поверхноСП1 lflлоск,оаи tttфoн3X (оnна 

снаружи. другая - 1иэнутри) 
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Классическим примером двумерного nространства с .nостоянной отрицатель

ной кривизной является гиnерболическое пространСТIВо IНI2 1>. Оно, фактически, 
является fПространством с бесконечным объемом и не имеет rраницы. Лервое 
:затруднение с этим пространством состоит в том, что :в противоположность сфе

ре 82
' его невозможно 110ЛНОСТЪЮ изометрично вложить в ne. Можно вложить 

определенные части 1НI2 и локалыю они выглядят, как nоверхность, по:казанная 
на рис. 21.8 справа. Так же,, как JR2 и S 2

, пространство rni2 однородно: в нем от
суrствуют выделенные точки, ИЛIИ что эквивалентно, любая точка р может бьпь 

пере&едена Изометрией .в любую другую ·точку q. Для R2 изометрией является 
7рЗНСЛЯЦИЯ, а ДЛЯ 5 2 

- ЭТО вращение. 
Хотя IНI2 не может быть изометрически ВJJiожено как поверхность в JJ_e, его 

можно изометрически реализовать как поверхность в трехмерном пространстве 

Минковского М3 • Такая реализация я811Яется весь:ма тонко устроенной, при этом 
теряется понятие расстояний. Более конкретно, 

объемлющая метрика: ds2 = -(dz)2 + (dx1
)
2 + (dx2

)
2

, 

_ z2 + (,...1)2 + (х2)2 __ -R2. уравнение связи: .... 
(23.64) 

Первое уравнени,е дает метрику на Мз, показывая nри этом, что z ямяется 
временной координатой, а х1 и х2 

- nространственными. Второе уравнение 
описывает связь, которая задает рассматриваемую поверхность. Так как на пере
менные трехмерного nространства наложена одна связь, то полученная поверх

ность двумерна. Данная ,связь указывает на то. что z2 ~ R2
, так что поверхность 

обладает двумя не связанными друг с другом частями: одна при z ~ R и друrая 
при z ~ -R. Пространство rni2 состоит только из одной части, которую можно 
задать так: z ~ R. 

Так как требуется, чтобы поверхность не имела временного направления. 

ни один касательный к поверхности вектор не может быть времениподобным. 

Это можно проверить следующим образом. Сперва заметим, что уравнение связи 

'Означает что вектор vP = (.z, х1 , х2), соответствующий nоложению точки на по
верхности,, ямяеrся времениподобны м. Действительно; vP.v11 = v · v = - R2

• 

КасательНЫМ ЯВЛЯеТСЯ uнфиНИТёЗИМЗЛЬНЬtЙ вектор OVP., такой ЧТО vP + OVP 
nо-прежнему принадлежит рассматриваемой поверхности: (v + бv). (v + ov) = 

= - R2 + О( бv2). Это означает, что v · бv = О. Так как два времени.подобных 
вектора не мoryr быть ортогональными друг к другу, то к.;асательный вектор ov 
·обязан б})IТЬ nространственноподобным. Именно это мы и хотели показать. 

(!) УпроЖ:Н8Uё .. разминна 23.5. Почему скшtilрное произведение двух времениподоб
н.ых векторов всегда отлично от пуля? 

'(!) YnpfiЖHi!Htfё·{!JaJNUHHB 23.6. Рассмотрите на гиперболоиде точку (z, х1 , 0). Как 
связаны z и х 1 ? Найдите два ортогоноль11ых (пространственноподобных) каса-

tl) rиперболичес:кое пространС11ВО JНI2 больше IJtзвестно в литературе как плоскость Лобачевского. 
а, соответственно, rиnерболtКЧеская геометрия, о которой идет речь, как rеометрия Лобачевёкоrо. -
Лpw.t. ред. перееода. 
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тельн.ых вектора в данной точке. Отметим, что это означает что все каса

тельн.ые векторы пространственноподобны. 

Стоит заметить, что д.т1я nоверхностей, определяемых векторами v постояи= 
ной длины, все касательны·е вектора бv в точке v удом•етворяют v · бv =О. Это 
означает, что веКТ<ор v ортоrоi.Jал.ен к поверхности. Более тоrо, так как v2 не равно 
нулю, v не может быть касаrельным вектором в точке v. Так как нормаль к nо
верхности являет.ся времениnодобным вектором, а объемлющее пространство 

не имеет двух ортоrональных времениподобных направлений, то поверхность 

не может обладать времениподобным касательным вектором. 

Преобразования Лоренца сохраняют норму, поэтому, при действии на вектор 

·С концом, расположенным на поверхности, получится другой вектор, конец ко

rорого тоже расположен на поверхности. Фактически, любые два вектора v 1 и v2 , 

которые заканчиваются на поверхности, могут быть персведены один в друтой 

некоторым лоренцевекием преобразованием: существуют преобразования Ло

ренца L1 и L2, которые переводят оба вектора Vt и 112 в вектор (R, О), так что 
L 1vt = L:2v2 и v2 = (L2(1L 1v1• Так как преобразования Лоренца сохраняют 
норму объемлющей ме1Рики. то на поверхности вложения они действуют как 

изометрии. 1В итоге, это означает что поверхность вложения ямяется однород

.ным пространством, то есть nоверхностью без выделенных точек. 

Следующая задача состоит в определении индуцированной метрики на nо

верхности. Так как при увеличении числа измерений ·задача не становится более 

·Сложной, да1вайте рассмотрим случай 1Нin, который описывается как nоверхность 

в Mn+l· С помощью индекса i, изменяюше.rося от 1 до n, записываем 

объемлющая метрика: di = -(dz)2 +dxidxi, i = 1, 2, ... , n; 
2+ ii ",.2 

уравнение связи: - z х х = - J:f,-. 

(23.65) 

Как обычно~ по повторяющимся индексам подразумев-ается суммирование. Снова 
выбираем част~ь z ~ R. Точки в 11ространстве можения оnисываются координата
ми (z, х1 , ••• , х") = (z, i). Забавно отметитьJ что условие массовой поверхности 
1i ·= -(р0)2 + (р1)2 + (р2 )2 + (р3)2 = -m2 определяет rиnерболическое простран
ство JН[3 , моженное в четырехмерное импульсное пространство. 

Прй стереографичес.кой: проокuии, которая переводит всю часть z ~ R во 
sну.тренность шара вn радиуса R. возникает замечательная форма метрики на IНI:n. 
Новые коорnинаты обозначаю1ся (*,где i = 1, ... , n. Мь1 пользуемся векторны-

... 1 2 .. 
ми обозначениями .~ = (( , ( , ... , ("); величина r о11ределяется как радиЗJIIьная 
координаm в переменных ·~: 

(23.66) 

Для заданной точки Р на гиперболоиде рассмотрим линию, ПJХ>Веденную из 
Р в точку Q ~ (-R, О), и nересечение Р' этой линии с rиnерплоскостью z = О, 
которая назьiвается экраном. Тогда положим (i(P) = 2:i(P'), а именно, коор~ 
динаты { nроизвольной точки на гиnе:рболоиде ·Соnоставляются координатам х 
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Q 
z 

Рис. 2J,.9. Проекц'Ия точ~.ки rиmерболоида Р на точку Р' на экране z = О. 
Коордиiнаты ,f Т<очки Р сопоставлены ~оординатам х точки Р' 

ее ,образа на экране 2>. Трехмерное представление на рис. 23.9 демонстрирует эту 
конструкцию в случае IНI2 • Из проекции следует, что ( п,ара.ллелен х, более того, 
,отношение их длин определяется длиной r вектора (: все точки на окружности 
радиуса r на экране возникают из точек с таким же значением lxl. Таким обра
зом, записываем 

(23.67) 

rде p(r)- эrо искомая функuия. С помощью nодобных треугольников получаем 
соотношение 

рт 1 р 
-= ~-= ' 
R R + z R R + ...j R2 + p2r2 

r 

где было использовано 

i = R 2 + z · z = R 2 + p2r2
• 

,Решая опюс.ительно р, находим 

2R2 2 
р :z;:;: R2 - r2 = 1 ~ r 2/R2 · 

(23.68) 

(23.69) 

(23.70) 

Так как р должно быть rюложительным, уСJ'Iовие r 2 < R2 гарантирует, что все 
возможные значени,я р не содержат ни од,ного отрицательного значения. Воз

вращаясь к '(23.67), получаем; что координаты xi и ~~ связаны друг с друrом 
,с.оотношеtlием 

· 2R2 
• * с• х= . 2 2~· R - r 

(23.71) 

Для получения метрики д1U1 начала, с помощью (~3.69) и (23. 70), вычислим z как 
фуt~кцию от r. Находим 

(23.72) 

2) Ниже даеrея своеобразное :изложение отыскания метрики в mперболическом пространстве. 
Бол•ес Cl'aifiДApтtfOC .и поюrтное см.:Дубро.гин Б. А., fl{)(JШ{:дв С. П., Фоменl{о А. Т. Современная rеометрю1. 
М.: URSS., 2001. ~ flpUN. ред. !flеревода. 
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Заме'Чая что dr2 
- 2~i d(i, nростым вычислением находим 

4R3 - -

dz = (R2- r2)2 ~J d(*. (23.73) 

.Взяв дифференциал от (23.71}; получаем 

. i - 2R1 ~;ti 4R2 i j . j 
dx - R2 - r2 us + (R2 - r2)2 ( ( d( . (23.74) 

·возведение ~ квадрат dxi и упрощение приоодят к выражению 

. . ·4R4 
• • lб_н6 · · 2 

d:c* .dx'~ = (R2- r2)2 d(• d(' + (R2 - r2)4 ((* d(') . (23.75) 

Наконеп, объединяя формулы (23.73) и (23.75) в ds2 = -dz2 +dzidxi немепленно 
nолучим 

(23. 76) 

где было учтено, ·что r = Щ < R . Иногда удобно изменением масштаба свести 
радиус .диска к единичному. Для этого бер.ется (i ~ Щi, что также приводит 
к r -4 Rr. Тогда метрика приобретает стандартный вид 

2 4R2 tЧ; d(' щ 
IНln метрика: ds = ( . 2)2 , i = 1, ••• , n, r = (i~i < 1. 

· 1 - r 
(23.77) 

В -mком предстамении коо;рдинаты (бе-зразмерны, масштаб мины обесnе

чивается общим множителем, зависящим от R - радиуса кривизны пространства. 

Гиперболические nространства обл,адают бесконечным объемом. Фактически; ли
ния rtроведенн~ая от r = О до r = 1 имеет бесконечную длину. Для проверки 
рассмотрим Jшнию., проходящую из ( 1 = О в (~ = i, а все остальные ~i = О. 
То.rда длина l(r) данной кривой равна 

f _ 1 2.R ·d(
1 

( 1 +f) 
t(r) = 1- ((1)2 =Rln 1-f . . (23.78) 

о 

Действительно; при r -7 1 ,дл.ина l( f) расходится. 
По всей вилимости, трудно говорить о rранице r -4 1 nространства IНin, так 

как она находится на бес:к:онеч.ном расстоянии от любой точки. Однако. суще~ 

ствуеr понятие конформной ераницw, которое можно сделать точным и которое 
соnер:жит оч·ень интересную информацию. Модифиuиl)уем заданную метрику 

ds2 nyreм умножений на дополнительный фактор 0 2 > О и nолучим l-lовук> . ,., 
метрику ds'2 

= !12 d$2
• Фактор !12 выбран таким образом, чтобы в новой Ме1рИ~ . 

' 
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расстояние от любой точки до всех 1rраничны:х точек ямялось конечным. Кон

формная граница ямяется границей в новой метрике ds'2• Эту rраницу можно 
леnко изучить, nотому что она находится на конечном расстоянии. Конформ

ная граница определяется ·только с точностью до умножения на факторы d 2
, 

которы,е сохраняют все граничные точки на конечном расстоянии. Несмотря 

на то что уrверждения насчет точной мины или объема !Конформной границы 
лишены смысла, существует некоюрая инвариантная формулировка. Для неко

торых пространств конформная граница всеrда является точкой. Для некоторых 

nространсrв конформная граница может быть протяженной. Если рассматрива

ются пространство-время с нетривиальной конформной rраницей, то характер 

векторов, каса-1'елrьных к rранице ( пространственноnодобных, времеhмnодобных, 
изотропных), является инвариантом, так как знак нормы ве!КТОра не может из

меняться nри умножении на .!i > О. 
В качестiВе nервого примера рассмотрим двумерное плосtюе nространство JR? 

с КОQJ>динатами -оо ~ х, у ~ оо и плоской метрикой 

1rде r и 8 - это обычньrе nолярные координаты. Получим конформно связанную 

с ней метрику лутем умножения на квадрат C(r. ·B) > 0: 

(23.79) 

Если линии, nроведеиные из начала координат на бесконечность вдоль посто

·янноrо 8. обладают в новой метриJ<е конеч~ой ШIJIHOЙ, то обя:за1-1о должно воз
никнуrь оrраничение 

00 

lc(r, 8) dr < оо. 
о 

Интегрируя no IJ и изменяя nорядок интегрирования, nолучаем 

00 21r 

1 dт 1 ( .. ) ,. -;: с т; в т dJJ < оо. 
о о 

(23.80) 

(23.81) 

Замечая, что интеграл по 8 в точности дает длину l( r) окружности с постоянным 
радиусом r, записываем 

00 

1 dr 
~t(r) < оо. 
т 

о 

(23.82) 

Если l(r) имеет ненул,евой предел nри r--+ <С>О, то интеграл расходится. Поэтому 
мы nолучаем, что l(r)--+ О при r--+ оо в любой подходяшей конформной мет
рике. Длина окружностей с радиусом; стремлщимся к бесконечRОС'Fй, стремится 

к нулю~ и поэтому конформная граница является ПfРОСТО точкой. Конформно 

со.пряженным лространством является :сфера с выколотой точкой. В разделе 25.6 
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похожим ·Сnособом будет изуЧаться nостроение «сферы Римана•. Будет также 

доказано, что конформная граница IR" при n > 2 - это всегда точка. 
Теперь можно вернуrься к гиперболическому лространству (23.77). Очевидно, 

что можно получить нечто очень простое путем умножения на конформный 

фактор (1- r 2
)

2/(4R2
): 

ds'1 = __!_
2 

( 1 - r 2
)
2 ds2 = d~i d{i. (23.83) 

4R 

Конформно связанным лространством является внуrренность ~i{i < 1 единич
ноrо шара В" с плоской постоянной метрикой. Конформной границей в этом 
случае является множество ~i~i = 1, то есть единичная сфера sn-l. Инт.ересно, 
что конформная граница гиперболического nространства гораздо более значи

тельна, чем :граница плоского пространства. 

23.9. 'Геометрия АдС и гопоrрафия 

В данном разделе мы подробно изучаем геометрию пространсто АдС в целях 

понимания голографических аспект-ов ссютветствия АдС/КТП. В оптике голо

граммой ЯВ.I!IЯется двумерная пластинка, на котор}10 записан образ трехмерного 

объекта. В фотографии образ объекта напрямую фокусируется на пленку, в rоло

rраф:ии записывается инrерференционный узор, оставляемый когерентным све

том, отраженным от объекта и когерентным светом эт.алонноrо луча. Этот за
писанный интерференционный узор остается двумерным, однако содержит зна

'ЧИ'fе!lьно больше информации" чем фотография. Он содержит всю информацию 

о всех трех измерениях объекта. Узор позволяет вилеть трехмерный образ. обла
дающий параллаксом: образ выrля,дит по разному в зависимости от направления, 

в котором смотрит на него наблюдатель. 

В гравитационной физике система, занимающая ма.кроскоnическую область 

nространства; иазыШlется голографической, если все ее физическое содержание 

может быть предстамена некоторой теорией; определенной на границе этой об

ласти, Возriее тоrо, -r.ребуется, чтобы rраничная теория не содержала более одной 

степени с:оободы i(конечное число состояний) на элемент манковской t1Jющади. 
JГ<>-.nография мотивирована физикой черных дЫiР: ·эн-rроnия черной дыры nропор
uион,алька площади горизонта, а не объему области пол горизонтом. К тому же, 
как уже обсуждалось (уравнение (22.124)), эта энтроnия воспроизводится, исхопя 
:из предnоложения о том, что rоризонт обладает одной стеnенью свободы на эле
:мент планкозекоИ площади горизонта. Соответствие АдС/КТП является более 

конкретной реализацией rолоrрафии. В точности, четырехмерное nространство, 

в котором живет теория Янrа-Миллса может рассматриватьс.я как граница AdS5 • 

.SU(N) теория, в которой содержится вся физика внуr:ренносm десятимерного 
просrранства~времени, обеспечивает голографическое описание мира с гравита

цией. Более того, приближенно можно считать справедливым голографический 
.nредел на rра:ничнъtе cтeneliи свободы. 

Пространство AdSn·H обычно о.nрепеляется как nоверхность, вложенная в 

моекое nространство R2·" с двумя временными координатами u и v и про-
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сгранственными :координатами xi: 

объемлющая метрика: ds2 = - (du)2
- {dv)2 + dxi dxi, 

уравнение связи: - ti - v2 + xi xi = - R2
• 

i = 1, ... , n; 
(23.84) 

На пространстве IR2·n существуют обобщенные преобразования Лоренца: ли
нейные nреобразования сохраняющие метрику. Из уравнения связи следует, что 

вектор V(u, v, Ж) принадлежит nоверхности, если V · V = -R2
, где скаляр

ное nроизведение берется по объемлющей метрике. Вектор V времениподобен. 
Предьщущие уравнения .аналоmчны уравttениям, определяющим гиnерболиче

ское пространство (23.65), за тем ис.ключением, что теперь есть два временных 

наnравления. Так как V .задается условием на ·Свою длину, то он нормален к по

верхн·ости. Учитывая, что V времениподобен, а объемлющее пространство имеет 
два ортогональных временных направления, поверхность должна содержать одно 

JВременное направление. ·Фактически. Э'fо направление легко представить . .Зафик
сируем на поверхности спеuиалъную точку (и0• v0• io). ОчевИдно. что 

2 2 R2 - ... 
ио + Vo = + жо • Хо. (23.85) 

Теперь рассмотрим окружность, заданную воеми значениями и и v, которые 
удовлетворяют 

2 2 R2 .= ... 
и + ·v = . +,.;о· Хо. (23.86) 

Эта окружность лежит на поверхности и проходит через точку (ио. vo. io). Более 
того, касательные к окружности векторы времени везде времениподобны, потому 

что они являются векторами с иенулевыми компонентами только вдоль и и v. 
Пространство анти-де Ситтера является однородным пространством: ни од

:на из точеiК не выделена и любая точка может бьпь отображена в любую другую 

точку nреобраэованием, являющимс;я изометрией. Действительно, два вектора 

Vi и V2, обладающие одинаковой нормой Vt · ~ = V2 • V2 = - R2
; всегда мoryr 

быть отображены друг в друга с nомощью обобщенного преобразования Лоренuа 
(читатель может поnытаться доказать это угверждение). Чтобы убед~иться s том, 
что поверх.ност:ь ниrде не содержит двух ,независимых направлений, достаточно 

nроверитъ., что в ~одной rоч~ке не существует двух ортогональных времениподоб
ных наnравлений. Эrо легко можно сделать. 

·(!) Упрожнение-разNинко 23.1 • .Рассмотрите на поверхности точку (R, О, 0). По
кажите., что в данной точке поверхность не содержит двух ортогональных 
времениподобных направлений. 

Пространство AdS можно представит.ь с nомощью .nвумернои nоверхности, 

каждая то1:1ка которой- это сфера. Заnишем уравнение связи в в-иде 

(23.87) 

и нар-исуем графикэтого пространства с nомощью осей и,, v и р = Vf:i. Так как зна
чение р фи~сировано~ точка двумерной поверхн.ости, nоказаиной на рис. 23. 10. 
опрещел.яется и и tt. Чтобы увидеть п~тр~шство АдС целиком, необходимо 
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!Рис. 23.10. Прос11'ра!НСТIВО AdSn+J, описываемое ~к двумеiРная nоверхность, каждая точка кото~ 

рой ЯBЛii,efCfi nоловиной сферы sn-l (р). На rориэонтальных ОСЯХ р растет ОТ нуля ДО бесконеч
НОСТИ .как сдева, ток и справа. Полусферы в точках с р.авными u и v {как покаэано 1на рисунке) 

ДOЛЖIIitbl СtmеИIВаТЬСЯ И образовывать единую сферу Sn-l(p) 

в каждой точке nоверхности nрикрепить ·сферу s"-1
, определенную точками х, 

которые удовлетворяют х · х = р2 =и?+ v2
- R . Как ло:казано на рисунке, nоверх

ность тянется как направо~ так и налеоо и в обоих областяхризменяется от О 

до оо! Если ·бы мы нарисовали это пространство в виде области, которая тянется 

только наnраво, то .можно было бы придти .к неnравWiьному выводу, что у лро

·странства ·есть граница в точке р =О, либо, эквивалентным образом, на окруж

.IНОСТИ u2 + v2 = R2
• Такой вывод подозрителен, :nотому как на этой окружности 

·сферы sn-J :имеет нулевой радиус. Так как р д183ЖдЬI пробегает каждое значение, 
·существует две точки. соответствующие каждому значению tt, v. Совместность 
требует., чтобы поверх каждой из этих лrвух точек бЫJJа распможена половина 
,сферы sn-t. Сфера разрезается на две части и ЮiЖдая половина располагается 
.llloJВepx каждой точки, учитывая то, что эти nоловины должны быть ·Склеены. 

Маломерный аналог помогает представить ситуацию. Представим сигару как 

,окружнос1ь вдоль полубесконечной прямой r ~ О, так, как nоказано на рис. 23.11 

..:. 

о 
~---+--------------~ 

о 

r r 

Рмt. 2,3.11. Свер)(у: сигара как набор окружностей вдоль поnуnрямой r ~ О, радиус которых 
стремитt:я к !Нулю ll'lpи r-+ О. Сн:изу: 'fo же с,амм rпространсrво, nредстанленное дл.я r; растущего 
от ну.лfi до бесК:онечноtти как слева так и сnрава .• Теперь над каждом точкой расnоложена nоловина 
окружносrи, две nолов:инtы окружности в точк'е r tк.nемва1ют·~ и образуют единую окружlilость 
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сверху. Ра.nиус окружности равен нулю nри приближении к точке т --t О, r.ne 
сиrара заканчивается. Тем не менее, сигара не имеет границы в данной точке. 

Для :rюказанноrо на рисунке снизу описания пространства, аналогичного тому, 

'ЧТО м:ьr исnользовали в случае АдС, r пробегает значения в обоих направлениях, 
а в симметричных точках расположены половинки окружности S 1

• 

На пространстве АаС было выявлено времениподобное направление, однако, 

на самом деле, было найдено нечто странное, а именно замкнутые временипо

добные кривые. Действительно, окружности (и, v) в (23.86) замкнуты и всюду 
rимеют времениподобные касательные векторы. Эrо не тот тип пространства, 

:который нам нужен; .во вселенной с замкнутыми времениподобными интерва

ла~ш можно было бы пуrешествоваllЬ в течение некотороrо времени, nосле чего 

вернугься в момент времени отправления. То, что иногда называется ((полным» 

nространством АдС, а мы будем называть просто nространством АдС, является 

пространством, в котором времениподобные кривые разматываются и становят

ся незамкнутыми лин!Иями. Полное nространство АдС .можно представпять как 
nространство, накрученное на поверхность на рис. 23.1 О бесконечное число раз. 

Теперь определим метрику на AdSn+ 1 .• Начнем ·с явной параметризации вре
менной координаты посредством соотношений 

и= z cost, v = z sin t, (23.88) 

где и и v заменят время t и дополнительную координату z. Из этих соотношений 
следует, что 

(23.89) 

Теперь можно использовать :эти уравнения в (23.84) для при!8едения метрики 
nространства вложения и уравнения связи к следующему виду. 

Метрика пространства вло.ж;ения: 

di = -z2(dt)2 - (dz)2 + dxi dxt, i = 1, ... , n; 

ура.внение ·связи: - z2 + xi xi = - R2
• 

(23.90) 

Помимо лополюrrельного ~z2(dt)2 , IПОЯМЯющеrооя в метрикеt npe.nьtrtyшиe вы
ражения я~W~ютс.я в точности уравнениями (23.65) гиnерболическоrо nростран
ства. В любой фиксированный момент времени ( dt = О) л ространетвенная гео
метрия AdS совпадает с геометрией IНrn. Именно таким образом rиперболическое 
пространство поямяется в геометрии анти-де Сипера. 

Осталось совсем немного дJiiЯ того. чтобы найти полную метрику. Как и пре

жде, мы исnользуем координаты ~i и записываем через них как xi; так и z, 
Знэ:чение z ·было onpeдeлelto в (23.72) и часть метр~к:и -(dz) + d:~;idxi была вы~ 
числена в (23. 76). Таким образом находим; что М'етрика в (23.9) принимает вил 

2 (R2 + :r2)2 - 2. 2 4_R'4 d{i d(i 
ds =- (R2 - ·r2)2 R {dt) + (R2 - r2)2 • (23.91) 

В качестве nоследнеrо шагаделаем :замену (i -t Щi и получаем метрику на AdSn+I· 
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2 2 [ ( 1 + r 2 
)

2 
2 4 d(i d(i ] 

AdSn+t метрика: ds = R -
1 

_ r2 (dt) + (l _ r 2)2 · (23.92) 

Здесь, как и прежде, r 2 = ~·i~i и i = 1, 2, ... , n. Из анализа Шin уже известно, 
что в любой фиксированный момент времени расстояние от любой точки до гра

ницы r --t 1 бесконечно. Что интересно, так это то, что свет достигает границы 
за конечное время. Предполагая, что луч света распространяется в направлении 

~ 1 
, условие ds2 = О приводит к выражению 

(23.93) 

Интегрируя при ~ 1 = О для t = О, находим ~ 1 = tg (t/2), показывающее что 
граничная точка ~ 1 достигается за t = 1Г /2. 

Чтобы понять конформные свойства пространства и его границы, восполь

зуемся метрикой (23.92) и определим конформно связанную метрику 

ds'2 = (1 - r2)2 ds2 = - ( 1 + r2 )2 (dt)2 + d~i d~i. 
4R2 2 

(23.94) 

м d 12 ~ ~ ( ti ti 1 ) 
етрика s описывает пространственныи п-мерныи шар внутренность ':t ':t = 

и временную координату. Вблизи r = 1 имеем 

и конформная граница принимает вид 

1R х sn-l ' где фактор 1R соответствует вре
мени, а фактор sn-l соответствует границе 
~i~i = 1 гиперболических пространствеи
ных сечений. Для AdS 3 граница 1R х S 1 яв
ляется поверхностью цилиндра, а полное 

пространство-время находится внутри него 

(см. рис. 23.12). Нетривиальный факт со
стоит в том, что пространство-время АдС 

обладает конформной границей и с времен

ным и пространствеиным направлениями. 

Например, конформная граница простран

ства Минконского содержит только изо

тропные направления (см. задачу 23.4). 
Для пространства-времени AdS 5 грани

цей является 1R х 8 3
• Калибровочная тео

рия, дуальная к IIB суперструнному бэкгра
унду, живет на этой границе. Масштабный 

произвол конформной границы согласуется 

область JНI 2 
2 

конформная В 

(23.95) 

1 
граница IR х S 

Рис. 23.12. Конформный вид дdS3 • Кон

формная граница является поверхностью 

JR х S1 цилиндра, где JR - это время, а 
S1 конформная граница пространствен
ных сечений IНI2 • Полное пространство 

дdS 3 конформно внутренности цилиндра. 
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с. масшmбной нtпшриантностью теории пол·я. Фиэпческое содержание калибро

вочной теории не зависит от радиуса '3-сферы. Если nолоЖИТJЬ радиус равным 

бесконечности, то граница ·станет че'fЫрехмерным IqJОСтранством Минковскоrо. 

Понимания AdS5 -голографии можно достичь, рассматривая ее геометрию 

при фиксированн·ом времени, которая ямяется геометрией 1Н4. Вычислим объем 

:и rраничную IIЛощадь сфе:рических подмножеств S(f) в JНI4, которые содержат 
все точки с r ~ r. В пределе r ~ l S(r) стремится к полному пространствеиному 
сеч·ению AdS5 • Площадь границы S(r) равна «ruющади.• Аз(f) 3-сферы, распо
ложенной в r = f. Из метрики (23.92) следует, чrо физическая длина получается 
умноже.нием координатной длины на 2R/( 1 - r 2). Отсюда следует, что 

(23.96) 

Объем \'4(f) поверхности S(r) задается выражением 

v.(F) = j [ 1 ~~JVot(S'(f)) dr = 21r'(2R)
4 j (lr~ ~)•. 

о о 

(23.97) 

Этот интеграл легко берется и ответ имеет вид 

_ 2 4 Зr2 - 1 R 3r2
- 1 [ 2rR ] 

3 
2 

~(r) = 27r (2R) 12(1 - r2)3 = 6 r3 1 - r2 . 21r • (23.98) 

Каrк и ожttдалось, площадь A3(f) и объем V4(f) расходятся при f ~ 1. Однако 
это не касается их отношения 

Аз(f) 6 f 3 • Аз(f) 3 
_...;."....;.. = -=- => I1m = -. 
V4(f) R 3f2 - l r-+1 V4(f) R 

(23.99) 

Поскольку рассматриваемые nодмножества при неоrра.ниченном увеличении по

крывспот IНI4 ) площадь границы и внуrренний объем становятся nроnорuяональ
ными дiPYI' другу! Константой лролорциональносm является радиус кривизны 

R ~прооrранстDа АдС. В nлоском прос-rранстве четырехмерная область характер· 
:ноrо размера L будет иметь rurощэдь Аз rv L 3 и об'Ьем V.. rv L4

• Отношение 
.A3/V4 I'V l/L стремится к нулю лри неоrраничею-rом росте размера области. 
Именно поэтому rолоrрафию трудно реали:1овать, rраница слишком мала, чтобы 

вместить физическое содержание объема. Тем более это становится nроблематич
JНЫМ в АдС-пространстве) где отношение площади к объему не стремится к нулю. 

Можно и дальше 11р0должить изучение, если ввести реrулятор, который дела
·ет конечными как площадь rраниuы, так и число степеней свободы. Рассмотрим 
ммое число lJ <t: 1 и сферу радиуса f ~ 1 - lJ. Из (23.96) следует, что площадь 
этой сферы А~ равна 

(23.100) 
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Теnерь рассмотрим rраничную теорию при i = 1. Чтобы оценить число степеней 
свободы Ncr.cв. в этой теории, выбирем 6 в качестве параметра обрезания на не
больших расС11ояниях. Представим, что имеетс.я одна степень свободы на малый 

куб координатного объема 63
• Так как ~граница имеет координатный объем порядка 

единицы) имеем 1/63 стеnеней свободы. Граничная теория состоит из SU(N)-no-
лeй, поэтому оце,нка .m:омножается на N 2

, приводя тем самым к окончательному 
ответу: N 2 /63 стеnеней свободы. Теперь проверим, что .это число, Nст. св. стеnе
ней свободы, соответствует голографическому ожиданию дтя степени свободы 

на элемент поверхности планко1Вскоrо размера. Сперва отметим, что 

N2 N2A6 
N. f'V-"' 3 cr. св. iP R3 . 

Вспоминая (23.63), откуда следует что R 3 
I'V G(S) N 2

, н~одим 

А6 

Ncr.cв. I'V G<~>. 

(23.101) 

(23.102) 

Это iИ есть результат) ожидаемый с точки зрения голографии. Если nринять, что 

полный объем nространства V в 118-теории задается произведением V/ = V4(l-6) 
на объем Vs 'V R5 сферы 85

, то число стеленей свободы на единичный объем 
!Ведет себя как 

Ncr.cв. А~ 1 1 1 
-- f'V - "' - --v Vf R5G<5) R G(IO). 

(23.103) 

При ~больших R число степеней свободы, приходящихся на единичный объем, 
в теории очень мало. Если увеличить число бран, R возрастет и отношение 

Nст.св.!V можно сделать произвольно малым. Эта теория в объеме с такой малой 
мотиостью стеленей ·Свободы является теорией струН с фиксированной струн

ной длиной Vil. 

23 .• 10 .• АдС/КТП при конечной температуре 
Пространство AdS5 поддерживает сушествование черных дыр в том же смыс~ 

ле., что и п~ространсrво Минковс:кого: геометрия пространства деформируется 
присуrствием черной дыры, однако, no мере отдаления от нее, пространствен
но~временная метрика стремится к исходной. Черная дыра Шварuшильда внуrри 
AdS5 описывается метрикой: 

2 ( r2 rб ) 2 ( r2 rб ) -• . . 2 2 2 ds =- 1 + В2 - r 2 (dt) + 1 + R'l - r'l (dr) + r dfl3• (23.104)';4' 
~. 

1 

Приве.trенная вь1ше метрика ~описывает nрост.ра;нство~ которое аtимптотическЦ~ 
ямяетс.·я .nространство м АдС. А именно, ·при r ~ rr0 , v 

L 'Т 

2 r · · 2 r 2 2 2 ( ·2) ( ·2)-1 
ds = - 1 + R2 '(dt) + · 1 + R'l (dr) + r d!13, (23.105) 
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что ямяется метрикой пространства AdS5 с радиусом R, записанной в виде, от
личающемся or рассмотренного ранее (см. задачу 23.5). Таким образом, в (23.104) 
R ·обозначает радиус асимптотического AdSs. Присуrствие парамеч>а дпины r 0 
говорит нам, что мы имеем дело с черной дырой. Параметр длины r0 можно 
записать в терминах массы М черной дыры и пятимерной rравитационной по-

стоянной: rб""" G(5)M. ·Фактически, при R -7 оо метрика (23.104) становится 
метрикой черной дыры в пятимерном лространст!Ве Минковскот с радиусом 

Шварuwипьда r 0 • И наконец, d!}~ обозначает метрику на 3-сфере S 3 единично
го радиуса. 

Радиус Шварцшильда r + АдС черной дыры - это значение r, при котором 
коэффициент 111ри (dt)2 1В метрике равен нулю: 

r~ rg 
0 ~+R2 --2 = · 

r+ 
(23.106) 

.Решая это уравнение относительно r~ , находим 

(23.107) 

Для фиксированного АдС масштаба R, радиус Шварцшильда r + является функ
цией ro, либо~ эквивалентным образом, функцией массы ·черной дыры. При 

r0 «:: R можно видеть., что r + I"V rtJ, а при r0 >> R находим r + """ vr;R. Факти
чески, ·как можно видеть переписав выражение (23.107) в виде 

Рис. 2:3.13. Зависимость радrиусrа Шварц· 
I!UИJilьдa r + Адt черной .~ыры •IJт ~ массЫ; 

выраженной через .r0 

(23.108) 

радиус r+ всегда меньше, чем r 0 • Масштаб 

R асимптотическоrо Аде-nространства не 
я.мяется nределом мя размера черной ды

ры. Большая черная дыра - это та, мя 

которой r + >> R; маленькая черная ды
ра ~ это та, для которой r + << R. График 
r + как функции r0 nо~<азан на рис. 23.13. 

Предстаменное здесь решение для чер

ной дыры обладает температурой Хокинrа 

Т н. вь.числеi:iие эrou температуры дает: 

~ R2 +2r~ 
Т н = 27tr +R2 . (23.109) 

Хотя обос.новаиие даниоrо результата требует знаний, выхоllЯщих за рамки этой 

книги, полезно знать, что данная температура возникает следующим образом 

из общей формулы. 
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Ри.с. 23.14. Темперапура Хокинга Тн АдС-чер:ной д1ыры (умноженна~t на АдС радиус R), nред
ставленная как функция ради_уса Шварцwильда r +• масштаб коТ<ороrо уменьшен делением на R. 
ДпJ~ ка~оrо эна~ени11 т-емпературы Хокинга, прееышающей значение Т0, существуют две черные 

.дыры. Те1мпература Т1 определ~tет переход Хокинrа-Пейджа 

(9 Упражнение-раз~r~инко 23.8. Рассмотрите метрику 

ds2 = -.f(r)(dt)2 + {/(r))-1
(dr)2 + ... 

сф)!нкцией f(r) от родиальной .координаты, определяющей радиус горизонта r + 
посредствам J(r +) =О. Температура Хокинга Т н, соответствующая данному 
гравитационному решению, задается формулой Т н = / 1 (r + )/( 411"). Примените 
этот результат к (23.104) и получите (23. П О9). 

У температуры (23 .1 09) есть интересные предельные значения. Для маленьких 
чеiJ)ных дыр находим: 

- 1 
Тн ~ -- при r + «. R. (23.110) 

21rr+ 
В пространстве Минковскоrо температура черной дыры обратно пропорциональ

на радиусу Ш:варцшильда (см. (22.120))~ т. ~е. малые ·черные дыры оказываются 
rорячими. Данный результат был воспроизведен в (23.110); потому что для ма
леньких черных дыр кривизной пространства АдС можно лренебречь. Более 

удивительным (Жа-зывается поведение больших черных дыр. В эrом случае 

(23.111) 

Такая зависимость не является обычной: как ТОЛЫ(о черкая дыра стала достаточно 

·большой, ее температура начинает расти nри увеличении ее размера. В этом СОС'fО

ит важное качественное свойством черных дыр в пространстве Ад С. На рис. 23.14 
показам примерный rрафиtс температуры Тн как функции от r +fR. 
(9 У.пражнение·ра3мuниu 23.9. Локажите, что для фиксированного радиуса кри-

8U3'Нtн R~ все черные дыры имеют температуру Т н, удовлетворяющую неравен-
ству 

- V'i.l 
Тн~То ~~~. 

7Г R 
(23.112) 



6L2 Г!llава 23. Сильные взаимодействия и АдС1КТП . ----------------------------------~1 ____________ ___ 
где нижний предел То реШJизуется при т +IR = 1/h. Данная информация 
отоорожено на рис. 23. 14. 

Разумно ожидать, что АдС/КТП-соответствие распространяется на случай 

черной дыры в отныне асимптотичес.ком пространстве An.C. Действительно, име
ется очевидный !Кандидат на дуальную калиб,ровочную теорию: SU (N) -теория 
Янга-Миллса при конечной температуре Т н, 11емпературе черной дыры. Мет

рика (23.104) при фиксиiJЮванном r принимает вид 

(23.113) 

Также, как при обсуждении, приведеином ниже формулы (23.95), мы видим су
ществование границы IR х 83

, где сфера имеет радиус R. Несмотря на то что этот 
был радиус несущественен при температуре, равной нулю, теперь он становится 

существенен. Радиус R является радиусом сферы, на которой живет теория поля 
прJИ температуре Т н. 

Нельзя безнаказанно перемасштабировать временную координату t в (23.1 13), 
потому что при неиулевой температуре временная координата несет информа
цию о температуре, что определя·ет масштаб энергий. Конформный произвол 

nриведеиной выше метрики rю прежнему сохраняется: умножение на >.? фактора 
в скобках равносильно замене радиуса на ~.,а растя.ж:ение времени t -t At -
замене температуры на Тн/Л. При отождествлении дуальной теории поля про

изведение RI'н радиуса и температуры является единственной инвариантной 

комбинацией. 

В качестве теста рассматриваеJмоrо соответствия, вы·числим энтропию в тео

рии поля с !Конечной температурой и, надеясь ка совпадение, сравним ее с эн

троnией (большой) черной дыры. Оба этих числа являются конечными (не бес~ 
конечными!). Энтропия в теории nоля имеет конечную ллотносrь, и са-ма теория 
живет в пространстве конечного объема, а черная дыра обладает горизонтом с ко
нечной ПJiощадью. Давайте нзчнем с въtчисления энтропии Svм в теории поля. 
Во-первых, напомним что плотность ·энтропии s1 фотонного rаза в обычном 
трехмерном пространстве при температуре Т задается выражением 

2 2 3 
s1 =-1ГТ ·2 

45 ' 
(23.114) 

rде последний множитель 2 оознJ.tкает в силу того, что фотон обладает двумя 
безмассовыми tтеnенями свободы. В SU(N)-теории пол:я полная энтропия равна 

. 2 2-3 ( . . 7) --2. 1 3 
БУМ = 

45 
1Г Т н· 8 + 8 • S N · (21Г R ). (23.115) 

Послеnний множитель является объемом трехмерной сферы радиуса R f на ко
rороИ живет данная теория поля. В пределе малых значений константы связи 

'т Хоофта., безмассовые частицы в SU(N)-тео,рии очень слабо взаимодействуют 
и liiOJIIHaя :энтропия nолучается сложением отдельных вкладо:в. В сnектре теории 



23.10. АдСjНТП при конечной температуре 6L3 
------------------~--~--------~--~------------- ~ 
содержится !ВО:семь 'бозонных степеней свободы и восемь фермионных стеnеней 

свободыt повторяющихся N 2 - l раз, либо N 2 раз, согласно rому уровню rоч
иости, на котором мы находимся. Более того, в энтропию фермионные степени 

свободы дают вклад 7/8 от вклада бозонных степеней свободы. Все эrо объясняет 
результат, приведенный в (23 .. 115). Упрощая эrо .!Выражение, лолучаем 

2 2 2-з 2 з 
Svм = 3 1Г N Т н • (27Г R ) , .Л <t: 1. (23.1 [6) 

С точки зрения теории граiВитации энтропия. черной дыры Sвн задается «nлоща

дью» rори·зоита, деленного на пятимерную постоянную Ньюrона c<s>: 
Ahor 

Sвн = 4G<s> . (23.В7) 

Горизонт является местоположением точек с r = r +. Последнее слаr.аемое в мет
рике (23.104) показывает. что горизонт является трехмерной ~сферой раnиуса r +. 
nоэтому Ahor = 21r2r~. Совместно со значением G{S) из (23.63) и зависимостью 
r+ от Тн в ~(23.111), это приводит к выражению 

S 21r'rt = N'2,..~3r~ = ~ ,..; N'Тн . (21Г2 Rз), Л » 1. 
ВН = 21Г2R3 211" . 2 (23.1 18) 

N2 

Каждый раз, когда используется картина мира с черными дырами, неявно под

разумеваются большие значения .Л. Результат (23.118) находится в качественном 
соответствии с оценкой из rеории поля (23. Н6). Для этоrо соответствия суще
с'П3енным бьт линейный рост температуры при росте радиуса черной дыры. Тем 

:не менее, мы получ:ае,м 

.. 3 . 
Sвн = 4 SУМ. (23.119) 

та~< чrо соответствие не яашяеrея точным. Оно и не должно быть таковым: в теори:и 
поля предпо.ла:rалось, что постоянная ;т Хоофт.а Л мала, в то время как из теории 

гравитации предnолаrалось, что ~ принимает большие значения. Есть надежда, 

что т-очное вычисление для прои.звольных А даст энтроnию, уменьшающуюся 
от значения, которое легко получается в теории поля при нулевой константе 

связи до значения~ которое леrко получается в модели черной дыры при большой 

конс-танте связи. 

Есть еще одна отличительная черта соответствия при :конечной температуре; 

1В (23. Н2) было замечено, что в З'аданном пространстве АдС с фиксированным 
радиусом .кривиз.ны R все черные дыры имеют температуру Хокинrа Тн ~То 
(см. рис. 23.14). Рассмотрим SU(N)-калибровочную теорию при некотором боль
шом значении константы связи. которая дуалыtа т-еории в АдС с радиусом кри
визны R. Для температур, меньших Т0 , теория nо:ля не может имеtь дуальноrо 
оnисания в 1Виде черных дыр, так как черные дыры отсуrствуют. Дуэльной тео~ 

рией в этом случае ямяется ·само нагретое лросtранство АдС, т. е. пространство 
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Ад:С, заnолненное rа:юм частиц nри искоторой специальной темпераrуре. Тео

рия mоля при таких низких температурах является аналогом фазы конфайн.мента: 

энтропия теории порядка O(N°). Для температур, больших чем То, имеется две 
черные дыры: любая горизонтальная линия над Хо на рис. 23.14 разрезает кривую 
~rрафика в двух точках со значениями r+IR меньшими, чем l/v'2, и большими 
]fJ2. Наrретое пространство АдС также остается оозможным :кандИдатом на роль 
rра~витационного фона. Оказывается, что для температур Т в интервале 

3 
с Tt = 21ГR' (23.120) 

наrретое пространство АдС остается термадинамически предпочтительным со

стоянием - его свободная энергия ниже свободной энергии любого чернодыр

нога фона. ТеQРия поля ·ОСтается в фазе конфайнмента при Т ~ т,. Отметим что 
Т1 лишь ненамного превышает То (см. рис. 23.14). 

Q) Упражнеиие-розминко 23.10. Каковы значения r +IR для двух черных дыр, су
ществующих при температуре Т1 ? Сравните ответ с рис. 23.14. 

При nреiВышении ·температурой значения Т1 , термодинамически предпочти

-тельный фон перест.ает быТh нагретым пространсmом АдС .и становится большей 

черной дь1рой - это процесс называется переходом Хокинга-Пейджа. ·Факти
чески, среди существующих трех возможностей, меньша·я черная дыра всегда 

менее предпочтительна; так же, как черные дыры в пространстве Минковского, 

она н·естабильна nри испарении. При температуре Т1 сильновзаимодействующая 
калибровочная теор!Ия при больших .N переходит из фазы конфайнмента в фазу 
.деконфайн.мента: энтроn!Ия становится порядка O(N2

), указывая на высвобо
ждение элементарных степеней свободы. Дуальным оп!Исанием калибровочной 

теории в фазе деконфайн.мента является (большая) АдС-черная дыра. 

Эти рассуждени.я о к:онечных темnературах, коrда пространство-время с чер

ной дырой ямяеrоя не совсем щюстранспюм аити-де Ситrерз, указывают на бо

лее общие утверждение о соопетс-nвии АдС/КТП. Теперь соответствие может 
быть сформулировано как эквивалентность четырехмерной суnерсимметричной 
SU(N)-калибровочной тоерии и ВВ=теории суперструн в пространстве с rеомет= 

рией, асимпrотичесJКИ ямяющейся геометрией AdSs х S5
• Данное уrверждение, 

очевидно, применимо как в случае нуле.вой, так и в случае конечной температуры. 

'Были найдены дальнейшие примеры асимnтотических AdSs х 85 -пространств, 
которые соотвеТС'fвуют некоторым частным состояниям в теории nоля. 

23.11. Кварк-rnюонная пnаэма 
В экспериментах на релятивистском коллайдере тяжелых ионов (RHJC), на

холящемё'Я в Брукхейвенской национальной лаборатории было получено, с очень 

·коротким временем жи.зни~ ,состояние КХД в фазе деконфзйнмента. Физики 

ускоряли п стмкьвмй друr с другом цра золота. В системе отсчета центра масс 

каждый нуклон достигает ·энерrии nримерно в l 00 ГэВ, 197 нуклонов каж.и:оrо 
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атомного ядра золота несут энергию порядка 20 ТэВ. При сrоJп<новении возника
·tт квар.к-rлюонная плазма ·(КГП) - сильновзаимодействующая система кварков 
я глюонов в фазе деконфайнмента. 

Оrвлечемс.я н.а время и обсудим масштабы энергий и расстояний, существен

ные при данных столкновениях. Ядра в l 00 000 раз меньше атомов, размер кото
рых примерно 1 o-to м. Тем самым естественно~ единицей измерения при описа
нии ядер я.вляется фемтометр (Фм).: 1 фм = 1 о- 15 м. Приближенная формула выра
жает радиус ядра r через атомное число А нуклонов: r ~ r 0A 113 , где r0 = 1.2 фм. 
Время также удобно измерять в фемтометрах, исnользуя при этом скорость света 

как единицу пересчета. Таким образом, ~ремя 1 фм равно 1/3 х to-23 с. 
Q) Упрrикнение-разиинкв 23.11. Убедитесь, что оценка ядерного радиуса приводит 

к тютности энергии ядра, равной .примерно О, 13 ГэВ/фм3 , а также, что радиус 
ядер атомов золота примерно равен 7 фм. 

Решеrоч·ные 3) вычисления указывают на то, что деконфайнмент в КХД про
исходит при критической темnературе Те ;::: 175 МэВ, с неопределенностью при
мерно в 10%, вызванной систематической поrрешностью. Данная температура 
соотве'ГСТВует примерно двум !Р.иллионам градусов no Кельвину и является темпе
ра1УJ)ой Вселенной спустя 10- 1 с после Большого Взр:ывы. При этой температуре 
.IПЛотность энергии плазмы равна 0.7 ГэВ/Фм3 , что примерно в nять-шесть раз 
больше плотности ядерной материи. 

После столкновения ядер на RH IC, они обладают фактором Лоренца 7 N 100, 
а в системе отсчета центра :масс вы,глядят как тонкие блинчики с толщиной мень

шей, чем 14фм/100 = 0,14 фм. КГП образуется, когда эти блинчики проходят друr 
через друrа и, как считается, достигает тепловоrо ра!Вновесия за .время всеrо 1 фм. 
КГП .живет .не более чем 15 фм, и за эrо время кварки и rл:юоны ре1юмбинируют 
в адроны, которые в последствии регистрируются. детекторами. Пуrем измерения 

энергий этих адронов делается оценка nлотности э-не,рrии: в кrп за время 1 фм 
она pairнa, по меньшей мере, 5 ГэВ/фм3 • Для столкновений, направленнЬIХ вперед, 
м~зма за Э'fО время расширяется до uилиидра мины 2 фм и радиуса, !Равного 
радиусу мер золота. 

Q) Уп,ажнеиие-разиuнНtо 23.12. Вычислите энергию в КГЛ для направленных впе
ред ,столкновений и покажите, что она равна примерн,о 4% от энергии, доступ
ной в ;сиспrеме отс-чета центра .масс 

Таюке можно о.uенить температуру. Вспоминая. что плоrность энерmи газа 
безмассовых частиц р:авна .u f'.J ·р-4., имеем 

(TRнic)
4 

5 ГэВ/Фм3 
Т. : = - . . 3 => TRHIC ~ 1,6 Те. 
· с ·0, 7 Гэв/фм 

(23.121) 

Из этой оценк-11'1 следует, чrо за время, равное t фм, темnература КГП существен-' 
но nревышает темnературу деконфайнмеита. На Большом адро'Ниом коллайдере 
:(БАК) в ЦЕРНе можно достичь температур nримерно в 5 Те. 

З) Решеточным!И лриняrо называть :вычисления в рамках решеточных моделей теории л(i)i(Я. -
Пр-им . . freд.. пере{J()да. 
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В целом~ сrопкновения не центральньt и изначально КГП образуется прибли

зиrельно в вмде эллипса, определяемого пересечением двух «блинчиков» со сме

щенными центрами. Наnравление импакт-параметра находится IЩоль корогкой 

·ОСИ эмипса. Рассмотр.им часmцы, образованные при столкновении с имnульсом, 
ортогональным наnрамению пучка. Вдоль направления короткой оси эллипса 

БОзникает больше частиц, чем вдоль направления длинной оси. Численные экс
nерименты указывают на то, что что анизотропия согласуется с предположением 

о rом, что КГП является жидкостью с крайне малой вязкостью. В капле жидкости 

в центре давление максимально, а на краях оно равно нулю. Градиент давления 
,больше вдоль короткой оси эллипса, что приводит к бОльшему числу частиц, 

исnущенных в этом направле.нии. 

Ес-rествеiНно nоинтересоваться: можно ли изучать КГП с помощью конеч
нотемпературной версии АдС/КТП -соответ:ствия? На первый взгляд это не ка

жется правдоподобным, потому как КХД, являющаяся несуперсимметричной 

SU(З)-калибровочкой теорией, весьма отлична от ·суnерсимметричной SU(N)
калибровочной теории. Тем не менее, имеется набор фактов, которые делают 

данное предположение более оnраманным. Во-первых, КГП - это система 

с сильным взаимодейст,вием: даже при N = 3 можно считать, что возникает 
большая rюстоянная 'т Хоофта ~ ЛJ 20, что необходимо для вычислений в рам
ках теории гравитации. Более того, nри конечной температуре суперсимметрия 
нарушена и поэтому ее проявления достаточно скрыты. Весьма правдоподобно, 

что КХД при конечной темnе:ратуре и суперсимметричная калибровочная теория 
nр:и конечной температуре не так уж. различаются. 

Общее с·войство очень малой вязкости является прямым следствием АдС/ 
КТП-соответсТtвия. Вязкость жидкости 11 определяется как коэффициент про
nщщионuьности между силой F. с которой J.ействуют друг на друга элементы 
жилкости моtшшью А, 11 скороспt rрциента IVvl: 

F 
А = qiVvl. (23.122) 

JРазмерность вязкости равна [fJ] = M/(LT). nлотность энтропии s ямяется 
другой важной характеристикой ЖИдкости и ее размерность [(s] - [k]/L3

• rде 
k -nостоянная Больомана. Оrсюла следует, чrо t}/s имеет размерность li/k. Из 
АдС{КТП-соответствия следует что 

" 1i ' fi - ~ -:--k ~ 0,08. k' 
8 41f . 

(23.123) 

Действите-льно-, в режиме смьной связи вычисле:ние в рамках теории гравитации 
.величины qjs приводит к результату) соответствующему нижнему пределу при
!Веденноrо выше неравенства. Вязкость ·11 связана с сечением логлощения черной 
дыры, а плотность энтроnии следует iifЗ (23.118). Анализ данных; nолученных 
и а RH IC, соrласуется ~со значением 1JI s, которое не более ч·ем в два-три раза пре
вышает нижний предел неравенства. По~видимому, ограничение (23.123) приме~ 
нимоко всем известным в приро.nе жидкостям ИJ!IИ газам. В случае разреженного 



Задачи 61.1 --------------------------------------------------- . 
газа ограничение на 111 s может быть связано с соотношением неопределенностей 
Гейзенберr:а (задача 23 .. 8). 

(9 .Упражнен,ие-раJмuнко 23.13. При .температуре 25° и давлении 1 атм. жидкая 
.вода имеет вязк.ость 0;9 х 10-3 кг/(м · с) и молярную энтропию 70 Дж/К. 
Вычислите отношение '11 s и подтвердите., что оно inревышает нижний предел 

примерно .е четыреста раз. (Нужные .конста.нты: k = 1,38 х ю-23 Дж/К.) 
Другое интересное опсрытие, сделанное на RHIC состоит в том, что очень вы-

сокоэнергетические кварки (струи), распространяющиеся через КГП, тормозят
ся, или «.гасятся~, лосле щ:юхождения нескольких фемтометров. Данное свойство 
КХД-nлазмы оJllисы,вается nараметром гашения струи q. Пот.еря энергии струи 
АЕ nроnорциональна :q и, что совершенно поразительно, квадрату пройденною 
в плазме ра·ссrояния L: дЕ.....- :qL2

• Это указывает на то, что q имеет размерность 
отношения энергии к .квадрату длины. 8 естественных единицах, (li = с= 1), 
эrо эквивалентно отношению квадрата энергии к длине и именно таким обра

зом традиционно nредставляеn:я q. Экспериментальное значение q совершенно 
неопределенно, потому что КГП расширяется и остывает, и наблюдаемы толь

ко последствия зависящего от времени лараметра .q. За время 1 фм значение 
q находится в интервале 5-15 ГэВ2/фм. Параметру q в КХД может быть .шано 
естественное оnределение в рамках калибровочной теории, а ero значения в силь
новзаимодействующей ·суnерсимметричной т..еории Ян га-Миллса nри конечной 

т.емпераJУРе мoryr быть вычислены с помощью дуальной фоновой геометрии 

черыой дыры. Этот результат можно оценить мя момента цремени 1 фм с помо'" ~ 
щью посrоянной 'т Хоофта А ,...., 20 и полученный результат равен q,...., 4 ГэВ2 fфм. 
Несмотря на то что аналпитические вычисления в суперсимметричной теор~и 
Янrа-Миллса приводят к значениям q, меньшим, чем для разогретой КХД, ~и
тывая различные теоретические и экспериментальные неопределенности, так,рй f4 

уровень совпадения воеляет н;адеж:.щы. Вполне вероятно 'IТО АдС/КТП окажеч~:~ ' 
действеННЫМ ИНструме:НТОМ ОIJJИСЗНИЯ Иt ВОЗМОЖНО, ПредсЮ&ЗЭНИЯ 'СВОЙСТВ Kffr, 
котор;ые будуr получены на БАК при высоких энергиях. 

Задачи 

..,. JаВача 23.:1. Дпмна 1враща10щейt11 струны 

Рассмсmрите нормированное струнное состояние, соответствующее открытой 

струне, вра:щающейся в москОСЦt {ж2 , х3 ): 
~ 

IФN) =· ~(a-t)Nip\0). 
vN! 

(1) 

Согласно обсужnению (23.17)- вместо правильноrо, но громоздкого выражения 
д.ля дельта-фунющи с нулевым аргументом, записываем (р+, OIP+, О) == 1. Для 
о.це.нки длины струнноrо состояния вычислим среднее значение оnератора квад

рата длины L2, определенноrо как 

(2) 
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Здесь 

дХ1(т) = Х1 (т, 1r)-Х1 (тt О) 

- это разница координат Х1 на концах струны, а двоеточие обозначает нор
мальное упоря.дочение. Для заданного произведения осцилляторов, содержаще

го операторы рождения и уничтожения, нормальное упорядочение располагает 

все операторы уничтожения справа от операто,ров рождения. Таким образом, 

наnример, : a~'~I : = <:l 1a~ и нормальное упорЯдочение не преобраэовывает 
ни а~ 1 ~'1 t ни а; а{. Нормальное упорядочение необходимо в (2)t потому что 
иначе L 2 имело бы бесконечное среднее значение, даже в основном состоянии. 
Полезно определ1ИТЬ струнные координаты 

-- 1 2 • 3 
.х = J2(X -ах). 

Проверьте, что L2(т) = : 2АХАХ: и с помощью эrого выражения вычислите 
среднее значение (L2

) = (ФNIL2 Itf'N). Покажите, что д11я состояний с больши
ми N, ·vf(L2) .пр.иводит к ожидаемому классическому значению длины струны. 
Для дальнейшей проверки полученного результата. убедитесь что вращающаяся 

.струна масс1ы: М1 = 3/а' имеет длину ~. равную восьми минам струны. 
![Псдсказка: разложение : 2АХ tlX : содержит слагаемые четырех типов, разли
чающиJ~<ся по структуре осцилляторов а и ёi. Толыю один из них дает вклад 

1в искомое среднее значение.] 

~ Задача 23.2. Ко1'1ереНТIНЬJе состояния квантового осциллятора 

Для лучшего понимания (23.1.8) рассмотрим .аналогичные когерентные состояния 

пpocroro :rармоническоrо ocцmmяropa. Здесь z* - коммексное сопряжение 
комплексного числа z. [амильтониан ОСЦИJ[JIЯТОра выбирается в виде Н = ata 
'С а= (х + ip)JV2. 

(а) Объясните nочему (.zlz} = 1. Покажите что l.z) = e-~lzl2 
e14•fl0}. 

(б) Покажите, что средние значения х и р .в состоянии lz} определяются неще
сrвенной и м.нимой частями z с иомощью соотношения l/v'2( {x)+i(p}) = z. 

(в) Вычислите зависимое от времени физическое сОстояние е -iHtlzo), rде Zo -
эrо Произвольное комплексное число. Найдите ·соответствующие, зависящие 

от времени средние зн:ачения х и р через константы хо и Ро определяемые 

zo = (хо + .iPo)/../2. 
(г) Убедитесь, что зависящие от времени 'Средние значения ж и р удовлетворяют 

классическим уравнениям движения осциллятора. 
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относиwел:ьно горизонтальных трансляций х ---t х + ct у --t у. Вложенная nоверх
ность я·ВJiяется поверхнос11Ью вращенияt получаемой вращением кривой u(p), 
nоказаиной на рис. 23.15 справа, вокруr оси u. 
(в) Предположите. что вложение реализовано таким образом. чrо и растет с ро

сrом у. Отсюда следует; что р уменьшается :при уменьшении 'U (почему?). Рас
смотрите неболъщую ~уrовую полоску ширины dy, показаиной на рисунке 
ел ем :и соответствующую пол<Ус~q высоты du t показанную на рисунке ·справа, 
полученную вращением кривой. Приравнивая длину и nлощади этих частей 

поверхности, выведете ·следующее дифференциальное уравнение ШIЯ u(p); 

du vR2 - r 2 

-=-
dp р 

(4) 

Очевидно, что р ~ R. НаЙдите соотношение между Уо и д. Эта кривая u(p) 
является трактрисой. 

(r) Для произвольной rочки Р на кривой u(p) рассмотрите точку Р' на оси и 
такую, что отрезок Р Р' явm~ется касательной к кривой 10 точке Р. С по м о
шью дифференциального уравнения (4) (а не его решения!) покажите, что 
р.асстояние меЖдУ Р и р' всегда равно R. Это свойство было использовано 
Ньютоном мя определения трактрисы. Трактрису можно легко построить 

следующим образом: прикрепи11с к небольшому тяжелому rрузику кусочек 

струны мины R и положите rрузик на стол :на расстоянии R от ~рая стола. 
Если nотянуть rрузик, равномерно перемешая конец струны вдоль края сто

ла, то rрузик будет двиrаться по трактрисе. 

(д) С помошью u(R) = О проинтегрируйте (4) и приведите точный вид u(p). 

В случае правильного аrвета р = ~ R должна приводить к u = R ( -~ + ln 3) . 

Нарисуйте график u(p) . 

... Задача 23.4. к~оМформныА ВИД двумерноrо пространство Минковскоrо 

Метрика двумерного пространства Минковскоrо равна 

-di = -dt2 + d~2' 

rде координаты (х, t) принимают все возможные веществею-IЬiе значения: 
-оо < tt ж < оо. Рассмотрите новые координа11ьt (z1

, t'). определенные следу
юwими двумя ·соотношениями: 

tg ( z' ± t') = ~ ± t. 

(а) Покажите что в новых координатах метрика принимает вид 

-ds2 = 0.2(t', x')(-dt'2 + dx'2)~ 

и найдите функцию !i. Покажите чrо вся rшоскостъ (z, t) отражается на ко
нечную область пло-скости (ж', t'). Опишите эту •область и примерно нариw 
с-уйте ~ее .. 



Задачи 651 ----------------------------------------------------
(б) Рассмотрите лучи света выходящие из z = О в моменты времени t = -1, О, 

и 1, и распространяющиеся в напр.авлемии nоложительных х. Схематично 

нарисуйте соответствующие три свеrовых луча на плоскости ( z', t'). 
(в) Рассмотрите времениподобную линию х = at, rде а -это положительная 

постоянная уnовлетвориющая а < а, а t Е (0, оо]. Покажите, что на плос
кости (х', t') соответствующая траектория начинается в начале tюординат и 
в итоге попадает в точку (ж', t1

) = (0, ?r/2). Более того, вблизи этой точки 
трае.ктория удовлетворяет ур.авнению t' = 1r/2- x'fo:. Обсудите соответству
ющие результаты для пространственноподобных линий х = at, где о: > 1 и 
t ·Е ['0, оо]. Воз:можио, будет полезным следующее разложение при больших u: 

1 . 1r 1 
tg- и~ ±- - - u -+ ±оо. 

2 u' 

• Задача 23.5. Друrой вид nonнoro П[ространства AdSn+ 1 

(а) Рассмотрите метрику nространства .можения и уравнение связи (23.90), за
тем положите z = R ch р, где р Е (О. оо) явля,ется новой переменной. Затем 
разрешите связь, введя 

xi=Rf'ishp с nint=l. (1) 

Оrраниченные переменные ni являются координатами на единичной сфере 
sn-l. Отметим, ЧТО ИЗ Qigi = ) СЛедует, 'Ч'J10 дифференциалы удовлетворЯЮТ 
n8d!i =о. Покажите, что метрика принимает ВИД 

(2) 

Где d{1;_1 = d{1i d{1i, С учетом {11{1i = ) , ЯВJiiЯеТСЯ МетрИКОЙ на едиНИЧНОЙ 
сфере .sn-J. Уравнение (2) ямяется полезной формой метрики на AdSn+ l. 

{'б) Paccмoтp:-lfl't n-мерную пространствеиную область р ~ р. Выпишите ин
теграл, определяющий ~ее объем V(p) и выражение для ПJiощади А(р) ее 
rраниuы. Покажите. что 

. А(р) Cn 

J~~ V(p) = R' 
(3) 

r.ne константа Сп, которую следует найти, согласуется с (23.99). (Лодсказка: 
основной расходящийся член в интеrрале леrко вычислить, а оставшиеся 

члены не дают вк.tiада в рассматриваемом пределе.] 

(в) С помощью соотношения r = R sh р введите в (2) новую радиальную пере
менную r Е [0, оо]. Также, nycTh t-+ t/R. Покажите; что метрика принимает 
Вид 

2 t> 2 r 2 2 2 ( 2) ( 2) -1 ds =- 1 + R1 (dt) + 1 + R'l (dr) +r dПn-i· (4) 

Эrо друr~я полезная форма AdS7н 1 -метрJ.t'КИ. Простая модифi-н<:аuия вида 
(2З.Ю4) nриводит к м;етри:ке черной дыры Швзрцшильда с а·симптотическоИ 
АдС~rеометрией. 
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_.. 3oiJoчo 23.6. Чааный# но nростой вид пространства AdSn+ 1 

Рассмотрите метрику nространства вложения и уравнение ·связи (23.84) в виде 

n-1 

объемлющая метрика: di = -(du)2 + 2: dx8 dx• + (dx")2
- (dv)2

, 

.i=~ 

n- 1 

уравнение связи: -и?+ Е xixi + (xn)2 - v2 = -If. 
i=l 

~(а) Теnерь определим координаты z, t и fi = (у1 , .•• , yn-t), исхо.11Я из следующих 
соотношений: 

·n R ·v+x = -, 
z 

.R 
U= -t, 

z 
i R i 

ж =-у' z 
i = l, ... , n- 1. (1) 

Здесь t Е IR, ii ,Е IRn- l и z Е IR+. Так как z положительно, то xn + v также 
положительно и рассматриваемая параметризация не описывает ту часть АдС 

пространства, в котором xn + v отрицательно. С помощью уравнения связи 
определите значение v - xn в терминах новых .координат. 

{б) Покажиrе, что метрика на AdSn+J принимает крайне nростой вид 

(2) 

(.Подсказка: для вычисления исnользуйте (dxn)2
- (dv)2 = d(xn +v) d(xn- v).) 

Граница пространства расположена в z =О, где метрика конформна метрике 
- (dt)2+(di)2, т. е. метрике n-мерного пространства Минковскоrо. Связанная 
с предыдущей форма метриJКИ лолучается введением z = R2 jr: 

ds2 = R2 ";,2 + ;: [ -(dt)2 + (dY)2j . (3) 

~ 3tЮочо 23.1. 111ространаво де Сипера 

:n~Мерное пространст.во-время де Сипера обладает положительной кривизной. 

Оно •определяется по аналоmи с оnределением гиперболических пространств: 
прострё~нство-вре.мя де Ситrера мож.мо получить как nоверхность в пространстве 

Минковск.оrо бOJ!Jee высокой размерноспt. Однако, на зт-от раз нормаль 1( nо
верхности является п;ространственноподобной, IПОЭrому nоверхность содержит 
.временное направление. К тому же, та:к же, как mперболические пространства 

м:o.ryr описывать проотраиственные сечения АдС, сферы можно исnользовать мя 

опис.ания просТJ)'анственных сечений дС. 

При i = 1, 2, ... , n ПiJЮСтранство-время dS.n и его ме1рика определяются 
,соотношениями 

объемлющая метрика: di = - ·(dz)2 + dxi dxi ~ 

ура,внен.ие связи: - z2 + х' жi == R2
• 

(1) 



Задачи 

----------------------------------------------------------------
(а) Подробно объясните, почему по.верхность содержит времениподобное на

правление. Установите времениподобный касательный вектор в точках по

верхности с z ·:Р О и в точках с z = О. 
(~б) Для решения уравнени~ связи положим 

(2) 

В задаче 23.5 содержатся комментарии относительно ограниченных персмен
ных ni. По:кажите, что метрика нз пространстве dSn nринимает Вид 

(3) 

где dO.~-t = dЛi dO.i является метрикой на единичной сфере sn-t. В любой 
фиксированный момент времени пространствеиное сечение яВJIЯется сферой 

ра.nцуса R ch t . Пространствеиное сечение стягивается при t <О и расширя
ется при t >О. 

(в) В разделе 23;8 было замечено, что массовая поверхность для массивной 
частиц1ы является гиперболическим пространством. Чем является массовая 

поверхность дпя тахиона? 

..,. Задача 23.8. Вяэкосn. и Jнтроnия раэреженноrо rаэа. 

Рассмотрите ящик объема V с N моJIIекулами rаза. Молекулы газа имеют массу 

т, среднюю скорость v и длину свободного пробега t. В предположении, что газ 
разрежен, вязкость задается приближенной формулой 

IN 
1J= 3 v vmi. (1) 

Для одноатомного идеального газа плотность энтроnии s задается выражением 

s = ]_ S = N [ln ( V /N) + ~.· ] 
k kV V .\~ь ·· 2' 

(2) 

Здесь .\th - это терммьная мина волны де БроiЬiя. вы,вод nриведею.и.tх выше 
соотнош~ений длiЯ f/ и s можно найти во многих учебниках по термодинамике. 
(а) С помощью (2) вычислите значение s/k на единицу см3 для одноатомного 

газа водорода при Т ~ 25° и 1 атм. Сравните со значением молярной энтро~ 
пии 114,7, nриведе.нной в химических таблицах. 

(б) С помощью учебника найдите темnературу Т8 IФRд~нсации Бозе-Эйиштейна. 
Покажите, что :при этой температуре фаi<Тор 'В скобках в выра~ении (2) 
принимает nриближенное значение 1,5397. Поэтому, пока имеется газ, s/k > 
> ( 1~5397) N /V. Л окажите, что nри темnературах ниже одной тысячной Тв, 
имеем sjk < 11,901 NJV. 

(в) Оцените ·среднюю дш1ну свободного пробеrа l через N; V и диаметр моле
кулы d. Вспоминая. что v,..., JkT/m; сделайте вывод~ что величина YJ,..., Т1/2 

не зависит от давления или плотно<:'f'И. В случае r.:азэ визкость растет с тем

пераrурой. В случае жидкости IВЯЗкостъ уменьшается с температурой. 

&53 
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(r) Для rаза v2 ~ (v2

). С помощью эroro соотношения покажите, что 

2N 
1J = 3 v ит, 

rде u - Э'Ю средняя энерrия молекулы и т - это время свободного пробега. 

Сделайте вывод. что в мнтервале темnератур, рассмотренном в n. (б), имеем 

1J 1J 1 - ~ -- :::::::: 0,056- 'UT. 
S Smaк k 

. (3) . 

Из соотношения неопределенностей для энерrии-времени следует ит ~ li, что 
приводит к ограничению 11/s снизу векоторой частью li!k (сравните с (23. 123)). 
Оценка (3) явля1ется приближенной; она не учи11ывает рост fJ 18 зависимости 
·ОТ ·температуры. 



Глава 24 

.Ковар.иантно.е нвантование струнь1 

П!Ри лореtщ~ковариаl*rном квант·овани~и струны все струнные координаты Х11(т, tт) 
расс.маrриваются на равных основаниях. Физические соаояния выделяются с nомощью 

связей, порождаемых подмножеством onepa'lfopoв Вирасоро. Данные соаояния авто~ 

матически надеJIIяются временной зависимостью, поэтому rамильтониан не nорождает 

эвол•юц.ии во времени. Оnисывается действие Поnякова для струны и показывается, что 

о·но КJiасоически э:кви1вапентно действию Намбу-Гото. 

24.1. Введение 
В этой книrе квантование струн было выполнено с помощью координат 

световоrо конуса в калибровке светового конуса. Теория струн ·является лоренu

инвариантной, однако симме1рия Лоренца квантовой теории 'в калибровке свето

вою конуса реализована неявно. Действительно, выбор частной координаты х+ 
.дл·я особых нужд nриводит к нарушению явной симметрии Лоренца в теории. Как 

было лродемонс1рировано построением лоренцевекого flенератора м-1 , симмет
рия Лоренца по-прежнему остается симметрией квантовой теории, оставаясь при 
:этом сiфытой. В том случае. когда пространство-время имеет критическую раз

мерность, nанны!Й генератор ооладает всеми требуемыми с.войствами. 

Так как .торенцевская симметрия имеет первоетеленную важность, есrествен

но задаться вопросом: можем ли мы проквантовать теорию струн, сохраняя 

при этом мную лоренц-инвариа-нтность. Действительно~ это можно осущестiвитъ. 

Ло1реtщ-ковариантное квантование обладает некоторыми преимуществами по от
ношению .к квантованию в калибровке светового конуса. Рассмотренное кванто~ 

:ваиие открытых счrун в юuибровК:е светоооrо .конуса ,не ПОМ'од!ИЛо для DО-бран, 

noroмy что :калибровка светово·го конуса требует, чтобы по t<райнё'й мере одна 
nространствеиная координата открытой струны удометооряла граничным уело· 

виям Неймана. Ковариантное квантование прrименимо к DО-бранам. Уравнения 
движения попей, которые :возникают в теории с-трун, более пон.srтны 18 .лоренu~ 

ко:вариэнтном ·оrшсании. Вь•числение тахионных потенцимов, о ~оторых уnо

миналось в раЗделе 12.8, оказывае-тся юзможньiМ тол.ько в рамках поренu.-кова
tриантноrо кванrования струн. 

Тогда почему мы так долго откладывали обсуждение лоренц-ковариантного 

кванrования струн? Коваряантный подход очень элегантен, однако из соответ

·ствующих уравнений порой трудно вьшелить физическое содержание. Более того, 
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у ковариантного квантования имеется ряд совершенно необычных свойств. Мы 

пр;ивыкли к тому, что в ква.нтовой механике положение частицы становится 

оператором, а 1Время остается пара.метром. В лоренц-ковариантном квантовании 
все ~оординаты частицы хР, включая х0 , становятся операторами. Аналогичные 
комментарии справемивы и для струнных координат ХР. Также мы убедимся, 
что струнный rамильтониан аннулирует физические состояния теории. Нако
нец, в ковариантном квантовании необходимо рассматривать состояния с не

положительной нормой, чrо приводит нас к обычным постулатам гильбертова 

nространства. 

Квантование струн 18 калибров~<е ·светового конуса было выбрано потому, 

что все вышеупомянутые с.во:йства увели бьJ нас в сторону от задачи вьщеления 

физического содержания теории. Калибровка светово.rо конуса оказалась весьма 

rюлезной д11:Я вычислений и будет продолжаТIЬ ост.аваться таковой ·в последую

щих rлавах, rде с помощью струнных диаграмм в калибровке светового конуса 

мы начанем обсуждение ·С1J)унных взаимодействий. Для НадЛежащего рассмотре

ния ковариантноrо квантования необходимы методы, на~одящиеся за рамками 

данн.ой кни1ги. Например, мы не сможем получить критическую размерность. 
Несмотря на 110 что наше рассмотрение не будет полным, все-таки некоторые 
важные результаты в понимании структуры теории будут получены. 

Давайте начнем наше обсуждение с напоминания некоторых аспектов пара
метризации мировою листа. В главе 9 был описан широкий класс калибровок, 
характеризуемых вектором n~'. Подходящим выбором n~' можно получить стати
ческую калибровку ил.и калибровку световою конуса. Дпя открЬtтых стру" выбор 
nP полностью фиксирует параметризацию мирового листа. Это почти правильно 
и для эамкнуrых струн, эа тем исключением, что остается свобода в постоянных 

'сдвигах координаты и вдоль струны. Было .показано, что при любом выборе nP 
'L'Трунные координа'ifЫ удометооряют связям 

(Х ± Х')2 =О, (24.1) 

так К'ак любой выбор n~' nриводит к .данным свя:rям, но сами по себе они не 
фиксируют nолностью п.араметризацию мирового листа. Фаюrически, как можно 

было видеть в эадач~е 1·2.10, для мноrих репараметризаций данные связи остаются 
инвариантными. 

Ранее удалось по казать что~ в силу связей (24. 1 ), уравнен~ия движения стано
вятся простыми волновыми уравнениями: 

(24.2) 

К тому же, из них следует, ч110 rшоrности ммпульсов имеют вид 

UIL 1 lll P"'ZZ.---x.-, 
21ra' 

(24.3) 

Связи (24.1), и, как следствие .. (24.2) и (24.3) используются в комриантном 
формализме, однако nараметризация мирового листа полностыо не фиксируется. 

Связи (24..1) можно рассматривать как условия частичной фиксации калибровки. 
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На классическом уровне мы решаем волновые уравнения и проверяем, что связи 

удовлетворяюТ<ся. Н.а :кванrовом уровне наличие связей приводит к некоторым 

тонкостям. 

Читатель возможно помнит. чrо дЛЯ вывода волновых уравнений и простых 
nлотностей имnульсов для действия Намбу-Гото потребовалось проделать боль

шую работу. Существует ли такое действие. дЛЯ кoroporo все эти результаты 

оозникаюr незамедлительно? Даf существует. На самом деле для nоперечных ко

·Ординат свет-ового ~онуса подобное действие иJМе~ет вид (12.81). С nомощью этого 
деi\ствия был дан более физический вывод осцилляторных коммутационных со

отношений. В настоящем случае, искомое действие имеет вид 

(24.4) 

Отметим что это де.йствие, в противоположность действию Намбу-Гото, не со

держит :квадратного корня. Оно кващ>атично по динамическим переменным XJJ. 
Эю действие оказывается IЮJil,езиым, потому что вариация по Х11 незамеД11итель
но приводит к волновым уравнениям (24.2). Более того, неnосредственно возни
кают ПJЮСТЫе выражения мя 1U11отностей канонических импульсов. Например, 

т д.С 1 . " 
1' =-. =-Х"'. 

JJ дXJJ 21fa 
(24.5) 

Классический rамильтониан тaiOtre легко вычисляется. Оnустим у 1'; индекс т 
и выразим все через импульсы и координа11ы 

'/ (·· . Х' · Х') = 1r'Q dfJ' р . 1' + (21fa')2 . (24.6) 

Это rамиmьу.ониаи .аналогичен rамильтониану в калибровке светового конуса 
(12.15), однако теперь Сtвертки индексов ведутся по всем пространствеино-вре
менным напра~влеииям. В квантовании светового конуса бЬiЛи определены one
paropы Гейзенберга Х1 (т. и) и Рт(т, ·U) с каноническими коммутаиионными 
соотношеийями. С их помошью было nроверено, чт-о rамильтоииан порожлает 
111равильные операторные ур.авнения движения. В коварнактной теории есrе

ственно вiJecm оператор-ьr Гейзенберга 

(24.7) 

и постулиро~вать коммутлционньrе соотношения 

(24.8) 
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Отметим, что в.аже Х0 является к!ВЭнтовым оператором. Как обычно, коммута
торы координат с координатами и Кiоммуrаторы импульсов с импульсами при

равниваются нулю. Вычисления аналогичные 11ем, которые были выполнены 

.в калибровке светового конуса, показыJВают что квантовые уравнения движения 
nр:инимают вид (24.2). Эrо убеди11еЛ1ЬНО свидетепьст~ует о том, что Н являеТ<Ся 

nравильным rамильrонианом.. 

24.2.. ОпераТ<оры Вирас~оро дпя открытых струн 

В квантовании световоrо коиуса связи использовались для того, чтобы выра
зи'fь х- через поnеречные координаты Х'. Моды координаты х- оrождествля
Jшсь с поперечными операторами Вирасоро. В ковариантном подходе квантовые 
связи не испол1ьзуются для выражения величин; вместо этого они наJ(Лаnываются 

на ·состояния теории. Теперь рассмотрим квантовые С•ВЯЗИ для открытых струн. 

КваJНТОвание nроиэвольнЫIХ координат ОТIКfытой струны ХР аналогично кван
тованию попер.ечных конусных координат Х . Напомним Осцилляторное разло
жение (9.56): 

ХР(т, D') =Ж~+ ..J2d~r + iJ2aii::; ~ a~e-inт COS nt1. (24.9) 
n~o n 

Оно nриводило к особенно просrым выражениям для линейных комбинаций 

ЛроИЗВQДНЫХ В (9 .. 59): 
Х.Р ± хР' = v'2QI Е ~e-in(т±c:r). (24.10) 

nEZ 

На этот раз калибровочные условия, которые можно использоват~ь для упро

щения частных координат, отсуrствуют. Приведеиные выше разложения будут 

:ис:mоJilьзо&атъся мя всех струнных координат. С.оьокуnностъ коммутационных 

;соотношениИ (24.8), разложения (24.10) и уравнения (24.5) оnределяют ком~ 
:муrаuионнь1е соотношения .пля осцилляторов. Так как вычисления аналогичны 
вычислениям в ~GLЛнбровке светоооrо конуса, nредъJЛУШИе результаты (12.45) и 
(12.64) модифицируются только заменой r/J на qP11

: 

На этот раз af: = .JfijpP, а оnераторы нулевьtх мод удометворяют 

[жg, р") = irf11
• 

(24.11) 

(24.12) 

Это уравнениедолжно заставить нас задуматься. Мы знакомы с квантово·механи
ческой процедурой; соrласно которой пространст)венные координаты и простран

ственные имnульсы частицы стан~овятс~ операторами. В этой схеме состояния, 

по ·оnреде-лению; за&исят от пространствеиных координат, а зависимость от вре

мени определяется уравнением Шрёдинrера. При ковзриактном квантований да

же временная ~оордикат.а х0 сrановится оператором, поэтому состояния по onpe= 
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делению зависят от времени. Это означает, что роль уравнения Шрёдинrера долж

на измениться, Э'f(Л вопрос будет детально обсуждаться в разделе 24.4. 

Теперь можно явным образом изучить связи (24.1). Вычисления опять ана
лоrичны вычислениям из rла,вы 9. Сравнивая с (9. 79) нахQДим 

(ХР ± Х')2 = 4а' L Lne -in(r±o-)' 

nEZ 

(24.13) 

IКовариантные опер:аторы Вирасоро Lп отличны от поперечных операторов Вира

соро L;, 111011ому ·что они содержат вклады от всех струнных координат. Как и пре
жде, единственным оператором Вирасоро, обладающим произволом в уnорядо

чении, является Lo, он nо-прежнему определяется в нормально-упорядоченном 
:виде без дополнительной константы .. 

• 1 2 
На классическом уровне, из уравнений связей {Х ± Х) =О следует, что 

классически: Lп =О, n Е Z. (24.14) 

На классическом уровне имеем L; = L_11 , так что связи (24.14) необходимо 
проверить только для n ~О. На квантовом уровне имеем L~ = L-n· Аналогич
ное свойс'ifВО поперечных операторов Вирасоро было доказано после формулы 
(12.112). 

(~) Упражнение-разиинка 24.1. Убедитесь, что на классиче.ском уровне L; = L-п· 
Квантовые операторы Вирасоро имеют весьманетривиальные коммутацион

ные соотношения. Коммутаторы поперечных операторов Вирасоро были вычис

лены и результат привещен в (12.133). Uентральный член был пропорuионален 
D- 2, т . . е. числу поперечных координат в тео,рии струн. Каждая поперечная 
координата дает равный вклад в :центральный член. На ковариантном уровне, 

коrда оnе-раторы Вирасоро содержат сумму по всем коордю-1атам пространства

времени, коммутационные соотношения принимают вид 

D з 
[Lт. Lп) = (m- n)Lт+n + i2(m - т)6т+п.о, (24.15) 

r.ne D = 26 :ямяетс:я nолной размерностью прооrрансrnа~времени (мы не будем 
эдесь выводить критическую размерность). Удивительно; что временная: коорди
ната, осцилляторы которой коммутируют на знак минус (см. (24.11)), дают ВЮiад 
в центрмьный ЧJIIeн на равных основаниях с пространственнiЬiми координатами. 

Это происходит потому, что цеиrр:альнrый член возникает ~из коммутатора, кото
рый ·Содержит четыре ocuiOiJ[яropa, tак что исходный коммуrатор используется 

дважды и знак минус сокращается. 

Из уравнений (12.139) следует, что действие поперечных операторов Вира
сора на струнные коордt-lнаты Х1 описывает проявления определенного класса 
репараметри.заций мирового листа. В точности n:кие же результаты справедливы 
мя действия ковариантных операторов Rирасоро на струнные координаrы ХР. 
Реnараметри1ации обладаюr особым свойе11вом: как пок:аэывается в задаче 12.10, 
они сохраняют связи {Х ± Х')2 =О. Это рёзульrат приводит к физической ин~ 
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терпрет.ации ковариантных операторов Вирасоро: данные оnераторы генерируют 

реnараметризации мироюrо листа, которые сохраняют калибровочные условия 

лоренц-ковариантного формализма. 

24.3.. ·Отбор квантовых связей 

Интуиция, основанная на К/1ассической теории подсказывает, чтофизические 

·состояния КIВЗнтовой теории, - квантовый аналог непротиворечи.воrо движения 

1<11ассических струн, - должны аннулироваться всеми операторами Вирасоро. 

Однако., как будет видно: ни одно сосrояние не выживает при наложении всех 

·связей Вирасоро. 

При этом соверш·енно понятно, что часть связей должна быть наложена. 
В ковариантном !Квантовании достуnны 26 наборов осцилляторов, поэтому если 
не нак.л.адывать никаких связей, то набор квантовых состояний будет отличать

·ся от полученноrо ране·е набора квантовых состояний, коrда имелось только 

24 набора осцИJLЛяторов. Разные nроцедуры квантования не должны nриводить 
к разным физическим результатам. Поэтому следует ожидать, что, по крайней 

мере, часть операторов Вирасора должна аннулировать физические ·состояния. 

Давайте начнем с рассмотрения той связи, которую оператор Вирасора L 0 

накладывает на состояния. Мы определили квантовый L0 в нормально уnоря
доченном виде без дополнительной констаiНТhl, однако нет никакой причины, 

по которой этот Lo должен аннулировать физические состояния. Вместо этого, 
·ожидается что (Lo +а)) где а - это некоторая констаiНта, должен действовать 
на физических сост-ояниях как нулевой. Похожий вопрос изучался в калибровке 

светоiВОrо конуса. Энерг.ия в калибровке световоrо конуса р- пропорционапьна 

L* - 1 , а не Lt ·(см. ( 12 .. 157)). Такая Жiе связь должна присутствовать в ко вари
антном формализме и поэтому к.ванrовая связь имеет вид 

(Lo- t)IФ} =О, (24.16) 

для любого физического сосrояния IФ). Хотя мы не будем выводить константу 
уnорядочения из nервых принципов, будет .видноj что она необходима мя тоrо; 

чтобы коварианТtиый сnектр был :соrласовыван со сnектром, П·ОJIУЧеflным в ка

либровке светового конуса. При :к:онусном кваflтоваи.ии соотношение между р

и L~ фиксирует квадрат массьt состояний. На ковариантном уровне ~квадрат мас
сы оnределяется ,связью (24.16). Выписывая явно оператор L 0 , имеем 

. 00 00 

Lo ~ 1 = ~ а~ао.р + 2: а~,ар,р- 1 = а'р2 - 1 + L na:tan,JA =О. (24.17) 
p==l · n=1 

т. . м2 2 
аак r<ак . = -р , находим 

м2 1( N') =- -1 + ' « (24.18) 
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Данное выражение имеет тот же вид, что и в квантовании светового конуса, 

за тем исключением, что оператор числа частиц NJ.. заменяется соответствую
щим ковариантным аналогом N. Собственные значения оператора числа частиц 
1В калибровке светового конуса NJ.. явно неотрицательны и это позволило нам за
ключИТ!Ь, ·что М2 ~ -1/а'. Правда ли, что собственные значения оператора числа 
частиц N также неотрицательны? Для нахождения ответа в формуле для N раз
ложим сумму по .р. Учитывая должным образом метрику Минковского, находим 

(24.19) 

В клоссической rеории .крестик обозначает комплексное сопряжение, nоэтому 

при подходящих вкладах от временных компонент оператор числа частиц N 
не мож<ет быть отрицательным. В квантовой теории ситуация улучшается. В си

лу того, что коммутатор двух времениподобных осцИJJIЛяторов имеет знак минус 

([an,o, а~.о] = -1), 

[ -na~.oan,o, а~. о] =+па~. о· (24.20) 

Поэтому nоложительные вклады в N дают даже времениподобные осциллято
ры. Таким образом, N неотрицателен и на ковариантном уровне М2 ~ - 1/а' 
по-прежнему выполнено. Более того, для основного состояния в ковариантной 

теории N =О, поэтому М2 = -1/а'. Данное значение согласуется со значени
ем квадрата массы основного состояния, пмученным в квантовании светового 

конуса. Пмученное соответсrвие обосновывает выбор константы уnорядочения 

8 (24.16). 
Однако существует проблема. указываютая на то~ что должны быть наложе

ны доnолнительные связи: мtюrие СОС'tОЯНИЯ не имеют положительной нормы! 

Рассмотрим ·собственное сосrояние ~Ф) оператора N с ·Собственным значением 
N0 и nоложитмъной нормой {ФIФ} > О. Тоrда; an,oiФ) = О для n > N0• Те-

перь рассмотрим сос11ояние 'IX) = а~. 01Ф) и :эрмитово сопряженное состояние 
(х~ = (Фia:n. 'O· Но,рма зroro сост-ояния раnна 

(xlx) = (Фiйn.оа!.оiФ) = (ФI [йn.о, а!. о] IФ) = -(ФIФ} <О. (24.21) 

Так как lx} имеет отрицательную норму, оно является неприемлемым квантовым 
:ссrстоянием. Для того чтобы удuиrь ·эти неnриемлимые, с физической точки 

зрения, состояния из спектра, необходимо наложить дополнительные условия. 

Напомним, что в квантовании ·светового конуса все состояния имеют положи
тельную норму. 

Поэтому давайте попробуем установить полный набор связей. Нельзя потре

~бо.ватьj в дополнение к Lo - 1 , чтобы все остальные операюры Вирасоро ан
нулировали физические оосrояния. П(Юдемонстрируем зто на npocroм примере. 

Будет доказано, что нетривиальных состояний, аннулируемых тремя оператора

ми Lo- 1, L2 и L_2, не существует. Поэf(}му рассмотрим общее состояни·е IФ) 
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(Lo- 1 )JФ} = О, (L2) 11Ф} = О и L-2IФ) = О. 

Если -~т.и ура!Внения выnолняются. ro коммутатор L2 с L-2 должен аннулировать 
данное состояние: 

С другой стороны, из уравнения (24.15) следует что 

D 
(Lz, L-2J = 4Lo + 2· 

(24.22) 

(24.23) 

Было показано, ·что левая часть этого соотношения аннулирует IФ), поэтому 
правая часть также должна аннулировать IФ), 

( 4(Lo- 1) +4+ ~)!Ф) = ( 4+ ~) IФ) =О. (24.24) 

Так как D положительно, то IФ) =О. Это потверждает, что невозможно наложить 
все условия Вирасоро !И ожидать появления нетривиапьных состояний. 

С учетом эroro результата, попробуем найти такое подмножество связей Ви

расоро, наложение коrорых не приводит к сбнулению всех состояний. Тот факт, 

·что подмножество исходного набора связей может быть достаточным для опре

деления непроmворечивой квантовой теории, не является очевидным, однако 

:предыдущий опыт показывает, чrо такое может быть. Например, в ковариант

ном квантовании электромагнетизма условие лоренцевекой калибровки д· А = О 
возникает как кванrовая связь. Это условие не может быть полностью наложено 
на фотонные сооrояния. Вместо этого, для получения последовательной теории 
необходимо налож:ять на состоянии толь~о ~nоловину» калибровочною условия. 

Здесь мы будем придерживаться nохо:жей стратегии. 

Полн~ый набор оnераторов. rкоторые могли бы аннулировать физические со
стояния. имеет вм 

(24.25) 

Мы уже виде-ли, что связь Lo ~ 1 = О необходима для фиксации правильного 
~пектра масс. Самое лрос:rое из тоrо; чrо можно nопробовать Фtелать - это 

.nоложиrь ра;вными нулю либо все операторы с лоложиrельными модамиf либо 
все оnераюры с отрица:rельными модами .. Другими -словами, coвмeCfifo с 

(Lo- l)IФ) =о (24.26) 

~буает шшожена одна иэ следующих связей: 

- ? 
LniJФ) . О, n > О, (24.27) 
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L-n)Ф) ..:.. О, n > О. (24.28) 

Несмотря на то что обе ·возможности имеют что-то общее, выполняется только 

oд:tta из них. Обе возможности nриводSilт к 

(24.29) 

Например, если выбрать (24.27), то {24.29) выполняется при nоложительных n, 
потому чrо Ln уничтожает состояние nри действии справа. Более тоrо, эрмитово 
сопряжение (24.27) дает 

(24.30) 

либо. эквиваленmо, 

(ФILn =0 при n <О, (24.31) 

показы!ВШJI тем самым, что (24.29) выполняется также и при отр.иuательных n. 
Аналогичное рассуждение можно применить и в случае (24.28). Таким обра
зом, ·обе возможности приводят к физическим состояниям, для которых средние 

значения всех Ln при n # О равны нулю. Это условие равенства нулю средних зна
чений является более слабым. чем условие. требуюшее чтобы Ln аннулировали 
состояния. К счастью, наложение только половины ·связей приводит к удовлетво

рительной теории. Было доказано, что половины связей достаточно для удаления 

состояний с отрицательной нормой. 

Нам все еще иужно решить, какой из двух наборов условий накладывать. 

'Работая с калибровкой светового конуса, .мы видели, что только осцилляторы 
·с mоло.жиrельными модами действовали как операторы уничтожения. Осцилля

торы с отрица1'ельными модами действовали как операторы рождения. Вполне 

естественно сопоставить операторы уничтожения операторам Вирасоро с поло
жпrельными мод~ми. Таким образом, мьt приходим к следующему уrвержде:нию. 

Все операюры Варасоро с положительными модами 

доJDКНЬI аннуЛ!Ировать физические состояния. (24.32) 

Состояния, аннулируемые всеми операторами Вирасоро с положительными 

модами, называются прим:арhыми J) состояниями Вирасоро. То, что состояние 
явля·ется примарным состоянием Вирасоро, не rapaнtиpye-J; что оно действитель
но является физическим состоянием. Необходимы два дополнительных условия. 

nервое условие уже известно: состояние должно аннулироваться Lo- 1. Примар
ны·е состояния; 1юторые удовлетворяют этому nервому условию будем называть 

допустимыми состояниями: 

IФ) доnустимо <=> (Ln - 6,., о)IФ) = О, n ~ О. (24.33) 

t) Испожьзуемыlt •в о;риrинале термин pr:imaries оз:нача« еше первичные или первоначальные 
<{сосrоиния). - Прим. peiJ. перио&. 
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Как будет видно далее, 811орое условие имеет дело с классом состояний, кото

рые называются nотомками. Будем называть состояние физическим, если оно яв

ляется доnустимым и удоВ.JIIетворяет данному дополнительному условию. Данная 

терминология не является стандартной: наши допустимые состояния обычно назы
ваются физическими, а наши физические сосrояния обычно называюrея насто

ящим.и физическими состояниями! (Здесь настоящий ·это синоним истинного.) 
Интересно заметить) что для любоrо фиксированноrо состояния все, за ис

мючением конечного числа, операторы Вцрасоро с положительными модами 

авrомат:ически аннулируют данное состояние, не наклмывая каких-либо усло

вий. Произвольное состояiНие IФо) с собственным значением оnератора числа 
частиu N0 ~ О автоматически удовлетворяет равенству 

LniФ) = О при n > No. (24.34) 

Чтобы убедиться в этом, в первую очередь заметим, что L0 = а'р2 + N означает 

[N, Ln] = [ Lo - а'р2 , Ln] = [ Lo, Ln] = -nLn. (24.35) 

Тем самым. число мод состояния Ln IФо) равно 

N LniФo) = (N,LnJIФo) + LnN/Фo) = (N()- n)LniФo). (24.36) 

.Если n > No, то LniФo) ямяется состоянием с отрицательным собственным 
значением оператора числа частиц. Так как N обладает только неотрицательными 
собственными значениями, то такое состояние должно быть равно нулю. 

Лотомок дан!Но.rо примарноrо ·состояния Вирасора - это состояние, которое 

можно записать в виде конечной линейной комбинации произведений операто

ров Вирасора с отрицательными модами, действующих на примармое состояние. 

Например, если jp) обозначает примармое состояние, то состояние L-tiP) явля
ется nотом~ом lp}, равно как и (L~1L- 1 + L-4L-з)lp). Так как потомки играют 
важную роль, давайте обсудим их более подробно. 

Из (24.36) следует, что NL- tiP) = (N, + I)L-tiP), где N, ямяется собстве-н
ным ·значением оператора числа частиц, действующем на прим.арное СОО'irояние. 

'Состояние L_ 1 Jp) ямяется, с точностью до пе,ренормировm~ единственным по
томк·ом IP) с числом NP + 1. Есть два базисных потомка с числом N1 + 2: L_2 lp) 
я L_1L_11p). Для потомков с числом Np + 3 nодсч,ет сtановится чуть более ин~ 
тересным. Сnисок возможных базисных потомков имеет вид 

В силу того; что операторы Вирасора не ком.муrируют, второе и третье состояния 
не ТОЖ!fественны .. Однакоt поскольку 

между приведеиными выше сосrояниями существует o.zrнo линейное соотноше

ние. Это тожлесrво позволяет nредставить третье состояние через nервые два, 
111оэтому на нанком уровне есть только три базисных потомка. 

(24.37) 
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В общем случае, дпя любого фиксироваiННОrо числа N11 +n можно выбрать базис
ный набор поrомко:в таким образом, что каждый базисный элемент имеет вид: 

k 

L_,J,L-n2 ••• L-n,lp), где n 1 ) n 2 ) ••• ~ nk и Е na = n. 
i = l 

Это общеnринятое и удобное уnорядочение оnераторов Вирасоро. 

(24.38) 

Q) УnрliЖнение-раэNuнк,а 24.2. Убедитесь, чтолюбой потомок IP} с числом N11 +n, 
представленный как произвольноя последовательность операторов Вирасоро с 

атр.ицател.ьными модами, действующими на [[р), .можно записать в виде ли
н.ейной суперпозиции состояний вида (24.38). Отметим, что число элементов 
в производящем наборе (24.38) равно числу разбиений n. 
Для любого зад.анноrо примариого IP} между базясными потомками (24.38) 

моrут существовать линейные соотношения. Эти сооrношения возникают не из 

действий с операторами Вирасоро, а из специальных свойств состояния IP}. Су
ществуют простые nримеры этого явления. Основное состояние с нулевым им

пульсом IO}, например, является лримарным и его потомок L-110) тоЖдественно 
равен нулю (задача 24.2). Важное свойство потомков состоит в том, что они все 
ортоrональны любому примариому состоянrию. Действительно, любой из базис

ный потом~ов ld) можно nредставить в виде ld) = Ln;IX) дJIЯ некотороrо n; >О 
и некотороrо состояния lx). Отсюда следует, что для любого примариого IP) 

(24.39) 

в силу 1'0f10, ч11о IP) аннулируетс·я всеми операторами Вирасора с nоложительны

ми модами. 

Теперь мы выскажем nредположение, что состояние, являющееся одновре
менно u примарным и потом~<:ом, сооmетствует состояниюt коrорое является 
чисrой кшtибровкой. Состояние, которое одновремеttно и примаJ)ное и nота

мох, называется Ш'flурионным состоянием. Из (24.39) следует, tпо шnурионное 
состояние имеет равное нулю скалярное nроизведение само с собой, с любым 

примарным состоянием и с л:юбым потомком. Если nримармое состояние видо
и.:rме:нкrь добамением шпурионного состояния, то новое примарное состояние 

имеет т-акое же скалярное произведение с nримарными состояниями, как и ис

ходное состояние. Шпурионное состояние ведет себя как чистая калибровка если; 

в доrюлнениt\ физические операТQРы теории отображают шпурионные состояния 
в шnурионньtе; в эrом случае добаsление шпурионных ·состояний к nримарным 

не иэ:меияет средние .значени.я физичесЮfх величин. Эrо обосновывает следую~ 

щее <>ПI)eDeJieниe физического состояния. 

Говорят, Чii'O иенулевое состояrние представляет фи-зическое состоян1ие, если оно допу

стим·о и не является потомком, т. е., Аанное состояние ,до!llжно быть примарным, должно 

аннулироват·ься (Lo- l) и не .должно быть потомком. Два представителя одного и того 
же физического состояния должны отличаться на шпурионное состояние. 

Оrметим, что мы rоворим о представителях физических состояний именно 

по причи~е лроиэвола, лорождаемого шnурионными состояниями. Физическое 
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,состояliие следует представлять не как один специальный вектор в пространстве 

состояний, а ск:орее как класс ве:кторов, каждый из которых отличается от дpyroro 

на шпурионное сосrояние. Любой вектор данного класса в равной степени явля

ется :nредставителем одного и того же физичесl<iого состояния. Для доказательства 
того, чrо данное опре.llllеление является приемлемым, в следуюшем разделе на его 

основе будуr найдены физические состояния на двух нижних массовых уровнях 
открытой струны. Будуr воспроизведены резулJЬтаты, полученные ранее в калиб

ровке светового конуса. 

24 .. 4. Пространство 
поренц-ковариантных состояний 

Прежде чем строить пространство состояний ковариантно Проквантованной 
струны, полезно напомнить некоторые свойства пространства состояний в ка

либровке светового конуса. Независящие от времени состояния в калибровке 

светового конуса зависят от J<онусных имnульсов р + и iт. Например, основные 
состояния имеют вид lp+,,Pr). Как мы видели в разделе 11.4 и 12.7, зависящие 
от i8ремени состояния удовлетворяют уравнению Шрёдинrера с гамильтонианом 

:в калибровке светового конуса. 

В ковариантном формализме все компоненты импульса рР - это независи
мые коммуrирующие операторы и ·основное состояние может зависеть от полного 

вектора импульса IP) = lp0
, р1 , ••• , р25). Сопряженные леременные х"' опреде

ляют векторы положения !х) = lx0
, х1 , ••• , х25}. Суmествует столько векторов 

положений, сколь~о существует пространстве.нно-временных точек, а состояния 

зависят от времени! Для заданного СОС'ЮЯIНИЯ I'Ф) соответствующая волновая 

функuия (ziФ} будет зависеть от времени даже до того, как будет введено урав
нение Шрёдинrера. 

Для понимания роли уравнения Шрёдинrера давайте рассмотрим mмильто~ 

ниан (24.6). Перепишем его через Х; 

• 
1 1 . 2 12 Н'::::-. du(X +Х )== 

411'а' 
о 

• 
l / ' 1 ( . ' 2 . 1 2) ~ -. - . du- (Х + Х) + (Х- Х) ~ 

41fa' 2 
о 

1f 

= 2~ ) :1 dd Ln(e-inu + einu)e-tnт, 
nEZ о 

(24.40) 

rne было исnользовано (24J3). Все интегралы при n 1= О равны нулю, а nри n =О 
nравая часть дает Lo. Однако, .зтот оператор неоднозначен, потому что (24.13) 
не приводит к нормально упорцоч·енн<rму оnератору L0 • Таким образом, Н равен 
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L 0 с точностью до константы. Гамильтоннан в калибров~е светового конуса равен 

L~ - 1, что указывает на то, что ковариантный гамильтониан следует выбрать 
:в виде 

Н = Lo - l = а' р2 + N - 1. (24.41) 
Данная константа уnорядочения совпадает с константой, необходимой для связи 

соответствующей L0• Так как все физические состояния .аннулируются Lo - 1, 
ro мы приходим к удивительному заюtючению, что rамильтониан аннулирует все 
физические состояния! Это означает, что невозможно ввести временную перемен

ную и с помощью уравнения Шрёдинrера породить нетривиальную временную 

эволюцию. Но с другой ·стороны, нет ника~ой необходимости вводить перемен
ную времени и порождать временную эВОJ!lюцию так, как это делалось в калибров

JКе светового конуса. Ковариантные состояния по определению зависят от време

ни. Уравнение Шрёдинrера превратилось в уравнение связи НIФ,0} = О. Можно 
·сказать., что ·эта связь фиксирует у состояний зависимость между переменной вре

мени и переменными положения. В импульсном пространстве оно накладывает 

условие массовой поверхности, котQрое выражает энерrию р0 через импульс р. 
Базисные векторы пространства ковариантнtых состояний ·строятся посред

·ством дейсгвием на основное состояние I.P) всеми возможными операторами 
рожцения: 

00 25 

lr) = П П (a:t)~'"lp). (24.42) 
n=tl p=O 

Здесь An, Р. - эrо не.отриuательные целые числа и как обычно, только их конечное 
лодмножест~во отлично от нуля. Все 26 значений индекса р можно использовать 
для построения базисных состояний. В калибровке световоrо конуса все опреде

ленн.ые ранее базисные состояния являлись физическими состояниями. Теnерь 

это не т.ак: вектор IФ) представляет физическое состояние, ·если он удовлетворяет 
·св·язям .Вирасоро (24.33) и не является потомком. 

Давайте rочно ИэУЧИМ некоторые физические оостояния теории. Сначала 
рассмотрим основН(>е с<rстояние IP). Собственное число оператора числа частиц 
на этом с·остоянии .Ра-вно нулю. В силу (24.34) оно автоматически аннулируется 
·операторами Ln~ 1 и единственная нетривиалъная связь равна 

(24.43) 

Это выражение является условием массовой поверхности для тахионноrо состо~ 
яния с М2 = ~ l/a1

• Состояние IP) не является потомком, потому что в этом 
случае оно являлось бы nотомком состояния с отрица:rельным собственным чис
лом операюра чиtла ча.стиц; а таких ·состояний в теории нет. Поэтому возникает 
тхионное физическое состояние. В rлаве 12 такое же физическое состояние бы
ло найдено с помощью квантаваимя светового конуса открытой струны. 

Q) Упрожнеиие-розминко 24.3. С помощью (24.13) явно убедитесь, что L 11p} =О. 

Неоолъшое обобщение предыдущей К'онструкции позволит также рассматри

вать тахионные поляt а соответствующая связь приведет к юtассическим полевым 
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уравнениям мя тахиона. Общее такионное состояние IT} можно построить в ви
де суперпозиции вакуумных векторов в импульсном представлении: 

IT) = 1 d0pф(p)Jp}, (24.44) 

rде ф1(р) - это произвольная функция от 4-импульса. Чтобы IT) было физиче
·ским состоянием, оно должно аннулироваться (Lo- 1): 

(Lo- I)JT) = 1 dDp ф(р)(Lо- l)Jp) = 1 dDpф(p)(a'p2 - l)Jp) =О. (24.45) 

Так как вакуумные векторы IP) линейно независимы, то подынтегральное выра
жение должно быть равно нулю для всех р: 

(о:'р2 - l)ф(р) =о. (24.46) 

Это полевое уравнение для тахиона. Функция ф(р), введенная при построении 
общеrо тахионного состояния, оказывается такионным полем. Так как тахион

ное состояние JT) имеет собственное число, равное нулю, то дальнейшие связи 
Вирасора ·отсугствуют и данное состояние не может быть потомком. 

Дал·ее рассмотрим фотонные состояния, которые в квантовании светового 

конуса открытой ~струны бьши отождествлены как (la~t IP +, Рт). Теперь рассмат
рим состояния с N = 1 , фиксированным импульсом р и поляризацией ~"': 

(24.47) 

Условие L0 - 1 = О дает 

О= (а'р2 +N- l)(pa~ 1 lp} = a1p2~pa~ 1 lp) => р2 =О. (24.48) 

(24.49) 

Оn,ераторы Ln~2 авrомаrnчески аннулируют состояния ~'"'a~ 1 lp}. Таким образом. 
МЬJ выяснили, что физические состояния фотона сущестuуют только при р2 = О 
и должны удовлетворять р • ( = О. Для любого рР, удовлетворяющего р2 =О. 
можно вьtбрать nоренцеВСJКИЙ репер рр(ро,р0, О, ... , 0), тогда связь р · ( = О 
принимает вид 

~о+~~ = l. (24.50) 
Это .выражение не может являться окончательным ответом; (24.50) оставляеr 
D - 1 независимых поля1ри.зациИ ~"', а из .анализа на световом конусе следовало. 
что фотоны обладают только D- 2 неза:висимыми nоляризациями. Необходи
мо наложить условие roro, что физические сосrояния определены с точностыо 
до шпурионных состояний. Для этой цели рассмотрим потомка 

(24.51 t 
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Это состояние имеет ~вид (24.47) nри ~Р = ip/Jt. Из (24.49) следует, что ld} также 
является прим.арным, так как pP(iEpJJ) = О. Поэтому ld) - это шпурионных 
состояние .. Таким образом, возникает следуюшая эквивалентность состояний 

и, ~следовательно~ эквивален11ность поляризаций 

Оnять, •С помощью PJJ = (ро, Ро, Os ... , О) -это приводит к 

~о,..., ~о- iPoE и ~~ ,..., ~ 1 + iPoE. 

(24.52) 

(24.53) 

(24.54) 

Так как ~о- ( 1,..., ( 0 - ~· - 2iPoE, то nредставителей поляризации можно выбрать 
в вид:е 

~о-~·= О. (24.55) 

На основе этого .выражения и (24.50), nриходим к заключению, что физические 
состояния обладают D- 2 независимьrми поляризациями. Именно такой резуль
l'аТ был получен в калибровке сrвеrового конуса. 

Можно также рассматривать общие суперпозиции состояний. Определим 

•СОстояние калибровочноrо поля IA) в виде 

(24.56) 

Q) YnpDЖнeнue-pa3NUHKD 24 •. 4. Покажите, что связи L0 - 1 и L 1 приводят к 
р2 Ар (р) = О и р ·А= О, .соответственно. Условие р ·А= О - это калибровочное 
условие Лоренца. Уравнение р2 Ali == О являеmСJl иэвесmнЬLМ полевым уравнением 
Максвема р2 AIJ - рР(р ·А) =О в кмибровке Лоренца. 

Дополнительное обсуждение фотонных состояний содержится в задаче 24.3. 

24.5. ~Опер,аторы Вирас·оро дпя замкнутых струн 

Ковариантное .кванrование замкнутых струн не приводит к новым трудно

стям. Есть два набора ковариантны.х операторов .Вирасоро, операторы с неот

рицательным числом мод аннулируют физические состояния. Равенство нулю 
·обоих операторов Вираооро с нулевым числом мод (и nодходящей константой 
вычитания) означает, что левые и nравые операторы: числа частиц облада~ют оди~ 
нако.выми собственными значениями nри действии на физические состояния. 

Замкrнутые струны будут рассматриваться только в отсутствии компактификаuии. 

Разложение по модам ( 1 3 .. 24) лля nроизООJiьных координат замкнугой струны 
имеет вИд 

XP(r, и)=~~+ V2aiaьr + i {il" :Е e-~n~ (a~eino + ~e-inи), 
V2 n*o n 

(24.57) 
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rде аь = tf ..j(iji. С учетом ~ = ag, производные координат по т и <F выписаны 
в (13.26). та-к же, как в (В.36), 

(i:P + ХР')1 = 4о/ L: ( ~ L: а:а.-,,р) е-••<•+•1 = 4а' L: L.e-'*+<>1, 
nEZ pEZ n€Z 

(Х~-'- Х~-'')2 = 4а' ~(~ """а~-' а )e-in(r-0'~ = 4а1 ~.· L e-in(r-0') L 2 L.. р n-p.p. L.. n ' 
nEZ pEZ nEZ 

(24.58) 
rде б:ы:ли введены оnределения 

(24.59) 

Эrо два набора о111ераrоров Вирасоро в теории замкнутых струн. Если наложить 
связи (24J ), то физические состояния аннулируются всеми операторами Вира
соро. Так же, 1как для открытых струн~ это приведет к отсутствию физических 

состояний. Поэтому, по аналогии с кваiПОвыми связями в теории открытых струн 

(24.33), для физических ·состояний замкнуrых струн IФ) потребуем 

(Ln- 4n,o)IФ) =О, (Lп - 4п.о)IФ) =О, n ~ О. (24.60) 

Вектор IФ), удовлетворяющий этим условиям, ямяется представителем фи

зического состояния замкнугой ·струны, если он не является потомком. Потомок 

прпмарноrо ·состояния I.P) является состоянием, во.зюtкаюшим при действии на 
111римарное состояние набором операторов Вирасора с отрицательными модами. 

Прич,ем мoryr быть :исnnль.зованы ,оба набора оnераторов (с черточкой и без чер

точки). 

При n....: О условия (24.60) дают 

(Lo - I)IФ) = ( ~ р2 + N- 1) IW) =О, 

(fo-t)IФ) = (~ p1 +N-t}Ф) =0, 

(24.61) 

rде N и N - зrо ковариантиые операrорь1 числа частиц. Отметимt что из урав~ 
нений (24.61) медует, что Lo- L0 аннулирует вс~ физические ООёrояния. Как 
и nрежще; данное условие интерпретируется как инвщ.1ианmость физических со~ 

стояний относительно nостоянного сдв!иrа координаты и на мировом листе, либо 

как J)'аеенсrво нулю двумерного импульса вдоль струны {раздел 13.2). Уравнения 
:(24.61) приводят к двум :выражениям мя квадрата массы: 

1 2 4 4 -
М = -р = -(N- 1) = -(N- 1). 

а . а' 
(24.62) 
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и nоэтому возникает усл·овие 

N=N. (24.63) 

С помощью (24.63) можно выnисать более симметричное выражение 

' 2 2 -
М = -(N + N- 2). 

а' 
(24.64) 

Пространство 1СОСТОЯНИЙ замкнутой струны строится действием произвольного 
числа осцилляторов на струнный вакуум IP}. Для выявления тахионных сосrо
·яний замкнуrой ~струны достаточно рассмотреть вакуумное состояние и потре

бовать :выполнения условий L0 - 1 = L0 - 1 =О. Для выявления rбезмассовых 
состояний замкнутой ·струны - nоля Кальба-Рамона, гравитона и дилатона -
необходимо также рассмотреть связи L 1 - L1 =О. В силу того, что на безмас
совых состояниях N = N = 1 , этих связей оказыrвается достаточно и nоэтому 
операторы Вирасюро с более высоким числом мод авrоматически аннулируют 

данные состояния. Конечно же, также необходимо рассмотреть эквивалентно

сти, nорождаемые нулевыми состояниями (задача 24.5). 

24.6 • .Струнн·ое Аействие Попякова 

Несмотря на элеrан'fНость .действия (24.4). легкость, с которой из неrо полу
чаются уравнения движения, импульсы и rаммьтониан, уравн·ения связи (24.1) 
по-nрежнему приходится накладываться извне. Теперь будет разработано другое 

действие, действие Полякова, уравнения ·связи из которого возникают не менее 

естественным образом. В первую очередь перепишем (24.4) в более обещаюwем 
виде; 

1 1 . , .. a{J JS . 11 S = -
4
1ra' dт dO' q даХ дрХ fi~Jv· (24.65) 

Пространствеино-временные индексы струннь1х координат свора'l~-tваются с по

мощью метрики Минко.вс:коrо 'lpv· Индек:сы а и {3 пробегают два значения, 
rCOOTBeTCl1BYJOЩИe двум КООрдИНаТаМ На МИроВОМ ЛИСТ<е Т И t7: 

(24.66) 

Также вводится двумерная метрика Минковского qaP. По аналогии с простран
'сl1венно-временной метрикой Минковского, она диагональная; элемент «время~ 

время» ра·веiН -1 , а элемент «Пространство-·проотранство•:> равен + 1 : 

a!J _ (-1 о) 11 - • 
о 1 

(24.67) 

'В (24.65) суммирование проиеходит no nовrоряющимся индексам а и {3, кото
р&Iе f1J1.'йнимают два значения т и о-. Раскрывая эти суммы, мы воспроизводим 

действие (24.4). 
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Приведеиная выше метрика, возможно, напоминает метрику, которая возни

кает при обсуждении явной инвариаtпносm действия Намбу-roro относительно 
репараметризаций. Лри этом мы видели, чrо .дейсТIВие принимает вид (6.44): 

S = --
1
- J dтdu .J4. 

2п-« 
(24.68) 

Здесь 1 = det ('Уа.д), а "'fap эrо - метрика на мировом листе, индуцированная 
метрикой Минковскоrо объемлющеrо пространства. В явном виде она задается 
выражением (6.42): 

.ах ах 
'Yar; = д(а · д(Р = даХ • дрХ. (24.69) 

В действие Полякова входит новая метрика на мировом листе, ha!J(T, ~). Эrо 
·что-110 вроnе метрики в двумерной теории rравитаuии. В рассматриваемом дей

ствии метриu h0р(т, n) .яв.ля,ется динамической переменной, поэтому у нее есть 
собственные уравнения движения. Как оказывается, уравнения движения будут 

связывать новую метрику hatJ с индуцированной метрикой 'YafJ· Метрика h0 p 

входит 1В дейст,вие Поля~ова способом, .аналогичным тому, как 1J0 fJ входит в дей
ствие (24.65). Действие Полякова имеет вид 

Здесь h = de1t (ha{j), а h0 p является матрицей, обратной к h0 p: 

hа.д htз'Y =б~, ho/3 hа{З = 2. 

(24.70) 

(24.71) 

.Ва:риаuия действия Полякова по отношению к метрике hap приводит к связям 
Вирасоро. Так как h0 p - это симметричная два-на-два ма1рица и у таких матриu 
три независимь1х элемента., то следует ожидать появления трех связей. Однако 

есть только два ус.ловия Вирасоро .. Каким образом .эти факты могут быть согла

сованы? 

Сперва заметим, iifliO метрика hafJ входит в действие в виде сnеuиа.льной 
комбинации ~ht'lfJ. В разделе 6 .. 2 мы убедилисЪ в том, что множитель с квад
ратным к,орнем !Необходим, .для репараметри:зационной инвариантности меры 

(dт аи Г-h). Множитель ha{J необХ:ОДIИМ Д/JЯ ·свертки ИКдексов производных х. 
Хотя ha(J, очевидно, определяется тремя вещественными числами в любой фик~ 
сированной точке на мировом листе, комбинация vt=hhap иа самом деле оnреде~ 
ля·е'tея т-олько двумя числами! В этом особенность двумерных метрик. Оnределим 
следующую комбин.ацию 

(24.72) 

Будет n~оказано, что симметричная матрица М удовлетворяет дополнительной 

связи .. Дли понимания roro, почему двумерные Me-I'J>ИI<H stмяются сnециалrьНЬIМИ, 
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обозначим через n размер .матрицы ha/3. Тогда 

(24.73) 

Окончательное уnрощение происходит только nри n = 2, в этом случае находим 

(24.74) 

Симметричная матрица 2 х 2 с детерминанrом, равным константе, определяется 
двумя mараме11Рами.. Именно поэтому вариация .меrрики имеет только две неэа

ви•си.мые связи, т. е. столько, ~сколько нам нужно .. 

Одrнако .ВC1)'I1Jietшe явно заJЯнулосъ. Давайте всерьез возьмемся за вариацию 

де-йсmия Полякова. Сначала проварьируем его по отношению к струнным коор

динатам ХР. Вариация имеет вид 

6S = - 2:а' 1 dт dq ~h0f3lJ0(6XIJ)дpX" f/pv = 

= 2:0:' 1 dтdt16XIlдo(...Г-hh415дf'X1111pv), (24.75) 

1rде не учитываютс·я полные произ,водные, которые в случае открытых струн 

приводят к известным rраничным ВКJIIадам. В результате возиикает уравнение 

движения 

(24.76) 

Данное уравнение nока не является :волновым уравнением для ХР, но скоро мы 
его получим. 

Для вариаuи:и по о1'Ношению к Меl]>ике hap необходим предварител,ьный 
tре'зультат. Пусть А - это матрица 2 х 2 и пусть 6 А обозначает ее вариацию: 

(24.77) 

ПрЯмым вычисле:нием проверяется~ что вариация det А может быть представлена 
в виде 

6 det А= {det A)Tr(A-16A), (24.78) 

где А _,1 обозначает матрицу, ·об,ратную к А, а Tr обозначает след. На еамом деле 
данное тождество справемиво мя матриц произволь.ной размерности. 

(!) Упражнение-разминнD 24.5. Явно убёдитесь. что ураенение (24. 78) справедливо 
дм .матриц 2 х 2. 

Пусть 6hafJ обозначает вариацию метрики. С помощью (24.78) можно БЬI
чисдит)ь вар:иацию А: 

(24.79) 
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Вариацию 6ho.p необходимо записать через 6ho.P. С :этой целью наИдем вариацию 
второго уравнения (24..71) 

(24.80) 

rде иrспользовано 6ho.p = 6hpo.. Тоr.да можно представить вариацию h в виде 

(24.81) 

Конечно же, на самом деле, требуется найти вариацию ~. Теперь это можно 
сделать ·следующим образом 

(24.82) 

Наконец, рассмmрим вариацию действия (24.70) по отношению к метрике: 

6S = - 4:а' 1 dт dtт д ( -4 6h<Ф hщJ (h 16 д1Х • а,х) + 6h<Ф а.х . дрХ) = 

= - 4:а' 1 dт dtт Д Ohai! ( д"Х • дрХ - ~ h<Ф ( h 16 д.,Х • д5Х)). (24.83) 

Таким образом~ уравнение движения, которое возникает из вариации 6haP имеет 
JВИД 

(24.84) 

Вспоминая что даХ • дрХ, на самом, деле является индуцированной метрикой в 
(24.69), nриведеиное выше уравнение может быть записано в виде 

1 тJ 
'УаР- 2 ho.p(h 116) =О. (24.85) 

Так как множ.и'rеliь у (h 16116) не имеет свободного ииnе:кса; то из данною урав
нения следует, что ме11рика мирового листа ho.fJ с точностью до .множителя равна 
ИНД)'ЦИрованной метрике 1оР в каждой точке мирового листа. Коэффициент про

nорцяональности может зависеть от положения. Он .не определяется из (24.85): 
для заданною решения этого уравнения haP, метрика h'arJ = !ihap, где П ~ 
произвольная отличная от нуля функцияt также ·ямяется решением. Это лроис

.ходит nотому, ttro второе слагаемое в левой части (24.85) содержит произведение 
м:е-:--rрики я обр:атной к ней. Так~tм образом, решение уравнения (24.85) записы· 
ве'iГСЯ В :Виде 

(24.86) 

где /(~) ~ это некоторая произвольная; отличная от нуля функция на миро

мм листе .. Ввеnением / 2(0 в (24.86) мы делаем дополнительное допущение: 
к9ЭФФи~циенr проnорциональиосm метрики nоложителен. У этого утверждения 

.';еСr.Ь фи$tчес:кий смысл: nонятия времениподобных и пространственноnодобных 
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ве:кторо:в, оnределенных посредством hap и 1ар, взаимно соrласованы. Так как 
индуцированная метрика фактически ямяется внешней меТрикой 'УаР на миро

JВОМ листе, то вектор на :мирооом листе являет-ся пространственноподобн:ым или 

времениподобным по О'ГНошению к hafJ, и он будет, соответственно, простран
ственнопо.добным или времениподобным., по отношению к метрике Минковско

rо.. Метрики" с1вязанные {положительным) коэффициентом пропорuиональности, 
назы:ва1J011Ся конформными дiРУiГ друrу. Таким образом. метрика мировоr:о листа 

:конформна индуцированной метрике. 

Давайте посмотрим, что происходит с действием Полякова при подста

новке в него полученных соотношений. Сначала с помощью (24.86) вычислим 
~haft = ма.fЗ. Хорошо, что произвольная функция /(~) выпадает из вычисле
.ни·й. В э-гом можно убедиться, ~сели всnомнить, ч11о детерминант матрицы маР 
равен ( -1), вне зависямости от метрики hap. При перенормировке метрики h013 

единственное, что может произойти с мafJ - это то, чrо она тоже перенор
мируется. Однако, при перенормировке мatJ ее детерминант изменяется. Таким 
образом, нормировка ha/3 не влияет на маР. Этот аргумент можно проверить 
:явным образом. Обозначим 'У = det ('Уар) и ·С помощью (24.86} определим детер
минант hap !И обратную матрицу h0 f3: 

J. f ho/3 = ~. ,..;Cl/3 ,," = "У и J2 , • (24.87) 

·где "Yaf3 являе11ея матрицей, обратной к 'Уа!З· Оrсюда следует, что 

(24.88) 

М.ы показали~ что произ.вольная функция f несущественна. Теперьj при подста
НоJВюе эtoro выражения обратно в действие Полякова (24.70), получаем 

. 1 1 _- ;-;:; а/3 
S = ~ 41rd dт 'tiO V -"'('У 'Ya{J· (24.89) 

Bropoe уравнение в (24.71); справедливое для произвольной двумерной метрики, 
теnерь дает 

S = --1
- 1 dr dt1 f::1. 2,.-а' v -·т (24.90) 

Это дей·ствие ямяё'J1ся в точности действием Намбу-Г ото. Мы приходим к заклю
чению, чт-о действие Полякова на К!Iассическом уровне эквивалентно действию 

Намбу-Гото. 

Q) УпрllЖН~ии,..разминна 24.1. Убедитес6, что если tJ.мecmo (24.86) выбрать h0 P = 
= -/2(~)'Уар, то действие Намбу-Гото nOJiyчaemcя с неправШlьнЬLМ знаком. 

При докаэа-rельсmе того, что миоЖИ"~Vtь j2(~) в (24.86) несущеетвениен 
для вычисления ·струнного действия, бЫJiJo 'пtюке покаэано, что действие Поля-
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кова инвариантно относительно преобразования 

(24.91) 

.rде d - ~то произоольная функция на мировом листе. Та.кая перенормиров
ка метрики мировою листа называется преобразованием Вейля. Инвариантность 

действия Лолякова относительно иреобразования Вейля указывает на то, что 
расстояния, изме1ренные с nомощью метрики haf:J на мировом листе, не имеют 
физического-смысла. 

Нам ж:е еще ост.ается nоказать, как возникают волновые уравнения для 
струнных координат и связи Вирасоро. Уравнение дви~ение (24. 76) для Х~-' вы
rпядит достаточно сложным образом, а уравнение движения (24.84) для haf:J никак 
не наnоминает связи Вирасоро. Чтобы разобраться с этим, воспользуемся репа

раметризационной инвариантностью и выберем hap в удобном виде. 

Из двумерной 1'1е0метрии хорошо извеспю., что репараметризация координат 

nозволяет локально привести произволъную метрику hap на поверхности к виду 

(24.92) 

Здесь р - это конформный фактор, а Т/а{З - это двумерная метрика Минковского. 

Метрика hafJ называется конформно плоской. Ограничение .на клаос координат 
на мировом листе, в которых метрика яRЛяется конформно плоской, соответству

ет частичному выбору калибровки. Такая калибровка называется конформной. 

В конформной калибровке Г-fihafi = fJaP, nоэтому уравнение (24.76) принимает 
Вид 

(24.93) 

Расписывая ·суммьi по .двумерным индексам, ВИдим, что возника:ющее выражение 

является: в rоч:нОёТJи волновым уравнением, Уравнения (24.84) в конформной 
.калибрОвке (24.92) свод.яrся к 

даХ • дрХ - ~ 1/йр( 'f/16 д1Х · дбХ) = О. (24.94) 

Расписывая выражение в скобках, получаем 

,· 1 . 2 • 12 
доХ· дрХ - 2 fJap'(- X · Х ) =О. (24.95) 

Эrо система из трех уравнений, но только два из ни~ независимы. При а = р = 1 
ПОJIIУЧаем уравнение 

(24.96) 

которое ямяется одной из связей. При а = 1, {3 = 2 nолучаем уравнение 

• 1 
х. х =о, (24.97) 
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которое является второй связью. Наконец, при а = f3 - 2 получаем лишнее 
уравнение 

х'2 
- ~ < -.Х2 + х12) =о => х2 + :t12 =о, (24.98) 

2 
Таким образом, покаэано) что в конформной .калибровке уравнения движения 
для метрики мирового листа сводятся к известным связям Вирасоро. 

В ·силу ~своей элегантности и удобства, стрУJiное nействие Полякова, как nра
вило, явля·ется исходной nозицией в любом nодробном анализе ковариантноrо 

квантования струны. Пря таком анализе различного рода факты, для доказа

тельства которых мы должны были обращаться к результатам, nолученным ранее 

в калибровке светового конуса, nолуч.ают независимое обоснование. 

Задачи 

~ Заовч.а 24.1. Ковариантное квантование точечной 11астицы 

Лаrранж.иан точечной частицы равен L =-т~, rде :i! = dх,..(т)/dт. 
(а) Вычислите канонический имnульс р,.., сопряженный ж#"(т). Убедитесь, что 

имnульс удовлет.воряет уравнению связи pz + m 2 = О. Докажи-rе, что ско
рость нельзя выразить через имnульс однозна·чнь1м образом, nоказав, что из 

заданного решения можно лепю иолучить любое друrое решение. Более тоrо, 

только мя имnульсов, которые удовлетворяют уравнению связи, возможно 

выразить скорости через импульсы. 

{6) Покажите, что Н = ррх,.. - .L = О. Задайте коммуrационные соотношения 
и опишите просtранство сосrояний. 

(в) Физические состояния -это те, которые удо8JIIетВQряют уравнению связи. 
Постройте !ВСе возможные состояния в виде произ·вольных линейных ·суnер

позиций и ·сравните с {11.48). Наложите связь и nокажите, что волновая 
функц:ия:, соответствующая физическим состояниям~ удовлетворяет уравне

нию Клейна-Гордона мя скалярного nоля массы т. 

• 3одсчо 2·4 .. 2 .. Прммарн~lе состояния и их nотомки 

Рассмотрите операторы Вираоор<> 
[ 

Ln = 2 ~ ап-рйр, 
р 

соответствующие одiНой координате открьrюй струны Х с осцИ11Ляторами, удо
метворяющими (am, anJ = ·mcJm+n.O· Состояния, которые можно nостроить 
из ~вакуума, с импульсом 10) при N ~ 4 имеют вид: 

N=O: IO}; 

N = 1: a_1IO); 

N=2: 

N = 3: 

N =4: 

a-2IO}, 

й-зiО), 

а-410), 

a_,a-tiO); 

a_2a-1IO), (а-•)310); 
a.-2(a-t)2IO), a-зO:-JIO}, 

(1) 
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.Мь1 хотим показать, что на каждом уровне N можно построить эквивалентный 
базис состояний, в котором каждое состояние - это либо nримарное, либо 

лотомок от примариого ~состояния из приведеиного выше списка. 

~(а) Определите норму IO). как (0110) = 1. Объясните. почему любое состояние 
lx) в (1) обладает положи11ельной нормой (xlx) > О и почему любые два 
отличные друг от друrа состояния lx1}, lx2) ортоrональны: (x2lx1} = О. 
Покажите, что любая не равная нулю линейная комбинация леречисленных 

в.ыше состояний является состоянием с nоложительной нормой и в результате 

никакое состояни~е в пространстве не я8ЛЯе11ся одновременно и примариым 

и потомком. 

~(б) Объясните, почему состояние IO) является примарным. Теперь рассмотрите 
состояние a_1IO) с N = l. Данное состояние - либо потомок от IO), либо 
Jllри:марное. Покажите, что единственно возможный потомок от L-tiO) ра
вен нулю. Докажите, чrо а- 1 10) явля,ется примарным и обозначьте ero jp1). 

С nомощью базиса, аналогичного базису (24.38), объясните, почему потомки 
от !IO) с ·одним и более операторами L_1 равны нулю. 

~(в) Покажите, чrо дл·я N = 2 одно состояние являе11ся потомком от IO) и одно 
состояние является поrомком от lp1). 

(г) Покажите, чrо для N = 3 одно сосrояние является поrомком от IO} и два 
состояния являются потомками от IP1). 

{д) Для N = 4 есть три возможных nотомка от [Jp1}. Покажите, что одна из ли
нейных комбинаций этих сост-ояний равна нулю: 

а другие две приводят к состоян!ИЯМ, ·эквивалентным nервым двум из N = 4 
списка. Оrметим, что есть только два возможных rnотомка от IO). Поэтому 
nоследнме тр:и: сосrо.яния в списке должны р;:н;падаться на два потомка и одно 

новое примарное состоянttе lp4). Л окажите, что с точностью до произвольной 
нормировки, 

и явно выпишите тр.и последние состояния в списке в виде линейной супер

JIIозиции этого tJilpимapнoro состояния и двух потомков . 

..,. Задача 24.3. Ковармаrнтное описание фотонных состоянмА 

(а) Рассмщрите уравнение и калибровочные nреобразования поля Максвелла: 

Покажите, чrо для р2 :f= О возможно так выбрать потенциалы, чтобы они 
удовлетворяли калибровочному ус.ловию Лоренца р · А = О. Также покажи

те, что для ri = О величина р · А калибровочно инваризнтна и равна нулю 
на уравнениях движения. ·Оrсюда следует, что калибровочное nреобраэование 
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Лоренца, в целом, !ВЫnолняется .мя nроиэоольных р. Однако, отсюда таюке 

следует, что для р2 = О калибровка Лоренца не фиксирует калибровочную 
симметрию. Мы уже сталкивалисъ с этим явлением: при р2 = О решения 
уравнений движения в КаJiiибровке Лоренца характеризуются (D - 1} незави
симыми степенями свободы. 

(б) Рассмотрите взаимодействие калибровочного nоля 

с сохраняющимся током j~. Покажите, что nри р2 = О та часть калибровоч
ного nоля, которую можно откалибровать, выладает из данного взаимодей

ствия. 

(в) Рассмотрите потомка ID) в русле обсуждения общей суперnозиции (24.56): 

ID) = L_l ~ 1 dDpit(p)[l_p). 
v2a' 

Когда IID} :является шпурионным состоянием? nокажите, что при р2 = О 
возникает ото.ждесm.11.1ение А~(р) ~ АР(р) + itfE(p). Это есть калибровочная 
инвариантность на массовой поверхности . 

..,. Зооочо 24.4. DО-браны~ открытые струны и М-теория 

(а) Мы хотим rюказать, что невозможна ситуация, коrда на DО-бране расnоло
жен только ОдИН конец открыт-ой струны. Интуитивно ясно, что струнному 
заряду, рассматриваемому как ток на струне, на точечной DО-бране неку

да 11ечь. На более количестtВенном уровне, на DО-бране, как и на любой 

D-бране есть калибровочное nоле, взаимодействующее с концами струны 
·соrласно (1<6.54). Так как DО~браиа не имеет пространствеиных координат, 
то калибровочное nоле - это просто А0 • Покажите, что действие Максвема 
·об,ращается в нуль и в результате вариация А0 приводит к: nротиворечивым 
уравнениям движения. Оrметим, что nротиворечивость устраняется в случае; 

коrда на DО-бране расnоложены два 1юнца открытой струны. 

(б) Рассмотрите коварианmое :квантование открытой струны, концы которой 
расn·оложены .на 00-бране, Оnишите основное сооrоян.ие с учетом тоrо, что 
имnульс обладает лишь одной комnонентой. Поетройте основные соотояния 

с .N =О и рассмотрите уравнение .mшжения мя 'filXИoннoro поля ф(t). По
СТ,рОйте физические оос:rо·яния с N = 1. Покажите, что nодхо.nящие шпури
онные состояния отсутствуют и е·сть D независимых физических состояний 
с нулевым импульсом. 

(в) Пусть DО-брана имеет массу то {см. раздел 18.4). В ПА~теории суперструн 
применима такая же формула и известно~ что связанное состояние n DО~бран 
имеет массу, в точности раJJиую nmo. Такие состояния могут быть отоЖllеств
лены с имnульсными сос11ояниям:и, возни:каюш.ими из компактного одинна

дцат-ого измерения, если предnоложwrь, что импульс р моль этоrо измерения 
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дает вклад .в массу т = р эффективно десятимерной частицы. Чему раве!Н ра~ 
диус этоrо одиннадцатого измерения R? Каково ero поведение как функции 
от g? Этот результат представляет собой ·часть доказательства того, что М
т-еория в одиннадцаm измерениях, комnа1ктифицированная на окружность, 

является IIА-теорией суперструн. 

3о8ач;а 24.5. Состояния гравитона и диnатона в ковариантном квантовании 

Рассмотрите сосТ<ояния замкнугой струны ~pva~ 1iL 1 с ~pv = ~vp· 
{а) Покажите, чrо связи Вирасоро щ>иВQдяi к условиям р2 =О и Pp(11v =О. 
(б) Найдите шпурионные сосrояния, которые :порождают отношение эквива

лентности физических состояний (pv f'V (pv +p/J Ev +pv ~. nри р2 = О и р·Е = О. 
(в) Покажите, ч1о имеется (D- 2)(D- 1)/2 независимых физических стеnеней 

свободы в состоянии (pva~ 1 <L 1 1p), для каждого значения р,.., удовлетворя-
ющего условию р2 = О. Эrо и есть ·степени свободы гравитона и скалярного 
.Lшлаrона. 



Глава .25 

Взаимодействия струн 

и римановы поверхности 

Мировые rповерхности вэаи.модействующих открытых ·струн являются римановы.ми по

верхностя<Ми rи nроцессы взаимодействия сводяll'ся к построению nр.остранств МОдУnей 

ЭiТИХ поверхностей. С rпомощью конформноrо отображения опредетtются канонические 
реа111из.ации вэаимо,дейст.вующих мировых nоверхностей в ка11ибровке световоrо конуса. 

Обосновы.вается и обсуждается ЗIНаменrитая амплитуда Венециано для взаимодействия 
тахионов .открыiГЫх струн. 

25.1 .. Введение 
Проuессы rвзаимодействия и силы, которые в них участвуют, .делают окружаю

щий мир Бесьм.а интересJным. Если бы электрон и протон не взаимодействовали, 

то не было бы атома водорQда. Постоянная тоююй структуры а = е2 /(Фкhс) 
определяет силу электромаrнитных взаимодействий и потенциал взаимодействия 

между электроном и протоном (см. раздел 1 3.4). Раскаленная нить лампочки 
излучает фотоны, ч.асть из коrорых регистрируется глазом. Процессы излучения 

.и rюглощения таюке я.ВJilяются взаимодействиями. Нейтрон может превратиться 
в протон, электрон и ·антинейтрино. Это процесс, называемый {3 -расnадом, яв
.лпяется результатом слабого взаимодействия. 

В теории стр)'Н сила взаимодействий параметризуется струнной константой 

связи g. Как обсуждалось в разделе 13.4, значение эroro безразмерного числа 
·оп,ределяется средн.им значением поля дилатона. Струнная константа связи g 
нм·есrе с nараметром наклона а' определяет гравитационную постоянную. Кон~ 
стант.ы g и а' также о:nредел.йют натяжение D-бран. 

В теории 'Струн взаимодействия :в-озникают весьма элеrанпtО; потому что 
они описываются щ.юuессами, в которых струны объединяются и расщепляются. 

В этих процессах мировые повер:юност!И свободных струн :комбинируются и об
разуют единую мировую nоверхность, ~оторая соотве11ствует данному взаимодеИ

~ствию. Наnомним, что мировые nоверхности расnространяющихся струн опреде= 

9ilЯют двумерное пространС'f1во nараметров (т, q). Для свободной открытой струны 
это пространство параметров является бесконечной полоской; мя свободной за

мкнутой струны зто бесконечный цилиндр. 

Римановы поверхности - одни из наиболее инrересных среди двумерных 

nоверхностей . . Можно сказать, что эrо поверхности, на которых две координаты 
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образуют одну коммексную переменную. Римановы поверхности сохраняются 

nри конформных отображениях, nоэтому IItонятие расстояний а priori отсуrствует! 
НеэквиiВаJilентные римановы nоверхности мoryr различаться параметрами, кото

рые на1ываются модулями. Нахождение способа ПОС'J'iР<)ения всех римановых 
поверхностей с соответсrвующими модулями является трудной математической 

лроблемой. Наш анал:из струнных взаимодействий ПiРИВедет к весьма строгому 

доказательству следующего замечательного утверждения: мировые поверхности 

взаимодействующих струн приводят к искомому методу посцюения. 

Мировые поверхности струн можно использовать для вычисления квантово

механических амплитуд рассе.яния. На основе анализа римановых поверхностей 

будет получена амплитуда рассеяния четырех тахионов, знаменитая амплиту

да Венециано. Теория струн началась именно после открытия Венециане этой 

.амплитуды. Можно сказать, что до этого места нашею курса, мы шли по исто

рическому пуги развития в сильной степени наоборот! 

Прежде чем начать, сделаем один комментарий о терминологии. Мировая nо

верхность струны была определена как пространствеино-временная поверхность 

Х11( т, и), К01'0рая описывает историю распространения струны. Как упоминалось 
в разделе nеред уравнением (6.29), физики иногда используют термин мировая 
поверхность также и для обозначения ,пространства параметров (т, и). В насто

-ящей главе будет использоваться именно эrо альтернативное значения данного 

термина. 

25.2. Вэаимодействия и набпюдаемые 
Прежде чем начать изучение струнных взаимодействий и римановых поверх

ностей, давайте поnготовим почву д.ля понятия «взаимодействие)). Наша цель 

состоит в соnоставлении описанию набора взаимодействующих струн некото= 
poro числа, к:uropoe дает вероятность того, что событие nроизойдет. Проuедура 

состоит из трех пуи.Кf()в. 

1. Изображение струнной диаграммы и вычисление конформного отображения; 
~оторое приводит к канонической :реализации данной диаrраммы. 

2. Вычисление ,амплитуды рассеяния с rrомошью конформной теории поля на 
ос»ове канонической реализации. 

3. Формульный nеревод амnлитуды рассеяния в сечение. Сечение ·.является на

блюдаемой величиной. 

Изучим более подробно пункт номер (1). Это влечет за собой понимание 
интереснейшей связи между струнными лиаrраммами и римановыми nоверх· 

.ностямй. Пункт номер (2) ю всей ero общности, является nредметом более 
уrдубленных lq'J>COB теории струн. Пункт (3) на самом деле nринадлежит курсу 
:кванrовой теории поля. Лу:нкт (1) во мноrих отношениях ивляется наиболее не
тривиальным из трех. 

Давайте рассмотрим три данных nункта д.ля случая точечной частицьt в че

тырехмерном пространстве·*времени. Рассмотрим специальную теорию с двумя 



25.2. Взаимодействия и наблюдаемые ~аэ ---------------------------------------------------v 
·типами скалярных частиц: частицьt ф с массой М и частицы х с массой т. 

Предположим, чrо М> 2m, так что частица ф может распадат.ься на две части
цы х. Действительно, в покоящейся системе полная энерrия частицы ф равна 

Мс2 и для образования двух частиц х необходимо иметь по меньшей мере 
2mc2

• Таким образом, М >2m следует из закона сохранения энергии и разница 
(М- 2m)c2 nереходит в кинетическую энергию возникающих частиц Х· 

Диаграммой из п. ( l) является простая схема, nоказанная на рис. 25.1. На этой 
схеме, хаторая называе11ся диаrраммой Фейнмана, три .линии сходятся в точке. 

Ома и.з этих линий, nоказанная nунктиром, соответ- х 

ствует частице ф и две другие соответствуют частицам Х. 

На шаrе (2) необходимо вычислить амплитуду распада. Р 
-----~-----Для этого введем константу Л, которая определяет силу ф 

взаимодействия. Значение .Л ямяется параметром -гео-

рии. Если обозначить р имnульс входяшей ч.асrиuы ф, 

а имnульсы исходящих часпщ Х через Р1. р2, то ам

плитуда nерехода из начального состояния частицы ф 

в конечное состояние двух исходящих частиц х равна 

rде амnлитуда расnада Т задается 

Рис. 25. t. Диаграмма ил-
люстрирует расnад части

цы ф на две частицы Х 

(25.1) 

(25.2) 

Четырехмерная дельта-функция ~(р - р1 - 1'2) обесnечивает сохранение энергии 
:и импульса. Пункт (3) состоит в построении наблюдаемой. В эrом случае вы
·числяется время жизни Тф часуицы ф. Вычисление времени жизни на основе 

амnлитуды я.мяется стандартной nроцедурой. Оrвет имеет вид 

.!. = ,Л2 .!,J, 4m2. 
т. 32tr М М2 ф 

(25.3) 

Это выражение вполне осмысленно: по мере тоrо, к.ак лараметр взаимодействия 

.Л стремится к нулю, время жизни частицы ф становится ·бесконечно большим. 

Множи'fеJ11и при ).2 являются кинематическими; они контролируют пространство 
состояний продуктов расnада. 

Все становится более ин'Гересным, если рассмотреть возможность рассеяния 

д~ух частиц х друг на друге. В этом случае начальное и конечное состояния 

описывают две частицы х. Обозначим р1 и Р2 импульсы входящих частиц; а р; 
и р~ - импульсы ис,юдяших частиц. Теперь построим простейшие диаграммы 
Фейнмана; ·соответствующие данному процессу рассеяния. Так как две части

цы х мoryr слиться в частицу ф, после чеrо ·Ф может расnаС'l'ЪСЯ на две х, 
процесс раосеяния 'будет wовлекать основное взаимодействие Ф'Х.Х .t1ВЮК.дъt. Как 
nоказано на ри,с. 25.2, для этою проце:сса ·ёуществуют три возможные диаграммы 

Фейнмана. Диаграммы Фейнмана являются полезным наглядным инструментом. 
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а) е) 

Рtмс. 25.2. Три возможные .диаграммы Фейнмана рассе11ния двух 11астиц х. 
на всех диаграммах nромежуточной частицей является частица ф 

В формулировке квантовой механики в виде интеграла по луrям, амnлитуда про

:цесса получается сложением амnлитуд всех cnyreй•,, согласованных с начальным 

и юонечным состояниями. Диаграмма Фейнмана некотороrо процесса - это сnо
соб описать специальный класс допустимых путей. 

На диаграмме (о) в~одящие частицы х с импульсами р1 и Р2 объединяются 
и образуют частицу ф с имnульсом р1 + р2 • Затем эта частица распадается на две 

частицы х с импульсами р'1 и Р2. В данном процессе все внешние частицы (все х) 
находятся на массовой nоверхности, то есть все они удовлетворяют р2 = -m2 

и таким образом соответствуют физическим состояниям частиц, Что происходит 

с промежуrочной частицей ф? Ее импульс равен р1 + р2 и, в общем случае, 

(р1 +р2)2 # - М2 • Промежуточная частица, как nравило, не находится на массовой 
поверхности; промежуточные состояния не являются физическими состояниями 

частиц. Если начальное состояние тщательно выбрано, то ф может оказаться 
на массовой поверхности: доnустимая энергия центра масс Д11.Я этого в точности 

должна совпадать с М с2 • Диаграмма (а) дает вклад в амплитуду рассеяния вне 
.зависимости от того, находится частица ф на массовой поверхности или нет. 

Так как измеряются только начальные и конечные оосrояния, взаимодей
спия МОJУГ .nроисходИТЪ более хитрым сnособом. В частности~ есть диаnраммы, 
в кoroJ)ьtX пром~жуrочная частица ф нuJи>гда не может находиться на массовой 
nоверхности. Рассмот.рим диаграмму (б), где входящая частица х с импульсом 
р 1 nревращается в iИсходящую частицу х с импульсом р11 ruнoc nромежуточная 
'Частица ф. У этой промежуточной частиnы ф нет н:икакой :возможности быть 
физической - закон сохранения энергии запрещает образование физических ча

стиц х и ф из одной физической частицы х (nочему?). Промежуrочная частица 
объединяется с входящей частицей х с импульсом Р2 и возникает исходящая х 
с импульсом р~. На диаграмме (в) пока.зан последний вариант: х с импульсом Р2 
Jtорождает п[ромежуrочн:ую ф и исхоn.ящую х с импульсом р\. Промежуrочная 
'Частица объединяется с част~tцей х и возникает исходящая х с имnульсом р~. 
На этих трех диаграммах nромеЖУ'fочньrй импульс переносимый частицей ф равен 

первая диаrрамма: 

вторая диаграмма: 

Т,ре'[ЬЯ диаrрамма: 

На этом n. (1) завершается .. 

(25.4) 
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На ·основании трех данных диаrрамм можно nерейти к n. (2), :вычислению 

амru1итуды рассеяния .. Эrо вычисление аналогично тому, которое привело нас к 
уравнениям (2.5.1) и (25.2). Правила Фейнмана из теории поля дают 

где 

1 ' 2( 1 1 1 ) Т·(р •.• р2; Pt,P2) = -Л (р1 + Р2)2 + м1 + (р, _ тJ..)2 + М2 + (Р2 _ tlr)2 + м2 · 

(25.6) 
Полезно определить инвариантные величины s, t и и, которые описывают квад
раты nромежуточных импульсов. Обозначим 

(25.7) 

В системе отсчета центра масс полнrый пространственный импульс равен нулю, 

поэтому Pt + Р2 = (Е1 + Е2, О) , где Е, и Е2 - это энергии входящих частиц 
в системе центра масс. Так как s являе11ся лоренцевекием инвариантом, то 
его можно вычислить в любой системе о'J1Счета. В системе центра масс нахо

дим в = (Е1 + Е2)2 . Таким образом, ~нвариант s аает квадрат полt-юй энергии 
в системе центра масс. С помощь:ю инвариантов s, t и и амnлитуда рассеяния 
представляется в вцде 

2( 1 1 1 ) 
T(s, t, и) = ,\ s - М2 + t - М2 + и - М2 . (25.8) 

Каждый знаменатель имеет вид (р2 + М2), где р - это импульс промежуrоч
ной часпщь1. Когда промежуrочная частица находится на массовой поверхности, 

знам~енате-ли обращаются в ноль и возникает полюс амплитуды. Таким способом 

.полюса амnли1Уд рассеяния сообщают о присутствии в теории частиц: сооrвет~ 

ствующ:ие знач~ения -ri равны массам частиц. Таким образом, наnример, если 
изначально ~было известно только о частиnах х с массой т, ro из уравнения 
ампл:итуды можно было бЪi заключить, что существует промежуточная частица 

с массой М. На этом п. ;(2) завершается. 
Хотя: амплитуда рассеяния весьма ИНiГересна, она не ямяется наблюдаемой. 

·С ее помощью вычисляется сечение рассеяния ь- величина с размерностью 

nлоща.ш.и. В рассмОТренкой выше задаче сечение - это эффективная мощадь 

поверхности, окружающая частицу-мишень х. Через эту поверхность nроходит 

входящий пучок частиц х; ·если ruJощадъ сечения в~одящего пучка равна А, ro ве
роятность Р того, чrо какая-либо частица nучка nровзаимодействует с мишенью, 

равна и/А. От nолных сечений можно перейти к дифференциальным сечениям 
drт, что дает., наnримерi эффективную площадь частиц, рассеивающихся на ма~ 
лый телесный угол dfl в не,:коrорам выбранном наnравлении, Дифференnиальное 

сечение является типичной величиной, которая вычисляется теоретиками и изме
,ряется экс.перимеитаторами. Стандартная модель бЫJtа щюверена в значительной 

мере путем сравнения пре.nсuзаниых и измеренных сечений. 
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Дифференциальные сечения вычисляются с nомощью мет<>.д.ов теории поля. 

Эfto интегралы O'f ITI2 (с точностыо до соответствующих кинематических мно
жителей) по допустимому фазовому mространству. 8 рассмотренном примере 
дифференциальное сечение имеет вид 

На эrом п. (3) завершается. 

dq 1 т 2 

dQ = ·48 411' • 

25 .. 3. Стр:унные вэаимоrдеЙСТВИJI 
и rпобапьн~»•е мировые поверхности 

(25.9) 

Число возможных С!Пособов взаимодействия струн достаточно ограничено . 
.Пва возможных взаимодействия открытых струн происходят следующим образом: 
открытая струна может расщепиться на две открытые струны. и две открытые 

·струны мoryr объединиться в одну открытую струну. Струнные диаграммы опи

·Сывают взаимодействия струн; они аналогичны диаграммам Фейнмана в физике 
частиц. Ключевое месrо струнной диаграммы - это мировая поверхность с ко

ординатами (т, и). Струнная диаll])амма не является представлени ем простран
.ственно-временной поверхности, заметаемой струной. В струнной диаграмме 

мировые поверхности свободных струн складываются и образуют мировую по

верхность проuесса взаимодействия. 

Так как :выбор калибровки влияет на способ описания миро.вой поверхности, 

ro взаимодействия следует рассматрива'iiЪ в специальной калибровке. Напомним, 
как миров:ые поверхности выглядят в статической калибровке. В этой калибровке 

(25.10) 

и струны nараметрию.ваны энерrи·ей~ К()Т()рую они nереноояt~ 

[. Е] (. . , -) и Е О, 1Ъ = О, 21ra Е , (25.11) 

rде То - натяжение струны. Так как энергия должна сохраняться t а именно 
энерr.ия струны определяет еедл.ииу n, то nолная длина О' nри взаимодейстsиях не 
должна изменяться. н.а рис.; 25.3 nокаэана струна с энерrией Е, расщелляюшаяся 
на дnе струны с энергиями Е1 и Е,.. Отметим, что вхомшая струна с энергией Е 
полубесконечна в направлеliии rtpolli11oro, а исходящие струны полубесконечны 
в наnравлении будущего. В отдаленном прошлом т -+- =оо сушествует только 
одна струна; в отдаленном будущем т -->- +оо существуют две ·струны. Также 
:nоказана точка взаимодействия Q. Взаимодействие nроисходит при не котором 
значении тq параметра т. Для ка:ж.щоrо r < rq есть только одна струна, а для 
каждого т > тq есть две ·струны. 

Т:аюке воэмо:жиы несколь:ко более сложные процессы. Две струны с энерrи

ями Е1 и Е2 могут встретmъся и образовать одну открытую струну с энергией 
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Рис. 25.3.. Основной iТИ111 взаимодейств1ия открытых сrру.н, nри котором струна с энергией Е 

расщеn.ляеrся на струны ·С энергиями Е1 и Е2 , взаимоде,йстsие происходи1Г ПiРИ т = TQ 

1 t 
Е./То 

Е1/Т0 

1 ---
J --- Ез/То 

Е2/ТО 1 j 

Рис. 25.1t. Входящие открытые струн1ы (один 1и д.ва) объединяются и образуют промежуточную 

струну, которая затем 1расщеплвется на струны три и четыре 

Е,+ Е1. Эта nромежуrочная струна может затем расщеnиться на две открытые 

струны с энерrиями Ез и Е4, такими что Ез + Е4 = Et + Fh (см. рис. 25.4). 
·С помощыо такой струнной диаrраммы МОЖ'но вычисJшть струнную амплиту

ду, незаоиси:мо от тиn,ов частиц, соответствующих квантовым состояншtм етрун. 

Например, начальные кеан'11овые состояния двух вХ'одя:щих струн мoryr быть: 
двум.я т.ахионами. или двумя фотонами, или фотоном и тахионом, или любыми 

двумя частицами из спектра квантовой струны. То же самое справедливо и для 
исходящих с001'0яний. Струнные диаграммы унивеtРсальны; информация о про~ 

межуrочнъ1х частицах задействована только в п. (2) вычисления амплитуды. 
Теп·ерь рассмо'lрим струнные диаграммы в калибровке световою конуса. 

В 'ЭТОЙ калибровке {(9.62) nри {З ::;: 2) 

(25.12) 

8 частности, второе уравнение означает, что .q Е (0, 1r] для каждой струны. Приве
деиные выше ура!ВН'ения не подходят для рассмотрения взаимодействий. Если для 

.каждой c'IjJ)yны и Е (О, 1r], то длина о не может сохраняться nри взаимодействии 
и rorдa не ясно, как рисовать nиаrраммы! Есть nополнительная трудность. Преn
ставим две открытых струны (один и два). которые nри взаимодействии образуют 
'Одну открытую струну (струну три). Выберем лоренцевскую систему отсчета, вое~ 

польэуемся конусными .координатами, и 'С nомощью приведеиной выше версии 
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ЮIЛИброВКИ rСветGВОfО конуса, nримене·нной К Кажii.ОЙ ИЗ трех струн, получим 

х+ 2 ' + t = api ~t ' 

+ , + 
Х2 = 2ар2 Т2, (25.13) 

х+ '2 , + з = арз тэ. 

Здесь нижний индекс нумерует струны. Взаимодействие- это выделенное собы

·:rие в пространстве-времени, и три е1руны должны иметь согласованное значение 

физического времени х+ , при котором оно nроисходит. Более того, так как три 
мировых rюверхности объединяются в одну поверхность с единой координатой 

т, ro точка взаимодействия дОЛЖJiа иметь одно единСТ8енное значение т. Данное 
зн.ачение т, как правило отлично от нуля, поэтому приведеиные выше уравнения 

с различными значениями Pt, в общем случае, не nриводят к Xi = Х{ = Х{. 
Как можно модифицировать подход в переменных светового конуса с целью 

описания взаимоде:йсmий? Напомним более общую версию уравнения (9.62), 
которая применяма при любых {3 (см. комментарии после (9.34)): 

21r 
р+- _р+ - {3 р. • (25.14) 

·С формальной точки зрения выбор {3 = 2 был сделан с целью получения открытых 
струн с .u Е (0, 1r]. Теперьидея такова: выбрать_f таким образом, чтобы исключить 
зависимость от р + из соотношения между Х и т. Если выбрать 

(25.15) 

лолучим калибровку 

х+ =т, (25.16) 

с n.омощыо которой становится возможным использо&ание для всех вэаимодей

ствующих струн единого т. Если обозначить за 10 время :взаимодействии в т(шъко 
что обсуждавшемся случае трех струн> получим 

х+ -т т",..""' J - ' ~ ,о, 

х- + 
2 =т, т~ то., (25.17) 

xt =т~ т~ то. 

Первая ·струна перестает существовать в тот момент то, когда рождаются вторая 
:и tретья струны. Отметим, что Xi = ХТ при т~ т0 • В момент времени т= то 
·три координаты Х + ооrлаоованы меж.цу собой. Учитывая (25.16). каж.nая струна 
nараметризуется 

(25.18) 

rде р + - импульс, nереносимый струной. Если бы мы исnользовали это со
rлаш,енilе в предыдущем рассмотрении квантования струн, ·то оно привед~':'.~ь·~ 

к rюя.меняю громоздких множителей оо многих уравнениях. ~ · ~ 
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'Рис. 25.5. Глобал1ьная мировая nоверх!Ность процесса расщеппен,ия струн в калибровке светового 
конуса. (охра1нение р+ означает, 'ITO полная wирин.а mолоск!И постоянна относительно т 

Теперь, ·С помощью одной диаграммы на nлоскости (т, q), можно предста
вить расщепление первой струны на вторую и третью так, как это показано 

на рис. 25.5. Процесс взаимодействия выглядит как бесконечная 111олоска по
стоянной ширины с разрезом. Данная фигура описы!Вается двумя параметрами: 

ширина nервой струны и ширина второй или третьей струны. Расположение на

чала разреза на бесконечной полоске является .вопросом соглашения, nоэтому 

время взаимодействия то на самом деле не ЯВJ1Iяется параметром. 

25 .• 4. Мировые поверхности 
как римановы поверхности 

Теnерь nокажем, что имеет смысл мировые поверхности струны рассматри

.вать как рИtdан·овы nоверхности. Римановы :поверХН()(;ТИ двумерны. Простеншей 

римано!ВОЙ nовер:хностью ям·яеrся коммексная плоскость С. Это обычная плос

кость (х, у), однако для оnисания ее точек можно использовать комплексную 
;координату .z = х + iy. Подобласти комплексной плоскости также являются 
рима1новыми nоверхностями. Наnример, 1верхняя nолуrt.Лоскость JН[, которая; со
гласно определению, ·содержит все точки z с nоложительной мнимой частью, 
Im (z) >О; - это важный nример римановой nоверхности .. Поверхностью, тесно 
связанной с nредыдущей, ямяеrея верхняя лолуплоскость с границей 1Н1, содер
·жащая все точки :z с Im (z) ~О и •точку на бесконечности~ (которая обсуждается 
.в разделе 25.6). Кольцо также является римановой поверхностью. Примерами бо--лее сложных римановых поверхнос11ей являются сфера Римана С и тор. У нас 
·еще будет возможность бoJilee подробно изучить 1все эти поверхности, в этой или 

в следующей главе. 

В данном и в нескольких последующих разделах уровень ма-гематической 

строгоеm будет выше. чем nреЖде. ПО'I'J)ебуются некоторые знания из комnлекс
ного :анали:Jа. Для illолноты изложения nри1водиt'ся оnределение римановой по

верхности (см. далее), которое, однако, не является со-вершенно Нёобходимым 
в дальнейшем. 
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Определ-ение римановой nоверхности требует nривлечения nонятия аналити

ческой ФУJНкции. ·Функция f(z) комплексной переменной z является аналитиче
ской в rочке Zo, если .в некоторой окрестности Zo существует производная f'(z). 
Если заnисать f(z) = u(x, у)+ iv(x, у), то в области .аналитичности функции и 
и v удовлетворяют уравиениям Коши-Риман.а 

ди .дv 
- = -, 
дх ду 

ди дv 
-=--, 
ду дх 

(25.19) 

Риманова поверхность - 3110 двумерное вещественное многообразие, снабженное 

комrutексными картами: это rомоморфизмы Za, которые отображают открытые 

мно.жесrва Ua в открытые подмножества комплексной плоскости С (гомомор
физм - это взаимнооднозначное отображение, для которого существует непре

рывное обратное отображение). Здесь .о -это индекс открытых множеств U0 , 

которые покрываюr данное многообразие. Функции перехода Ua n Up должны 
быrь ан.алитмческими на пересечении z0 о zp 1 

• 

Две римановы поверхности считаются эквивалентными, если существует свя

зывающее их 1взаимнооднозначное отображение, которое ямяется аналитиче

<ж.им. Это означает что такое отuбраж:ение, выраженное в терминах карт. ямяется 

аналитической функцией из подмножества в 'С в некоторое другое подмноже
ство в С. Аналитическое отображение кiонформно: углы между дугами. nересе
кающимися .в некоторой точке, сохраняются при этом отображении, возможно 

·за исключением точек, где nроизводмая отображения равна нулю (мы скоро уви

дим nример:ы этого). Несмотря на то что локально углы сохраняются, в целом 
лр:и !Конформном отображении форма nоверхности может изменяться весьма 

существенным образом. В этой и следующей ГJilaвax под конформным отобра

жением мы будем понимать аналитическое и взаимнооднозначное соответствие. 

Соответст.венно, сушестоование конформного отображения, переводящего одну 

римано:ву поверхность в другую JРИманову поверхность, uзначает эквивалентность 

двух римано.вых поверхностей. 

Так как конформно ёвязанные nоверхности можно считать мной и той же 

римановой nоверхность·ю, конuеnuия расстоян.ия не може'r быть определена 

оо внУJ1)еннпх ·терминах. Рассмотрим комШiексную z-моокость и две точки Р1 
:и ~ с )(ООрдинатами z1 и z2, с()()Т}JеТственно. Ес'fественное оnределение расстоя
ния между .nвумя точками ка С задается абсолютным значением lz1 -z21 разниuы 
координат. Теnерь аrобраэим z -плоскость в w -ruнхжость как w = 2z. Две данные 
nлоскости ямяются одной и тоИ же римановой ~nоверхностью. После конформ

ноюотображения образы Р1 и Р2 (также обозначае~ые Pr и Р2 на w-ruюскости), 
имеют координаты w1 = 2z1 и w2 = 2z2. Таким образом, расстояние между Р1 
и Р2 на w-nлоскости равно lw1 - w2l = 2lz1 - z2l· Расстояние удвоилось; Так 
как обе моекости являют.ся одной и той же римановой поверхностью~ то во

прос о расстоянии между точ.ками р, и Р2 вызывает .затруднения. Конформные 

отображения изменяют локальный масштаб. Фактически, мины, локалъно из
меfРйемые во всех направлениях, перемасштабируются одмим и тем же фактором. 

Из w = /(z) находим dw = /'(z) dz. Отсюда следует, что в любой точке z0 имее~ 
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ldwl = 1/'{Zo)lldz). Таккак Jdwl - этодлинаобраза векгора dz, мы видим, чтоло
калыю все длины nеремасштабируются с о.дним и тем же коэффициентом 1/'{zo)l. 

Возможно, что это напоминает читателю метрику., масштаб которой несуще

ственен .. Деikтвитепьно, м~етрика мировой nоверхности h0 p входит в действие 

Полякова (24.70) и лреобразования Вейля h0 p-+ 0 2h0 p оставляют струнное дей
ствие инвариантным (см. (24.'91)). Преобразования Вейля nеремасштабируют все 
компоненты метрики в каждой точке мировой поверхности с одним и тем же 

коэффициентом. В итоге, все длины локально леремасштабируются одинаковым 

образом, именно так, как на римановых nоверхностях действует конформное 

преобразование. Инвариантность струнного действия относи11ельно локальных 
nреобразований масштаба в метрике мировой поверхности указывает на то, что 
масштаб l!IJIИH на м1ировой поверхности не является физичесiКой величиной. Так 

как на римановых поверхностях масштаб длин не яRЛяется хо,рошо определен

ным, это указывает на то, что рассмотрение мировых поверхностей как римано

IВЫХ вполн~е ~ес-гественно. 

Несмотря на то чrо масштабы расстояний ведуr себя nохожим образом, су
ществует одно различие. Метрику мировой nоверхности можно сделать nропор

циональной метрике Минковскоrо "'oP, которая определяет расстояния, согласно 

-ds2 = -dт2 + du2• С другой стороны, на коммексной плоскости ес11ествен
.ной метрикой ЯВJilяется евклидова метрика: ds2 = ldzl2 = dx2 + dy2

• Из-за этого 
различия в знаке фактически нелiЬЗя доказать, что мировые поверхности мож

но рассматривать как римановы. Однако ничто не мешает попробо.вать считать 
их таковыми, особенно в силу того, что очень многое о rеории .в простран

стве Минковскоrо можно узнать из ее евклидавой версии. Оказывается, что 

отождествление мировых поверхносrей с римановыми nоверхностями приводит 

к самосогласованному ОШftанию струнных взаимодействий. 

Пр:и рассмотрении мировых nоверхностей как римановых, первоочередной 

задачей является нахождение nодходящих комтше~снЪIХ координат т и <1, кото

рые объединйклся ~в комплексную координату w следующим образом: 

w = r + i(f, (25.20) 

Простейшая мировая nоверхность соответствует свободно распространяющей

ся открытой струне. Как показано на рис. 25.6, мировая поверхность струны 
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Рмс. 25.6. Струна, свободно расrnространJiющаяся от т = -оо до т = +оо. 

Струнная диаrраNма- эrо nолоска nоаrоянной ширины 21fa'p+ . Открытые струны 
изображены в ВИJ;~е rверrикапъных nункти·рных оrрезков 
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!Рис. 25.7. Слееа: с !flомощью э~споненциального преобразоеания бесконечная nолоска отобра
жается н.а 1Н!. Беоконечно удаленное прошлое находится е точке z == О, а бесконечно удаленное 
rбудущее IB rочке z = 00. ОткрЫ11'Ые струны иэображаюrся nунктирными ЛИНИЯФ4И. Справа: с по
!МОIЦЬЮ дробно-линейноrо преоб·раэоеания ПFП отображается на единичный диск 11· Бесконечно 
удаленное про11лое н.аходmся е rочке ·'1 == 1, а бесконечно удаленное будущее- е точке fJ = -1 

с имnульсом на конусе р+ представлена в виде полоски О ~ .Im (w) ~ 21Га1р+ 
~(Im (w) - это мнимая часть w, а Re (w) - вещественная часть w). Струны 
изображаются :вертикальными отрезками при постоянном т. Так как конформ

ные отображения не изменяют физического содержания, хорошо было бы более 

подробно рассмоrреть области, конформно экiВива.mентные полоске. 

Давайте проследим, что происходит с полоской при конформном отображе
нии с помощью экспоненциальной функции 

z = ехр (2;р+). (25.21) 

(Напомним, чrо t X!P (и+ iv) = ехр (u)(cos tr + i sin v).) Итог данного отображе
ния изображен в левой части рис. 25.7. Отметим, что полная ·струна в пределе 

бесконечно удаленно·rо nрошлого отображается в точку! Действительно, nри 
w =-то +iu и т-+ -оо, 

z = 't~p (~ ~о ) ехр (i (f ) -4 О, (25.22) 
2(/р+ 2а'р+ · 

для всех значений t7. ·Каk пока:зано на рисунке~ струны; стремяшисся в беско~ 
нечио удалеяное прошлое, стягиваются .в точку z = О. Отметим таюке другой: 
любоnытный факт: две rраницы nолоски отображаются на вещественную ось, 
rр:uшца и= О отображается на положител:ьную вещественную полуось, а гра

ница и= 21rcip+ отображается на отрицательную вещrественную nолуось. Эrи 
границы можно считать линиями, идущими из nрошлоrо. Уrол между rраниuа

.ми был изменен в точ~е бесконечного удаленноtо прошлого: несмотря на то, 

'ЧТО эти границы на полоске образовывали нулевой угол, при z -описании уrол 
равен 1·80°. При данном отображении полоска отображается на llii~ и струны 
становятся полуокружностями с центрами в точке z = О. Струна при т = О 
является бесiК.онечно малой nолу<жружностью, струны, нахомщиеся в палеком 

будущем - оченъ большими полуокружностями на :плоскости z. Радиусы по· 
луок:ружнос.тей неоrра·ниченно растуr по мере nриближения струн к бесконечно 

удаленному будущему. 
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Существуе1" другая nолезная реализация римановой nоверхности свободной 

открытой струны. Можно отобразить IНl на единичный диск в nлоскости 11 с по
мощью следующего преобразования 

1 + iz 
fJ = 1 - iz · (25.23) 

Данное отображение, nроиллюстрированное в правой части рис. 25.7, отобража
ет веще'ственную ось Im (z) = rO в единичную окружность. Действительно, для 
z=zEIR 

2 • 1 + ix 1 - ix 
11111 = fJfJ = 1 . . l . = 1. - жх +жх 

(25.24) 

.На эrот раз бесконечно удаленное прошлое z = О отображается в '11 = 1, а беско
нечно удале.нное будущее z = оо отображается в 11 = -1. Двумя составляющими 
rр.аницы ямяются единичные полуокружности BAF и CDE. 

Из рассмотренных выше отображений ·следует сделать один важный вывод. 

В то:м случае, когда nолоска отображается на ограниченную область, С11РУНЫ 

в бесконечно удаленном проШJilом и бесконечно удаленном будущем целиком 

отображаются в две точки на I1ранице ограниченной области. Более точно, эти 

точки жвляются nредельными в том смысле, что они не достиrаются струна

ми за конечное ВfРеМЯ, поэтому топологически эти точки должны быт~ь удалены 

из траниuы оrранич·енной области: это .выколотые точки. Говорят, что струны на

ходятся в .IВыколотых точках. Рассмотрение конформных отображений показала, 
что бесконечная полоска конформно эквивалентна диску с двумя выколоты

ми точками на границе. Выколотые точки разделяют границу единичного диска 

на две несвязанные комnоненты. При о'ifображснии nолоски в IНI точка z = О 
медостижима струнами в бесконечно удаленном прошлом. Оrдаленное прошлое 

.на полоске отображается в точки с большими z, и, как станет ясно в разде
ле 25.6; <сТочка на 'бесконечности» также недостижима. Поэтому бесконечная 

полоска отображается на lНi с двумя :вьtколотыми точками. 
Свободная замкнутая струна может бытъ изображена в .виде струнной диа~ 

гр-аммы рис. 25.6, с учетом оtождеспиеиия верхне~rо и нижнего краев полоски . 
. Более точно; мьt отождествляем точки на 11вух краях с одинаковым значением 
Im (т). Данное отож.цееrвление nриводит к бесконеЧ'ному цилиндру с длиной 
окружности 21ra' р +. Вертикальные пунктирные отрезки станов:ятся замкнутыми 
струнами. 

(9 Упражне:ние-размиикs 25.1. Покажите, что функция 

z=exp(~. w ·) 
а'р+ 

(25.25) 

отображает .мировые поверхности свободных замкнутых струн на всю z,-плос
кость ·С выколотЬ/М началом кОQрдинат. Убедитесь, что вертикальные пунктир

NЬiе отрезки, представляющие на w ~плоскости замкнутые струны, становятся 
на z ~плоскости замкнутыми окружностями. 

Отметим, что nри оrображекии (25.25) эамкнуrые струны в бесконечно уда
ленном n.рошл:ом nepexo.wrr в точку z = О, а зам~кнутые струнь1, стремящиеся 
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в бесконечно удаленное будущее, отображаются в окружности возрастающего 

IРад.иуСа с центром в начале координат. Мировой nоверхност~ью замкнутой стру

ны ямяется коммексная ПJiоскостъ с выкол01'ым началом координат. 

25 .• 5 .• Отображение IШварца-Кристоффепя 
v 

и трехструнное вэаимодеиствие 

Теперь, когда мы рассмотрели некоторые конфQрмные отображения мировых 

поверхностей свободно распространяющейся ОТJ<рытой струны, перейдем к слу

чаю взаимодействующих струн. Простейшим является взаимодействие, при ко= 

тором открытая струна расщепляется на две открытые струны так, как показано 

на рис. 25.5. Следуя nриобретенной ранее интуиции, эта поверхность должна 
быть конформно эквивалентна диску с тремя выколотыми точками на границе. 

На самом деле теорема Римана об отображении гарантирует, что данная взаи

модействующая мировая поверхносТJЬ может быть конформ но отображена в 1Н1, 
nричем границы открытой струны отображаются на вещественную ось. 

Зач•ем нам нужно отображать мировую mоверхность в IНI? Потому что IНI 
осуществл·яет каноническую реализацию, которая nозволяет сравнить различные 

римановы поверхностм. Эrо сраанен!Ие будет играть главную роль при изучении 

взаимо,цействий с участием более чем трех струн. Построением отображения 

струнной диаrраммы в lli[ будет реализован n. ( 1) из nриведеиного в начале 
раздела 25.2 ·сnиска. 

Не так легко реализовать отображение мировой поверхности, показаиной 
на рис. 25.5, на JЮ. Однако, ее можно рассматривать как предел многоугольника 
и существует хорошо отработанный метод построения 01'ображения, которое пе

.реводит многоугольник в IНI. Это оrобр.~ение конформново всех точках, кроме 

уrлов многоугольника. В общем случае нельзя задать это конформное отображе
ние явно, но всеrда можно записать дифференuиальное уравнение .мя функuии 
отображения. ОrобраЖ!ение; связы.ваюrщее многоугольники и ffii, называется отоб~ 
ра.жеиием Шварца~ Кристоффеля . 

Предположим, что в комплексной w-москости есть многоугольник. Пусть 

данный мноюугольник имеет n сторон и тем самым n углов, обозначеннь1х Р1 , 
Р2, ... , Pn. Оrображение Шварца-Кристоффеля w(z) переводит точку z Е IНI 
.:на мноrоуголliник. Эта ·ситуаuия проИJLЛюстрирована на tрис. 25 .. 8. Ориентация 
rраниц&I мноrо.уrолъника выбирается таким образом, чтобы внутренние области 
,находились по левую старону от орие.нmрованной границы. Данное отображение 

переводит вещественНуЮ о-сь на z-плоскооти, ориентированную в направлении 

:возрастающих значений~ на ориентированную границу многоугольника. 

Углы поворота многоугольника в вершинах ai равны Р;. Угол поворота по
ложителен, если ориентиро.ванная сторона, выходящая из соответствующей вер

шины, получается вращением против часовой стрелки ПiJЮдоткения стороны. 

~оторая вхо.ш:ит в эту вершину, По определению, углы nооорота ограничены ин
тервалом 1[ -tr. 1Г] 

(25.26) 



25.:5. Отображение Шварцо-Кристоффеля и трехструнное взоимодейст.вие 695 

IРис. 25.8. Отображение Шварца-Кристоффеля w(z) переводит IНI в многоуrольник, покаэаны 
!ВерwИIНЫ Р; и углы nоворота ai. Точкrи Zi, лежащие на границе верхней полуплоскости, иэобра

*еНJ;IОЙ справа, ·отображаются в вершины многоугольника 

Угол поворота со значением близким, но меньшим, чем 7Г, соответствует углу, 

в хотором многоугольник покры.вает лишь малый сектор. С другой стороны, 

угол nоворота со энач,ением близким, но большим, чем - 11' соответствует углу, в 

котором многоугольник не может покрыть MaJIIЫЙ сектор. Углы поворота со зна

чениями :к или -1Г приводят к .вырожденным м~ноrоуrольниiКам. На самом деле 

конусные струнные диаrраммы представляют собой вырожденные мноrоуrоль

.НИIКИ. Значе.ния 1r и -1r приводят к совершенно различным типам углов. 

ПО'Требуем, чтобы дифференциальное уравнение функции отображения w(z) 
имело вид 

~: = A(z- Zt)-a1/1f(z- Z2)-at/1f ••. (z- Xn-1)-cr"_,/11'. (25.27) 

Здесь x.i - это набор упорядоченных вещественных чисел: 

(25.28) 

а отобр:~ение z('w) переводит вершины в точm: 

z(J'.) = х;, i = 1, 2, ... , n ~ 1. (25.29) 

Отметим; что уrлы nоворота а.п с ИНде~сом ·n не входят в дифференциальное 
уравнение (25.27). Фа-ктически, оrображение, nостроенное в (25.27); nереводит 
Pn В :Z = 00: 

z(Pn) = оо. (25.30) 

Та:к юак многоугольник замкнут, сумма уrлов nоворота до.л.жны бытъ рав.на 2w: 

<lt + <1t2 + ... + ап = 21Г. (25.31) 

Таким образом, nп о!Jlределяется другими уrлами поворота. Именно поэтому 

отображение (25.27) должным образом помнит об •отсутствующей)) вершине (по~ 
дробиее см. задачу 25.6). 

Теперь объясним; nочему (25.27) явл·яется правильным дифференциальным 
уравнением .мя оrобр.аж::ения Шварца-Кристоффеля. Для этоrо рассмотрим ар~ 

rументы обеих частей уравнения. Аргумент комме~сного числа z = r ехр (i8) 
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с вещественным r опре;щеnется как arg (z) = (}. Так как углы оnределены не
однозначно и функция arg имеет аддитивный произвол, то можно добавлять 

либо вычитать любое число, JКратное 2r. Функция arg удовлетворяет правилам: 

arg (z,z2) = arg {z1) +arg (z2} и arg (z1/z2) = arg (z,) -arg (z2). Исnользуя эти свой
ства .и рассматри:вая apryмeнThl ·обеих частей (25 . .27), находим 

Будем считать, что функuии .arg в цравой части предыдущего выражения заме

неиы на rла1вные значения A.rg , которые принадлежат интервалу 

-1Г < Arg (z) ~ 11'. (25.33) 

Для rюJю.жиrельноrо вещественного числа Arg равен нулю, а для отрицательного 
8еmественноrо числа Arg равен 1Г. Если опре.nелить z13 как rлавиую ветвь z13 = 
,ехр [,в(~n Jzl + i Arg (z))], то получим 

Arg (z13) = {3 Arg {z) при 1/31 ~ 1. (25.34) 

Условие 1,81 ~ 1 гарантирует, что правая часть удовлетворяет неравенствам, кото
рые имеют место для Arg комплексноrо числа. Так как la 1/1ГI ~ 1, с помошью 
(25.34) выражение (25.32) можн,о упростить: 

аж t:rn-1 
arg(dw)-a~rg(dz)=ArgA- -Arg(z-z1)- ••• - -Arg(z-Zn-1). 

1I 1I 
(25.35) 

Если z = z находится на вещественной оси, а dz = dx > О, то из уравнения 
(25.35) следует 

. й.J On-1 
ar:g (dw) = ArgA--; Arg (х- Ха)- ••• - --;- Arg (ж- Zn-t). (25.36) 

Так как вещественная ось z -плоскости отображается на границу мноrоуrо.ль~ 

ни.ка, то arg (dw) являетс:я углом; образованным стороной мноюугольника и rори
эонтальной прямой. Пока х изменяется ... не nересекая точку поворота х;, в nравой 
части уравнения ничего rне изменяется; аргументы положительных величин оста

ются равными нулю, а аргументы отрицательных величин остаются равными 1t. 

на ·w-nлоскости это nриводит к прямому краю. С другой сто;роны, при nереходе 

точки ж ч'ер:ез точКу nоворота Жi, A:rg (ж - х;) изм,еняется от 1t до О, и nолное 
изменение составляет ( -1r). При этом правая часть рассмотренноrо вьпliе урав
нения изменяется на ( -ai/11' )( -1Г) = ai. Это означ~ет, что dw моль нового края 
будет иметь аргумент, больший на ai, т. е. в точности то, что и предполагал ось. 
Это подтверждает наше предположение о том, что дифференциальное уравнение 

действительно описывает нужное отображение. Для заданного многоугольника 
точки nоворота а:1 и константа А зависят от мин сторон мноrоуrольника и моrут 
,быть вычислены. Преобразование Шварuа-Крисrоффеля булет нами применено 
сначала для случая открытой стру-ны, расщемяющейся на две, так, как nоказано 

на рис. 25 .. 9. Эту мировую .поверхность можно рассматривать как вырожденный 
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Рис. 25.9. Отображение трехструнного взаимодействия на верхнюю nолуnлоскость. Струнная 
диаrрамм.а яiВляется rвырожденным мноrоуго111ьником с вершинами Р1 , Р2, Q и Р3 • Точка взаимо

действия Q отображается в точку z = ·х·, вершина Р1 отображается на бесконечность 

многоугольник с четырьмя вершинами . Если ориентировать границу многоуголь

ника, начав с нижней rоризонТЗJttьной линии, то первой встретившейся вершиной 

·будет Р2 - вторая струна в бесконечно удаленном будущем, соответствующий 

угол nоворота равен +1r. Двига·ясь вдоль следующего края в обратном направ

.ле~нии, мы приходим в точку взаимодейсrвия Q, это вторая вершина и соответ
ствующий у.rол поворота равен -1r. Двигаясь вдоль следующего края, приходим 
в точку бесконечного будущего Рз третьей струны, здесь находится третья верши

на и соответствующий уrол поворота равен +1r. Наконец, четвертая вершина -
это Р1 , что со01'ветствует точке бесконечно удаленного прошлого первой струны, 

здесь угол поворота равен +1r. В итоге, 

угол поворота в Р2 = а2 = +1r, 
угол nоворота в Q = aQ = - 1r, 
угол поворота в Рз = а3 = +1r, 
угол nоворота в Р1 = а1 = +1r. 

(25.37) 

Отметим, что сумма уrлов поворота равна 2;r, как следует из (25.31 ). Возможно, 
что уrлы поворота леrч·е расnознать на рис. 25.1 О, на котором мировая поверхность 
·схемаrnчески показама в виде почти вырожденноrо мноrоугольника, полученно

го путем уменьшения величины углов поворота по сравнению со значением 1r 
и добавления двух малых уrлов поворота сверху и снизу точки Q. 

- - -- ---- -- - -- -- --~-~~- ---------------------------

Рис. 2'5.10. НевыfРо.жденная версИJI вырnжденноrrо ·мноrоуrоnьника, nоказанноrо в !JIE!Boй части 
рис. 25.9. В nреде:~~е вырожденноrо .многоугольника малые углы поворота выше и ниже Q tисчезают 
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Оrображение н:а 1НI ~будем строитьt ис~одя из требованняt чтобы точка Р2 

пере~оди.ла в z = -1, Р3 в z = + 1, а Р~ в z = оо. Возникновение одной верши
ны на бесконечности явно отображено в выписанном ранее дифференциальном 

уравнении, и это }'щ:ющает наш анализ. Можно задаrься воnросом: откуда извест

но, что две другие точки, Р2 и Рз t можно отобразiНТh в выбранные нами значения 
z? Оrвет основывается на результате следующего раздела: три точки веществен
ной оси могут быть отображе.ны в любые три заданные точки при сохранении IНr 

и выбранноГ<о упорядочения. Тремя данными точками являются Р2 t Р3 и Р1 t мы 
выбрали такое отображение, что они переходят в -1 , + l и оо. Однако, коорди
наты х• nocлe.l!ltleй вертины Q определить неiВОзможно. Как nоказано в nравой 
части рис. 25.9, точка х* должна находиться между -1 и + 1, nотому что вершина 
·Q находится между вершинами Р2 и Рз ориентированноrо мноrоуrол&ника. 

Теnерь, сле,цуя (25.27), nродолжим поискдифференциального уравнения~ задаю
щею даiННое отображение. Учитывая уnорядоченные точки поворота z = -1, х •, + 1 
и углы nоворота а2 , aq, а3 , заnишем 

(25.38) 

С помощью значений углов (25.37), получим: 

.dw (z- х*) 
-:dz = A-(z_+.;.__l )-(z......;--.-1) • (25.39) 

Для: вещественных z, больших чем единица, величина dwjdz должна быть веще
~ственна и отрицательна, в силу того, что образ z > 1 является горизонтальной 
линией, расположенной между Рз и Р1 • Таким образом, мы приходим к выводу, 

что А является вещесrвtfttной и оrрицательной. Для интегрирования этоrо урав~ 
не:ния разложим правую часть на элементарные дроби: 

dw А ( 1 + ж* l - ж*) -=- + . 
dz 2 z + 1 z- 1 

(25.40) 

После инт.еrриJРОванил, 

А А 
w = 2(1 +ж*) 1n (z + 1) + 

2 
(1- ж*) ln (z- 1). (25.41) 

Здесь Л·оrарифмы определены как ln (z) = ln lzl + i A.rg (z), а логарифм веще= 
сrв-енноrо ЧИCJila ;еч·итается вещественным. Нам по-nрежнему требуется опреде

JJiить консrанты А и z* в терминах ла,раметров струнной диаrраммы pf и P't . 
Нам нужно; чтобы ·r! = Im ( w) nрирастала на 21ui Pi как rолько z nересекает 
точку z = -1 , являющуюся образом Р2 • Так как Im (Jn z) = Arg (z), а А вешеа 
ственно., то 

и =lm(w) = ~(1 +x*)Arg(z+ 1)+ ~(1-x*)Arg(z-1). 
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При 1ПС~ремещении z с левой стороны тоqки -1 на nравую, Alg (z+ 1) изменяется 
от 1Г до о' поэтому 

(25.43) 

отсюда 

А ( *) , + 2 1 + х , = - 2а Р2 • (25.44) 

Аналоllично" поведение вблизи z = 1 приводит к уравнению 

А ( •) , + 2 1 - х . = - 2а Рз . (25.45) 

Подставляя эти два уравнения обра11но в (25.41) получаем 

w = -2а'р{ ln (z + 1)- 2a'pj ln (z- 1). (25.46) 

Это выражение и явля•ется искомы.м уравнением отображения, записанным в тер

минах известных параметров. 

(!) Упрожнение-ра3Nuнк.о 25.2. Убедитесь, что вещеапвенная ось w -плоскости сов
падает с верхним краем пмоски в левой части рис. 25.9. 

В дальнейшем мы будем выписывать уравнения, подобные (25.46), методом 
подбора. Правила просты: необходимо записать лотарифм для каждой из струн, 

за ис.ключ·ением той, чья точка поворота отображается на бесконечность верх
.ней rюл:уплоскости, Префактор в каждом из этих логарифмов с.вязан с шириной 

соответствующей струны - она равна (-2а.' р +) в случае, когда q растет при 
nересечении точки nоворота. Это будет учтено при написании отображе.ния че

ТЬiрехструнноrо взаимодействия в разделе 25.7. 
Отображение (25.46) было выписано без вычисления х•, которое может быть 

найдено делен:ием уравнения (25.44) на (25.45): 

1 + х• _ Pi => х• = Pi ~ pj . 
1 ~ х• - pj Pl + pj 

(25.47) 

Если pj = pj, то, как и OЖJtllмocь х• = О, потому чт.о Q находится ровно 
посередине между Р2 и Р3 . Если pj ~ pj , из вида получаемой фиiУРы следует, 
что с конформной точки зрения Q становится ближе к Р3 • При х• ~ 1 это дей
ствительно так. С друrой стороны, если pj >> р{, то х• ~ -1 и Q действительно 
становится ближ:е к Р2. 

З.качение х• таюке мо;жет б-ыть вычислено с nомощью (25.46). Для этого от
меmм, что dw/dz ==О в z = х*. потому что в Q значения производной dw/dz 
изменяются от отрицательных до nооожите.лъны:х ('Т достиrает локмьноrо мини
мума). С nо:мошью (25.46) находим, что 

dw 2<ipj 
dz = ~ х• + 1 

2а'р+ 
~~3;_.. - о 
х•- 1 - ' 

(25.48) 
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Рис. 25.11. Трехструнное !ВЗаимодействие, IПР~дставленное на IНI. Пунктирные 

:линии яв:ляются образами (вертикальных) стру,н на рис. 25.9. Струна в момент 
взаимодействия ~отмечена непрерывной линией 

что приrводит к тому же значению ж •. Интересно посмотреть на струны на z-плос
кости, показанны~е на рис. 25.11. Рассмотрим струны, сходящиеся в точках z = -1 
и z = + 1. Струны, nриходящие из Р1 > находящейся в z = оо, в конце концов 
достигают точки взаимодействия. Струна в момент взаимодействия выделена 

неnрерывной линией. Ее концы расположены слева и сnрава от Р2 и Р3 , соот

ветственно, а одна из ·ее внутренних точек касается rраницы в х*. 

(!) Упрожнение-ра3Nuнна 25.3. Рассмотрите трехструнное взаимодействие при 
Р! = pj, причем х* =О. Проверьте, что Re (w(x*)) =О. Локажите, что 
концы струны в момент взаимодействия расположены в z = ±J2. 
Рассмотренная в этом разделе амплитуда трехструнного взаимодействия со-

держит константу с:вязи открытЪiх струн g0 .18 виде мультипликативного фактора 

(g~ ЛJ g, где ,g - константа связи эамк!liуrьхх струн). Она аналогична амплитуде 
{25.2), которая также содержит константу связи. 

25.6.. rnроаранства мо"упей 
римановых поверхностей 

Так как конформ но 'Связанные поверхности являются; по определению~ од~ 

ной и т.ой же римановой nоверхностью~ то важно понимать; что две поверхмости 

можно отображать друr в друга. Дтiя боJн:е конкретного изучения этого воnро

са воэьме.м nростой nример. Рассмотрим верхнюю nолуплоскость IНI с одной 
вы·колотой точкой на вещественной оси. Может ли такая конфигурация быть 

·отображена на верхнюю nол}'ТI.Лоскость JНr ·с выко:потой точкой х' -::/= ж? Явля
ются ли эти два nространства одной и той же римановой nоверхностью? Да, 
.являютс)1. Восnользуемся координатой z для nервой Н и координатой i для 
второй JН[. Затем рассмотрим 

z' = z + (х' - z). (25.49) 

Это конформное отображение ( z' является аналитической функцией от z) пере
:оодит вь1колотую точку z == х в выколотую точку z' = х'. Оно также сохраняет 
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- . 1 -llil, так как Im (z) = Im (z). СУf'ь эroro nримера в том, что JНI с одНой выколо11ой 
точкой на гр.анице является римановой nоверхностью без параметра. Вне .зависи

мости от того, какая т:очка выбрана в качестве :выколотой, риманова nоверхность 

остается неизменной. Будем называ11ь параметры римановых поверхностей моду
лями.~ или модулем, если такой nараметр только один. Таким образом, 1Н1 с одной 

выколотой точкой на вещественной оси не имееr модулей. 

В этом разделе и в уnражнениях в конце нанной главы буает видно. что 

ситуация становится более интересной. если на вещественную линию добавить 

еще выколотых точек: 1НI с двумя выколотыми точками nо-прежнему не имеет 

модулеi:&! При желании, положен11я выколотых точе.к можно изменить. Полу

nоскость llii с тремя вы1юлотыми точкам!И по-прежнему не имеет непрерывных 
модулей, однако есть один дискре11ный модуль, который описывает упорядочение 

выколотых точек на границе llil.. Наконец, lП с четырьмя выколотыми точками 
имеет один непрерывный и один дискретный .модуль. 

Начнем наш анализ с коммексной плоскости <С, расширенной до сферы 

Римана. Затем вернемся к случаю IН!, который немедленно найдет применение 

при рассмотрении взаимодействия открытых струн. Анализ сферы Римана пона

добится в следующей главе, в которой обсуждаются замкнуrые струны . ...... 
Комплексная nлоскОСТh С может быть расширена до сферы Римана С. Пред-

ставим сферу, расnоложенную поверх комплексной плоскости так, что южный 

полюс совпадает с началом JGООрдинат, а северный полюс расnоложен nрямо над 

!НИМ (см. рис. 25.12). Каждая точка Р на комnлекс.ной nлоскости может быть отоб
раже.на в 11ОЧку р' на сфере ·С помощью стереографической mроекции: р' является 
точкой пересечения сферы с линией, соединяющей Р с северным nолюсом. Оче

видно, что это взаимнооднозначное соответствие. По мере удаления от начала 

координат на комплексной плоскости, точки на сфере приближаются к северно

му nолюсу, Образом С nри данн·ой nроекции является сфера без точки северного 
П()Jiюса - сфера минус одна точка. Для nооrроения nолной сферЬI ~омnлексную 
n..iЮС.'КО'СТЬ необходимо расширмть добавлением «точки на бесконечности•, тоц

.ки {оо}, <>браз которой при отображении объявляется северным nолюсом. При 
стереоrрафической :проекuии расширенна·я моекость CU { оо} эквивапентна сфе
ре Римана С. Вот почему риманову поверхность иногда называют расширенной 
ко.мnлекс.но.й плоскостью. На практике;для работы со сферой Римана исnользуют 

fис. 25.12. Оrоб;ражение плюскости на сферу. Сфера раоооложеwа поверх плоtк·оёти таким об· 
IРаЗОМ; 4то ~ее IЮЖiНЫЙ полюс 8 находится в нацале координат. Каждой точке Р на nлоскости 
сопостаiВлена точка Р, на с~фере. Точка на бесконечности соответствует северно1му nолюсу N 
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комnлексную nлоскость t учетом тоrо, что z = оо являет-ся точкой., которую надо 
рас·сма11риваrь на равных основаниях с любой другой конечной точкой. 

СфераРиманаС имеет непосредственное отношение к замкнугым струнам. 
Рассмоорим отображение (25.25) бесконечного цилиндра на комплексную z-плос
кость. Здесь имеется некоrораи ассиметрия: на цилиндре замкнуrые струны в 

точках бесконечно удаленного прошлого и бесконечно удаленного будущего по
являются симметричным образом, а на плоскости первая точка выглядит, как 

выколотая точка z =О, а вторая точка отображается в окружность бесконечного 
ра.щиуса_ Очевидно. 'Ч"fО именно надо сделать для восстановления симметрии ре

шений: окружность бесконечного радиуса следует считать одной выколотой точ

кой. Таким образом, мы говорим, что мировая поверхность свободной замкнутой 

·струны явля·:ется расширенной комnлексной nлоскостью С U { оо} с выколотой 
точкой z =О и выкшютой точкой на iбесконечности. Эквивалентным образом, ....... 
мировой поверхностью свободной замкнугой ·струны является С с двумя выко-

Jютыми точками. Выколотыми точками ямяются z = О и бесконечно удаленная 
точка, которые на С рассматриваются на равных основаниях. 

Каково наиболее общее аналитическое взаимнооднозначное отображение 

:из С на С? Математиками было показано, что это дробио-линейное отображение. 
Рассмотрим две коfiiии С с координатами z и w. Дробно-линей1ное nреобразова-
ние имеет вид 

.аz+Ь 
w := ' cz+d 

(25.50) 

rде а, Ь, с и d являются комплексными числами. Отметим, что бесконечно 
удаленная точка на z-nлоскосrи отображается в w = ajc, что, как правило . 

....... 
ямяется ~онечным числом. Это согласуется с тем мнением, что на С бесконечно 

удаленная точка является обычной точкой. Для того чтобы рассматриваемое 
отображение было в.заимноодно:значным; необходимо также потребовать 

ad- Ьс#О. (25.5 1) 

Если, наnриме.р, а= .ь =О, то даНН'оt условие нарушается и из {25.50) ·следует 
w = () для всех z. Чтобы nоказать; чт-о (25.51) гарантирует взаимнооднозначность 
·отображения, необходимо показать, что w(zt) ::::::: w(z2) nриводит к Zt ....: z2. 
Равенство w(z~) = w(z2) с помощью (25.50) дает 

az1 +Ь .az2 + Ь 
CZt +·d ~ CZ2 + d' 

(25.52) 

При .cz 1 + d = О .левая часть этого выражения бесконечна, поэrому правая часть 

таЮК:е должна быть бесконечной. Отсюда следует; что cz2 + d = О, и nоэтому 
z1 = z2• Если :tнаменаrели не равны нулю, то можно nеремножить эти выражения 

наискосок и, после приведения подобных, получить: 

(25.53) 

что, в силу (25.51), nриводит к z1 = z2• Дробномлинейное nреобразование ЯВ.'IЯ~ 

:ет.ся обратимым преобраэованием. Можно легко выразить z через w и получить 
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dw-b 
(25.54) z=----

-cw+a 
Как можно вилеТtь из 1рассмотрения условия (25.51), это также дробио-линейное 
преобразоваJНие, оно таiОКе взаимJНооднозначно. Умножением наискосо1<, отоб

ражение (25.50) можно привести к виду 

Awz +B·w +Cz +D =О (25.55) 

при некоторых ком1ПЛексн1Ых константах А, В, С и D. Это всего лишь друrая 
форма записи, К·оторую следует рассматривать как определение дробио-линей
ного преобразонания. Симметричное повеление w и z оказывается Здесь явным. 
Q) Упражнение-ра3мuнка 25.4. Каково условие на коэффициентьt А, В, С и D при 

которЬIХ (25.55) является 'дробпо-линейны.м преобразованием? 
Сколько параметров у отображения (25.50)? Несмотря на то что данное отоб

ражение записано с помощью четырех комплексных чисел а, Ь, с и d, есть только 
три параметра. Если а, Ь, с и d умножить на одно комплексное число а # О, то 
отображение (25.50) не изменится, потому как постоянный множитель появля
ется как в знаменателе, так и в чи·слиТtеЛе. Так как ad- Ьс t= О, параметры а, Ь, 
с и d можно перемасштабировать пуrем деления на J ad - Ьс. Новые, nереопре
деленные nараметр:ы удовлетворяют отношению 

.аd-Ьс=1. (25.56) 

Теперь ·очевидно, что имеется только три подгоночных параметра: наnример, при 

заданных а, Ь и с уравнение фиксирует параметр d. 
Имея три комi1Uiексных nараметра, можно было бы ожидать, что дробио

линейное преобразование можеi отображать z-сферу с тремя (разными) выколо
тыми точками z1, z2 и z3 на w-сферу, на которой три выколотые точки переходят 
в пр()uзвол:ьные (разные) точки w1, to2 и w3 (см. рис. 25.13). Это действительно 
так, ;и отсюда следует, чrо 'С с тремя выколотыми ·точками является римановой 
.по.верхносr~ю без модулей. 

Tefiepь давайте построим данное отображение. Запишем 

(z- z1)( ••• ) = (w- Wt)( ..• ), (25.57) 

поrому что мы хотим иметь w = w1 при z = z1• Многоточие соответствует до
.полнrиrепьным мультимиюпивным факторам, которые будут вЮiючены позднее. 

~ I.W 

Р, р2 Р- J>l • • • 3 • 
zt z2 wз 'Wl 

w2 

Рз • 
F_2 • 

zз 

!Рис.. 25.13. Тр&о~ вык,олотые точки Р1 , Р2 и Р3 'С кrоординатам1и z1, z2 и z3, соотвеrСТ~еt~но, 
.мoryr быть 1конфо1Рмно отобр.ажены в любые три точки w1, Wz и tоз н~ w-n.Jiocкocти 
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Очевидно, что z1 будет отображаться в w1 так как при z = z1 и w = w1 обе части 

уравн·ения равны, вне зависимоепt от мультиплю<ативных факторов. Далее мы 

хоr.им, чтобы w = w2 при z = Z2. Для эrой цели поместим множите.Jilи w - w2 

и z - z2 в знаменатели: 
Z- Zt W- WJ -( ... ) = ( ... ). 
Z- Z2 W- W2 

(25.58) 

При w ~ w2 это равенство приводит к z - z2• Дпя учета условия z :..::. z3 при 

w = wз, nрост-о добавим численные факторы кот-орые rapatrtИpyют равенство 
единице каждой из ·сторон: 

Z- Zt Zэ- Z2 

Z- Z2 Zз- Zt 

w -w, Wз- w2 

w -w2 Wз- w, (25.59) 

Приведеиное выше уравнение является ок:ончатепьным уравнением отображения, 

nереводящего z, , z2 и zз в Wt , w2 и Wз, ~соотве11етвенно. Оно является дробно
лине"ным преобразованием: с помощью умножения наискосок, находим, что 
1(25.59) лриводится к ВJЩУ (25.55). Сферы с тремя выколотыми точками не имеют 
:модулей, потому чrо все подобные сферы I<iОнформно эквивалентны; их можно 

отобразить друт на друга с помощью (25.59). Н задаче 25.1 будет показано, что ...... 
~(25.59) является ,единственным отображением С, переводящим упорядоченный 
набор из т.рех различных точек в другой уnорядоченный набор из трех различных 

точек. 

Теперъ рассмотрим С с четырьмя вы1юлотыми точками z1 ~ Z2. z3 и z4 и дру
rую к:опию С с четыр6М.Я выко.Jютыми точками w1 , w2, w3 и W4-. Будем считать 
выколотые точки П!РОНJМерованными, с индексами 1, 2, 3 и 4. Можно ли отоб
разиТЪ данные копии С друг на друга таким образом, что бы выколотые точки 

пе.рехо.ш.ипи друг в друга, т. е. Zi --t Wi цри i = 1, 2, З и 4? В общем случае нельзя. 
Чтобы отобразить четыре выколотых точки друг в друга, .необходимо обязательно 

отобразить z1, z2 и zз в w1, W2 и wз. Это требоваиие фиксирует (25.59). что при
водит к едиRственному отображению~ которое допускает отображение выколотых 

wчек. Так как отображение едннеlf'.веRно, то не удается наложить доnолнительное 

·условlfе" Z4 будет переходить в некоторую точку~ которую нельзя задать. Конеч
но Ж'е, может так случиться; что данное ~отображение переводит Z4 в зада.нную 
w4 , IФторая, однакоt будет случайна, nотому что z4 и w4 не были исnользованы 

при n()(;тр<>ении отображения. Тем самым) сферы с четырьмя .пронумероваиными 

вьt:колотыми: точками не обяз-аны ;быть конформно эквивалентными. 

Предполо:жим, что некто предъямяет вам z-сферу lf z'-сферу, каждая с че
тырьмя выколотыми точками Р1 , Р2, Рз и Р4 • Как понять, являются ли они кон
фQрмно эквивалентными? Н первую очеред~ь отобразим на каждой сфере точки 
Р1 , Р3 и Р4 в О, 1 и оо. Для этоrо необходимо дробио-линейное преобразование 
·w -= /(z) и w' = 1' (z'). Воп[рОС конформной эквивалентности z- и z' -сфер теперь 
:ямяеrся воnросом конформной эквивалентносm w- и w'-сфер. Теnерь nосмот
рим на Р2. Предnоложим, что Р2 'отображается в w = ~ на w -сфёре м в w' == ~' 
на w' ~сфере.; w-сфера м w' -сфера с чеrырьмя выколотыми точками конформно 
~эквивалентны тогда и толысо тогда, когда Л == )..'. Единственным конформным 
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PML 25.14. Четыре ВЫI1к0потые то'чКи на к(Jмппексной z-nлоскосiГи моrут быть ед1инственным 
образом ·отображены на w-nлоскость если потребовать, что Р1 , Рэ и Р4 переходяr в w =О, 1 и оо, 
сооrвеrстrвенно. В данной каноническ·ой реализации оста1вшаясА выколота~! точка Р2 перейдет 

в некоrорую точку с не!Которым значением w = ~ 

отображением w -+ w', сохраняющим выколотые точюt Р1 , Р3 и Р4 (располо
женные в обоих ~случаях в О. 1 и оо). является тождесrвенное преобразование. 
Если выколотые точки Р2 должны перехQдить друг в друга, то их координа
ты должны совпадать. Это доказывает требуемое утверж.дение. В канонической 

реализации, когда три выколотые точки nереходят в О, 1 и оо, положе:ние Л nо
следней выкоJiiотой точки является, таким образом, модуJiiем сферы с четырьмя 

:вь1коnотыми точками (см. рис. 25 .. 14). Так как положение этой точки является 
комПJiексным числом, то мы и:меем коммексный модуль, либо, эквивалентно, 

два вещественных модуля. Так .как положение четвертой выколоrой точки мож

но изменять непрерывным образом, то данные модули являются непрерывными 
параметрам и. 

Комплеrксный модуль,\, соответствующий положению выколотой точки, мо
жет :nринимать все комnлексные значения; за исключением О, t я оо, так: как 
в этих случаях две выколотые точки ~со:впадаюr. С другой точку зрения, рассмот~ 

рим новую ·сферу Римана с .координатой Л и выколотыми точкамя О, 1 и оо. 
Каждой rоч.ке ~ эrой сферы соnоставим сферу с выколt01ЪIМИ точками О, 1, оо 
и ,\0 • При данном сопоставлении две различные точки на .Л-сфере ·соотве-гству

ют двум конфqрмно неэквиваленrnым ·сферам с четырьмя выколотыми точками. 

Наконец; каиая сфе1ра ~с четырьмя выколотыми т-очками сопоставляется точке 

на .Л-сфере. Будем назьпшт~ь ..\-сферу с выколоmми -rочками О, 1 и оо .простран

ством .модулей Мо.4 сферы с четырьмя выкоJюlыми точками. Ноль обозначает 
то} чtо расс-матриваются сферы Римана (пове~рхности рода ноль), а четыре ука
зывает на то, что данная nоверхность имеет четыре выколотые точки, которые 

считаются пронумерованными. Будучи двумерной nоверхностью, М0•4 обладает 
(вещесt1венной) размерностью равной двум: 

dim (М0,4) = 2. (25.60) 

Л юбоnы11нО; что nространство модулей сфер Рим.ана с четырьмsr выколотыми 

точкамiИ само является римановой nоверхностью - ~сферой Л с тремя выколо~ 

тыми точками. Yqer проетранства модулей означает, что мы контролируем все 
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неэквивалентные риманrовы по--верхности заданноrо тиnа. Пространство моду

лей М0•4 будет иrрать важную роль nри обсуждении амплитуд замкнутых струн 
.18 гла~ 26. Чтобы разобраться в рассеянии замкнуrых струн, давайте теперь рас
смотрим П1 с выколОТЬiми точками на вещесrвенной оси и пространства модулей 
"ГсlКИХ римановых поверхностей. 

Напомним, чrо 1Н1 определяется как верхняя полуплоскость, содержашая ве

щест!Венную ось, а таюке бесконечно удаленную точку. Эта бесконечно удаленная 

точка добавляется так же, как добавлялась 1К сфере Римана. В JНI плюс и минус 
бесконечность на вещественной оси являются одной точкой и тем самым равны 

nределу r ехр (i8), ДЛJJI О ~ 8 ~ 11', при r ~ оо. Бесконечно удаленная точка 
принадлежит границе JНI; эта гранища является окружностью. Оrметим, что 1НI 

конформно эквивалентн.а единичному диску, что следует из отображения (25.23). 
При данном отображении rраница JНI отображается на rраницу диска, а беско

нечно удаленная точка отображается в 11 = -1. Теперь мы ясно понимаем, что 
бесконечная полоска хонформ но эквиJВаЛентна 1Н1 с выколотой точкой z = О, 
у которой также выколота бесконечно удаленная точка. Бесконечно удаленная 

·точка выкалывается по той nричине, что она может быть достигнуrа струной 

за любое конечное время. Бесконечная полоска конформно эквивалентна IНI 
·С двумя выколотыми точками на границе. 

Давайте рассмотрим отображения 1Н на себя. Разумный полход состоит в изу-.... 
чени!И отображений С на себя, при которых сохраняеi'Ся верхняя полуплоскость 

IНI. Следуя (25.50) рассмотрим преобразования вида 

аz+Ь 
w = . 

cz+d 
(25.61) 

Если а, Ь, с и d вещест1венны, то вещественная ось z-плоскости отображаеrоя 
на вещественную ·ось w~~плоскости .. Фактически, с точностыо до общего фазового 
фаюора, который сокращае11ся в (25.61)t услов.ие ТОГО; что пешественная ось 
отображается на вещественн-ую ось о:зиачает (задача 25.3) 

а, Ь, с, d Е IR. (25.62) 

НаiJСонец; существует одно дополнительное условие. Как и прежп.е, рассматрива& 

емое ·отображение взаимнооднозначно rorдa и только тогда, когда 

(25.63) 

Так к,ак сейчас рассматриваюrся вещественные ко~ициенты, левая часть при

вед:ениоrо выше с-оотношения ямяется некоrорым числом~ либо положительным, 

либо отриuательным. Так какдоnускается только перемасштабщювание коэффи
циентов с nомощью вешесmенных чисел, можно положить ad - Ьс = 1 в ёJJучае 
положительной левой части, и ad- Ьс = -1 в случае отриuательной левой части. 
Оказывается, что для сохранения IНI необходима первая возможность: 

ad-Ьc=l. (25.64) 
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Действительно, рассматривая мнимую часть (25.61)t находим 

m w = Im =- - . 1 ( ) ·( a.z + ь) 1 (az + ь az + ь) 
cz + d 2i cz + .d cz + d 

(25.65) 

Упрощая это выражение, 

1 (ad- Ьс)(z- Z) .ad- Ьс 
Im (w) = 2i lcz + dj2 = lcz + dj2 Im (z). (25.66) 

Из этого уравнения со всей очевидностью сле.nует, что из Im (z) ~О следУет, что 
Jm (w) ~О тогда я только 110rда) когда аd-Ьс >О. Тем самым, (25.64) гарантирует 
что (25.61) сохраняет верхнюю полуплоскосrь. В итоrеt отображения 1НI на себя 
определяются уравнениями (25.61 ), (25 .. 62) и (25.64). Они характеризуютс·я тремя 
вещественными параметрами. Бесконечно удаленная точка на IН! рассматривается 

как регулярная точка; ее образ при отображении (25.61) есть w = ajc. 

Давайте рассмотрим нес~олько nримеров. Является ли отображение 

w=-z (25.67) 

отображе~нием JНI в 11НI? Нет~ не ЯIWJ.яется: точка z на nоложительной мнимой оси, 
~например, будет ·отображаться в точку w на отрицательной мнимой оси. Таким 

образом, (25 .. 67) не может быть записано в ви.ще (25.61) при требуемых условиях. 
Действительно., можно попробовать записать 

(-l)·z+O 
w= =>a=-l,Ь=O,c=O,d=l. 

0 ·Z + 1 
(25.68) 

но эrо nриведет к ad - Ьс = - 1 , что нарушает условие (:25.64). Как насчет 

w = z + 1? (25.69) 

Эта функция отображает ]Н[ в Пi. Фак-rическй, она nросто сдвигает JН[ .в правую 
стюрону на единицу. Более интересным отображением ямлется 

l 
W=--. 

z 
(25.70) 

Чтобы увидетьt почему о:но справемивоt сначала отметим, что его можно записать 
в виде {25.61) nри выборе 

. O·z+(-1) . .. .-
w == => а= О, Ь = -1, с= 1, d =О. (25.71) 

1 • zJ>+ О 

Так как ad- Ьс = 1, условие (25.64) выnолнено. Для большей очевидности; напи
шем z = re"e. Тогда w ~ -ljz ~ -( 1/r) ·ei'. Как выглядит данное иреобразование 
на комWiексной плоскости? Рассмотрим комnлексное число z ·с положительной 

мнимой частью; такое, как nоказано на рис. 25.15. Вектор (1/r) · e-te попучается 
из z ·отражением относительно вещественной оси и растяженмем. Таким образом, 
данный веюгор находится в нmкнеrй nолуплоскости. Однако, w = - 1/z и отрица-
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Рмс. 25.15. ОбъJ~~снение того, почему отобра>trение z -t -1/z перево,АИТ JНJ в се611 

тельный з!Нак соответствует отражению вектора относительно начала координат. 

Поэтому окончательный вектор w расположен в верхней полуплоскости. Теперь 
очевИдно. чrо (25.70) отображает верхнюю полуnлоскость на себя. 

Можно вообрази-nь, чrо с помощью вещественного дробио-линейного пре

образования с тр.емя вещественными параметрами EI с тремя выколотыми точ
ками на вещественной оси можно отобразить в IНI с тремя выколотыми точками 

с произвольными вешественными координатами. Эrо почти правильно! Дей
ствительно, с nомощью (25.59) можно nостроить некоторое отображение, однако 
кое-что может оказаться неправильным. Условие (25.64) может не выполнить
ся. Поскольку это имеет отношение к некоторому важному свойству открытых 

струн, т-о интересно посмотреть., почему так происходит. 

Рассматриваемые отооражения (25.-61) удовлетворяют 

dw (ad- Ьс) 
-= • 
dz (cz + d)1 

(25.72) 

и, в силу ad - ;Ьс > О, данная производмая положительна на всей вещественной 
'ОСИ. Это означает, что отображение переводит ориентированную вещественную 

ос~ь (скажем, слева наnраво) в вещественную ось •с такой же ориентацией! На са

мом деле веше-ственную ·ось в EI можно счиrат:ь окружн()СТhю~ которая содержит 
бесконечно удале.нную точку. 1Ри точки на вещественной оси могут быть отраже
ны в .друrие три тоqки тоrда iИ только rorдa, когда их циклические упорядочения 

.ка-к rочек на окружносm совпадают. Пусть {Р1Р2Р3) обозначает выколотые точ
ки 1, 2 И' 3, в том случае, кor.na они поямяюttя в этом порядке при движении 
по вещественной оси слева 'направо. Тоrда данная конфигурация может быть 
,отображена в любую другую конфигураuию при услооии; что циклическое упо

рядочение сохранено. Например, она может быть отображена в конфигурацию 

(Р2:РзР1); но не в конфигурацию (Р2РrРэ). 
Рассмот.ри.м пример. Пусть А, В и С ~ это точки на z~плоскости, распо

ложенные в -1, О и 1. соответС'Шённо (рис. 25.16). Давайте попробуем nостроить 
отображеtпtе ua w-плоскость, которое переводмт данные точки в 1. О и -1, 
сОО"fВё11ственио. По суrи, мы пыт.аемся обратить порядок расположения точек 

на вещеетаенной оси. С помощью (25.59) выясняем, что требуется сле.ttующее 
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с в А 

~ -1 о 1 -1 о 1 

~ ~: Р~ 25.16. Конфор.много отображения верхней полу~;доскости на себя, 
а!'.,~ающеrо уnорJiдочение трех точек на вещественнои оси, не существует · .... ~"' j г -.... 

"""'~г. ~f 

.4щ~f~е,t.~ие: · . . 
z-1 ·w+ 1 

(25.73) 

При умножении наискосок, находим., чrо это отображение 1равно w = -z, а ранее 
было показано., что оно не отображает IНI на JНI. Так как существуют только два 
неэквиrватентных циклических упорядочения трех точек на границе диска, то 

nространство модулей .Nэ диска JНI с тремя !Выколотыми точками на его границе 
имеет двух представителей. Один соответствует П1 с тремя выколотыми точками, 

упорядоченными как (Р1Р2Р3), а другой соответствует JНI с тремя выколотыми 
точками упорядоченными как (P2PJP3). Можно сказать, чrо сущес-mует один 
дискретный модуль, который принимает два значения и больше ничеrо! Отметим, 

что пространство модулей Мо.з сферы с тремя выколотыми точками не имеет 
дискретных модулей - все такие сферы конфQрмно эквивалентны. Пространство 

модулей Мо,3 - это просто точка, в ro время как пространство модулей N3 - это 
две rочки. Хотя существует очевидный способ определять упорядочение точек, 

расположенных на окружности (граница nn), нет никакою способа определить 
упорядочение точек на сфере. 

Рассмотрим .ШI ·с четырьмя занумерованными выколотыми точк:ам:и, Р1 , Р2, 

Р3 и Р4 , на вещественной оси и зафиксируем их циюiическое упорядочение в 

вме (РtР2РзР4) (рис. 25.17). Можно Jlli отобразить П:U на себя и перевести четыре 
выко.л01'Ьiе 'Jочки в точки с лроизволы-tыми коордииат.а.ми при условии сохра

нения uиклич:ескоrо упорЯJlочения? Нет. Существует только три веществеиных 
параметра в наиболее общем отображении JНI в JНI ,, и поэтому можно задать только 

три положения. Придерживаясь rои :же стратегии, что и ранее, можно О'Гобразить 

W! 

Р, [ p"J. Р,, р4 

Oi л 1 00 

!Рис. 25 .. 17. Верхняя палуnлос~ость z с четырьмя выкалотыми точками н;а вещественной оси 
•может быть 1i<З1Нон:ичеtк1и реализ-ована отображением на верхнюю nолуплосkоС"''Ь w, nри котором 
три выко;nоrые то'Чки~ скажем Р1 , Р3 и Р4, оtображают.ся !В w = о. l и оо. Выколот.ая то~:~ка Р2 

n·ерейдеt !В w = Л nри О < ,\ < 1 
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три выколОТЬiе точки в точки с фиксированными w координатами. Например, 
давайте сrrобfРазим Pr в w =О, Рэ в ·w = 1, а Р4 .в w = оо. При такам отображе
нии, Р2 будет переходИ11Ь в w =Л, гдеЛ-это некоторое вещественное число. 
В силу того, ·что циклическое упорядочение сохраняется, Р2 должна по-прежнему 
находиться меЖду Р1 и Р3 , так что О < Л < 1. 

Мы можем рассматривать интервал О < .Л < 1 как пространство, пред,ставля
юrцее все возможные IШ с четырьмя выколотыми точками на границе. Для любого 

~ в этом интервале суmествует ассоциированный 1НI с выколотыми точками в О. 
~' 1 и оо. Две точки с различными значениями Л соответствуют конформно 
неэквивалентным IНI с Ч·етырьмя выколотыми точками. Наконец, в данном ин

тервале учтены все IНI с четырьмя выколотыми точками. Таким образом, будем 

назы.IВЗТЬ О < Л < 1 пространством модулей N4 верхних полуплоско.стей с четырь
.мя пронумерованными вы.колотыми точками на границе с заданным циклическим 

упорядочением. Это пространство модулей имеет один вещественн!Ый параметр и 

на ·самом деле является всего лишь отрезком с ·откры11ыми концами. Эrо про

странство одномерно: 

·dimN4 = 1. (25.74) 

Поверхности П1 с четырьмя выколотыми граничными точками важны по той 

nрич.ине, что они являются поверхностями, которые возникают в npoueccax вза
имодействия с участием четырех открытых струн. Как будет видно далее, мировая 

поверхность такоrо :процесса конформно эквивалентна nn с четырьмя выколоты
ми граничными точками. Мы также увидим, что струнная диаграмма обладает 

одним nараметром - разницей во времени Т между точками взаимодействия. 
Будет доказан замечательный результат: по мере тоrо как Т пробеrает свой есте

·ственный интервал значений, струнные диаграммы порожпают все IНI с четырьмя 
выколотыми граничными точками! То есть поро.ждаются полное пространство 

модулей ,Л4. Для доказательства необходимо изучить функцию Л(Т), которая 
•описыwает модули как функцию от Т. Конечно же, это требует наличия кон
формного отображе11ия из ·СТрунной диаrраммы в шr. Необходимо rюказать, что 

ло мере того, как Т пробегает свой естественный интервал, Л(Т) изменяется 
от нуля до единицы. Давайте теперь переЙдем к обсуждению этого уrвержления. 

Q) У:прожнеииl-раз~t~инио 25.5. Сколько неэ.квивментных уnорядочении четырех 
точек может быть на грDнu,це JНI? Какой еыеод отсюда следует для npoempaн~ 
ства моitул.ей диска М с четырьмя еыtи>лоm'ЬI.Ми граничными точками? 

25.7. Взаимодействие четырех открытых струн 
Давайте рассмотрим процесс. в коrором две открытые струны соединяются 

и образуюr про.межуточl{уЮ струну. которая затем расщепляется на п:ве 01\Крытые 

струны. Входящи'е струны ·- это третья u четвертая струны, а исходящие стру
вы - перJВая и В'fОрая. Струнна:я nиаrрамма показана на рис. 25.18. 

Оrметим, что точка взаимодействия Q1 возникает при т = Tt, .а Q2 возникает 
nри т= Т:2 • Временной интервал между моментами взаимодействий равен 

(25.75) 
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!Рис. 25.1.8. Сверху; конусная струнная диаграмма, !ПоказЪiвающая третью и четвертую струны, 
IКотор:ые обьединяются и образуют nромежуточнуiю струну, после чего расщеnляютс11 на nервую 

lИ вторую струны. Внизу: кону.сная диаграмма отображаете" на IНI; Р1 , Р3 и Р4, переходят в О, 1 
и оо; rочки вэа,имодействиJI Q1 1и Q2 лереходп в z 1 и z 2, а Р2 nереходит в .\ 

На диаграмме, по казанной на рисунке, Т > О. Однако, набор всех возможных 
взаимодействий содержит также процессы, для которых Т <О. В таких ·случаях 

разрезы д1Вижуrся друr сквозь дру,га. Полный интервал Т в данном взаимодей

·ствии равен 

-00 <т< оо. (25.76) 

Для Pi = pf ямеется исключение. В .этом случае .ра'эрезЬI сталкиваются при Т= О 
~и Т не может быть отрицательным. Подобная ситуация изучается в запаче 25.7. 

Теn~ерь с помощью отображения Шварца~Кристоффеля отобразим .naliнyю 

диаграмму в JНi. Выделенные rочки на границе струнной диаrраммы упорядочены 
как (P1·Q1P2P3Q2P4). Триточки моrуrб.ытьотображены в точки с nроизвольными 
.координатами (совместно с циЮiическим упорядочением), поэтому :выберем Р1 , 
Р3 и Р4 и отобразим их 1В О, 1 и оо, ~соответственно. Тогда точка Р2. координата 

которой В!ЫСтупает в качеС'if'ве модуля, должна отображаться в некоторую точку 

О < А < 1. Так ка~ Q, расположена между Р, и Р2, а Q2 расположена между Рз 
и Р4. их образы х1 и х1 1-1а JНI удовлетворяют 

0 < Zt < .\, l < Х2 < 00. (25.77) 

Цель состоит в вычислении модуля ..\ на ШI с четырьмя выколотыми граничными 
точками в виде функuии nараметров Т и pj струнной т.иаrраммы: 

(·- . + + + +) А ·= А Т; р, , Р2 , Рз , Р4 · (25.78) 
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Мы хоr»м до-казать замечательное уrвержп.ение: набор всех :возможных диа

rрамм для Т Е ( -оо) оо) даст все ~ Е (О) 1)) т. е. полное пространство мо

дулей N4 диска 1Н1 с четырьмя выколотыми граничными точками. Параметр 
А - эrо явно и хорошо определенная функция Т: для заданного Т можно 
вычисл!Ить А. Хотя мы не будем доказывать этого, функция ~(Т) на самом 
деле ямяется взаимнооднозначной. Это показывает; что дiВе струнные диаrрам

мы с различными значениями Т nриводят к разным римановым поверхностям. 

В результате, набор струнных диаrрамм содержит каждую поверхность из N4 
по одному разу. 

Дифференциальное уравнение для конформного отображения ле.rко запи

,сывается с помощью (25.27). В rочках ~ углы поворота равны +1r, в точках 
взаимодействия Qi углы поворота равны -1r. Таким образом, 

(25.79) 

Теnерь необходимо разложить правую часть этоrо уравнения на элементарные 

дроби. Можно воспользоваться трюком, который справедлив в случае, когда все 

сомножители в знаменателе разные, так же, как мы поступили в (25. 79). Напри
мер, коэффициент перед 1/z получается удалением множителя 1/z и вычисле
нием остатка в правой части при z =О. Аналоrичным образом, для определения 
коэффициента перед. 1/(z- ~) этот множитель уnаляется, а остаток вычисляется 
при z =,\.Таким образом, правая часть без коэффициента А равна 

~ ( -XJ)( -х:д + 1 (~- ХJ)(Л- Х2) + 1 
z (-д)(-1) (z- Л) д(.Л- 1) (z -1) 

nосле упрощения) уравн·ение (25. 79) принимает вид 

(1- х,)( ~ - х2) 

(1- Л) 
(25.80) 

dw = . А[·~ XtX2 + _1_ (,\- х1 )(Х2- ~) __ 1_ (1 - а:1)(Х2- 1)]. 
d А '(l ) \ (25.81) ;z z А z-,\ л -.Л z ~ l I ~ л 

Таюке иэвесrен сnособ ·записи конформного отображения наnрямую, юоторый 

уже объяснялсJ~ nосле уравнени·я ('25.46). 'В данном случае это nриводит к 

w(z) = -2а'р( ~ z- 2a/pf ln (z- Л)+ 2a'pj ln (z- 1). (25.82) 

Дифференцирование nриведет к 

dw . , + l _ , + 1 1 + 1 -. = -2ар1 -- 2ар2 +2ар3 --. 
dz z z- Л z- 1 

(25.83) 

Можно сравнить два дифференциальных уравнения (25.81) и (25.83) и nолучить 
тр:и уравнения, с.вяэывающие импульсные параметры струнной диаграммы с na-
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(25.84) 

Итак, мы имеем три уравнения д1IЯ отыскания четырехнеизвестных (А, Л, х 1 , х2). 
Какой !ИНформации не достает? Пока не был задействован параметр струнной 
диаграммы Т= т. -Т2. Заметим, что Tt -это вещественная часть w при z = Xt, 

а Т2 - это веюественная часть w при z = х2: 

Так как Re Оп z) = ln lzl. с помощью уравнения (25.82) можно заnисать 

Tt = -2a'pi ln Xt- 2a'pi ln (Л- х,) + 2o'pj l.n (1- Xt). 

Т2 = -2lr'pt ln Х2- 2a'pi ln (х2- Л)+ 2a'pj ln (х2- l). 

(25.85) 

Здесь было исnользовано О < х1 <Л < 1 < х2. Теnерь можно ,вычислить Т= Т1 - Т2: 

2
I.J Т= Pi 1n х2 + Pi ln (~2 - Л) + pf in :( l- х;) . 
а Xt - Xt Х2-

(25.86) 

Это nоследнее уравнение, в совокупности с тремя предыдущими, фиксирует зна

чения всех неизвестных nараметров. Данную систему уравнений достаточно слож

но решmъ и nолуч.ить rочные знач,еишi параметров, одна~о, к счастью, наше 

уrверЖJJtение можно доказать, избежав этого. Для получения требуемого резуль

тата 'СЛедует :nровести лишь небольшой анализ этих уравнений. 

Так как А не входит в (25.86). то удобно исключить его из уравнений (25.84) 
nутем составления следующих отношений: 

Pi (~- Xi}(x2 ~ ~) 
pf = (l - х1)(х2 - · 1),\ · 

(25.87) 

При изменении Т значения х1 , .х2 и,\ будут из~меняrься непрерывно; Т меняется 

от -оо до +оо. Вели нам удастся показатьt чт-о Л стремится к нулю при Т -+ оо 
и что Л стремится к единице при Т-+ -оо, то Л будет принимать все значения 

0<.\<l. 
Мы только что предположили; что д-+ О при Т--+ оо. ИН'JУИЦИЯ подсказ:ы~ 

ваетt что при Т ~ ос точ.ки Р1 и Р2 отделены от точек Р3 и Р4 длинной !flолоокой. 
С конформной точки зренiИЯ; Pt и Р2 стремятся: к друг друrу. Для рассматри

ваемоrо отображения в ·IIНI это соответствует ~ -+ О (для дальнейшего развитJ.:t.~ . 
.... ,, ,. 

интуиции в данном воnросе читателю щrедлаrается решить задачу 25.5). Tene~":..f 
~ 
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докажем, что Т -t оо nри .А ---t О. Так как .\(Т) :ямяетси хорошо оnределенной 

функцией l) от Т., эrо означает что и Л -t О при Т -t оо. 
Для заданного rQ < х1 < .\ имеем: х 1 ---t О при Л -t О. Рассмотримs что про

исходит с :Т в этом случае. С помощью (25.86) находим 

1 + Х2 + Х2 + 1 
-
2 1 

Т ~ р1 ln - + р2 ln "' + р3 ln 
1 

. 
· а Х1 л - ЖJ Х2 -

(25.88) 

Чтобы разобраться с nоведением Т, необходимо знать, как ведет себя х2 • В этом 

нам помоrуr уравнения (25.87), при Л -t О и х 1 -t О из них следует 

(25.89) 

Так как отношения конусных импульсов - это положительные числа, то из верх
него уравнения следует, что в рассматриваемом mределе А/Х1 конечно и больше 

единицы. Тоrда из нижнего уравнения следует, что х2 конечно и больше едини
цы. С учетом конечности х2 , уравнение (25.88) принимает вид 

1 + + 
2а' Т~ -р1 ln х,- р2 ln (.д- х~ ) + конечные вклады. (25.90) 

Так как х.1 и А- х.1 стрем·ятся к нулю при А -t О, то nолучаем, что Т ---t +оо. 
·таким образом, А -t О nри Т -+ оо, что и требовалось доказать. 

Теперь нам хотелось бы nоказать, что А-+ 1 при Т-+ -оо. С точки зрения 
струнной диаграммы, этот предел также является оомьiсленным. В данном случае 

р~резы отходят друr от друга на большое расстояние; таiК, что rочkИ Р2 и Рз 
·окаэываюrея отделе:ны от точек Р1 и Р4 длинной полОёкой. С конформной точки 
зрения; Р1 и Р3 стремятся к друr другу. Так как Р3 расположена в единице, то 
это приводит к ~ --+ 1. 

Давайте посмотрим tia уравнения (25.87) и выясним, что происходит ·С nара
метрами. При .\ -+ l второе отношение принимает BИJi 

Pi (.\- Xt)(:t2 -Л) 
pj ~ (I ~ х~)(х2- П ).· (25.91) 

.Если в nредыдущем уравнении наивно nоложить А ~ 1 , то получим Pi /pj -t 1 t 
что неверно. Таким образом, при А 4 1 необходимо иметь либо х1 ~ 1 nри 

l) Здесь на самом деле исnользуется то, ч:rq фунr~~й ~29.-,.?Зеп:я взаимноодНО3fiаЧttоlt. - При.м. 
ред. переводо. · \ . t _ ~ : i. .~.. _ 
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конечном х2, либо х2 -+ 1 при конечном х 1. Если положить х 1 -+ 1, получим 

(25.92) 

rде последнее нера18енство возникает в силу Xt < Л.. Из рис. 25.18 следует, что 
сделан стандартный выбор р:{ > pj. Тем самым, мы рассматриваем возможность 
ж2 -+ 1. В эт.ом СJ11учае 

Pt (z2- ~) - = > 1. pj (х2- I) 
Z1 ~ 1: (25.93) 

Тоrда возникает правильный асимптотический режим: 

(25.94) 

Теnерь можно вернуrься к (25.86) и разобраться, что 1В этом режиме происходит 
с Т: 

2~ Т~ Pt Jn-
1 + Pt ln (х2 -А) + pj ln ( 

1 -ZJ). 
u Z1 1 - Z1 · Xz- 1 

(25.95) 

Оrделяя конечнме вклады, получаем 

1 + + -
2 

Т --t Р2 Jn {xz- Л)- р3 ln (х2- J) +конечные вклады. 
а' 

(25.96) 

Первые дiВЗ слагаемых в правой части предыдущего выражения можно преобра
зовать к виду 

1 . + + (Х2- А) 
2а' Т --t (р2 - р3 ) ln (xz - Л) + pj ln х2 _ 

1 
+ ~онечные вклады. (25.97) 

Первые nва члена в nравой части nоолелнеrо уравненЮI мoryr бьnъ nереnисаны как 

1 - (р+ +) ( ) -- -
1 
Т -+ 2 - Рз ln , Х2 - Л + конечные вклады. 

2а 
(25.98) 

При Pt - Pt > О, и Х2 --+ Л--+ О, находим, что Т~ -оо. Так как Т~ -оо nри 
.А-+ 1, то nолучаем, что;\--+ l при Т-+ -оо, что и требовалось доказать. 

Так как .Х .iИз.мен.яется неnрерывно и достигает как нуля, так и единицы, то 
она должна nринимать все значения в интервале меж:ду ними .. Таким образом, 
показано, что конусные диаграммы порож:дают все сущест:венные римановы по

;верхности:, то есть все llii с четыр;ьмя выколотыми граничными точками. Струнные 

диаграммы порождают пространство модулей N4. Как упоминалось ранееj Л из
меняется монотонно lilpИ изменении Т, поэтому каждое значение ~ в интервале 
(О, J) используется только один раз, 

Предыдущее обсуЖдение ИJUiюстрирует важный и общий результат в теории 
струн. Аналогичный вывод. имеет место и для произвольных струнных вэаимо

деИС14ВиИ. Если фиксировать тополоrическин тиn струнной диаrраммы и если 
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nараметры диаrр.аммы измtНЯЮТёЯ в стандартных пределах, то возникает пол

ный набор неэквивалентных римановых поверхностей заданного тоnологическо

rо тиnа .. Струнные взаимодействия порождают nространства модулей римановых 
nоверхностей. 

25.8. Амnлитуда Венециано 
Теперь воспользуемся тем, что мы уже знаем о пространстве модулей N4 и 

nриведем обоснование амплитуды Венецвано - амплитуды расс·еяния четырех 

·тахионов открытых C'JiPYH (две входящих и две исходящих). Как уже обсуждалось 

:ранее, тахионы открытых струн - это частицы с р2 = -М2 = lja'. В разделе 25.2 
обсужаались три пунктаt необходимых для вычисления сечений в теории струн. 

Нами был выполнен п. ( 1) - графическое представление струнных диаrрамм и их 

.конформное отображение в стандартную реализацию. Теперь сосредоточимся 

на л. (2), 1в котором необходимо получить амплитуды рассеяния. Пункт (3), -
построение сеч·ений, - рассматриваться не будет. 

У нас нет возможности выводить здесь амплитуду рассеяния, однако мы мо
жем объяснить ее происхождение. Для этой uели отметим. что амплитуда должна 

представл·яться в виде интеграла rю пространству модулей тех поверхностей, ко

торые дают вклад в рассматриваемый проuесс, т. е. по пространству модулей N4 • 

Отметим, что интеграл беретс.я по nрос11ра1Нству модулей поверхностей, а не no са
мим поверхностям! Каждая nоверхность соответствует возможному «nyrи•, со

,единяюшему исходное и конечное состояния, поэтому каждая поверхность дает 

1ВКЛад в ,амплитуду. Для того чтобы найти nолную амплитуду необходимо сложить 

iВКЛады всех поверхностей; так возникает интеграл по пространству параметров 

рассматриваем1ых поверхностей. 

Рассмотрим .I8I 'С ВЫКОЛОТЫМИ ТОЧIGЗМИ х 1 , Х, Х) И Х4 ПРИ Xt < Х < Хз < Х4 ; 
так, как nоказано на риё. 25.19. Это точки; в которых:, по nредnоложению, на
ходЯтся четыре тахиона: на конусной д;rиа~rрамме :это образы края .полоски в уда

ленном щюшnом и края nолоски в удаленном будущем. В точке :с • расположен 
тахио:н ·с простраtrственно~tфеменным импульсом р, , в х - тахион с имnульсом 

р2 ., а в х3 и х4 - тахионы с импульсами р3 и р,., соответственно. Точки ж1 , жз 

и ж4 можно б~ы.ло бы оrобразить в О, 1 и оо, однако, мы не будем nока этого 

Р. ~ p'j р4 

х. х Хз х4 

Рз 
pl р2 Рз Р.. --· о л 1 00 

IРмс. 25.1'0. Ам,плитуда рас·сеяния четыре-х тахионов 'открыrых ст.рун является диском с четырьмя 
1ВЫ~олnть1ми граничн·.ыми точками. При отобр.ажении на IНI выколотые точки Р. име:ют координаты 

i = 11, ... , 4. Их также можно отобразиiТь в ж1 , :t, :t3 и ж4 



25.8. Амплитида Венециана 717 
------------------------~~--·--~--------------------
делать. Расоматрение всех выколотых точек на равных основаниях делает струк

туру взаимодейСТiВия более лрозрачной. Наша стратегия будет состоять в том, 

чтобы с помощью условий конформной инвариантности обосновать выражение 
для амnлитуды. 

С помощью поверхностей с выколотыми точками х1 , х, х3 и х4 простран
ство модулей .N4 можно описать, как набор поверхностей, возникающих при 
изменении х в пределах х.1 < х < хз (при отображении х 1 • х3 и Х4 в О, l и оо 
воспроизводиrея каноническая реализаuия х Е (0, 1)). Запишем амплитуду рас
сеяния A(pt:oP2,1Jз,p4) в виде интеграла 

А(р1, Р2, рз, Р4) = g~ 1 dp, (25.99) 

где мера dp, должна содержать dx, потому что по х происходит интегрирование. 
Амплитуда пропорuиональна к.вад:рату константы связи открытых струн go, по
тому что рассматриваемый процесс содержит два элементарных взаимодействия, 

в хоторых две струны объединяются и образуют одну струну, и каждое такое 

взаимодействие nро!Порционально первой степени g0 • Данная амплитуда А явля

ется объектом, похожим на аммитуду Т, рассмотренную в (25.2). Мы не будем 
пытаться эафи1ксировать у А общий нормировочный множитель. Мера dp также 
должна зависеть от импульсов тахионов и от положений ~выколотых rраничных 

точек. Импульсы удовлетворяют соотношению 

2 2 2 2 1 
Ра = Р2 = Рз = Р4 = -, · 

а 
Ра + Р2 + Рз + Р4 = О, (25.100) 

Первое уравнение - это закон сохранения импульса, в котором все импульсы 

рассмат.риваЮ'Гся как входящие: например, если исходящими тахионами являются 

третий и четвертtый тахионы, то р3 и р4 на самом деле равны имnульсам эrnx 
исходящих тахионов со знаком мul(yc. Второе уравнение означает, что четыре 

ра~ссмат.ри~ваемых тахиона находятся на массовой оболочке. Теперь рассмотрим 

:меру 'dJit: · 
dp = dx \хз - ха\ ·lx4 - Xt\ • lx4 - хзl 

\w - ха\2а'Р2·Р• • [\хз - XJ \2а'р)·Р• ·\Хз - х\2а'рз·Р2 

\ж4 - Xt \2a'p•·P• ·\Z4 - z\2a'p•·Pl . \Ф4 - Жз\2а'р•·Р3. (2S.IOI) 

да~нное выражение является весьма симметричным. Каждой паре выколотых 

rочек С'ОП{>стамя~ется мно:жител:ь, являющийся рассrоянием между точками, воз

JВеденным в степень; равную скмярно:му произведению их полных имnульсов. 

18 rой части dp, которая расположена на второй и третьей строках, все выколотые 
7ОЧКIИ рассматриваются: на равных основаниях. Однако в nервой строке перемен
ная выколотая точка z рассмаТ,ри:вается отдельно от ·остальных 'фех выколотых 
точек ж1, Хз и Ж4. 

Теп,ерь рассмотрим воnрос конформной инвариаН"ГНОСТИ. Выражение для dp 
было выписано в виде, в I<отором три специальные выкооотые точки были вы

браны проиэволь:ным об,разом. Теперь интегрируем по пJЮСТРSнству модулей N4 , 
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nредстаменным ка1к :с Е (z1, .z3) для nроизволъно выбранных z 1, ж3 и х4 • Кон
кретный выбор должен бЬIТЬ несущественен - интеrрал no dp должен давать 
одинаковый ответ для любых друrих выборов. Так как любые два выбора трех 

фиксированных выколотых точек на вещественной оси связаны вещественным 
дробно~линейным преобразованием, можно гарантировать, чrо амплитуда не из

.менится, если мера dp. инворионтно относительно вещественных дробно-линейных 
преобразовоний. Общее nреобразование этого типа имеет вид 

аz+ ;Ь 
z -+ d, ad ·- Ьс = 1 , а, Ь, с, d Е IR. 

cz+ 
Оно преобразует :вс·е величины dx, х1 , х2, хз. Дейст~вительно, 

.ах+Ь 
х -4 d' сх+ 

dx 
dx-+ (сх +d)2' 

Xi -Xj 
z. - z. -4 ~---:--:--"---. 8 

J (czi + d)(CXj + d). 

(25.102) 

(25.103) 

Мера dp должна быть инвариантна относительно всех таких преобразований. 
Это ямяется жесn<Им требованием. Теперь можно понять происхождение первой 
·строки в (25.101). При учете всех множителей вместе с dx, первая строка преоб
разуется достаточно нетривиалыно. При х2 = х получаем: 

4 

-+ dx lzз- x1il ·lx4- Xt ii ·Jx4- хзl П<схi + d)-2
• (25.104) 

i=l 

В результате этого преобразования для каждой из выколотых точек возник со

вершенно одинаковый множитель. С помощью lilocлeднero уравнения в (25.103) 
преобразуем вторую и третью СТiJЮКИ в выражении для меры и найдем, что 

dp преобразуется в произведение самой себя и множителей ( C:Ci + d) мя каж
дой из выколотых точек. Для тоrо чтобы dp ·бьmа инвариантна, каждый такой 

множитtt.ль должен иметь значение; -райное единице. Давайте рассмотрим мно

житель (е2;• +d). По анмоrии с вычислением (25.104) nля лервой строки~ каЖдая 
~з строк выражения для .меры дает свой вклад, совместно получается: 

(25.105) 

Это выражение может быть равно единице в случае, когда степень равна нулю. 
К счастью, ~то именно так. Расематрим выражение для стеnени 

2 1 (р ) .· · 12 ' ~ ,1 . 
2 + а Pt · 2 + Рз + Р4 = 2 - 2а р1 = 2 - 2а -.. = О. 

а' 
(25.106) 

Лри вывоnе этого результата мы воспользовались законом сохранения импульса 
и условием массовой поверхности (см. (25.100)). Совершенно аналогичные ре
зультаты t.npaвeliJilивы ШIЯ других выколотых точек. Это nол.тверЖLJ.ает наше пред~ 

·fi!оложе;ние об инвариантности меры dp. Условие конформной инвариантности 
не настолько сильно, чтобы определить ме.ру единственным образом, поэтому 
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нельзя доказать, что dp чем-то вьшелена. Оказывается, что dp - это nравильная 

мера при рассеянии тахионов открыmх с-трун. 

Мера упрощается~ если выбрать ж 1 = О, х = .Л, жз = 1 и ж4 = со. Может 
показатъся, что размещение ж4 на бесконечности может создать проблемы. Од
нако, если доверять предыдущему анализу, никакой проблемы быть не мо*ет. 

Мера dp конечна при конечных х 1 , хз и х4 • Любое дробио-линейное преобра
зование, даже ·если оно переводит одну из точек в бесконечность, не изменяет 

меру. С помошью х.4 >> х 1 • х, х2 въ1ражение (25.104) можно уnростить: 

dp, = d.Лix4 12 ·IЛI2a'p2·P1 ·ll _ .ЛI2а'рэ·Р2 ·lx4 12a'p•·(pi+P2+Pз). 

Суммарный показатель lx41 равен нулю, а посему dp сводится :к 

.dp = d). /.ЛI2а'р2·Р1 • II _ ..\il2o'p)·JI2. 

(25.107) 

(25.108) 

Так как"\ Е (0, 1), то находим, чт.о амплитуда Венециано определяется выражением 

1 

А(р,,р2,рз,р4) =об 1 d..\..\2a'<PI·P2)(l- ..\)2а'<J12·рэ). 
о 

(25.109) 

Теория струн началась с этой формулы, написанной Венециана в конце 1960-х 

rодов. Эта формула была nросто nостулирована и физики задавались вопросом, 

что за теория могла бы привести к подобной амплитуде. ПpoiWio несколько лет, 
преж.ае чем бwо продемонстрировано, как она возникает из теории струн. 

В конuе разлела 25.1 мы вилели. как с помощью полносов в амплитудах рас
сеяния можно оnределять типы ВQЗ.никающих частиц. Мы проде.лаем это для 

амллиl)'ды Венециано. так же, :как это было сделано вс:коре после ее открытия. 

В качестве первого шага выразим скалярное nроизведение имnульсов через ло
ренu-инварианты s и t. Если первая и В1'0рая щруны объединяются и образуют 
промежуточную струну, то ее импульс будет равен р1 + Pl· С другой стороны, 

~если вторая и третья струны объединяются и образуют промежуrочную струну, то 

·ее импульс будет равен р2 + р3 • Так как выколотые rочки циюлически упорядоче

НЬI, 'ГО других возможностей нет: nервая tтруна не может объединится с третьей 

и образовать nромежутоqную сrруну (также IOIK и вторая струна не может объ
единитьс.я с четвертой). Taiirnм образом., nодходящие инварианш равны 

Разложим s :и с nомощью условия массовой поверхности найдем 

2 2 1 s = ~pl ~ Р2 ~ 2pt · Pl = ~ -, ~ 2pi · f'2, 
а 

что приводит к сооrnошению 

2а' Р1 · Р2 = -а' s - 2 = -{а' s + 1) - 1. 

Для улоосrва опреп.елим 

a(s):::: a's + 1, 

(25.110) 

(25.11 1) 

(25.112) 

(25.113) 
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я тогда (2.5.112) можно представить в виде 

2а1р1 • Р2 = -a(s)- 1. (25.1 14) 

С nомощью данного соотношения и соответствующего соотношения для t ам
плитуда Венециано (25.109) nредставляется в BИJile 

1 

А(р,,Р2.,Рз,Р4) =g~ 1 d.X~-a(l)-1(1- ~)-a(t)-1. (25.1 15) 

о 

Этот интеграл можно 1Выразить через гамма-функции. Действительно, так как 

1 

1 d a-l{J _ )Ь-I = Г(а)Г(Ь) 
z х х Л(а + Ь) . (25.1 16) 

о 

JIЗХОДИМ, 'ЧТО 

(25.117) 

Для определения полюсов амnли'I)'ды А нужно найти полюсы и нули гамма
функции. Мы уже предварительно рассматривали гамма-функцию в разделе 3.4, 
где бьuю доказано рекуррентное соотношение 

Г(z + 1) = zГ(z)) Re (z) >О. (25.1 18) 

Из этоrо уравнения следует что гамма функция имеет полюс при z =О. Дей
ствительно, Г(l + t) = tГ(t) при малых € дает 

1 ~ 1 
Г(t) ==- Г(l + t) =- (Г(l) + O(t)) =- + 0(1). 

f ( f 
(25.119) 

Посредством aнaлиm'tetк<J"ro nродолжения определение гамма-функuии можно 
расширить на область отрицательньiх :вещес11венных чисел: уравнение (25.118) 
будем считать сnраведливым даже при Re (z) ~ ·0. Torдat наnример, в точке 
z = -1 находим nолюс: 

. . 1 
Г(е) = (-1 + е)Г(-1 +е)-+ f'(-1 + ·Е)~--. 

( 
(25. 120) 

Аналогичные рассужден!ИЯ покаэываюr, что rамма-функuия имеет полюсы ш1я 

всех <прицатепьных uелых чисел (см. также задачу 3.6). Знаменитый (и нетриви
алъный) результат соотоит в том. что rамма-функuия не имеет нулей. 

'Fеперь все готово для изучения струхтуры rн:тюсов в амплитуде Веиеu.иано 
(25.117). Так как у гамма-функции нет нулей, то ее .nрисуrствие в знаменателе 
:не nриводит к rполюсам. Вое nолюсы должны возникать иэ гамма-функций в чис

лителе. ПолiОСа воэниiКают в том случае коrда 

a(s)=n, n=0,1,2,3, ... , (25.121) 
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и когда 

a(t) =т, т= о, It 2, зt... . (25.122) 

Давайте <СОСредоточимся на полюсах в 8-канал<е. Напомним, что полюс при 8 = М2 

означает nрисугствие часrиuь.r •с квадратом массы, равным М2 (см. (25.8)). Таким 
образом, мя тоrо чтобы выяснить, какие ч.астицы присуrствуют в амплитуде Ве

н~ециано~ необходимо найти значения s, которые nриводят к nолюсам в (25.121). 
С IIIOMOЩЬIO (25 .. 113) ЭТО УСЛОВИе СВОДИТСЯ К Виду 

' 2 а' s + 1 = n => в = -( -1 + n) = Mn. 
а' 

(25.123) 

Так как n :изменяется от нуля до бесконечности, то nрисутствует бесконечное 
число полюсов и бесконечное число частиц. 011метим, что значения М~ в точно
сти задаютуровни реляти~вистской струны, которую мы изучали в этой книге. При 

n =О получаем тахион (М~ = -1/а'). При n = 1 получаем безмассовые части
цьr. Для ~старших n существует бесконечно мноrо массивных частиц. В точности 
такой же набор частиц возникает в mолюсах t-канала. Физики с самого начала 
понимали. что предло~енная Венеuиано модель как-то связана с релятивистски

ми ~струнами. Это ощущение полтвердилось в начале 1970-х годов, 1юrда ~струна 

бЫJtа nроквантована в калибровке светового конуса и был выяснен ее спектр. 

а. Задача 25 •. 1. Отражения сферы С на себя 

(а) Покажите, чrо композиция двух дробио-линейных преобразований {25.50) 
ЯRЛЯ·ется дробио-линейным преобразо:ванием .. 

(6) Неподвижная точка ,nреобраэования w = /(z) является тоttкой z0 такой, 
что f(z0) = z0 • Докажите, что каждое дробно-линеИное nреобразование, за 
исключением тож.m:есrвенноrо преобразования ·w = ~, имеет не более двух 
неподвижных точек. 

(в) Покажите, что (25.59) является единственным дробио-линейным nреобразо
ванием. которое <УrОбражает три различные точки z,, z2 и z3 в три раэлич
ные точJGИ w1, w2 .и w3 , с()()'fветсmенно. [ Подс~еiiЗка: пусть 8 и Т ~ это два 
различных ;щробно-линей:ных nреобразования, к<>торые удовлетворяют этому 

свойсr:ву, рассмотрите nреобраэоаание, полученное комбинацией S и обрат
ного к Т.) 

.".... 

~ Задача 25.2. Конформныi инвариант сферы С с четырьмя выкопотыми точками 
...... 

Рассмотрим qетыре точки z~ , z2 и z3 на С. Выnишите отображение w(z) такое, 
что w(z2) ·= О, w(z3) = '1 и w(z4) = оо. Определите .\ = w(z1). Вычислите .\ 
и локажите, что оно имеет вид 

(z, - Z2)(Z3 - Z4) 
~ = Л(zt, z2, zз, z4) = ( · · )( ·. )<. 

Z11 - Z4 Zз - Z2 
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Явно убедитесь, что ~ является конформным инвариантом, т. е. 

где ф - произ~волыюе дробио-линейное nреобразование. 

~ Задача 25 .. 3. Отражения IНI на себя 

Докажите., что если дробио-линейное преобразование w = (az + Ь)/(сz + d) отоб
ражает вещественную ось ллоск·ости z на вещественную ось плоскости w, то а, 
Ь, с и d должны быть вещественными, возможно исключая обший фазовый мно

житель от которого можно избавиться не изменяя отображения z --t w. 

~ Задача 25 .• 4. Верхняя IПОЛуnпоскость IНI с двумя выколотыми 

rраничными точками 

Рассмотрите JН[ с двумя в:ыколот~ыми точками Р1 и Р2 на вещественной оси 
с коорАин·атами z = х1 и z = х2, соответственно. Рассмотрите другую копию 
.!IНI с .l!LВумя выколотыми точками Р1 и Р2 на вещественной оси с координатами 

1 , 1 , я z = z 1 и z = х2 с·оответственно. вляются ли две данные поверхности одной 

tt той .ж:е римановой поверхн<Устью? Покажите, что являются, и с этой целью най

дите конформное отображение, :которое переводит выколотые точки друг в друга, 

•сохраняя nри этом 1НI. Вы найдете два конформных отображения, в зависимости 
от знака (х~- х~)/(х2 - .х1 ). Каков геометрический смысл этого знака? 

~ Задача 25 •. 5. Чtо означает бпиэкое распопожение точек 
на римановой nоверхности? 

Концепция близости точек на римановом nространсrве требует пояснений, пото

му как всеrда можно изменить масштаб координат. Рассмотрим JНI с выколотыми 
rраничныttfи точками. Если есrь только две выколотые точки, то нельзя сказать, 

что они близко расположены. потому как их всеrда можно отобразить в любые 

друrиrе две точки. То же самое сnраведливо для трех выколотых точек. Для че

тъtрех вьtко.лоrых точек возможно ввести nонятие сходяшихся вь•колотых точек. 

Это nоняmе применимо к семейству поверхностей с перемещающимися выко
лотыми точками. 

Рассмотрите JНf с четырьмя выколотыми rочками Pt, i = 1 t 2, 3, 4 с веще
сrвени:ым:к координатами .zi(t), tде t Е IO, 1). Данное семейспю поверхностей 
парамет,ри.зуетс·я параметром t. При изменении t, координаты :выколотых точек 

таюtrе изменяются. Конечно же, с помощью (вещественных) дробио-линейных 
nреобразо:ваний можно изменить значения Xi(t). 

Оnределение. Говорят, что ~ -+ Pj nри t -+ О ( i # j}, если координата Pi 
стремится к координате Р1 в ;реализаuии JНI, где Pj и две друrие выi<олотые 
точ:ки остают.ся неподвмжными. 

Для правильноrо понимания данного определения рассмотрим следующий 
при мер;: 

Ха (t) = '0, X2(t) = t, Хз(t) = l , Z4(t) = 00. 
Из определенйя ясно, что Р2 -+ Р1 при t -+ 1. Докажите, что следующие уrвер~ 
ждения сnраведливы для эroro семейсmа при ,t -+ 1. 



Задачи 723 ----------------------------------------------------
(а) Р1 ----7 Р2 • Это оз.начает, что если одна вЪIКОЛ()'IёlЯ точка ёrремится ко второй 

выколотой точке, то вторая так же стремится к первой. 

(~б) Рз ~ Р4 • Две другие ~выколотые точ.ки также стремятся друг к другу! 

Теперь докажи11е, исходя из об_щих ·соображе,tшй, что 

(в) преможенное выше оnределение ям:яется конформно-инвариантым. То есть, 
если сооТIВеТСтвующие координаты стремятся друr к другу в заданной реали

зации JНI, где Pj и другие две выколотые точки остаются неподвижными, то 
они ~будут стремится друr к другу в любой такой реализации . 

..,. Зо&lча 25.6. Отображение Wварца-Крмаоффепя эамкнуrоrо мноrоуrопьника 

Дифференциальное уравнение (25.27) не содержит угол поворота On в Pn, потому 
что ·эта точка о-rображается в z = оо. Наша цель состоит в том, чтобы разобраться, 
что происходит с этой точкой на бесконечности. 

(а) Для нахождения угла поворота в z = оо рассмотрите предел (25.27) при 
больших z: 

1 n-1 

dw -;r ;Е а, 
-~А •=1 
dz- z 

Определите t = -1/z и вычислJ.rГе dw/dz как функцию от t. Объясните, 
почему из nолученных результатов следует, что угол поворота равен On. 

(б) Дифференциальное уравнение 

ddw = A(z- zl)-01 /11' (z- х2Г02/1r ••• (z- Xn)-on/tr, 
, z (1) 

в котором последняя точка поворота Pn включен:а как конечная точка Zn, 
описывает ситуацию, при которой угол в точке z = оо отсутствует. Докажите, 
что многоугольник замыкается. Для этоrо покажите~ что при nрохождении 
всей вещественной OCJt:, изменение w равно нулю: 

~~""'оо dw 
w(x = оо)- w(x = -оо) = dz dx =О. 

ж==оо 

[Подс~Uiзка: воспользуйтесь (l) и деформаuией ~онтура интегрирования. По
кажите; что nолуокружности вокруг Xi и оо не дают вклада.] 

..,. ЗаiJача 25 .. 7 .. ВэаимодейС1iВие четырех открытых струн 

в ~спецмап-.ной !Конфиrурации 

Рассмотрите конусную диаrрамму 01'крытой струны, показанную на рис. 2S.J8 
в специальной конфиrураuии, rде все импульсы р+ равны: Pi == Pi = pj = р:. 
Пусть Т = Т1 - Т2 обозначает разницу во времени на мировой nоверхности между 
точками. Явно вычислите модуль Л{ Т). Покажите., что пространство модулей .л4 
порождается при Т Е (0, оо). Убедитесь, что Л является монотонной фунiЩией 
от т. 



Глава 25. .Взаимодействия стдун и римановы поверхности 

Задача 25.8. Расnад протона в моделях пересекающиха бран 

Наша цель оосrоит в том, чтобы показать, что в моделях пересекающихся бран 
отсутствуют струнные диаграммы распада протона на лептоны и калибровочные 

бозоны .. Сосредоточим наше внимание на модели, представленной на рис. 21.7, 
и оrранич.имся рассмотрением струнных диаграмм. представленных 18 виде диска 

с .выколотыми граничными точками, :в которых расположен набор (входящих 
11 исходящих) состояний открытой струны, имеющих отношение к данному про
uессу. Выколотые точки разбивают границу диска на компоненты, ·являющиеся 

местоnоложением концов открыrой струны и, следовательно, индексируются 

0-бранами. 

Докажите, что невозможно самосоrласованным образом приписать гранич

ным компонентами индексы бран, при условии, что в распаде протона участвуют 
три кварка (а таюке ряд летонов и калибровочных бозонов), и каждый кварк 
соответствует открытой струн·е, один из 1юнцов которой расnоложен на барион

ной бране, а другой кон·еu где-нибуль еше. [Подсказка: попробуйте нарисовать 
·струнные диаграммы. Ваши nonьrrки должны привести к очень краткому и яс

ному аргументу.) 



Глава ,26 

Петлевые амплитуды в теории струн 

Дяя ВЫI'ЧИслесния а~мплитуд рас,сеяния с высокой стеmенью точности необходимо учи

тывать вклады от диаграмм, содержащих петли, К:оторы·е соответствуют виртуальным 

n ·ро:цессам.. В теории rравиlf'ации Эйнш;rейна такие диаграммы nрие.одят к ультрафио

летовы,м расхоДIИмостям, что свидетельствует о неконтролируемом поведении теории 

на маJ11ых ра·сстояниях. Римановы nоверхности, являющиеся возможными кандидата

мrи для описания m·оведения теории на малых расстояниях, даnускают IИНтерnретацию, 

в которой ~они очев:идным образом оnисывают реrулярные процессы на больших расстоя

ниях. Это замечательное •свойство иллюстрируеТ<ся на примере колец, которые являются 

n,оверхностями, во.эника1ющими в виртуальных nроцессах с участием открытых струн, 

а таRЖе на пrринере Jоров, которые явJПяютс·я поверх•ностями, возникающими в вирту

апьных процесс:ах с участие.м замкнутых струн. 

26.1. Петпевь1е диаграммы 
и упьтрафtиопетовыtе расходимости 

При вычислении амплитуд рассеяния в физике частиц, как правило, ис

пользуется приближенная схема. в которой сила взаимодействия предполагается 

малой. rогда амnли'l)'да записывается в виде пертурбативного разложения по сте

nеням малоrо параметра взаимодействия. Диаграммы ·Фейнмана, рассмотренные 
tB главе 25t и похожие на них струнные диаграммы, все являлись древесными диа
rраммами. Это означает, что С()()"fВё'fСТВующие графы (:наnример, см. рис, 25.2) 
не содержали нетривиальных замкнуrых nyreй, т. е. петель. Древесные диаrрам

мы дают основной вклад в пертурбативном разложении амплитуд рассеяния. Для 

rovo чтобы продвинуться за пределы приближения низшего порядка; необходимо 
рассмотреть диаrрамм·ы Фейнмана с петлями. 

Рассмотрим диаграмму Фе-йнмана с петлей. покаэанную на рис. 26.1. Эта 
диаграмма о·nисыва•ет входятую частицу, ~оторая распадается на nве частицы, 

которые затем снова объединяются и образуют исходящую частицу. Эти две ко

роткоживущие часmцы называются виртуальными частицами, а их nоявление 

и последующее исчезновение называется виртуальным процессом. При вычис

лени~ вклада таких rрафов в амrшитуды, как правило, возника-ют расходятнеся 

:величины. Эти расходимости называются ультрафиолетовыми {УФ) расходимо
стями, если они возникают в виртуальных процессах с высокими энергиями 

или имnульсами, или, что эквивалентно~ с очень малыми временами или рас-
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Рис. 26.1. Однопеrлевой г:раф Фейнмана~ описывающий виртуальный nроцесс. В nределе, коrда 
виртуаль·ные процессы nроисходят на •мал1ых ра.ссrояниях ИJ11И с большими импульсами, в соответ

ствующе1й а,мплитуде можеr возникнуть ультрафиолеrовая расхQДимосr~о 

стояниями. 18иртуальные процессыt происходящие на малых расстояниях, мoryr 

приближенно предстамяться как rрафы с маленькими петлями. 

Ультрафиолетовые расходимости не обязательно являются фатальными -
ю многих едучаях с ними можно справиться с помощью методов регуляризаuии 

и перенормировкм. Однако для некоторых теорий реrуляризация и перенорми

ровка не работают, и одним из таких наиболее важных случаев является теория 

1rравитации Эйнштейна. Столкнувшись с неперенормируемыми ультрафиолето

выми расходимостямиt иногда можно продолжать работать в режиме низких 

энергий с помощью эффекти1вных полевых теорий, которые, при некоюрой по

тере лредс.казательной силы, все же моделируют проблематичные процессы при 

!Высоких ЭiНергиях вполне контролируемым образом. Однако, на фундаменталь

ном уровне та1юй подход нельзя считать полностью удовлетворительным. 

Если теория ·струн является полной квантовой теорией) то тогда существу

ют ЛIИШЬ две возможности: либо ультрафиолетовые расходимости устраняются, 

либо они nолросту отсутствуют. Это удивительно, но в теории струн нет ультра
фиолетовых расходимост ей. Теория струн является nервым примерам квантовой 

теорииt которая содержит rравитацию и не имеет ультрафиолетовых расходимо

стей. Именно по .этой причине теория струн стала главным кандидатом на роль 

теории К&анто:вой rра1витации. Цель этой главы состоит каiК раз в том, чтобы 

до :некоторой сте.пени познакомить читателя с этим замечательным результатом. 

Основное свойство струнных диаграмм состоит в томt вся необходимая ин

формаuия за~Кодирована :в тех pшttJH()(JЬiX пооерхностях, которые они оnределяют. 

Любое конформное отображение струнной диаrраммы приоодит 1< физически 

.эквивалентному оnисанию. потому что риманова nоверхность при этом оста

·ется немзменной. С ломощыо rконформноrо отображения будет показа.ио, что 
те етрунные диаrраммrы. которые могут возникать при оrшсании потенциально 

опасной физики на малых расстояниях, на самом деле эквивалентны диаrрам

мам, которые свободны от ультрафиолетовых проблем. Мы выяснили в главе 25, 
что струнная амnлитуда длЯ заданною ироцесса получается как инrеrрал по соот

ве'iГствующему nространству модулей римановых поверхностей. При таком инте
rрировании мы суммировали вклады в амплитуду от всех поверхностей, которые 

согласуются с исходным и конечным состояниями; при этом интегрирования 

rno n:ове~хностям не nроисходило. 
Для петлевых струнных .rоиаrрамм простейшими оооr-ветствующими римано

выми nоверхностями ямя:ются кольца и тор:ь1. Мы будем рассматривать оба тиnа 

nоверхностей более подробно, а также будем изучать соответствующие ~nрострзн= 
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cma модулей: ~nространство всех возможных колец и пространство всех возмож

ных торов. Вудуr рассмотрены области в 11ространствах модулей, для коrорых 

римановы поверхности мoryr соответствовать процессам на малых расстояниях 

и <: помощью по~одящих конформных ,отображений будет показано, что они 

<:оответст.вуют реrулярным процессам IНа больших расстояниях. Мы будем счи

тать это доказательством того, что в теории струн нет места ультрафиолетовым 

расхолимостям. Несмотря на то что будуr рассматриваться только однопетлевые 

·С'Iрунные диаграммы, 'Э'Ю замечательное свойство римановых поверхностей и со

ответствующих пространств модулей выполнено для струнных диаграмм с про

из:еольны.м числом петель. 

26.2. Кольца и однопетлевые открытые струны 

Начнем ·С рассмО'I])ения однопетлевой дiИаrраммы открытой струны показам

ной :на рис. 26.2 а, диаграмма содержит одну входящую открытую струну, одНу 
исходящую открытую струну, и две промежуточные открытые струны. Эrо -
·струнный аналог однопетлевой диаграммы Фейнмана на рис. 26.1, менее очевид
ный струнный ан.алог будет обсуждаться ·в разделе 26.4. 

Конусная диаграмма nоказывает открьпую струну с конусным имnульсом 

р+, которая расщемяется на две открытые струны. Две открытые струны рас
пространяются в течение 5ремени дТ, после чеrо рекомбинируют. В силу закона 

сохранения конусного импульса имеем р+ = pf + Pi. При фиксированном 
JВнешне.м импульсе р+, эта диаграмма имеет два параметра: АТ Е (0, оо), и вер
тикальное mоложение разреза, параметр изованною р + Е (О~ р +). С помощью 
nодхода, развитого в главе 25, мы видим, что класс римановых поверхностей, 
соответствующих рассматриваемому npoueccy, обладает двумя модулями. Амми
'ТУда лооучается суммированием вкладов от всех таких струнных диаrрамм. 

Теперь рассмотрим последовательность конформных отображений, которые 

пере.водят данную диаграмму в каноническую реализацию. Первые два отобра

жения определены на nолной полоске. В разделе 25.4 мы убедИЛись в том, что 
бесконечная полоска может быть ,отображена на JН[ с помощыо экспоненциалъ
ноrо отображения (25.21). Это отображение, nрименеиное в настоящем случае, 
nриводит 1К резулъта:rу, пока:занному на рис. 26.2 б, где новый разрез ямяется обра
зом ис~одноrо разреза nри данном отображении. Входящая струна отображается 

в ~ = Ot а ис~одяшая струна - в z == оо. С помощью (25.23) эту поверхность 
можно отобразить в единичный диск - и оnять разрез никуда не nропал:ает, 

а входящие и исходящие струны заканчиваются iВ f1 = 1 и q = -1 t соответствен
но. На :эrом этапе ,струнная nоверхность топологически является кольцом,, т. е. 

дис1юм с отверстiИе.м. Оr~ве,рстие оказывается разрезом. 

Последнее оrображение совершенно нетривиально. Кольцо, показаимое на 

·рис. 26.2 в можtiо конформно отобразить в каноническое кольцо, показанное на 
рис. 26.2 г. Каноническое :кольцо с параметром r в интервале О < r < 1 яв
ляется ;областыю r ~ 1( 1 ~ 1 на комплексной моекостя (. Это ()Т()()ражение 
является частным примерам общего результата: область комnлексной nлоскости, 
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Рмс. 26.2. (а) Струнная диаграмма, соответствующая од!Ноnетлевому процессу с уча
стием <m<рiытых струн. У Аанной диаrраммы есть два параметра. (б) Отображение 

струнной диаграммы на П1 с раэlрезом. (в) Оtображение струнной диаграммы на ,Диск 

с раэреэом. (i) Наконе,ц, отображе,ние струнной диаграммы на каноническое кольцо 

1 

Рмс. 2б.S. ТололОГtИческое кол!Ьцо - область м~:ежду двумя замкнутыми кривыми 

на nwоокости w - может быть отображено в каноническое кольцо r ~ lzl ~ 1 
ПfРИ 'Некоrором 1начении мQдУnЯ r 
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·тоnолоrически являющаяс·я ROJtЫi:OM, может быть конформно отображена в ка

ноническое кольцо (см. рис. 26.3). Значение внуrреннеrо радиуса r не может 
быть заданно tJanepeд; его однозначным образом фиксирует отображение. Эта 

величина r назьiВается модулем кольца. На рис. 26.2 г в"одящая струна может 
~быть помещена в ~ = 1 ; ·если ~сходно она расположена где угодно на единичной 
окружности. то конфо,рмное отображение~--+ ехр (ia)~ пе,реведет ее в~= 1 при 
подх;одяшем а. Как только вхо11яшая струна зафиксирована, положение исходя
щей струны не может задано. На рисунке исходящая струна соответствует разрезу~ 

расположенному под углом (} по отношению к nоложительной вертикальной оси. 
Данная риманова поверхность является кольuом с двумя выколотыми точками. 

rраниuа колrьца состоит из двух частей: две окружности которые оrраничивают 

.область кольца, На этой струнной диаf1Рамме две выколОТhlе точки расположены 

на одной части границы. 

В последующем разделе с IIЮмощыо параллелей с электростатикой мы по

rкажем явным образом, что существует конформное отображение произвольнего 

тоnолоrичес.к.оrо кольца в каноничес~ое кольцо. Модуль кольца тесно связан 
с емкостью цилиндрическою конденсатора, сечение ~оторого, находящееся меж

ду проводникам и, является кольцом. Будет также выяснено, что два канонических 

кольца с внутренними радиусами r 1 и r2 мoryr быть конформно отображены друг 

на друга тол1ыоо если r 1 = r 2• Именно поэтому внутренний радиус уместно на

зывать модулем. Так как внуrренний рцдиус должен быть больше нуля и меньше 

единицы, то пространством модулей кольца является пространство О < r < 1. 
Струнная диаграмма на рис. 26.2а обладает двумя 111араметрами, значит, ко

нечная диаграмма в части (г) тоже имеет два параметра: это модуль tюл,ьuа r и 
уrол ,fJ, который определяет rю.люжение исходящей струны на внешней rраниuе. 
Фа!КТически, эти два параметра являются модулями кольца с двумя выколоты
ми граничными точками. При вычислении струнной амплитуды суммируются 
вмады o:r всех римановых по:верхностеИ, которые вход.ят в соответстirуюшее 
пространство модулей. Для ам~митуды Венециано мы рассматривали все дис

ки с четырьмя выколотыми точками. Для петлевой амплитуды открытых струн, 

которую мы сейqас И:)учаем, необходимо интегрирование по модулям r и 8, ин
тегриро:вание может усложняться nоявлением ультрафиолетовой расходимости. 

Ульфафnолетова.я рас"одимость возникает в том случае, коr:да струнные дwа~ 
граммы в не.которой области пространства модулей содержат определенный mn 
коротких кривых, которые могут сделать неоrраниченные вклады в амплитуду, 

давайте рассмотрим этот вопрос более подробно. 

На ст.рунной диа~рамме на :рис. 26.2 а ожрытые струны я,вляются вертикаль
ными отрезками, часть из .которых натянута меЖJiу внешними краями струнной 

диаграммы, а другая часть натянута между внешним краем и разрезом. Напом

ним, что разрез ям:яе'f'Сн одной компонентой r.ра.ницы, а внешние края струнной 

диаrраммы. которые разделены вьтолотым.и точками. ·составляют другую ком

iff(}ненту rраниuы. Все открытые струны являются открытыми кривыми~ нетри

ви;альными в следующем смысле: они не могут быть стянуrы в точку до тех пор, 

пока концы расположены на границе и не доnускается, чтобы они nроходили 
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через выколотые точки (внешние состояния). Дсrва.йте любую такую нстривиаль
ную {JТкрытую кривую называть потенциально открытой струной. Потенциально 

открытых струн существует гораздо больше, чем открытых струн. Любая кривая, 

начинающаяся на верхнем крае и заканчивающаяся на нижнем крае, являет

ся потенциально открытой струной. Такой же явл·яется любая кривая, которая 

начинается на левой сто.роне верхнею края, проходит под разрезом, и заканчи

:ваетс.я на правой ·стороне верхнего края. Как следует из названия, потенциально 

открытая струна является кривой, из которой можно сделать открытую струну 

при подходящей лараметризации мировой nоверхности. Понятие потенциально 

открытой струны на римановой поверхности хорошо определено: нетривиальный 

:характер 11Q'i11ен:uиально открытой струны не изменяется nри конформных пре

образованиях. Аналогичным образом, потенциально замкнутой ·Струной является 

замкнуrая кривая, ~<:оторая не может быть стянуrа в точку. На рис. 26.2а замкну

тая кривая, обматывающая разрез, является nооенциально замкнугой струной. 

На данной струнной диаграмме канонические замкнутые струны отсугствуют, 
однако 'есть много nотенциально замкнутых струн. Указанием на физику на ма

лых рассrояниях, в которой могуг быть ультрафиолетовые расходимости. является 

nоявление на струнной диаграмме коротких потенциально открытых струн либо 

коротких потенциально замкнутых струн. Их длина вычисляется очевидным об

разом: в комплексных координатах z, оrрезку dz приписывается длина ldz 1. Так 
как длина не ямяется конформно инвариантной, можно видеть, что появление 

:коротких .потенциальных струн может иметь альтернативную интерпретацию. 

Теперь давайте вернемся к нашему примеру и поищем короткие потенци

.альные струны, которые могут !ВОзникать при изменении модуля кольца r: нам 
интересны концевые точки прос'Q)анства модулей О < r < 1. Как показано на 
рис. 26.4, кольцо с r = l - ·€ :и ,Е ~ О .является узкой nолоской с ширl.fной, 
·стремящейся к нулю. Короткие радиальные линии, идущие от одной границы 

к друrой, являются короткими потенциально О'fJ<рыmми струнами длины е. Дан

ная диаrрамма .может бмт:ь проинтерпретиlХJвана как короткая открытая струна, 

распространяющаяся вокруr кольца. Однако с помощью конформною отображе

ния; которое растяrивает всю фигуру с большим коэффициентом 1/Е, мы полу~ 

чаем физичесюи эквивалентную ·ситуацию, в которой ОТiфытая струна единичной 

минм расnространяется на очень большое расстояние 21f/€. Таким образом, эта 
область пространства модулей O()()'J'fJe'fcтвyeт ф!Изике открьrrых струн ка больших 
расстояниях и не является проблемаТ~«чной с точки зрения ультрафиолетовых 

расходимостей. Существование ·такой «дуа.льной» интерп~таuии не решает про= 
'блему; ·скоре'е :всего эrо лросrо указывает на то, что настоящая проблема нахо
дится не здесь. Как можно представить, область r -+ 1 соответствует l::!..T ~ оо 
в исходной конусной диаграмме. Эrо происходит пОтому, что разрез, являющий
ся внутренней границей кольца, становится очень большим. 

Кольца в области r ~ О особенно интересны. Кольцо с r :::::; О имеет очень 
мад~енькое отверстие (см. нижнюю часть рис. 26.4), в результате чеrо возника
ют короткие nотенuиально замкнуrые СfРуны. намотанные ноtфуг отверстия. 

На эrот раз, при помощи оrобра:ж!ения ~ = ln z возникает более красивая физи ~ 
ческая интерпретация. Это аrображение переважит :к:ольцо о длинную полоску. 



26.2. Кольцо и однопетлевые открытые струны 731 
------------------------------------------------~-----------------

> 

:---ltn rl----..~, 

iРис. 2<6.t.. Сверху: кольцо с r -+ 1 • .Спр·ава nока:Jана малая область вблизи z = 1, растянутая 
'с больwи1м коэффициемrом, что nриво.ди:r к открытой струне единичной длины, расnространяю
щейся на большое расстояние. Внизу: !{Ольцо с r -+ О. Физически ·оно интерпретируется 1как 

замкнутая струна, rрасnрост1раняющаяся на больrwое расстояние 

верхний и нижний края которой отождествлены. Фактически, это длинный ци

линдр с длиной (- ln r) и nериметром 2,.-, он интерпретируется как :замкнуrая 
струна с периметром 27r, расnространяющаяся на большое расстояние 1 Jn rl. Оr
·сюда сл·едуеr, что область r ~ О пространства модулей ~о.лец оnисывает физику 
замкиугых струн на больших расстояниях. К:ороткие nотенциально замкнуrые 

!Кривые не приводят к пробле.мам с ультрафиолетовыми расходимостями. 
Эти результаты обобщаютси на nроизвольные струнные диаграммы, кото

рые ·содержат произвольное число отlфытых и замкнутых струн. Каждый раз, 

когда короткие открыrы,е сrруны возникйют в конус.ной диаграмме, она может 

iбьtть ЩJедставлеи.а <k.iiK лиа:грамма, в которой 'ОТ<Крытая струна конечной мины 
распространяется в течение длительного времени. Каждый раз, когда короткие 
замкнутые струны возникают в конусной диаграмме, она может быть nредставле~ 

:на как диаrрамма, в которой замкнутая струна конечной длины распрострilНЯ'ется 

в течение длiИтtлlьноrо времени. На самом деле требуется нечто большее: реали

·зации в разли'iных областях соответствующеrо nространства модулей должны 
;неnрерывным образом переходить друr в друга по мере изменения модулей. Это

rо можно достичь . . Можно задать реализацию, которая непрерывно изменяется 
при изменении модулей и обладает двумя свойствами: 

(i) ОТJ<:рытые и зам1<нуrые струны, расnространяюшиеся на большие расстояния, 
nредстамяются, сооmетст&енно) полосками постояиной ширины и цилин

драми с noC'fiOЯIO-IiЬIM nериметром; 
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(ii) не возникает :никаких коротких nотенциальных струн. Это составляет геомет
рическую основу для отсутствия ультрафиолетовых расходимастей в теории 

струн. 

26 .• 3.. ~Коn1ьца и электростатическая емкость 

Кольцо на комплексной ПJiоскости z = .х + iy определяется как область 
между двумя непересекающимися ·замкнутыми кривыми. Эrи кривые не должны 

:иметь самопересечений и одна из них должна быть расположена внуrри области, 

коюрая ограничивается друrой кривой. Мы 'ютим с помощью илей, заимство
ванных в ·электростатике, nоказать, что такое кольцо может быть отображено 

в каноническое кольцо - облаСТiь r ( 1( 1 ( J на комплексной nлоскости (. 
1Внуrренний радиус r является nараметром~ определяющим кольцо. Мы хотим 
!ПО:казать, что r является модулем для колец; то есть два кольца с разными зна
чениями r не являются конформно эквивалентными. 

В нашем электростатическом подходе используется понятие емкосm, а таюке 

некоrорые соойства ан8.111итических функций, обзором которых мы сейчас зай

мемся. Как уnоминалось в разделе 25.4 ан.алит~ическая функция /(z) может быть 
разбита на вещественную и мнимую части, · 

/(z) = u(z, у)+ iv(ж, у), 

кот-орые удовлетворяют ура1Внениям Коши=Римана 

дu дv 
дх = ду' 

ди дv 
8у =-ах· 

(26.1) 

(26.2) 

'Вь1чисn:я:я доnолнительные частные произоо_дные) легко убедиться, что функции 
и и v удовлетворяют уравнению Лarutaca 'V2tt = V2v = О. Например, 

(26.3) 

К тому же, rрадwенты tt и v являются ортогональными векторами одинаковой 
величины. Действительно. градиенты определяюrся следующим образом 

( 
дtJ av.~ ) Vv = д , 

8
_ . 

х у 

а кз уравнений Коши~Римана следует, что 

Vu= (:.-:). 

(26.4) 

(26.5) 

С помощью этого вектор-а Vtt леrко видеть что Vu • Vv =О и IVttl = IVvl. Более 
того, ~v получается из Vu вращением nротив часовой стреЛIКИ на 90° (ориента
uия (а, Ь) =+ (-Ь, а) вращает вектор (а, Ь) на 90° в направлении nротив часовой 
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Рис. 26.5. Лi).1НИИ 1ПОС1f0Я'ННОГО U И ЛИНIИИ ПОСТОJIННОГО V. Здесь Uo < U 1 < 
< u2 < ... tИ ~ < v1 < v2 < ... ,векторы Vu 1И Vv орrогональны друг к другу 

стрелки). Так как Vu ортоrонален линиям постоянноrо и, а Vv ортсгонален ли
ниям посюянноrо v, то ортоrональностъ Vu и Vv означает, что линии постоян
ных и и линии постоянных v ортоrональны. Эти факты отображены на рис. 26.5. 
Для заданных двух точек Р1 и Р2 ·различие ·u в значениях u(P2)- u(PJ) связано 
·С потоком Vv вдоль любой кривой соединяющей эти две точки: 

pl 

u(P2)- _,(Р1 ) = 1 Vv · iidl .. (26.6) 

р• 

Здесь dt - это элем-ент длины, а ii - это ·единичный вектор, нормальный к кри
вой, полученной вращением на 9011 против часовой стрелки единичного вектора 
(; касательного к крноойt ориентированной от Р1 и Р2 (см. ,рис. 26.5). Причина 
1проста: V·v · n = Vu · f, nотому что векторы в девой части получаются вращением 

Ql:\0 v -на 7U nротив чаооной стрелки из векторов в правой части~ а и · t - эrо изме-
нение в tt н:а единицу мины вдол:ь кривой. 

Рассмотрев основные необходимые фактъt) можно обеулить электростатиче
скую аналогию. С помощью тополоrичес::жоrо кольца будет определен цилиндри

ческий ко:менса:rор. Сечение конденсатора·такооо, что внешняя и внутренняя 

границы кольца сооr.ве'J!СТ'.Вуют вНУJiРе:нней и внешней nластинам конденсато

ра. Сама кольцев.идная облас1·ь соответствует области пространства между двумя 

провод.никами. Кольцо/конденсатор показан на рис. 26.6 в вице некоторой обла
сти на комплексной плоскости z {z = х + iy). 

Теперь представим~ что на внутреннем nроводнике :задан единичный (элек
·тростатичесхий) .потенциал~ а на внешнем проводнике nотенuиал равен нулю. 
Обозначая, как v(x, у) nотенциал 1В области ме~ проводниками, получаем гра
ничные усло.вия Дирихле v = 1 и v = О на внутренней и внешней границе, соот-
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Рис. 26.6. Сечени'е щилиндрического конденсатора. Обласrь между двумя проводниками оnреде
.!Пяет Т<Dпологичесюое :кольцо. !На :внутреннем nроводнике за~Цан единичный потенциал, на внешнем 

прово.днике задан нулевой потенциал 

веrетвенно. Электрическое поле в кольцевидной области з.адается выражением 

(26.7) 

Из электростатики следует, что граничные условия Дирихле определяют nотенци

ал v(x, у), удовлетворяющий уравнению Лаnласа в проме>J<УП<е между проводни
ками едииственнiЫм образом. Физическая ин:туиuия вполне определенно подска
зываiет нюнiчие двух фактов, которые не будуr crporo доказываrься: ( 1) решение 
для nотенци:ала v(x, у) существует, и (2) силовые линии электрического noлR на
чинаются на внуrренн;ем nроводнике и заканчиваются на внешнем прооодliике. 

Так как мнимая часть аналитической функuии удовлетворяет уравнению Ла

пласа, v(z. у) будет отождесrвлена ·С .мнимой частью аналитической функции 

/(z) = u(x, у)+ iv(x, у), после чего будет построена u(z, у). Линии постоянного 
u будут ортагональны линиям постоянного v - эквипотенциальным линиям. 

В итоге, линии rюсrоянноrо ·и должны быть силовыми линями электрического 
ПQji)Я, 

Для построения функции w(x~ у) оосполщуемся (26.6) и определим 

р 

и(Р) ~ 1 Vv · n dl, (26.8) 

Ро 
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rде Р0 - это фиксированная точка, выбранная на внутреннем провод-ни:ке. Функ

uия u(x, у) является хорошо определенной в следующем смысле: для двух различ
IНЬIХ :пуrей 11 и 12 из Ро в Р возникающие значения и(Р) будут одинаковыми, 
.если два данных пути мoryr быть деформированы друr в друга (см. рис. 26.6). 
В этом случае пути 'Yt и 12, ~диненные вместе nосредством обращения ори

ентации 12, образуют замкнутый пуr.ь Г = 11 - 'У2, который служит nраницей для 
области R. Тогда полный интеграл в1юль Г равен нулю: 

J Vv·iidl- J Vv·iidl= 

'YI 

= f Vv · iidt = f da V · (Vv) = f da V
2
v =О, (26.9) 

Г R R 

rде с помощью теоремы Гаусса поток V v был переведе н в интеграл по rшощади 
·ОТ диверrенuии Vv. Это доказывает то. что два пуrи дают одинаковое значение 
u(P). Однако, отметим, что путь. который наматывается вокруг ·внутреннего 

проводника, не обязательно дает то .же .самое значение u(P), что и nyrь, который 
не наматывается. В дальнейшем это сыграет оnределенную роль. 

Теперь докажем, ·что и + iv является .аналитической функцией. Для этой 

цели nолезно ввести единичный веК'fор k, который направлен перпендикулярно 
плоскости сечения и удовлет~воряет fi = k х f (см. рис. 26.5).. С помощью этого 
вектора за111ишем (26.8) в виде 

р р р 

и(Р) = J Vv · (k х [) dl = J Vv · (k х dl) = J df. (Vv х k)~ (26.10) 

~ ~ ~ 

rд:е была иcnoJJtь:mвaN,a uик.nичност:ь смешанного произведенкя. Из этоrо урав

нения следует 

Vu= Vv х k. (26.11) 

Покомпонентная заnи,сь данного уравнения nриводит в точности к уравнениям 

Коши-Римана, доказывая, т.аким образом, желаемый результат. 

Теnерь рассмотрим си.ловые линии, в:ыхоJIЯшие из Р0 и достиrающие внеш~ 
ней границы в точке Fo ·так, как nоказано на рис. 2·6.6; Vv · n н:а любой силовой 
лиии:и равно нулю, таким образом, из (26.8) следует, что рассматриваемая си
ловая линия ямяется линией, на которой ·и = О. Однако из топологии кольuа 
следует, что и не является однозначной. Существуют :пуrи, которые не мoryr 

·быть nродеформированы друr в друга. С помощью пути, который намотан один 

раз вокруtr колъцаj находим~ что 'СИЛовая линия и =О является также линией 

и = UJ, rде UJ - это константа. значение которой и физическая интерnретация 
будуr даны ниже . 

Константа и1 может быть вычислена с nомощыо определения (26.8) и ин
теrриромния вокруr внутреннеrо проводника) начиная с Ро и двиrаясь против 
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часовой стрелки, nока не вернемся обратно в Р0: 

't!.J = f Vv · iidl. (26.12) 

Tal<*e как и Vv = - Ё, вектор n вдоль э-гоrо пути напраВJitен к ВНУJ1РСННей пла
стине конденсатора. Таким образом, Vv · n > О вдоль контура интегрирования и, 
как с.педСТIВие, и1 >О. Перепишем предщущее уравнение с nомощью Vv = -Ё, 

UJ = f ~·(-;i)dl. (26.13) 

. 
Так как ( -n) напраВJJiеН от внуrреннеrо проводника, предьщущий кнтеrрал за-
дает лоrок Ё, направленный от внутренней пластины конденсатора. По теореме 
faycca нююдим, что 

'IЦ=Q, (26. 14) 

rде Q - это заряд nоверхности внуrреннеrо проводника на единицу длины, а 

длина измеряется вдоль оси цилиндрическоrо конденсатора. Конденсатор ней

трален, поэтому внешний проводник будет обладать зарядом ( -Q) на единицу 
длины. Для двух 111роводников с разницей потенuиалов V и зарядами Q и (-Q), 
емкость С на едини·цу длины определяется из уравнения ,Q = CV. В нашем 
случае V = .1 и тем самым С= Q. С помошью (26.14) находим 

С= и,. (26.15) 

Конформное отображение из кольца в каноническую реализацию теперь легко 

получается с помощью v(x, у), и(х. у) и определения 

w = /(z) = и(х, у)+ iv(x, у). (26.16) 

Конформное отображение z ~ 'W переводит кольцевидную область в конфигура
цию моекою к:онденсатора! Это показано на рис. 26.7. Внуt{)енний nроводникt 
по.верхность nостоянного v = 1 , отображается в 1m ( w) = 1, а внешний провод
ник, nоверх-ность nостоянного v = О, отображается в Im (w) = О. Более того, 
.полное кольuо расnоло~ено между вертиt<альиьtми линиями u = О и и = 'lf. Два 
вертикальных отрезка и= О и и= u1 с О:;:;; v ~ 1, должны быть отоnеств.лены. 
так как rюказано на рис. 26.6. Окончат.ельное конформное отображение ~ пере
водит кольцеобразную область на плос:кости w к каноническому виду: 

~ = ехр ( 2~ri ~). (26.17) 

Это отображение переводит внешний проводник (О:;:;; и:;:;; Uf, v =О) 18 единич
ну.ю окружность 1(1 = 1. Внутренний проводник (О ~ и ~ UJ, v = l) перехолит 
в окружность 1(1 = ·r, rде 

~ = ехр (- ~;) = ехр ( -~k -(26.18) 
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РмL 26.7. IН.онденса\ТОР, nреобразо·ванный в плоскоnараплельный конденсатор, 
а заrем - в цилиндрический 

Эrо ·соотношение связывает внутренний радиус возникающего кольца r с кон
стантой Uf и емкостью С. Основываясь на данном окончательном отображении, 
мы показали, как с помощью электростатической задачи построить отображе

ние из топшюгическоrо кольца в каноническое кольцо. Область в nрос1ранстве 

модулей колец, проинтерпретированная каiК распространение открытой струны 

в течение nлительного времени (r -+ 1), соответствует большой емкости. Об
ласть, qроинтерпретированная как расnространение замкнутой струны в течение 

длительного времени (r--+ 0), соответствует малой емкости. 

Остается показать, что r является модулем. Для доказательства сперва пока
жем, что .емкость является конформным ипвариаптом. Это утверждение с.правед

ливо., пm:ому ·что электростатическое решение для одного коНденсатора может 

бы:ть использовано в качестве решения для любого конформно связанною с ним 
конденсат.ора. Рассмотрим два коНденсатора: на nлоскости z = х + iy и на nлос

кости '1 = fJJ + iф такие, как на рис. 26.8. Предnоложим, что для конденсатора 
на моекости z най.дена аftалитическая ф}'1iкция J(z) = и+ iv, rде v яiШЯется 
потенциалом в случае, когда внутренний и внешний nроводники обладают еди

ничн.ым и кулевым лотенциаJ11ами, соответственно. Более того, предположим что 
iКОнформное отображение · 

z = h(f]) (26J9) 

nере.водит кондеiНсатор .на плоскости fJ в k!Онде.нсатор на nлоскости z. Конеч
rно :же1 это означает, что внуrреrнние и внешние ПJiасти.ны 1юнденсаrоров пере

~водятся с помощью этоrо отображения друг 18 друrа. Теперь потребуем, чтобы 

функция 

/(h(fJ)) = и(х(ф, Ф)~ у(-ф,, ф)) + iv(x(t/J, ф), y(t/J~ ф)) = 
.:... ii(ф, Ф) + iv(Ф~ Ф) (26.20) 

была устроена по отношению к конденсатору на моекости fJ так же, как /(z) 
устроена по отношению к конденсатору на nлоскости z. Эта функция nрили
сымет точке f'} такое же число~ что 1 приnисывает образу fJ nри отображении 
на плоскость z. Так как 1 ( h( '7)) является аналитической ФУ1-f~<дией , ее веществен
Най и мнимая части удовлетворяют уравнениям Коши-Римана и по отдельносrи 
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I'!J.=Ф+iФ 

/(z) = u+iv 

UP= u + iv 

г------[-v=O и, 

Рис. 26 .. 8. ЕСJ1и кольцо на плоскости 11 можно конформно отобразить в коль· 
цо на плоскости z, то емкоСТ\и соотвеil"стtвующих цилиндри'ческих конденсато

ро!В совnадаюr. З,десь z = h(q) обоэttачает конформное отображение коле:ц, 
а w = /(z) отображает конден.саrор на плоскоаи z в плоский конденсатор 

удовлетворяют уравнению Лапласа. Кроме тоrо, функция v(ф, ф) приписывает 

единичный потенциал внуrренн·ему проводнику конденсатора на q, а внешнему 
nроводнику-нулевой потенциал. Единственным решением для nотенциала кон

денсатора 'ГJ ЯВЛЯ,етСЯ iJ('ljJ, ф) 'fl· С ТОЧНОСТЬЮ ДО .аддИТИВНОЙ КОНСТаНТЫ, u(ф, ф) 
является единственной функцией, которая при комбинировании с v становится 
.аналитической. Произвол в константе не·существенен, rак как емкость зависит 

только от noлн<rro из-менения i nри обходе вокруг внутреннего nроводника. 
Очевидно~ что данное изменение равно изменению u nри обходе ~шутреннеrо 
nроводника ~еоtrденсатора на плоскости z. Таким образом; емкость является tсон~ 
формным инварiФанrом. 

Из конформной инвариантности емкости следует, что .внутренний радиус 

каноничес:коrо ~ольца имяется модулем. Почему? Из (26.18) следует. что два 
.канонических .кольца <: различными внутренними радиусами обладают разными 
·емкостями. Так как емкость - это конформный инвариант, то два канонических 
кольца с различными радиусами не мoryr быть конформно отображены друr 

на друга. Именно это мы и хотели показать. 

26.4. Неппаиарнь1е диаграммы ·открыт.ь•х струн 

При изучении однопетлевых диаrрамм открытых струн на рис. 26.2 мы yno· 
мя,иули, чrо существует другая ~струнная диаграмма~ которая соответствует диа

грамме 'Фейнмана на рис. 26.1. Эта друrая (;'фунная диаграмма показана в верхней 
·части ряс. 26.9. Может nоказаться, что диаrрамма нарисована необычным cno~ 

'собом: если бы не было разрезов, один из которых тянется налево, а другой 
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Рис. 26 .. 9. Сверху: входящая nер!Вая открыта" струна pacщernлJieтcJI на две струны, струну а 

и ст[руну .ь, которые потом сходятся и образуют 1втору.ю струну.. Данна11 струнна~~ диаграмма 
непланарна. Внизу: •если разрезы не пересе;каются, то возникают nромежуточные замкнутые струны 

направо, то это была бы диаграмма замкнугой струны. Входящая и исходящая 
струны, называемые nероой струной и второй струной, SJarnJютcя открытыми 

струнами. При пересечении двух разрезов возникают две промежуточные откры

тые струны, струна а и струна Ь. Процесс взаимодействия состоит в том, что 
открытая С1руна расщеnляется на две ·открытые струны, которые позднее реком

бинируют и образуют одну открытую струну. 

Каково различие меЖду однолетлевой диаrраммой в верхней части рис. 26.9 
и однопетлевой диаrраммой на рис. 26.2? Это различие имеет rоrюлоrическую 
nрироду и JВесьма значительно. В обеих диаграммах у границы есrь две несвя~ 
занкые комnоненты. На рис. 26.2 обе внешние открытые струны nрикреnле
ны к одной комnоненте граииuы, .а 11.руrая компоненrа rраниuы С()()l"ветствует 
nромежуточному разрезу. Это в явном вИде показано на рис. 26.2 г. Ситуация 
на рис. 26.9 совершенно друrая. Разрезы сами являются :компонентами rран:uцы 
и каждая компонента со.иержит внешнюю струну. Говорят, что такая струнная 

диаrрамма непланарна, nотому qro ее нельзя расnрямить, не разорвав ее, либо без 
того, чтобы одна часть по.верхносrи леrла nоверх друrой части nоверхности. Дру

гой планарной диаrрам:мой является бесконечный цилиндр кото.рыйt оnисывает 
распространение свободной замкнуrой струны. 

Ранее мы убедились в rом, что набор струнных диаграмм, дающ.их вклад 

в .амплитудуj получается изменением nараметров1 задающих струнную диаграмму. 

Диаrрамма в 1верхней части рис. 26,.9 облаnает двумя nараметрами. Первый па
раметр о.nределяет конусный и:мnульс ·одной иэ nромежуточных открьrrых струн. 

Второй параме'ф; более важный J:UlЯ текущеrо рассмотрения, задает длину tlT 
:времеЮiоrо интервала, .в течение которого :разрезы перскрывают друr друга. При 

больших ~Т разрезы проходят друг через друга в течение длительного вре
мени. При l:lT -t О время nересечения стремится к нулю. Однако, !::.Т = О 
не жвляется краевой точ1юй в пространстве параметров; t::..T может стать отри-
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цательным, в этом случае возникает СТ,рунная диаграмма, по.казанная в нюкней 

части рис. 26.9. Удивительным образом возникает промежуточная замкнуrая стру
на! Струнная инт-ерпретация струнной диаграммы полностью изменяется. Теnерь 

процесс взаимодействия описывается как замыкание открытой струны, в резуль

тате чего образуется замкнутая струна, распространяющаяс·я в течении нeкoropo

ii'O времени, после чего она расnадается и образует исходящую открытую струну. 
Cnpai88 от струнной диаrраммы показан соответствующий граф. Прямая линия, 
соответствующая открытой струне1 переходит в волнистую линию, соответству
ющую замкнутой струне. Затем волнистая линия переходит обратно в прямую 

линию. Эrот rраф не имеет петелЬ:! 

Отсюда следует .важный урок. В самосогласованной теории взаимодействую
щих квантовых открытых струн, в общем случае, требуется добавление замкнутых 

струн. Это утверждение не должно быrъ слишком удивительным. Процесс вза

имодействия, в котором две открытые С'Iруны объединяются путем соединения 

своих концов, ямяется лок.альным процессом; он зависит только от окрестностей 

струн вблизи концевых точ·ек, СJilедовательно это также может произойти и с кон

цами одной ·открытой струны. Таким образом, если наша теория включает в себя 
процессы, в которых две .струны мoryr объединяться, то она в общем случае 

.доJIЖНа включать в себя процессы, в ~оторых одна открытая струна замыкается 

и образует замкнутую с1руну. 

И последний комментарий насчет модулей. В случае больших отрицатель

ных значений АТ две границы кольца расположены далеко друг от друга. Это 
соответствует области :пространства модулей, в коrорой внутренний радиус кано

нического кольца стремится к нулю. Такая область мала по сравнению с областью, 

коrорая соответствует длительному распросrранению замкнутой струны, так же, 

кn это было в нашем анализе в конце раздела 26.2. В первом случае, замкну
'JЗЯ струна распростра~няется на большое рас,стояние, nосле чеrо останавливается. 

В данном случае, пройля достаточно большое расстояние, замкиуrая струна опять 
превращается в 01rкрытую струну. 

26.5. Взаимодействие четырех замкнутых струн 
Ранее мьr убедились в ТОМ; что стру-н:ная диаграмма свободно расщюстраня

ющеiся замкнуrой сrруны - это сфера Римана iё с двумя выколотыми точками 
(раздел 25.6). С1рунные J(Иаrраммы взаимодействия замкнуrых струн с двумя 
,исходяшими и двумя входящими замкнутыми струнами - это сферь1 Рима

на с четырьмя выколотыми rочками. В разделе 25.7 мы видели, что е1рунные 
диаграммы взаимодействия чеТЬJрех orкpыThlx струн nорождают пространство 

модулей rюверхносrn .iНi с четырьмя выколотыми граничными точками. Вполне 
есу.ественно о.жидаТ<ь, что струнные диаграммы взаимодействия четырех замкну~ 

1ЪlХ струн rюрождают пространство модулей Мо.4 сферы Римана с четырьмя 
выколотыми точками. Наnомним, что из уравнения (25.i60) следует. что эrо nро
странство модулей имеет J.ilВ8 вещественных nараметра. Пространство модулей 

.задается положением выколотой точки на iё, в то время, как ОСтаf!_Ьнь~\;!~- ~ 
выко.лО'fЬlе точки зафиксированы ,стандартным образом в О, 1, и оо. Целttз·щ~~Q~ : 

" 'j 1 • 
' 'v . 
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Рис. 26.10. Конусна:Я сiТJ)унная диаграмма вэаимоАейстеия четырех замкнутых струн. Соответству
IЮЩей римановой поверхностью .являеli'•СЯ сф:ера с 41етырьмя выколотыми точками. Такая струнная 

Аиаrрамма ·обл.адает двумя n:арамеiТра1ми: ВIJ)еменем tJ..T и у.гло.м nерекрутки 8. Вторая струна 
стремится к nервой nри очень больших АТ 

раздела показать, что на самом деле, предложенная выше гипотеза верна: струн

ные .диаграммы nорождают nространство моду.Jilей М0•4 • Доказательство будет 
дано только на качественном уровне. 

Рассмотрим взаимодействие четырех замкнутых струн, изображенных конус

ной .диаграммой на рис. 26.1 О. Отметим сnособ взаимодействия замкнуrых струн: 
две ВХQдящие замкнутые струны встречаются в некоторой точке и образуют бо

лее длинную замкнутую струну. После некотороrо движения, две точки на :лой 

промежуточ1ной замкнутой струне встречаются и замкнутая струна расщепляется 

на две исходящие замкнуrые струны. Даже если эт.а диаграмма порождает лишь 

часть двумерного пространства модулей Mo.4t она должна обладать двумя пара
метрами. С одним из лараметров мы уже :всrречались: время 6-Т между точками 

взаимодействия. Для простоты будем считать, что данная диаграмма соответству

ет тм:ько интервалу д.Т Е (о, оо]. Будет видно, что область дТ < О на самом 
деле охватьшает две диаграммы~ fде находится другой nараме;р струнной диа.= 

:rраммы? Воэьмем ножниuы и разрежем средний цилиндр вдоль двойных линий; 

пока:заиных на рисунке . .Повернем правую часть диаграммы на угол (J; после чего 
заново ее ·склеим. Наnример; nри повороте на 90° третья струна окажется перед 
четвертой. Можно показатtJ, что д.иа.граммы, nоJ!iученные nри различных значе

ниях 8, не ямяются конформ:но эквивалентными. Таким образом. О~ () < 21t -
это второй параметр стру-нной диаграммы. 

Какую область nространства модулей Мо.4 пораждает диtrrрамма на рис. 26.10 
ори napaмetpax О ~ дТ < оо и О ~ (J < 23f? Дпя тоrо чrобы ответить на этот ..... 
юпрос_, nре.дст.авим отображение этой диаграммы в С, допуская что Р,1 , Рз и Р4 
nереходят в О, 1, и оо, соответственно. Модулярным параметром является поло
.же:ние А точки Р2 • Как изменяется ~при изменении дТ и 8? При дТ ~ ОО; 
Л стремится к Р1 , расположенной в начале координат. Кроме того, .для каждого 

фиксированного t:J.T nри изменении (} от О до 21r, А проходит замкнутую кривую 
вокруr Р1 . Струнная п.иэrрамма nорожда•ет область в Мо,4 с ronoлorneй диска. 
При ~llT = О п·о.лученная кривая ямяе'fся границе~ области диска порожденной 

С'J'Рунной диаграммой. 
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Рис. 26.12. На этой ·струнной диаграмме Р2 стремится к Р4 при очень больших ilT 

На ·струнной диаграмме рис. 26.10 есть одна промежуточная струна. Суще
·ствуют две .аи~rраммы, Jia которых точ~и взаимодействия nересекаJОТся и 11Меет
'ся "IРИ nромежуточные струны. На первой диаграммеt показаиной на рис. 26.11 
nервая струна соед:-иняется с четвертой; на второй диаграмме; показаиной на 

рис. 26.12, вторая с1руна соединяется с четвертой. . 
На рис. 26.11 время между моментами вза;имодействия равно t:.T. Если LlT 

становится большим, Р2 стремится к Р3 , которая расположена в ,\ = ~- . Проме
жуrочную замкнуrую c'Iipyнy с импульсом Pi - p;i можно разрезать, nовернуrь 
и занооо ·сЮJеитъ~ счпта.я nри этом nараметром угол nоворота 8. Эrа струнная 
диаrрамма будет nоро:ждатъ область диска вокруг А = 1. Кривая; возникающая из 
,~Т= О, являеttя границей области, nорожденной данной струнной диаграммой. 

............. ........... 

На рис. 26.12 время между моментами взаимодействия равно t:.T. Если LlT 
ставовится очень большим, то Р2 стремится к Р4 , которая расположена в z = оо. 
Промежуr:очиая замкнутая ·струна с ймпульсом pf - pJ также имеет параметр 8. 
Эта струнная диаrрамма будет порождать область диска вокруг Л= оо. Возника

ющая из АТ =О кривая является границей этой области, поро.жденной данной 
струнной диаграммой. 

Оказывается, что fJIOJiiHoe пространство модулей Мо.4 в ·точности покрывается 
"tРемя рассмотренными струнными l!IИаграммами, каждая из которых nорожnает 

оо.ластъ диска с выколотой точкой. Так как учтены все области в М0,4 ) то грани~ 

цы областей дисков должны 'сходиться. Тогда в М.0•4 должны сходиться образы 
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Рис. 26.13. Пространство модулей Мм сферы с Ч·етырьмя выко:nотыми т..очками nорождается 
1Тремя стtрунными диаграммамtи. i(трунная диаграм.ма рис. 26.10 nо~юждает область диска вокруг 
..\ = О. Струнные ;щиаrраммы рис. 26.11 и 26 . .12 1nорождают области диска вокруг .Л = 1 и .Л = оо, 
соответствеf.!но. Три данные области диска nолностью n~окрываю11' М0,4, котора·я Эtквивапентна С 

тремя выtколотыми точками 

кривых D.T = О, АТ = О и дТ = О. Это nроисходит вес.ьма изощренным сnосо
бом, что показано на рис. 26.13. Кривые дТ =О и АТ =О, вообще, не сходятся. 
Часть кри!<>й АТ = О совnадает с кривой дТ = О, а другая часть совnадает с 
кривой д.Т = О. Наконец, некоторая часть кривой д.Т = О совnадает сама с со
бой! Области диска вокруг ~ = .1 и А = оо имеют обычную форму, однако форма 
области вокру1r "' = О весьма необычна. В качестве хорошей задачи читателю 
nремаrается nоnробовать ооъясиить эти свойства рис. 26.13 nyreм тщательного 
рассмотрения зависимос-ти от (} кажп:ой из трех струнных диаrрамм в пределе, 
коrда промежуrочное время стремится к нулю. 

26 .. 6. n·ространство модупей тора 

В завершение этой главы рассмотрим интереснейшие свойсrва петлевых ам= 

ПЛИТ.Уд замкнутых струн. Конусная струнная диаtrрамма, соответствующая оJХНо
петлевому 11роцессу с одной замкнутой струной, иоказана на рис. 26.14. Разрез 
на диаграмме отдеJUiет друг от друга два цилиндра - это промежуточн.ые за

мкнутые струны. Если бы разрез отсутствовал, то струнная диаграмма была бы 

сферой .Римана с двумя выколотыми точками. На тор можно смотреть как на сфе
РУ с дыркой. Для этого на сфере надо вырезать диск вокруг северноrо полюса 

и диск всжруr южного полюса. После чеrо две лолуч.ив.шиеся rранмuы сшшrаются 

и сiК.ЛеИШШ)ТСЯ. В результате лолучается тор. Разрез на рис. 26.14является дыркой, 
которая делает из оферы тор.. БOJilee точно, возникает тор с двумя выколотыми 

тоtJками. 
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Рис. 26.14. Одноnетле.вая конусная дrиагра,мма зам~нутой струны. 
ЭiТа струнная диаграмма :ЯВJi1яется тором с двумя выколотыми точк.ами 

Для того чтобы понять) мoryr ли воз<НИКJ-IУТЬ ультрафиолетовые рас~одимо-

·СТИ, необходимо решить следующие ключевые вопросы. 

1. Почему тор является римановой nоверхностью? 
2. Скол&ко модулей у тора? 
3. Как ВЫГЛЯДИТ П[рОСтрЗНСТ!ВО МОдулей тора? 

Так как о11веты на эrn вопросы интересны .да*е тогда, когда у тора нет вы

KOJIOThiX точек, то мы подробно рассмоТ,J>им ·этот случай. Мы увидим, что тор 

обладает двумя вещественными модулями, а его прос'11J)анство модулей удиви

тельным образом оказывается достаточно сложным. 

Начнем с простейшего тиnа тора- прямоуrольноrо. Как nоказано на рис. 26.15, 
тор можно оnределить как прямоугольную область на комплексной плоскости <С 

с некоrорыми отождествпениями. В частности, горизон1Шiьные стороны должны 

отоЖдествляться согласно направлению двойных стрелок, а вертикальные сторо

ны должны отождествляться согласно наnравлению тройных стрелок. На рисунке 

сnрава локазана nоверхность, возникающая nосле отождествления вертикальных 

сторон, и затем, в КJрайней ~справа части рисунка, показана итоговая поверхность. 

Отождествления, коrорые от полной комплексной плоскости привели к пря

моугольному тору, описываются следующими уравнениями: 

(26.21) 

Фундаментальной областью этих отоЖдествлений является прямоугольная оба 
пасть О~ Re (z) < L1, О~ Im (z) < L2• Данный тор - это риманова nоверхность, 

iL2 

~ 

1 
1 
1 

1 
~ 

L, 

о) О) в) 

.Риt. 2,.15. (о) П[рямоуrольныА 1r0p - это 1прямоугольная область на ко·мnлексноИ .:~плоскости 
ё Оlтожде:ствлениями. fб) Скл,еиванием верli"Ик.аль:ных сторон nрямоугольной области получаем 

цил1иНдр. (в) Таки;м же СIUit!ИВ<энием горизонifальных сторо .. nолучаем iТОр 
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потому ч11о комruексная ruшскостъ С единственна и потому что указанные выше 

·отождествления ямяются анашпическими: z ~ f(z). где f - аналитическая 
·Функция. 

Важно отметить, что ни L 1 ни L2 не являются параметрами лрямоуrольно
rо тора. Координату z можно ра:стянуrь с постоянным коэффициентом. Если 
ввести z' = z/L 1, что очевидным образом является конформным отображением, 
·ОТождествления (26 .. 21) принимают вид 

z' ~ z' + 1, , , ·т z ~z +1 , (26.22) 

Отсюда следует, что прямоугольный тор имеет только один параметр - значение 

Т. Предывущие уравн~ения олр.еделяют каноническую реализацию nрямоуголь

ного тора. Длина горизонтальной стороны в канонической реализации равна 
единице. 

Удивительно, что прямоуrольные торы с различным1и nараметрами Т иногда 

мoryr бы1Ъ конформне :эквивалентными. Чтобы доказать эт.о, рассмотрим тор, 

локазанный в верхней левой ча·С'IIИ рис. 2'6.16. Это прямоугольный тор с Т < 1, 
представленный как прямоугольная область на плоскости w. Теnерь осуществим 
серию из трех конформных оrобр.ажен,ий. Для n,ростоты восприятия вертикаль

ные линии и их образы при отображении rюказаны в вИде двойных линий. Первое 

·ОТображение равно ii5 = -iw, это поворот исходною прямоугольника по часовой 
~стрелке на 90°. Затем полученная фигура растягивается с коэффициентом 1/Т: 
1J = w/T' теперь nрямоугольник расположен ПОД вещественной осью. На конеч
ном шаге мы его поднимаем: z = 1J + i/T. Полученный результат (внизу слева 
на рисунке) - это каноническая реализаuия прямоуюл,ьного тора с параметром 
1/Т! ТаЮiм образом показано. что два тора с !llараметрам~о~ Т и 1/Т конформне 
эквиrвалентны. Эrо означает, что торы с О < Т ~ 1 конформне эквивалентны 

·~ 
iT h-------т1 

---+'---~L ... -
1 

i t========1 
т 

-

т 

-i t===:::j 

1 l!l. 

Рмt. 2:6.16. !Вверху слева: лрямоуrоnьный тор с nараметром Т на ппоскости w .. 
в.верху Сn'рава: тор, отображенный tnOtpeдCТiBON iii = -iw. Вниэу сnрава: тор, 
отображенный nос[ре.дством f1- w/T. Внизу СJ1ева~ тор, отображеwный nосред~ 

ством z = '1 + i!T. В иii'Ore nолучаетсJi тор с nараметро.м 1/Т 



746 ______________ т_а_в_а_2_б_._п_е_т_~е_в_ы_е_а_м_п_ли_т~~~д-ы __ в_т_е~ор~и-и_с_т~р~~-н ____________ _ 

'торам с 1 ~ Т < оо. В итоге, nространство модулей nрямоугольного тора может 
быть выбрано в виде инrервала 1 ~Т< оо либо, эквивалентным образом, в ви
де интервала О < Т ~ 1. При этом п<mразумевается, что не существует такого 
коиформного nреобразования, :которое поро:ждает дальнейшее отождествление 

.между прямоугольными торами, и это на ·самом деле оказывается верным. 

Jlредьщущий ВЫВ<Щ приводит к некоторым следствиям для ультрафиолетовых 

расходимостей. Торы с Т -+ О дают короткие замкнутые струны, которые появ
ляю'Гся в виде вертикальных отрезков в левой .верхней части 1РИС. 26. r\6. С другой 
~стороны, эти торы конформно эквивалеюны большим торам с Т-+ оо, поэтому 

~с математической точки зрения они не мoryr mривести к проблемам с ультрафи

·олетовыми расходимостям,и. На самом деле если добавить торы с 1 ~ Т < оо, 
то не следует добавлять торы с О < Т < 1, потому что струнные амплитуды -
это интегралы по пространству неэквивалентных римановых поверхностей и, ес

ли добавитъ :короткие то,ры, возникнет двойной учет. С помощью канонической 
[реализации модулей 1 ~ Т < оо можно ограничиться рассмотрением только 
JIЛIИHHЬIX торов. 

I1рямоугольнь1е торы н~е исчерпывают множесllЮ всех возможных конформ

по не·эквивалентных торов. Торы можно также подвергать перекручиванию. Воз

вр.ащая,сь к части (6) рис .. 26.15, можно ·склеить нижний и верхний края перекру

ченного цилинлра. Иногда способ того, как это делается труден для понимания, 

nоэтому давайrе подробно рассмотрим этот вопрос. В частности, если имеется 
настоящий резиновый цилиндр, то склейки его открытых краев после перекру

чивания на угол 8 и после перекручивания на уrол (J + 2п будут физически 
неэквивалентными проuессами. Но для римановой поверхности типа тора, пере
кручиванне на fJ и [11ерекручивание на 8 + 2r эквивалентны. 

Для ясности nри обсуждении перекрученных торов, сначала рассмотрим об= 

щую конструкцию nроизвол.ьного тора. Для получения тора из комплексной 

JIЛОСiКости нужны два отождествления. Выберем два комплексных числа Wi и w2 , 

оба оrличrные от нуля и удовлетворяющие 

Im (::) >о. (26.23) 

Это условие гораздо nроще, чем выrлцит. Из не:rо следует, что два 1!1анных ком

nлексных числа соответствуют непар3.11Jilельным векторам. Тогда, по соглашению, 

~выберем w2 в качестве вектора, получаемого из "'' вращением против часовой 
стрелки на угол, меньший }.80\ nример показан на рис. 26.17. Тор возникает 
nосредством сл~едующих отождествлений 

(26.24) 

ФУJЩаментальная область на рисунке- это затемненный параплелограмм с отож

дествле,нными :краями. В этом состоит общая конструкция торической римановой 
nоверхности~ однако в ней присутствуют внешние параметры. Можно оnределить 

(112 
т-:- -, Im (т) >О~ 

<lUJ 
(26.25) 
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Рrмс. 26.17. Об~ий тор получается из ~омnлексной z-плос~ости 
ПYifeM отождествления z ~ z + (А) 1 и z ~ z + fiJ2 

и, IJ)астягивая z с коэффициентом 1/tv1, замечаем, что nредыдущие отождествле

ния эквивалентны следующим 

zi'Vz+l, z~z+т. lm(r)>O. (26.26) 

Заметим, что r живет в верхней nолуruюскости JJНI. Новый вид параллелограмма 
показан на рис. 26.18. Оrмеmм, что данный тор является прямоугольным при 
Re (т) =О (I<огда т ч~-tсто мнцмое). 

Может ли nространство модулей тора быть nросто r Е IНI? Нет, не MO)IGeт. 
Из предьщущеrо .анализа прямоугольного тора ·следует, что торы с разными т мо= 

JYI' быть эквивалентными. Действительно, мя nрямоутольноrо тора с nараметром 
Т имеем т = iT, что ясно следует из сравнения с (26.22) и (26.26). Однако этот 
тор э.квивален-rен тору с лараметром r; = i!T. Отсюда следует; что т' = -1/т иj 
по крайней мере для nрямоуrольноrо тора, т и ( -1/r) конформно эквивалентны. 
На с:амом деле мьr скоро увидим, что т и ( -1/т) всегда оnределяют конформно 
.эквивм,ентные торы. 

Теnер.ь шавайrе nшrсним -перекручивание тора nри Re ( t) # О. РассмОТрим 
рис. 26. ~8, Пусть Р обознач.ает точки z = О и z = r, которые при отождествл,ении 
сrановкrся эквив-алентными. С nомощью отождесtвЛениsr z !::::: z + 1 затемнен
ную область, показанную ~вверху слева, можно nередвинуть и n•олучить схему, 

показаикую вверху сnрава. Фундаментальная область стала nрямоугольником, 
даже несмотря на то, что тор не .является прямоуrольным! Хотя вертикальные 

края по-прежнему отождес1'ВЛЯются, при оrожnествлении горизонтальных линий 

происходит сдвиr: точка Р не отождествляется с точкой, расnоложенной прямо 

нц ней, как это <было бы в случае прямоугольного тора. Теперь прямоугольную 

область можно свернуть в цилиНдр; края которого все ,еще должны быть соедине

ны друг с другом. Этот uwшндр nоказан в нижней части рис-унка. ОrоЖдествле
ние точек на двух фаничных компонентах ·этого uилиндра должно происходить 

со сдвигом, так как Р на нюкнем конце д-олжна совnадать с Р на верхнем конце. 

·С nомощью угловой nеременной, изме:няющейся от О до 211', граничные комnо-
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iPиt. 26.18. Канонич·еская [реализация тора с nара,метром т Е IНI . Затемне,нная област'ь в верхней 

левой части ри·сунка ,може1r быть nередви.нуr:а так, как показано в правой верхней ·части рисунка. 
С n·омощью данной nрямоуrольlfой фу,ндаментальной области получаем цилиндр и находим уrол 

перекручивани11 8, ·tоответсrвуюЩIИЙ окончательному отождествлеiНИЮ 

ненты цюшндра можно Л3JРаметризовать единым образом. Точке Р на нижней 
rраничной компоненте приписывается уrол, равный нулю. Верхняя граничная 

компонента параметризуется таким образом$ что угловое значение данной точки 

совпадает с угловым значением точки на нижней rраниuе, которая до аrож

дест.мений расположена nрямо nод ней. Так как отожл.ествления nроисходЯт 
со ~сдi.Виrом в.nоль границы на Re (т), а rраницы имеют единичную длину, то угол 
8, <СО110СТЗМеНIНЫЙ р НЗ верхней rранице, равен 

8 = 21r Re (т) , (26.27) 

что Jйооражено на рис. 2·6. а 8. Уrол IJ будем называть углом nерекручивания. 

Теперь можно заняться изучением последствий увеличения угла перекручива

ния на 27Г. Как следует из уравнения (26.27), этого можно достичь nри т -t т+ 1. 
Если тор с nараметром ·r и тор с nараметром т+ 1 (рис. 26.19) действительно 
Gовnада.ют, ro увеличение угла nерекручинании на 2п не nрiГведет к каким-либо 
измененяям. Теnерь с помощью nроизвола в выборе фуиnаментальноИ области 

; 
; 

,' , , 

1 

т т+l 
,----:-------1 , , , 

1 

Риt. 2641'.9. Тор с ll'iараметром т (слева) и тор с лараметром т+ l (сnрава). Передвигая с nомощью 
z""" z + 1 затемненную ·область нuево, видим что два торе! на самом деле совпадают 
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nокажем, что два таких ·тора на самом деле совnадают. Посредством отождеств

Jiения z :::: z + 1 затемненную область в левой части рисунка можно сдвинуть 
в положение, показанное в правой части рисунка. При этом каждая точка в дан
ной области сдвиrается iВ горизонтальном направлении на единицу. При данной 
nроцедуре тор не изменя·ется·, так как это просто другой выбор фундаментальной 

области. Отсюда следует, что левыrй тор с параметром т - это один и ·ют же тор, 

что и правыrй с параметром r + 1 : 

т:::: т+ 1. (26.28) 

Возвращаясь к (26.27) заЮiючаем, что 8 ~ 8 + 21Г. Таким образом. например. углы 
перекручивания вне интервала -1r ~ 8 < 1r не приводят к новым торам. Теперь 

мы можем прИдать этому точный ·смысл. О перекручивании не надо думать как 

о физическом процеосе кручения цилиндра, который предшествует склей~е его 

границ. Перекручиванне - это всего лишь некоторый рецепт отождествления 

точек на двух граничных компонентах цилиндра: выберите произвольным обра

зом точку Р на нижней границе, nосле чего зафиксируйте произвольную точку 

на верхней границе, с которой она будет отождествляться. Тогда отожлествление 

распtРОстран:яется е.диным образом на все rраницы. Из данного рецепт.а ясно, 
что параметр отождествления при перекручивании nросто опис.ывает положение 

'fО':JКИ на верхней границе, и, ·следовательно, параметр перекручивания определен 

на окружности. 

Что касается пространства модулей тора, то отожm.ествление (26.28) имеет 
важное следствие. Хотя т, конечно, принадлежит IНI, пространс-тво неэкви:валент

ных торов гораздо меньше. Оrождествление показывает, что любая ~бесконечная 

IВертикальная по;юска единичной ширины содержит все неэквивалентные торы. 

Как nравило, полоску S0 выбирают в виде 

So = { -i < Re (r) ~ i· Im (r) >О}· (26.29) 

.Множество неэквиваленrных торов содержится в So. Оrметим, что п.равая грани~ 
1Ua ·полоски Re (т)= 1/2 вЮiючена .в это множество; а левая граница Re (r) = -1/2 
не включена, nотому что она отождестм.яеrея с правой .границей ti'J()!И т ~ т + 1. 

Из нашего анализа nрямоугольных торов следует, trro возможно r ~ -1/т. 
Давайте теперь докажем что это так. Рассмотрим 'Тор с парам.етром r, 'так как 

по.казано вверху ·C.Jileвa на рис. 26.20. Теn·ерь определим конформно связанную 
моекость z = zjr. Это отображение состоит из вращения с постоянным пара
метром плюс однородное растяжение,, в ре·зультате чего исходный параллелоJ'l)амм 

переходит в napaJiiЛeлorpaмм~ показанный в верхней правой части рисунка. На по

rследнем шаге осущ:ествим тр-анслsщию с nостоянным nараметром z' = z- 1/т. 
Окончательный napa.rtJteлorpaмм на z' -nлоскости имеет канонический вИд, а nа
раметр соответствующего тора равен (-1 jт). Таким образом, т ~ - 1 /т. 

На данный момент, нами о'бнаружено две эквивалентности мя торов, оnи

сываемых т Е mнi: 

r~т + l, т~--. 
т 

(26.30) 
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Рис. 26.20. Последо!Ваrельность конформных отображений демонарирующая, 
чtо тор с rпар.аметром т конформно эквива~~ентен тору с параметром -1/т 

Оказывается, что доnолнительных неззвисимых отождествлений не существует. 

Таким образом, значительный интерес nредставляет нахождение фундаменталь

но:й области мя отождестмений (26.30), что даст нам множество всех неэквива
.лентных торов. Фундаментальной: областью для первого отождествления является 

полоса So. Так как второе соотношение отоЖдествляет точки в области lтl < 1 
·с точками в области llтl > 1, можно nопробовать использовать подмножество в 80 , 

расположенное за пределами единичной окружности и некоторые точки, расnо

ложенные на ~;циничной окружности. На ~самом деле это уже ответ, но он далеко 

не очевиден. С nомощью такой же логики можно было бы показать. что можно 
исrJ1юльзовать поп.множество 18 80 , расnоложенное внуrри единичной окружно
сти и некоторъ1·е точки, распол<>.женные н.а единичной окружности, однако ответ 

был бь1 не.правильиым. Утверждение состоит в том, что фундаментальной обла~ 

стью :является область .1.'0 , оnределяемая как 

.?'о е {-~ < Rt (т) "; ~, Im (т) > О, lтl ;;. 1, t учетом дат.нейшеrо 

оrраничеИЮI: Rе(т);;. О, если lтl = 1 }· (26.31) 

Фундамент.альная область Fo показана на рис . .26.21 в виде затемненной об
ласти. Как сле,цует из предыдущих условий, определенные границы (nоказанные 
на рисуrнК<е пунктиром) не включены :в Fo. Эти границы составлены из точек 
вертикальной линии Re {r) = -/12 и из точек единичной окружности; расnоло
женных слева от т= i, которые удаляются nри дальнейшем ограничении в (26.6). 
Ниже ~удет nриве.пена часть ..и.оказательства того, что F0 - это фундаментальная 
область для отождестмений ·(26.30), оставшая,ся часть доказательства ос-rамена 
для задачи 26.6. 
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!Рис. 26.21. Фундаментальная облапь :F0 ;цля отождествлений т ~ т + 1 и т ~ -1/r в IНI. 
Замыкание ~о о611асти :F0 при 11Юдходящих оrождесrвлениях является для iТОров простiJ)анством 

модулей М 1,0 , nоказанным справа 

Пространство модулей т для торов~ обозначаемое Mt.o, является верхней 
полуплоскостью IНI, подчине.нной ото:ждествлениям (26.30). В разделе 2.7 было 
выяснено, как построить пространство, возникающее ПIРИ ото:ждес118Лениях: бе

рем фундаментальную область вместе с ее границей и на границу накладываем 
им.еющиеся отождествления. В данной ситуации фундаментальная область :F0 
вместе ,со своей границей определяет замыкание :F0 : 

- { 1 ' 1 Fo = -- ~ Rе:(т) ~ -, 
2 2 

Im (т)> О, (26.32) 

На 7='0 нающuываются два отождествления: Re (r) = -1/2 и Re (r) = l/2 отож
дествляются посре.т:ством т -7 т + l, а точки с lтl = 1 отождествляются друr 
с д~руrом посредством r -т -1/т. На самом деле это все возможньl'е отождествле
ния в Fo (см. задачу 26.6). Возиикающее пространство модулей М1.о для торов 
можно представпять nутем отрезания области Fo ~ скручивания ее мнимой: оси 
и склейки границ так, ка1< nоказано на рис. 26,21. 

Q) Упражнение-разиинна 26.1. Рассмотрите точки на единиlfной окружности 
lrl = 1, расположенные на JН[ между вертикальньши линиями :Re (т) ~ ±1/2. 
Покажите, что точки справа от т = i отождествляются с точками ~слева 

от т = i посредством т -7 -1 jт. 

Давайте рассмотрим физические следствия полученного результат.а. Так как 
вое неэквиваленrnые торы содержаться в F0, то одноnетлевые .амплитуды за

мкнутых струн должны содержать только вюtады от торов с т Е F0• Так как торы 

в :F0 - это длинные торы, то вопрос об ультрафиолетовых расходимостях не 

стоит. Если ~бы в амnлитудах б.ыла задействована полная полоска So ~ ситуация 
могла бы ·стать I<Райне проблем.атичной. Причина :noro не в том, что лотребо~ 
валось iбы рассматривать малые торыJ потому как. nомимо всего прочеrо, они 
коиформно эквивал~еитны (безоnасным) длинньrм торам. Проблема возникла бы 
по той причине, что доnолнение ~о в S0 ёодержит бесконечное ЧИСJJО коnий всех 
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'торов из .1'0 ! Можно .легко проверить, например, что оно содержит бесконечно 
мноrо коnий тора т= i. Рассмотрим множеСllво Tn со значениями 

Tn = i + n, 'n ~ 1, (26.33) 

все из которых, nосредством т~ т+ 1, являются !ВСего лишь копиями тора т= i. 
С помощью отождествления т~ -1/т приходим к выводу, что 

1 n i 
--=- +--

Tn n2 + 1 ,n2 + 1 
(26.34) 

также явл,яются копиями тора т = i. Однако, при n ~ эти копии находятся 

1Б S0 - ~о. Это оче,видно, потому что вещественная часть -1/тn принадлежит 

(-1/2, 0), а (1/rn) = 1/~ < 1. Если бы мы включили в So все торы, то все 
одноnетлевые амшiJИтуды были бы бесконечными. Вместо этого, однопетлевые 

амшштуды задействуют .1'0 , потому что все неэквивалентные торы входят в этом 

nространстве ровно по одному разу. 

Чтобы установить, что Fo является фундаментальной областью для отож
дествлений (26.30) необходимо проделать некоторую осязаемую работу. Давайте 
сделаем часть этой работы здесь для того, чтобы читатель представлял, какая 

общая идея стоит :за необходимыми для этоrо методами. Для начала, полез
но ввести некоторую доnолнительную структуру. Оrметим, что отождествления 

(26.30) на самом деле явл.яютс·я дробио-линейными преобразованиями, таки
ми же, :какие мы изучали в разnеле 25.6. Пусть Т и S обозначают rettepaтopы 
дробио-линейных nреобразований, которые действуют как 

1 
Тт =т+ 1, Sr = --. (26.35) 

т 

Рассмотрим теперь .nреобразования g вида 

ат+Ь 
gт = . а, Ь, с, d € Z, ad - 1ж = 1. 

СТ+ ·d 
(26.36) 

Отметим, что это дробно-линейное лреобразование с целочисленными пара

метрами, значит, его можно описат'ь в матричных обозначениях. Сопоставим 
ореобразованию у матрицу 2 х 2, опреnеленную в виде [g) 

(а ь) fg) = с d ' det (g·~ = 1. (26.37) 

В матрице (g] заложе.н некий произвол: можно изменить знак всех элементов, 
не изменя.я при ,этом самого преобразования" Таким образом, необходимо эту 
матрицу и ее же со знаком минус рассматривать как эквивалентные. Для двух 

задаиных nреобразований g1 и f/2 вида (2·6.36), юомnозиция g1g2 таюке является 
nреобраэованием тоrо же вида, и 

(91192] = [gt] [g2]. (26.38) 

Q) У:прожнение-раэминио 28.2. Д(жажите ооотношение (26.38). 
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Матрицы соnоставленные иреобразованиям Т и S, как nравило, выбираются 
в виде 

[Т] = (~ :). [S] = е -~). (26.39) 

Композиция любого числа преобразований S и Т в любом порядке, приводит 
.к nреобразованию вИда (26.36). Полезное ,свойство подобных преобразований 
имеет вид 

Im (т) 
Im (gт) = lст + ,dl2' 

что ранее проверялось в похожем вычислении (см. (25.66)). 

(26.40) 

Множ:ество дробио-линейных преобразований с целочисленными коэффи
циентами (а, Ь, с, d), удовлетворяющих ad -Ьс = 1, определяют группу G преоб
разований оrnосительно композиции функций. Эта груnпа называется модулярной 

групп.ой, и совпадает с rpynnoй матриц 2 х 2 с целочисленными элементами и еди
ничньiм детерминантом, с тем условием, что матрица и она же со знаком минус 

рассматривают.ся как один и тот же 1групnовой элемент. Здесь групnовым умно
жением Яi81U!ется матричное умножение. Данная модулярная груnпа называется 

Р SL(2, ·z). Здесь L обозначает линейное преобразован.ие ИJIIИ матрицiЬl; двойка 
отвечает размеру матрицы 2 х 2; S образовано от <(специальная», так как матри
uы имеют единичный детерминант; Z указывает на то, что элементами являются 
целые числа; наконец., Р образовано от «проективttая», что учитывает тот факт, 

что знак всех элементов можно обратить. 

Пусть G' обозначает множество проективн:ых преобразований, которые мож
но породить комбинацией проиэвольноrо числа nреобразований S и Т и обрат
ных .к ним; G1 очевидно является подгруnпой модулярной груnпы G. Теперь 
докажем~ что Д11Я любого т Е 1НI существует таrкой g Е G', что !JT Е F0 • Это сво
дится к утверждению, ·что :F0 содерЖJит одну копию каждого тора - необходимое 

условие для roro, чтобы Fo была фундаментальной областью. Доказательство это
го уr.:верждения является пrнюдь нетривиальным; и проблема в том, что совсем 

нenpocro понять, каким образом торы нз .80 - Fo мо:ж:н:о отобразить в :Fo. Общая 
стратегия доказательства соодИТ<СЯ ТОМ% чтобы убедиться, что любую точку мож

но отобразить в некоторую новую точку с достаточно большой мнимой частью, 

nосле чего ее можно было бы отобразить в :F0 посредством некоторого числа Т 
nреобразо:ваний. 

Сперва nо.кажем, что мя каждого т существует такой g Е G', что Im (gт) 
nринимает наибольшее значение. Из (26.40) следует, что необходимо найти та
кое g, чтобы lст + dl принимало наименьшее значение. Так как с и d являются 
целыми числами, по мере их изменения, (ст + d) образует решетку из точек 
на ком1мексной москости, порожденных т и 1. Ддя любого числа а> О суще
,ствуют по Jфайней мере конечное число точек, таких что lст + dl <а. Таким 
образом, среди в-сех lcr + dl следует найти такое, мя которого g достигает ми
нимума., а Im (gт) принимает наибольшее значение. Такое nреобразование g 
не единственно. 
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Теnерь ш>действуем на Tn иреобразованием gr, с n Е Z, выбранным таf<ИМ 
образом, чтобы Tngт Е So. Утверждение состоит в том, что во всех случаях, 
за ИСЮiючением тngr Е Fo, вознихает проmворечие. Пусть 

т' = тngт. (26.41) 

Мнимая часть т' равна м~нимой части gт н, согласно нашему предыдущему 
1 G' , , доказа-rельству, нельзя найти такое g Е , чтобы g т имело мнимую часть, 

большую чем у т'. Бели т' не принадлежит Fo, то lт'l < 1. Однако тогда, 
с помощью (26.40), находим, что 

, Im (т') 1 
Im (Sт) = Jт'J2 > Im (т) (26.42) 

nротиворечит тому, что ни одно nреобразование из G' не должно увеличивать 
мнимую часть т'. Эrо противоречие rюказ:ываеr, что любая rочiКа т Е JН[ мо
жет быть отображена в Fo с помощью преобразований, порождаемых Т и S 
(и ,обратными к ним). Пусть она лежит в Fo, тогда, если она принадлежит :F0 • 

угвержление доказано. Если она не принадлежит :F0 • то она обязана находиться 
на rгр.анице :F0 • Применяя один раз либо S либо Т, эту точку можно перевести 
в :F0 • Это завершает доказательство того, что любая точка т Е :Н может быть 

отображена в F0 преобразованиями, порождаемыми Т и S. 
Конечно :же, многое еще остается сделать, чтобы доказать, что Го яаляется 

фу!Н.даментальной областью. Необ~одимо установить, что никакие две точки в Fo 
не мoryr быть связаны иреобразованием из G'. На самом деле можно доказать 
более с1Uiьный результат: никакие две точки не мo.ryr быть связаны преобразо

ванием из модулярной груnпы G. Если это доказано, можно показать, что G' 
совпадает с G. Это означает, что S и Т rюрождают полную модулярную группу 
(см. задачу 26.6). Отсюда также следует. что :Fo ямяе-rся фуи.nаментальноИ обла
стью модулярной группы. 

Задачи 

.... Задача .26.1. Переход струн иэ oткplill't'Wx в эамкнутые 

Изучите процесс, в котором ·открытая струна с конусным импульсом р+ замы
кается и образует замкнутую струну. 

(а) Нарисуй-rе конусн.УЮ диаграмму :в ~rиде бесконечного цилиндра с nолубеско
нечным разрезом, nараллельиым ero оси. Предъявите входящую открытую 
струну и сnециальную струну, порож..щенную .8 точке взаимодействия. 

(б) Для того чтобы нарисомть эту диаграмму в виде некоторой области на плос
кости w, рассеките цилиндр вдоль направления разреза. Результатом будет 
бесконечная полосJ<са О < Im (w) ~ 21Га'р+. Открытые струны сушествуют 
при Re (w) < О, а замкнуrые струны существуют при Re (w) > О. Линии 
Im (w) ...... О и Im (w) = 2tra'p+ склеиваются ПIРИ Re (w) > О. Что является 
rраниnей э-той струнной диаграммы? 
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(в) Постройте отображение из данной конусной диаграммы в z Е 1НI. Потребуй

те, чтобы входЯщая открытая струна в бесконечном nрошлом отображалась 

как .z =О, а исходящая замкнуrая струна в бесконечном nрошлом отобража
ла~сь как z = i. 
(Лодсказки: с nомощью~= exp(w/(27r·a'p+)) отобразит-е полоску в IНr. Затем 
определите 1J = ~2 • Почему при данном отображении отnадает необходимость 
в отоЖдествлению<? Покаж:иrе, что рассматриваемая nоверхность отобрази

лась во внешность конечного разреза на nолной комnлексной плоскости "1· 
Для тоrо чтобы отобразить ее в .z Е IНI, nотребуется отображение, содержащее 
квадратные корни.] 

(1r) На z-плоскости нарисуйте возникновение замкнутой струны в rочке взаи
модействия. Также схематич·ески изобразите входящие открытые струны и 

исходящие замкнутые струны . 

..,.. 3ид.ачо 26.2. Отображение кольца в каноническое 

Найдите ошиrбку в следующем рассуждении, из которого следует, что конформно 

отобразить тополоrическое кольцо в каноническое кольuо невозможно. 

И3 теоремы отображения Ринана СJJе.цует, чю пюбой топологический диск можно отоб

разиТiь .в единичный д1иск. Таким образом, топологическое :кольцо можно отобразить 

во внутренность ·единичн·ого диска lzl ~ 1, при этом внеwн1111 граница отображаете"' 
в llzl = l, а внут1рення:я граница отображаетсfl в некоторую замкнутую кривую внутри 
диска. Дпя того ·чтобы осуществи11ь отображе1ние в каноническое кольцо, внутренней 

кр1ивой .необходи·мо придать форму окружности с центром в начале координат, сохраю1я 
nр1и этом границу Jzl = .1. Это приводит :к оrображению диска на себя. Так ~е, как 
отображения !!Н1 'На себя, отображения дисiКа на себя ·обладают тремя еещестiВенными 

параметрами. IНееоз.можно произвольной кривой 111ридать форму окружности с nомощью 

лиwь трех nараметров, по.этому неiВозможно отобразить кольцо в каноническое. 

• 3адоча 26.3. Пространство ~модулеi Т2 комnактификсщий t полем В 

В задаче 17.5 параметрами компактификаuии квадратного тора Т2 являлись R 
и nоле Кал.ьба-Рамона Ь. Оnределите компле~сную переменкую 

- R2 . нz f в . Rz 
p-Ь - +z - = - +z--. 

а' li 21r а' 

Оrметим, что р Е IНI. Докажите. что преобразования (l) и (2) в задаче 17.5 
принимаютвид 

1 
р - t - -. 

{J 

Опишите пространство модулей компактификаций на квадратный тор Т2 • 

• 3o8oчtJ 2·6.4. АмnJ~итуда Wanиrpo-Bиpacopo 

Амплитуда Шаnиро-Вирасоро - это .амnлитуда рассеяния четырех тахионов 
в замкнутых струнах. Напомним; что для тахиона в замкнуrой струне 

2 2 4 
р =-М = -. 

а' 
(1) 
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Дл·я вычисления амплитуды Шапиро-Вирасоро требуется пространство модулей 
.М0,4 ~сферьi с четырьмя выколотыми точками. В с:пучае, когда три выколотые точ

IКИ расnоложены в О, 1, и оо, пространство модулей nарамеr,ризуется положением 
111оследней выколотой точюи - !Комплексным числом Л Е <С. Отображениями z
сферы z Е С на себя являются дробно-линейН!Ьiе nреобразования 

.az+b 
z ~ 

8
• ad- Ьс = 1. (2) 

cz+ 
(а) Предположим, что мы хотим проинтегрировать по сфере некоторую вели-

чину. Тогда записываем интеграл J d2 z . . . . Здесь d2 z = dx dy, с z = х + iy. 

Как преобразуется d2z относительно дробио-линейных преобразований? 
(Не забудьте использовать якобиан!) 

(б) По аналогии с амплитуl!I.Ой ВенеuиаJНо рассмотрите для .амплитуды Шапиро
Вирасоро Asv выражение вида 

А 2/d2 1 la 1 IPP2·P1 :sv = g Z Z1 - Zз •.• Z - Zt ••• , (3) 

где многоточие обоз.начает дополнительные множители, котqрые необходи

мо выписать, а а и f' являют-ся константами, которые необходимо опреде
лить из условия инвариантности подынтегральноrо выражения относительно 

дробио-линейных nреобразований. 

(в) Теперь упростите {3) ДJlЯ случаев z~1 =О, z3 = 1, Z4 = оо и z =Л. Покажите, 
что вознJИкает в_-ьtр.ажение вила 

Asv = i 1 d2.Л I.Лit'P2'Pij !l - ЛIРР2·Р'. (4) 

(r) Для вычис.лени:я интеграла ,сначала докажите следующее тождество: 

00 

lzГa = ~ . J dt t012
-

1 ехр ( -tlzl2
). 

Г(а/2) 
(5) 

о 

Теперь в (4) примените его дважд1ы, т. е. по одному разу дпя каждого мно
:жиrел:я в подынтегральном выражении. Обозначьте требуемые параметры 

через t 'И s. Интеграл по А гауссов) что ста~t~ови:rся очевидным при: замене 
Л~ Лt + iЛ2 и d2Л = dЛ.dЛ2. Вычислите этот гауссов интеграл. Для того 
чтобы теперь нййm интегралы по :t и s; обозначьте t - :ru и s = ( 1 - х )u. 
г.де О < х < 1 и О < и < оо, Окончателъньiй ответ должен быть представим 
в виде Оl"ношения трех rамма функций .~е трем rамма-функuиям. 

(д) Рассмотрите инварианты 

nо.кажите, что полученный ответ имеет ожидаемую структуру полюсов в каж

дом из трех возможных каналов. 
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..,. Задача 26.5. Отобrраженме т в ФУIWIМентапьнуJО об.nаtть 

Пусть т = (9 + i)/10. Найдите преобразование из модулярной групnы, которое 
отображает данную точку в точку то фундаментальной области F 0• Покажите, что 

такое прообразование еп.инственно~ уnостоверившись. что в модулярной труnпе 

нет тахо:rо преобразования ·<(исЮJючая тождественное), которое оставляло бы т0 
не nодвижной. Частный ответ: т0 = Si. Повторите предыдущие !Вычисления для 
т = 9/10 + ijiOO. Частный ответ: то = i + 1/10. [Лодсказка: воспользуйтесь 
процедуроitt которая обсуждаJiiась nри доказательстве то.rо, что любая т может 

быть отображена в фундаментальную область.] 

..,. Задача 26.6. S и Т порождаtот МОАУnярную rpynny 

(а) Пусть z Е Fo и nредположим, что gz Е Fo - это другая точка, где g 
является элементом модулярной группы (так же как в (26.37)). Так как можно 
заменить (z, g) на (gz, .9-~ ), то можно допустить что Im (gz) ~ Im (z). Это 
приводит к lcz + dl ~ 1. Объясните, почему значение lcl ~ 2 невозможно. 
Обсудите конечное ЧIИСЛО возможньrх значений с и d и докажите, что либо 
Re (z) = ±1/2 и gz = z т 1, либо lzl = 1 и gz = -1/z. 

('б) Докажите, что группа d, порожденная S и Т (!И обратными к ним), совпа
дает с модулярной группой G. Так как G' - это подгруппа в G, достаточно 
показать, что любой ·элемент G является элементом G'. Постройте доказа
тельство с noмomli10 следуютих двух фактов: (i) лJОбая точка вне :F0 может 
быть отображена в :F0 с nомощь:ю nреобразования из G', и (ii) для любой 
точки Zo на F0 и любого g Е G, отличного от тождественного преобраэова
ния~ точка szo расположена вне Fo (это является следствием (а)). 
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·к ч-тению введения в общую теорию относительности Hanle (2003) и введения 
в квантовую теорию поля Mandl and Shaw (1984). · 

lienepъ укажем ·статьи и обзоры, в которых рассматриваются специальные 

вопросы. Задача 2.9 основана на вычислении SeiЬerg (1997). По nоводу экс
nе:риментальиой nроверки ~существования больших дополнительных измерений 

~см. Chiaverini et ai. (2003), Hoyle (2003), Long and Price (2003), Kap.ner et al (2007). 
Курс лекций о доnолнительных измерениях см. Sundrum (2005). Задача 4.~6 осно
вана на предложении Алана Гута (Aian Guth). Задача 6.10 о круговой струне осно-
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nодробно обсуждаются в Vilenkin and Shellard (2000). Обзор текущего состояния 
дел в эт-ой области nредстамен в Polchinski (2006), обсуждение космологических 
ограничений содержиrся в Jeong and Smoot {2004). Вычисление основного члена 
в алгебре Вирасора следует методу. предложенному в 't Hooft (2004). Обсуждение 
тахионов и распадов D-бран (гипотеза Сена) содержится в двух ссылках: Gaiotto 
and RasteШ {2003) tи Sen and Zwiebach (2000). Смотрите также обзоры Ohmori 
(2001), Sen (1999) и Taylor and Zwiebach (2003). Аналитическое описание тахион
иоrо вакуума было дано в SchnaЫ (2006). В качестве доnолнения к обсуждению 
суnерструн в главе 14, читатель может обратиться к лекциям Schwarz (2000), а так
же ко многим другим большим и ммым обзорам. Вот некоторые из них: Douglas 
(1996), .Polcblnski (1996), Sagnotti and Sevrin (2002), Schwarz (2003), Schwarz and 
SeiЬerg ~(1999), Sen (2001), Tayilor (2001) и Witten (2002). 

Значительная часть вопросов, обсуждавши~ся в части 11, рассматриваются 
(с более технической точки зрения) в приведеиных выше книг.ах. По поводу 
10-бран ~читатель может обратиться к лекuиям Вaclhas ( 1998). Polc'hinski. Chaudhuri, 
:and Johnson (1996), Taylor (1998), к обзору Giveon and Kutasov (1999) и к статье 
Ha,nany an~d Witten ( 1997). Не который взrляд на КХД в рамках стандартной модели 
обсуждается в G ross ( 1999 )" 

Электромагнитная дуальность обсуждается в Deser ( 1982) и в обзоре Harvey 
(1996), Т-дуальность в замкнутых ~струнах обсуждается в обзорах Giveon, Poпati, 
and Rabinovici (1994) и Lerche, Schellekens, and Warner (1989). Электромагнитные 
поля на D-бранах и Т-дуальность в открытых струнах являются взаимосвязанны

ми вопросами, некоторые обзоры предстамены в Ambjorn et al. {2003) и Taylor 
;( 1998), обсужление nополнительных подробностей поведения струн в электри
че~(ЖИХ полях содержится в Seiherg and Witten ( 1999) и в достуnно написанном 
обзоре Bigatti and Susskind (2000а). Ясное и подробное обсуждение нелинейной 
электродинамики mредставлено в Bialynicki- Birula (t 983). Материалы, связан
ные с теорией Борна-Инфельда; и ссылки на нее можно найти в GibЬons (2003). 
Задачи 20.6 и 20.7 основаны на результатах CaHan and Maldacena (1998). 

Обсуждение интересных бранных моделей и струнной феноменологии осно

вано на статьях lbanez, Marchesano, and Rabadan (2001) и Cremades, lbanez, and 
M.archesano (2002а, 2003) .. Обзорыпр~tводятся в Uranga (2003) и Cremadesi lbanez, 
.and Marchesano (2002Ь). !Более ранними работами в этой области ямяюrся Cvetic; 
Shiu, and lJranga (2001) и BJumenhagen et al (2000). Другие аспекты построе
юоr струнных моделей обсуждаются в обзорах A!ldazabal et al. (2000), Angelantonj 
.and Sagnotti (2002), Dienes ( 1997), Ovrut (2002) и Quevedo ( 1996, 2002). Наше 
обсуждение стаб:ил:изации молулей и ландшафта заимствовано из Denef, Dou
glas, and Kachru (2007). Ключевые идеи .в этой области возникли в Bousso and 
PoJchinski (2000). Недавнее обсуждение ландшафта и физики частиц содержится 
в Lust (2007). 

Серьезное историческое в.ведение в термодинами.ку и статистическую меха

нику можно найти в книге Atkins ( 1994). Так как область струнной термодинамики 
очень широка, процитируем ·относительно недавнюю статью со многими ссыл· 

rками АЬеl et al. ( 1999). Также можно nорекомендовать лекции Deo, Jain, and Tan 
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(1990). Достуnно написанное введение в физику черных дыр имеется, например, 
в 11шиrе Begelman a1nd Rees (1998) и в книге Тhorne (1994). См. также статью 
Bekenstein (2001). В обзоре Das and Mathur (2001) обсуждаются многие аспекты 
физики черных дыр в рамках теории струн. Наше обсуждение энтропии черной 
дЫIРЫ Шварцшилъда основано на Horowitz and Polcblnski (1997). Обсуждение nя
тимерной черной дыры в эrой книге заимствовано из Strominger and Vafa (1996). 
Новый подход к энтропии черных дыр обсуждается в Mathur (2005). Недавнее 
обсуждение этой области содержится в Sen (2007). 

Обсуждение траекторий Редже содержится в Tang and NorЬury {2000) и Se
Jem and W.lczek (2006). Задача 23.1 основана на аналогичной задаче из Frey 
{2005). Пуанкаре-инвариантные молификации теории струн в критической раз
мерности, равной четырем, содержатся в Polchinski and Strominger (1991). Обзор 
результатов для кварк-.антикварк по-rенциала содержится в Kuti (2005). Достуnно 
написанным кратким обзором по АдС/КТП-соответствию является Horowitz and 
Polchinslki (2006). Другими полезн!Ыми обзорами являются Aharony et al. (2000), 
D'Hocker and Freedman (2002), Юebanov (2000), Maldacena (2003), Mateos (2007) 
и Petersen (1999). Соответствие АдС/КТП происходит из гиnотезы Малдасены 
(1998). Другими обзорами по сопутствуюшим тематикам являются Banks (1999). 
Bigatti and Suss!kind (1997~ 2000Ь), Taylor(2001) и Witt,en (1998). Обсуждение кварк
rлюонной плазмы содержится в популЯJРНО на11исанных работах Riordan and Zajc 
·(2006) и Blau (2005). Обсуждение технических подробностей содержится в недав
них работах Son and Starinets (2007), Uu, R:ajagopal, and Wied,emann (2006) и Herzog 
·et al. {2006). 

Ковариантное кванrование и струнные взаимодействия обсуждаются в при

ведеиных выше учебниках по теории струн. Те читатели, которые хотят выйти 

за nределы нашеrо первоначальноrо обсуждения операторов Вирасоро, могут об

ратиться к лекциям Ginsparg (1991), которые представл'Яют собой эффективное 
.введени~е в конформную 'Теорию поля. Хорошо написанной книгой по римановым 
iПОБёрхноотям я:мяется Spiinger (1'981). Обсуждение построения всех римановых 
поверхностей без коротких потенциальных ·струн содержится в Zwiebach (1993). 
Наше обс-уждение модулярной rруппы следует книге Serre (1973). 
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Стандартная модель, калибровочная 

rpynпa 530 
- -,описание 27, 536 

- -, струнная модель 33 

сrатяст!Ическая сумма 'одиночной 

струны 587 
- - распределения релятивистской 

частицы 585 
статическая калибровка, действие 

для струны 151 
- -, оnределение 152 
стеnени свободы rравитационноrо 

поля 257 

- -, определение 243 

- - поля Максвелла 253 

.струн взаимодействие и постоянная 

Ньютона 347 

- -, изменения ввиду Т -дуальности 
482 

- -, связанное с дилатоном 346 

.струнное число N 423, 425 

·струнный бит 595, 597 

- зарЯд Q 420, 423, 436 

- -, переносимый электрическим 
nолем 432 

·струны ллина 30 
- коицевъrе точки, движение 

с эаlфеJшением на D-бране 165 
·~ ~ ~ заряженные 430 

- - -, ковариантный анализ 
движения 164 

- - -, свОбодное дв·~ение 151 
- координаты 141 

- :натяже.ние эффективное 171 
~ нерелятивистской натяжение 110, 

l] 7 

- ;ориентация 318, 329 
- пространствеиная поверхность ·133 
- релятивистской натяжение 103 

. . .... ~ 
суперrравитация 597 

суперсимметрия 28, 362, 363, 553, 597 

суперструны rетеротические 381, 383 

- замкнуrые 379 
- на D-бране 433 
- открытые 362, 376, 379 

- сектора NS 379 
-- R 379 
-типа 1 556 

-, GSО-проекция 377, 383, 384 

сфера~ объем 78, 79 

- nроизвольной размерности 79 

Тахион, .ампли1Уда рассеяния 682, 
716 

-,потенциал 322-324 

-, ·состояния в замкнутой струне 
343, 671 

- , - в открытой струне 316 

ток, 4-вектор 77 

- сохраняющийся для плотностей 

лаrраижиана 196 
- - лоренцев 211 
--,определение 193 

- электрический 193 
точечной частиuы rамилыониан, 

при наличии заряда 131 
- - Гейзенберrа оператор 266 
- - движение в искривленном 

пространстве 132 
- - действие ~ 20 
- - -,nри наличии заря.tiа 130 
- - квантовые состояния 261, 270 
-- ковариантное квантование 677 

- - лаrранжиан 275; 281 
- - .лоре.нцевы генераторы 

на (световом конусе 276 
-- репараметризационные 

симметрии 281 
~~уравнение Шрёдинrера 261, 271 

- - уtWJнений движения 120, 122, 
J~7, 130 
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- - Шрёдинrера оnератор 266 

Т -дуальная инвариантность 

rамильтониана 481 
Т -дуальность. :ВЛIИЯIНИе 

на взаимодействие ·струн 480 

- за.мкнуrых струн 457 
- как nуальность тора 439 

-открытых струн 466 
- - -, воздействи·е на D-браны471 

Ультрафиолетовые расходимости 725 

Физические сосТ<ояния nр:и 
квантовании на световом 

конусе отrкрьпой C11J>YifЫ 3 15 
- - - - - .конусе точечной 

частиuы 269 

- - - ковариантном квантовании, 

определение 658 

физическое состояние гравитона 680 
-- тахионно:е 667 
- - фотона 668 
фоновые поля 422, 423, 483-485 

фотонные сос-гояния ковариантной 

открытой струны 678 
-- открЬJrой струны на световом 

конусе ·668 
- -nоля Максвелла 254 
фундаментальная область 

моnулярной груnпы ~о 754 

~ -, оnределение 57 
функuия распределения. 

оnределение 573 

Хаrелорна темnература бозонно:й 
теории C'Jl)YИ 583 

--теории открытых суперструн 

<602 
Харди-Рамануджана формула 579, 

580 
Хокинr:а= Пейд.жа nереход 641, 644 

Чана-Патона индексы 404 
черная дыра в nространстве 

анти-де Сипера 640 
- - в супсрструмах 11 В 597, 598 
- -. основные с.войства 592; 594, 

597, 641 
- -, nocтpoeнlliaя с D-бранами 598 
- -,темnература 100, 593, 598, 641 
- -,энтроnия 34, 35, 572, 575, 

591-596., 598. 601, 643 
чистая калибровка, определение 253 

- - поля Максвелла 253 
- - состояний 665 

Шапиро-Вирасора амплитуда 755, 
756 

Шварuа-Кристоффеля отображение 

в обшем случае 694 
- - для четырех открытых струн 711 
- - замкнутого многоугольника 723 

Электрическое поле, граничные 
условия открытой струны 485 

- -движения открытых струн 491, 
492. 499. 50 1 

- - rкритичес.кое 491, 508, 514 
- - на 0-бране 433, 435, 483 
эле:ктромаrнетизм, вектор тока 78, 

193 
-, дуэльная инвариантность 440 

-,калибровочные nотенииалы 74 
-,- nреобразования 73 
-,оnределение напряженности поля 

418 
-,уравнения Максвелла 25, 27, 439, 

503 
энергия вакуума в игрушечной 

модели 571 
- - в компактификации потока 562 

- - .во Вселенной 1 00; 562 
энтроnия, определение 572 
- струны 574, 584, 592, 594, 595, 597 
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энтропия черной дыры 593-595, 597 s 

598, 633 

Янга-Миллса U(I)-теория 404 
- U(3) (SU(3))-теория 530 
- U(N)-калибровочные поля 404 

·4-вектор 45, 51 

D-6раны, 00-браны 150, 655, 679 
-. граничные условия Dр-браны 

150, 389, З90 
-,заряд 97, 416 
-, ючас·сические движения концевых 

точек 160 
-, - - открытой струны 17 [ 

- s лаrранжиан с эле~КТромаrнитными 

полями 508 

-,намотанные на цилиндр 443, 444 
-.!Натяжение Т11 Dр-браны 480-482~ 

618 

-, открытые струны между Dр
и Dq-бранами 405 

-,--- пар.аллельными 

Dр-бранами 397 

-, - -на Dр-бране 165, 391, 392, 
397 

-, лервое nодробное обсуждение 150 
-, распад 320 

- с магнитными полями 491, 501 

- с электрическими полями 483, 487 



Основные :формул.ьl и константы 

П рОt'Jра·наво МИИIКОВС!КОrо: 

(в,етовой конус: 

1Имnуяы:: 

·ОбiЪем сферы: 

Комnакrификация: 

- di = Т}рv dxP dzv = -(cdt)2 + (dz1
)
2 + ... 

f'Jpv = diag(- 1, 1, 1, ... , 1) 

а· Ь = -а0Ь0 + а 1 Ь1 + а2Ь2 + ... 

... 2 ... 2 2 2 ( Е ) Е2 
rf = с' р ' р = -(? + р = -т с 

G(D) 
-=Vc 

G 

-------------------------------------------~~ 

Действие Намбу-Гото: 

Уравнение движения (1 ): 

·Статмческая каj\иброflк.а: 

Тf 0'1 

S = - ~ f dт 1 auJ (i. · Х')2 - (Х)2(Х'~·-,~ 
Ti 0 

т _ д:С То (Х · Х')Х~- (Х')2 XJJ 
1' - - - -- -~====~====== 
~ - дХР - с Jcx. Х')2 _ (Х)2(Х')2 

ст ~ де То (Х · X'}X,/J - (Х)2 х~ 
'Рр --=-- . 

- дХР' с Jcx . .Х')2 _ (Х)2(.Х')2 

дР~ дР% 
0 = - .-+-

от ou 

Х0(т, и) = ct = /:1'• L = -То 1 dнj 1 ~ 
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Параме11'J)иэацмя: 

Уравнение движени11 (2): 

Имnупьс струны: Р~А = 1 (Р; dtТ- Р: dт) 
1 

du = ds = dE ·H.L То l--
c2 

. 1Г 1 2 
Вращающая01 открыта'R струна: Е = - 'Iol, J = 

2 
fF' Е 

2 tr.z.oc 

Парамеil'р накпона: 

+ + + 21Г r+ Х =f3a'p т, р =-'Р 
{3 

Калибровка световоrо конуса: 

{3= { 
2 для открытых струн 
1 для замкнутых струн 

ртр = _1_ Х.Р pup = __ 1_ ХР' 
27Га' ' 21ra' 

0= iP- ХР" х- ± x-l = -
1 (Х1 ± Х11)2 

' 2{3а'р+ 
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Замкнутu струна: Х"(т,tт)=хg +..tiild:,т+i~ L:; e:•r (а~е••• +.:t:e-'"") 
n~O 

Сектор NS:: 

Сектор R: 

Dр-б:рана: 

а~ = /(1 рР, Li = « р1р1 + N l. , Li = а'р1р1 + Nl. V2 4 4 
00 00 

N .L "' 1 1 N l. "' -I -1 = L..J а_,а,, . = L..J а=,ар 
р=1 p=l 

М2 = ~ (N.L + Nl. - 2), Nl. = N.L 

( -1 )F = - 1 для основных NS-состоя.ний 
1 t2 } _!_ F 

aNs = -
48

, dM =-2+N NS+:(-1) =+l 

8 фермионных !Нулевых мод ---+ i 812 = 16 основных состояний 

(-I)F = -1 для IRa), а= 1,2, ... ,8 

F - -- -(-1) = +11V1я IR6), а= 1, 2, ... ,8, 

ОсцилmJТQры: а~, i = 2, 3, ... ,р и а:, а= р + 1, •.. , d 

Ос!Новные состоJtния: IP +, i}, р = (р2 , ••• , r/) 

00 

Квадрат массы: (i М2 
= -1 + L (tt~na~ + O~na~) 

n= l 

N Dp-бrpatt: Основные состояния IP +, р; [j k J) , j, .k = 1, 2, ... , N, 

р = {р2 , ••• , р"), aNN = Воо = - 2~ , aND = fiDN = 
4
1
8 

Вэаммодейtтвие сrрун и концов отt<рытых струн с полем Кu~tба~Рамоиа на D-~раке: 

. 1 . d дХР дХv - (Х'( )) s =- dт · и дт ди в,.v · т, и + 

1 . dXm 1 . dXm + dтАт(Х)-;;- . - dт Ат(Х)-d _ 
ат n=1f Т п=О 
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J -дуаiiЬ'НОСТЬ: .. 

mR n .... а' 
намотка w = --;;-, импульс р = R, дуальный радиус R = R 

М2 = р2 + w2 + ~ (Nl. + NJ. - 2), NJ. - Nl. = a'pw = nm 
а 

Х = XL + Хл-> Х(т, О") = XL- Хн 

Натяжение б:раны: 
Тр l l 1 

т.=---
211"а1 g Tp-t = 21rR' 

'Вэаимодейст~вие открытой струны с ЭМ-попем: Р; + FтnдтХ11 =О при О"= О, 11" 

!Ппотноаь 11аrранжиана Борна-Инфельда: С= -т"J- det (1Jmn + 211"а'Fтп) 

Температура Хаrедорна: 

Темnература черной ,дыры: 

Энтропия iекемш;rейна: 

Параметры соответствия АД(/КТ111: 

(трунное АейrСПJие Попякова: 

мз 
с-=- 6.674 х ю-•l ~~ 

КГ· с2 

2 ' 9 8 м с= ,98xl0 ·-
с 

кr м2 

h = 1,055 х 10-34 _·_ 
с 

(ijh . -33 
lp = v -;;э = 1,61·6 х 10 см 

1 
- .- = kТн = --= 
/Зн 411"# 

- пСJ 
kТн = 87rGM 

Sв А 

k = 4l2 
р 

1 2 А 
g = --· '""· =-41Г .:1УМ 411' N, 

mp = ~ = 2,176 х ю-s r 
!ic ~ 197 МэВ х 10-15 м 




