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АЛГЕБРА И НА ЧАЛА АНАЛИЗА 

ФУНКЦИИ*) 

Числовой функцией называется соответствие, которое 

каждому числу х из некоторого заданного множества со­

поставляет единственное число у. 

Обозначение: у = f (х), гдех-независимая перемен­
пая (аргумент функции), у- зависимая переменпая 

(функция). 

Множество значений х называется областью определе­

ния функции (обычно обозначается D). 
Множество значений у называется областью значений 

функции (обычно обозначается Е). 

Графиком функции назы­
вается множество точек 

плоскости с координатами 

(х, f (х)). 

f( х~' ·------------{ 
л .. 

! .."". х х' • 2 

i ················· f(xl) 

СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИЙ 

• Апа.питический способ: функция задается с помощью 

математической формулы. 

nримеры: у= х2 , у= ln х 

• Таб.пичпый способ: функция задается с помощью таблицы. 

--~ 1 : 1 ~ 1 : 1 : 1 : 1 ~ 
• Описате.пьпый способ: функция задается словесным 

описанием. 

n ,.,.,..п:п:J'Т'IТхсr Д f ( ) 11 для рациональных х, 
ример: 'fi.Y~.LЛ ирихле х = 

О для иррациональных х. 

• Графический способ: функция задается с помощью 

графика. 

*>все параметры функций, в том числе коэффициенты многочленов, 
считаются действительными. 



ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 
ЧЕТНОСТЬ И НЕЧЕТПОСТЪ 

Функция называется 
четной, если: 

• область определения 
функции симметрична 

относительно нуля, 

• для любого х из об­

ласти определения 

f(-x) = f(x). 

Функция называется 
нечетной, если: 

• область определения 
функции симметрична 

относительно нуля, 

• для любого х из облас­

ти определения 

f(-x) = -f(x). 

11 

График четной функции 

симметричен относительно 

оси у. 

График нечетной функции 

симметричен относительно 

начала координат. 

Многие функции не являются ни четными, ни нечетными. 

Пример графика функции, не являющейся ни четной, ни нечетной: 

Примеры четных функций: у = x 2n, n Е Z; у = cos х 

Примеры нечетных функций: у = x 2n+ 1, n Е Z; у = sin х 

Примеры функций, не являющихся ни четными, ни нечетными: 

у = ех, у = ln х, у = х - 2, у = ( х + 1 )2 
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ПЕРИОДИЧНОСТЬ 

Функция f (х) называется периодической с периодом Т > О, 
если для любого х из области определения значения х + Т и х 
- Т также принадлежат области определения и 

f(x) = f(x + Т)= f(x- Т). 

При этом любое число вида Tn, где n Е N, также явля­
ется периодом этой функции. 

у 

График периодической функции состоит из неограниченно 
повторяющихся одинаковых фрагментов. Чтобы построить 
график периодической функции, строят фрагмент графика 

на любом отрезке длиной Т (например, [О; Т]), а затем про­
изводят последовательные параллельные переносы фрагмента 

графика на Т, 2Т, 3Т и т.д. вдоль оси х (вправо и влево). 

НУЛИ ФУНКЦИИ 

Нулем функции у= f(x) называется такое значение аргу­
мента х0, при котором функция обращается в нуль: 

f (хо) =О. 
В нуле функции ее график имеет общую точку с осью х. 

Xt, Х2, Xg- нули фунКЦИИ у = f(x) 
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МОНОТОННОСТЬ (ВОЗРАСТАНИЕ, УБЫВАНИЕ) 

Функция у = f (х) назы­
вается возрастающей на ин-

тервале (а; Ь), если для лю­

бых х 1 и х 2 из этого интерва­

ла таких, что х1 < х2, спра­
ведливо неравенство 

f (xl) < f (х2). 

у 

f( х2) ··························· 

f(xl) 

Функция у = f (х) назы­
вается убывающей на интер-

вале (а; Ь), если для любых 

х1 и х2 из этого интервала 

таких, что х1 < х2, справед­
ливо неравенство 

f (xl) > f (х2). 

ЗКСТРЕМУМЫ (МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ) 

Внутренняя точка Xmax 
области определения назы­
вается точкой максимума, 

если для всех х из некото­

рой окрестности этой точки 

справедливо неравенство: 

f (х) < f (Хтах). 
Значение Ymax = f (Хтах) 

называется максимумом этой 

функции. 

Xmax - точка максимума 

Ymax- максимум 

Внутренняя точка Xmin 
области определения назы­
вается точкой минимума, 

если для всех х из некото­

рой окрестности этой точки 
справедливо неравенство: 

f (х) > f (хтiп)· 
Значение Ymin = f (Хтiп) 

называется минимумом этой 

функции. 

~ Xmtn Х 

Xmin- точка минимума 

у min - минимум 
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АСИМПТОТЫ 

Если график функции у = f(x) имеет бесконечную ветвь 
(ветви), у графика могут быть асимптоты. 

Асимптотой графика называется прямая, к которой неогра­

ниченно приближается точка графика при удалении этой точ­
ки по бесконечной ветви. 

а• 
1 
1 
1 
1 
1 

у 

х 

Вертикальная асим­

птота 

х=а 

Горизонтальная 

асимптота 

у=Ь 

Наклонная 

асимптота 

у= kx + Ь 

Прямая х =а является вертикальной асимптотой, если 

хотя бы один из пределов lim f(x) (предел справа) или 
х-+а+О 

lim f(x) (предел слева) равен бесконечности. 
х-+а-0 

Прямая у = Ь является горизонтальной асимптотой, 
если существуют конечные пределы 

lim f(x) = Ь или lim f(x) = Ь. 
х-++оо х-+-оо 

Прямая у = kx + Ь является наклонной асимптотой, 
если существуют конечные пределы 

k = lim f(x), Ь = lim(f(x)- kx) 
х 

либо при х ~ оо, либо при х ~ -оо. 



15 

ОБРАТНЫЕ ФУНКЦИИ 

Понятие обратной функции применимо к функциям, 
обладающим следующим свойством: каждому значению у из об­
ласти значений функции соответствует единствеn1Юе значение х 
из области определения этой функции. 

Замечание. Для многих функций это свойство выполняется лишь на 

части области определения, в частности, на любом промежутке моно­

тонности (для функции у = х2 таким промежутком является, напри­
мер, луч [О; оо), для функции у= sin х- отрезок [-n/2; n/2]). 

Функция g называется обратной для функции f, если каждо­
му у из области значений функции f функция g ставит в соот­
ветствие такое х из области определения функции f, что 
у= f(x). Таким образом, если у= f(x), то х = g(y). 

Функции f и g являются взаимно обратными. 

• Область определения функции f является областью зна­
чений функции g, а область значений функции f являет­
ся областью определения функции g. 

• Графики взаимно обратных функций симметричны друг 
другу относительно прямой у = х (построение графика 
обратной функции см. на стр. 23). 

Примеры взаимно обратных функций: 

у= ХЗ и у = Vx , у= 2х и у= log2x 

НАХОЖДЕНИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ФУНКЦИИ, ОБРАТНОЙ ДАННОЙ 

• Пользуясь формулой у= f(x), следует выразить х через у, 
а в полученной формуле х = g(y) заменитьхна у, а у на 
х. 

Пример. Найти формулу для функции, обратной 
функции 

1 
у=-х+1. 

2 
Выражение х через у: х = 2у - 2. 
Заменах на у, у на х дает: у= 2х- 2. 
Результат: функция у=2х-2 является 

1 
обратной для функции у = - х + 1 . 

2 
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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ 
ПРЕОБРА30ВАНИЕ СИММЕТРИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ Х 

у 

При меры: 

1 D ', У 
' :у= х2 
\ 

' \ 
\ 

1 
1 

1 
1 

\ 
\ 

' 
1 

1 
1 

... - ... , ... , ... , ' , ... 

f(x) ~ -f(x) 

График функции у = -f(x) 
получается преобразованием 
симметрии графика функции 

у= f(x) относительно оси х. 

3 а меч а н и е. Точки пересечения 
графика с осью х остаются 

неизменными. 

, , , 

у= Slll Х 
... -... , ... , ... , ... 

у 

, ' 

, 

1 х 
,'у= 2 

1 
1 

1 
1 , 

, 
... , ... ,,' 2n 

........ ., -1 ... _ ... 
у= -sin х 



, , ,, 

у 

1 , , , , 

nри меры: 

D 

у=~ х 
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ИРЕОБРАЗОВАНИЕ СИММЕТРИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ у 

у 

у 

f(x) ---+- f(-x) 

,-... , 
, , , , 

, ..... 
,' у= f(x) 

1 
1 

, 

, 

, 

, 

х 

1 
1 

1 
1 

1 
1 , 

1 х ly=2 , , 

х 

у=Гх --_ ... 
, ... ...... ,,. 

х 

График функции у= f(-x) 
получается преобразованием 
симметрии графика функции 

у = f(x) относительно оси у. 

3 а м. е чан и е. Точка пересечения 
графика с осью у остается не­

изменной. 

6 у 

= log2(-x) у= log2x 
------, , , , 

1 1 
1 х 

1 
1 
1 

' 1 
1 

D 

Замечание 1. График четной функции (см. стр. 11) не изменяется 
при отражении относительно оси у, поскольку для: четной 
функции f(-x) = f(x). nример: (-х)2 = х2. 

Замечание 2. График нечетной функции (см. стр. 11) изменяется 
одинаково как при отражении относительно оси х, так и при 

отражении относительно оси у, поскольку для нечетной 
функции f(-x) = -f(x). nример: sin(-x) = -sinx. 
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,' 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС ВДОЛЬ ОСИ Х 

f(x)--+ f(x -а) 

у 

, 

График функции у = f(x - а) 
получается параллельным пе­

реносом графика функции 

у= f(x) вдоль осихна lal 
вправо при а > О и влево при 
а< О. 

nри меры: 

D 

, , 

-з 

-з о 2 х 

Замечание. График периодической функции (см. стр. 12) с перио­
дом Т не изменяется при параллельных переносах вдоль оси х 
на nT, n Е Z. 



ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС ВДОЛЬ ОСИ у 

f(x) --+ f(x) + Ь 

19 

График функции у= f(x) + Ь 
получается параллельным пе­

реносом графика функции 

у= f(x) вдоль оси у на IЬI 
вверх при Ь > О и вниз при 
ь <о. 

nри меры: 

D 

tl' 

, 
tl' 

tl' 

,---, 
tl' ' 

tl' ' , ' 
', ,' о х 

' tl' 
' tl' ... _. 
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СЖАТИЕ И РАСТЯЖЕНИЕ ВДОЛЬ ОСИ Х 

f(x) ~ f(ax), где а > О 

la>ll 

х 

График функции у= f(ax) 
получается сжатием графи· 

ка функции у= f(x) вдоль 
оси х в а раз. 

O<a<l 1 

График функции у= f(ax) 
получается растяжением 

графика функции у = f(x) 
вдоль оси х в 1/а раз. 

8 а .меч а н. и е. Точки пересечения графика с осью у остаются 
неизменными. 

При меры: 

D у 

1 

1 1 
2 

у =.{XJ2 

2 х 



СЖАТИЕ И РАСТЯЖЕНИЕ ВДОЛЬ ОСИ у 

f(x) -+ kf(x), где k > О 

\k>l 1 

График функции у = kf(x) 
получается растяжением 

графика функции у= f(x) 
ВДОIЬ ОСИ у В k раз. 

O<k<l 

График функции у = kf(x) 
получается сжатием графи-

ка функции у= f(x) вдоrь 
оси у в 1/k раз. 

3 а .м. е ч а n и е. Точки пересечения графика с осью х остаются 
неизменными. 

nри меры: 

о 

х 

21 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ФУНКЦИИ у= lf(x)l 
Части графика функции у = f(x), лежащие выше осихина 

оси х, остаются без изменения, а лежащие ниже оси х - сим­

метрично отражаются относительно этой оси (вверх). 

Замечание. Функция у= lt(x)l неотрицательна (ее график рас­
положен в верхней полуплоскости). 

Примеры: g fJ у 

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ФУНКЦИИ у= f (lxl) 
Часть графика функции у= f(x), лежащая левее оси у, удаля­

ется, а часть, лежащая правее оси у- остается без изменения и, 

кроме того, симметрично отражается относительно оси у (влево). 

Точка графика, лежащая на оси у, остается неизменной. 

За меч а 1-t и е. Функция у = f(l х 1> четная (ее график симметричен 
относительно оси у). 

При меры: D 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ОБРАТНОЙ ФУНКЦИИ 

х 

График функции у = g(x), обрат­
ной для функции у = f(x), можно 
получить преобразованием симмет-

рии графика функции у = f( х) отно-
сительно прямой у = х. 

3 а .меч а н и е. Описанное построение 
можно производить только для 

функции, имеющей обратную (см. 

стр. 15). 

nримеры графинов взаимно обратных функций. 

.. .. .. · .. · .·· .. .. · 

IJ 

-1t/2 -1 

fJ у 

-1 -1 

-1tj2 

• х2 (х>О) 
1 

у 

1t 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

.. .. о .. · 
-1 

х 

•' .. ... .. .. .. .. 
/ .. 

•' 

1 

•' ... .. , .. .. ... .. .. .. 

1tx 
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ПОСТРОЕШIЕ ГРАФИКОВ СЛОЖНЬIХ ФУНКЦИЙ 
с помощью последовательных иреобразований графиков 

элементарных функций (на примерах) 

у= \х2 - 6\xl + 8\ = llx\2 - 6\xl + 8\ = l<lxl- 3)2 - 11 
у= х2 - 6х + 8 = 

= (х- 3)2 - 1 
у = (lxl - 3 )2 - 1 У= l<lxl - 3)2 - 11 

х 

ll х 



-2п 

у = l3sin2x\ - 1 

-п 

у= sin2x 

у 

у= 3sin2x 

у = l3sin2xl -1 

25 

1t 2n х 
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ЛИНЕЙНАЯ ФУНКЦИЯ 

у = kx + Ь, где k, Ь- действительные числа. 

х 

График- прямая. 

Угловой коэффициент 

k = tg а 

Ь - ордината точки пере­

сечения графика с осью у. 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Прямая пропорциональность Постоянная функция 

y=kx у=Ь 

х 

у 

ь 

х 

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ГРАФИКОВ 

ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Если k1 *- k2, rр:1фи:ки функций 
у = k1 х + ь1 и у = k2x + ь2 

пересекаютс.я в одной точке. 

Если k1 = k2, Ь1 *- Ь2, rр:1фи:ки 
фуНКЦИЙ у = k1X + Ь1 И 

у= k2x + ь2 .являются парал­
лельными пр.ямыми. 



СВОЙСТВА ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ у = kx + Ь 
• Область определения: R 

• Область значений: 

при k::;:. О R 

при k =О {Ь} 

• Четность, нечетность: 

если k::;:. О, Ь::;:. О, то функция не является ни четной, 

ни нечетной 

если k ::;:. О, Ь = О, то функция нечетная 

если k = О, Ь =~:. О, то функция четная 

если k =О, Ь =О, то функция тождественно равна нулю, 
то есть является одновременно четной и нечетной 

• Нули: 

если k =~:.О, то 

если k = О, Ь =~:. О, то 

если k = О, Ь = О, то 

у = О при х = -Ь 1 k 

нулей нет 

у= О при х Е R 

• Про.межутн:и знан:опостоянства: 

если k >О, то 

если k <О, то 

если k = О, Ь > О, то 
если k = О, Ь < О, то 
если k =О, Ь =О, то 

{у> О при х Е (-bjk; оо) 
у< О при х Е (-оо; -bjk) 

{у> О при х Е (-оо; -bjk) 

у< О при х Е (-bjk; оо) 

у> О при х Е R 

у< О при х Е R 

у= О при х Е R 

• Про.межутн:и .монотонности: 

если k > О, то функция возрастает при х Е R 

если k < О, то функция убывает при х Е R 

если k = О, то функция постоянна при х Е R 

• Зн:стре.му.мов нет 

27 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 
ПО ДВУМ ТОЧКАМ 

Часто удобно выбирать х 1 = О, х 2 = 1. Соответствую­
щие точки прямой (О; Ь) и (1; Ь + k). 

nри мер. 

у= 3х + 2 
Если х1 = О, то Yl = 2; 
если х2 = 1, то У2 = 5. 
Через точки (О; 2) и (1; 5) 
провести прямую. 

Если k -::;:. О, Ь -::;:. О, можно выбирать точки (О; Ь) и 
(-bjk; О) на осях координат. 

nри мер. 

у= 2х + 2 
Если х1 = О, то Yl = 2; 
если У2 =О, то х2 = -1. 
Через точки (О; 2) и ( -1; О) 
провести прямую. 

Если коэффициент перед х дробный, удобно выбирать х1 
и х2 так, чтобы Yt и У2 были целыми. 

nри мер. 

-3 -1 1 3 х 

1 
у=--Х+2 

3 
Если Xt = 3, то Yl = 1; 
если х2 = -3, то У2 = 3. 
Через точки (3; 1) и (-3; 3) 
провести прямую. 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ у = kx + Ь 
С ПОМОЩЬЮ ЗЛЕМЕНТАРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

ГРАФИКА ФУНКЦИИ у = Х 
Этапы преобразовапия zрафика 

1. у= х 

у 

Построить 

график 

функции 

у= х. 

nри меры: 

11. у= 2х- 1 

у=х 

12. У = -хjЗ + 2 

у=х 

2. у= kx 

Произвести растяжение 

(при lkl > 1) или сжатие 
(при lkl < 1) графика вдоль 
оси у (если k < О, произве­
сти, кроме того, зеркаль­

ное отражение относитель­

но любой из координат­

ных осей). 

.. .. 
у= 2х 

у .. .. 
у= -хjЗ 

3. у= kx + Ь 

х 

Произвести па­

р8ЛЛельный пе­

ренос графика 

вдоль оси у на IЬI 
(вверх при Ь >О, 

вниз при Ь < 0). 

у= 2х- 1 

х 

у= -хjЗ + 2 
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КВАДРАТИЧНАЯФУНКЦИЯ 

у = ах2 + Ьх + с, где а 7J! О. 
График- парабола. 

Свойства функции и вид ее графика определяются, в основ­

ном, значениями коэффициента а и дискри.минанта 

D = Ь2 - 4ас. 

1 а> О, D >О 1 а> О, D =О а> О, D <О 

у 

1 а< О, D >О 1 

у 

а< О, D =О 

у 

а< О, D <О 

у 

РАЗЛИЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИИ 
1. ВЫДЕЛЕНИЕ ПОЛНОГО КВАДРАТА 

( Ь)
2 

Ь2 -4ас у = ах2 + Ьх + с = а х + - - ---
2а 4а 

2. РАЗЛОЖЕНИЕ НА ЛИНЕЙНЫЕ МНОЖИТЕЛИ 

при D >О 

при D =О 

приD<О 

у ах2 +Ьх+с а(х-х1 )(х-х2 ) 

у= ах2 + Ьх +с= а(х- х1 )2 

разложить на множители нельзя 

х 

х 
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свойствА квАДРАтичной ФУнкции у = ах2 + Ьх + с 
• Область определения: R 

• Область значений: 
при а> О [-D/(4a); оо) 
при а< О (-оо; -Dj(4a)] 

• Четность, нечетность: 
при Ь = О функция четная 

при Ь i= О функция не является ни четной, ни нечетной 

• Нули: 

-Ь- fD -Ь+ fD 
при D >О два нуля: х1 = , х2 = 

2а 2а 

при D =О один нуль: х1 = -bj(2a) 

при D < О нулей нет 

• Промежутки знакопостоянства: 

{у > О при х Е (-оо; x 1)U(x2; оо) 
если а > О, D > О, то у < о при х Е (х1 ; х2) 

если а > О, D = О, то 

если а > О, D < О, то 

если а < О, D > О, то 

если а < О, D = О, то 

если а < О, D < О, то 

у > О при х Е (-оо; x1)U(x1; оо) 

у>ОприхЕR 

{у > О при х Е (х1 ; х2) 
у < О при х Е (-оо; x1)U(x2; оо) 

у < О при х Е (-оо; x1)U(x1; оо) 

у< О при х Е R 

• Промежутки монотонности: 

{функция возрастает при х Е (-bj(2a); оо) 
при а > О функция убывает при х Е ( -оо; -Ь /( 2а )] 

{функция возрастает при х Е (-оо; -bj(2a)] 
при а< О функция убывает при х Е [-bj(2a); оо) 

• Экстремумы: 
при а > О Xmin =- Ь/(2а); Ymin =- Dj(4a) 

при а <о Хтах =- bj(2a); Утах =- Dj(4a) 
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НАПРАВЛЕНИЕ ВЕТВЕЙ, ХАРАКТЕРНЫЕ ТОЧКИ 
И ОСЬ СИММЕТРИИ ПАРАБОЛЫ, 

являющейся графиком функции у == ах2 + Ьх + с 

1 
' : 
i 
1 • ' 

i ( ) -------------------------+---------------------------- - : ; с 
i 
: 
1 
! 
' ' 

х 

• Направление ветвей параболы: 
при а > О ветви направлены вверх 
при а < О ветви направлены вниз 

• Координаты вершипы параболы: (-.!:.; - D) 
2а 4а 

ь 
• Ось симметрии параболы- прямая х = --

2а 

• Точн:и пересечения ( н:асан.ия) графика с осью х: 

-Ь- JD -Ь + JD 
D > 0: х1 = , х2 = (точки пересечения) 

2а 2а 

D = 0: х1 = -bj(2a) (точка касания) 

D < 0: общих точек у графика с осью х нет 

• Точка пересечения графика с осью у: (0; с), 
симметричная ей точка относительно оси параболы (-bja; с) 

Для построения графика квадратичной функции использу­

ют некоторые из указанных характеристик. Например, если 

уравнение ах2 + Ьх + с= О имеет два корня, удобно ис­
пользовать координаты вершины параболы и координаты 

двух точек пересечения параболы с осью х. 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИИ 
ПО НАПРАВЛЕНИЮ ВЕТВЕЙ, ХАРАКТЕРНЫМ ТОЧКАМ 

И ОСИ СИММЕТРИИ ПАРАБОЛЫ 

nри меры: 

\ у = х2 - 4х + 3 \ 

у=- х2 - 6х- 9 

-6 -3 у 

1 
···········•··········· 1 

! 
! 
i 
i 

1. Ветви направлены вверх, т.к. а= 1 >О. 

2. Координаты вершины (2; -1), т.к. 

- !!_ - - -4 - 2 . - - ' 
2а 2 

у(2) = 22 
- 4. 2 + 3 = -1 . 

3. Ось си.м.метрии параболы 

Х=-!!_=2. 
2а 

4. Координатьt moчe1l пересечения с осью х: 

(х1; 0) = (1; 0) и (х2; О) = (3; 0). 

5. Координаты точ1lи пересечения с осью у: 
(О; с) = (О; 3); 

сим.метричная ей moч1la отпосительно 

оси параболы: (- : ; с) = ( 4; 3). 

1. Ветви направлены вниз, т.к. а= -1 <О. 

2. Координаты вершины (-3; 0), т.к. 
ь -6 

-- = -- = -3; 
2а -2 

у(3) = -( -3)2 
- б · ( -3) - 9 = О • 

ь 
3. Ось си.м.метрии параболы х = -- = -3 . 

2а 

4. Координаты точ1lи 1Сасания с осью х: 
(х1; О) = (-3; О). 

5. Координаты mоч1lи пересечения с осью у: 
(О; с) = (О; -9); 

си.м.метричная ей moч1la относительно 

оси параболы: (-:;с)= (-6; -9). 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА КВАДРАТИЧНОЙ ФJ"НКЦИИ С ПОМОЩЬЮ 

ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ПРЕОВРА30ВАНИЙ ГРАФИКА ФJ"НКЦИИ у = х2 

С помощью выделения полного квадрата (см. стр. 30) любую квад­
ратичную функцию можно представить в виде: 

( 
ь ) 2 Ь2 - 4ас у = ах2 + Ьх + с = а х + - - = а(х - т )2 + п, 
2а 4а 

ь Ь2 - 4ас 
где т=--, п = -----

2а 4а 

Это позволяет построить график квадратичной функции с по­

мощью элементарных иреобразований графика функции у= х2. 

Этапы построения графика функции у = а(х - т)2 + п: 

у 

' ' ' ' ' ' ' ' \ 
\ 
\ 

у 

т х 

1. Растяжение графика у= х2 вдоль оси у 
в lal раз (при lal < 1 -это сжатие 
в 1/la\ раз). 
Если а< О, произвести, кроме того, 

зеркальное отражение графика отно­

сительно оси х (ветви параболы будут 

направлены вниз). 

Результат: график функции у = ах2. 

2. П араллельный перенос графика функ­
ции у = ах2 вдоль оси х на Im\ 
(вправо при т > О 
и влево при т < 0). 

Результат: 

график функции у = а(х - т )2. 

3. Па~льный перенос графика функ­
ции у = а(х - т )2 вдоль оси у на \пl 
(вверх при п >О 

и вниз при п < 0). 

Результат: 

график функции у = а(х - т )2 + п. 



nри меры: 

-----·у= х2 

---у= 2х2 

1. Растяжение 
графика 

функции 

у= х2 вдоль 
оси у в 2 раза. 

---У= х2 

--·у= x 2 j2 
-у= -x2 j2 

1. Сжатие графика 
функции 

у = х2 вдоль оси у 
в 2 раза и прообра­
зование симмет­

рии относительно 

оси х. 

. 
1 
1 

1 
1 

1 
1 , 

3 х 

·----·у = 2х2 

--у= 2(х-3)2 

2. Параллелъный 
перенос графика 

функции 

у = 2х2 вдоль оси х 
на 3 вправо. 

---у= -x2 j2 
-у= -(х+2)2/2 

2. Параллельный 
перенос графика 

функции 

у = -х2 /2 вдоль 
оси х на 2 влево. 

35 

: --------~U; 
' : 1 
\ • 1 : , 

3 х 

-----·у= 2(х-3)2 

--у= 2(х-3)2+1 

3. Параллельный 
перенос графика 

функции 

у = 2(х - 3)2 вдоль 
оси у на 1 вверх. 

у 

-2 
х 

---у= -(х+2)2/2 

-у= -(х+2)2/2- 1 

3. Параллелъный пере­
нос графика функции 

у = -(х + 2)2 /2 вдоль 
оси у на 1 вниз. 
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СТЕПЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

с натуральными показателями степени 

у = xn, где n е N 
nримеры графиков 

1 n нечетвое 1 1 n четное 1 

СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

• Область определения: R 
• Область значений: 

при n нечетном R 
при п четном [О; оо) 

• Четность, нечетность: 

при п нечетном функция нечетная 

при n четном функция четная 

• Н у ли: у = О при х = О 
• Промежутки знакопостоянства: 

{у > О при х Е (О; оо) 
если п нечетное, то 

у < О при х Е ( -оо; О) 

если п четное, то у > О при х Е (-оо; 0) U (О; оо) 
• Промежутки монотонности: 

если n нечетное, то функция возрастает при х Е R 

{функция возрастает при х Е [О; оо) если п четное, то 
функция убывает при х Е (-оо; О] 

• Экстремумы: 

если п нечетное, экстремумов нет 

если п четное, Ymin =О при Xmtn =О 
• Графики функций проходят через точки: 

при п нечетном (-1; -1), (О; 0), (1; 1) 
при n четном (-1; 1), (О; 0), (1; 1) 

Замечание. При n =О функция у== xn определяется так: 
хО = 1 при х :;:. О; при х = О функция не определена. 
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СТЕПЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

с целыми отрицательными показателями степени 

у = х-п' где n Е N 

1 п нечетвое 1 
у 

1 

-1 

~ \ ...... . 
о 

-1 

1 

nримеры графиков 

х 

СВОЙСТВА ФVВRЦИЙ 

• Область определения: (-оо; 0) U (0; оо) 

• Область значений: 

при п нечетвам 

при п четном 

(-оо; О) U (О; оо) 
(О; оо) 

• Четность, нечетность: 

при п нечетвам функция нечетвал 

при п четном функция четная 

• Н улей нет. 
• Промежутки знакопостоянства: 

\ п четное\ 

если п нечетвое, то {у > О при х Е (О; оо) 
у < О при х Е ( -оо; О) 

если п четвое, то у > О при х Е (-оо; О) U (О; оо) 
• Промежутки монотонности: 

если п вечетвое, то функция убывает при х Е (-оо; О) 

и при х Е (О; оо) 

если п четвое, то 

• Зкстремумов нет 

{функция возрастает при х Е (-оо; О) функция убывает при х Е (О; оо) 

• Графики функций проходят через точки: 

при п нечетвам (-1; -1), (1; 1) 
при п четном (-1; 1), (1; 1) 

• Асимптоты: х = О, у = О 

Замечание. При n = 1 функция у =x-n имеет вид у= 1/х и назы­
вается обратпой пропорциопа.льпостью. 
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ФУНКЦИИ 

У = r.{; , где n Е N 
nримеры графикое 

1 п нечетвое 1 1 п четное\ 

-1 

Vx 
--ifx-

х 

у 

СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

• Область определения: 

при п нечетном R 
при п четном [О; оо) 

• Область значений: 

при п нечетном R 
при п четном [О; оо) 

• Четность, нечетность: 

при п нечетном функция нечетная 

при п четном 

• Нули: 

функция не является 
ни четной, ни нечетной 

у= О при х =О 

• Промежутки знакопостоянства: 

1 х 

{у > О при х Е (О; оо) 
если п нечетное, то у< 0 при х Е (-оо; О) 

если п четное, то у> О при х Е (О; оо) 

• Промежутки монотонности: 

функция возрастает при всех х из области определения 

• Экстрему.мов нет 

• Графики функций проходят через точки: 

при п нечетном (-1; -1), (О; 0), (1; 1) 
при п четном (О; 0), (1; 1) 



СТЕПЕННЫЕ ФУНКЦИИ 
u 

с деиствительными показателвми степени 

у = ха!' где а Е R 

а>О 

у у 

--

а<О 

' ' ' ' ' \ 
\ 
\ 

---- 1 1 ....................... .,. L... ... --·о<::.о. ,, : 

\ --1 
1 ·····················' "'а"'О 

о 

,' i , : , : 
1 : 

1 ! 
1 : 

• . . . . 
1 х о 

СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

• Область определения: 

если а > О, [О; оо) 

если а < О, (О; оо) 

• Область значений: 

если а> О, [О; оо) 

если а < О, (О; оо) 

• Четность, нечетность: 

1 

функция не является ни четной, ни нечетной 

• Нули: 

если а > О, у = О при х = О 
если а< О, нулей нет 

• П ро.межутн:и знан:опостоянства: 
у > О при х Е (О; оо) 

• Про.межутн:и .монотонности: 

при а> О функция возрастает при х Е [О; оо) 

при а< О функция убывает при х Е (О; оо) 

• Эн:стре.му.мов нет 

• Графин:и фунн:ций проходят через точн:и: 

при а > О (О; 0), (1; 1) 
при а< О (1; 1) 

• Аси.мптоты: при а < О х = О и у = О 

39 

х 
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ПОКАЗАТЕЛЪНАЯ ФУНКЦИЯ 

у = ах, где а > О, а -:;::. 1 *) 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: R 
• Область зн.ачен.ий: (О; оо) 

• Ч етн.ость, нечетн.ость: 

функция не является ни четной, ни нечетной 

• Нулей нет 

• Промежутки зн.а"опостоян.ства: у> О при х е R 

• Промежут"и мон.отонности: 

при О < а < 1 функция убывает при х е R 

при а> 1 функция возрастает при х е R 

• Э"стремумов нет 

• Графи" фун."ции проходит через точ"у (О; 1) 

• Асимптота: у = О 

*) При а = 1 функция: у = ах .я:вл.я:етс.я: посто.я:нной: 1 х = 1 nри х Е R. 



у 

2 

о 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

у = logax, где а > О, а :;:. 1 

!9 
: . . . . . . 

: -------- : ··------------·-·-··--------···-·-~-.... ---t- - - -
• 1 --! j log113x 
! log112x ! 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: (О; оо) 

• Область значений: R 

• Ч етпость, печетпость: 

функция не является ни четной, ни нечетной 

• Нули: у = О при х = 1 

• Промежутки зпакопостояпства: 
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х 

если О < а < 1, то у > О при х Е (О; 1), у < О при х Е (1; оо) 

если а> 1, то у> О при х Е (1; оо), у< О при х Е (О; 1) 

• Промежут-,си мопотоппости: 

при О< а< 1 функция убывает при х Е (О; оо) 

при а> 1 функция возрастает при х Е (О; оо) 

• Э-,сстремумов нет 

• Графи-,с функции проходит через точку (1; О) 

• Асимптота: х = О 

3 а .меч а и и е. Логарифмическая и показательная функции с одним 
и тем же основанием а являются взаимно обратными функциями 

(см. стр. 15). 
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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ*) 
. 

у= SlllX 

1t 
2 

график - синусоида 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: R 

• Область значений: [ -1; 1] 

• Ч етпость, печетпость: функция нечетная 

• Период: 2n 

• Н у ли: sin х = О при х = тtn, n Е Z 

• Промежутки знакопостоянства: 

sin х > О при х Е (2тtn; 1t + 2тtn), n Е Z 

sin х <О при х Е (-тt + 2тtn; 2тtn), n Е Z 

• Экстремумы: 

1t 
Xmin = -- + 2тtn, n Е Z; Ymin = -1 

2 

1t 
хтах = 2 + 2тtn, n Е Z; Утах = 1 

• Промежутки монотонности: 

функции возрастает при х Е [- ; + 211n; ; + 2Jtn J. n Е Z 

функция убывает при х Е [; + 211n; 
3
2
11 

+ 2Jtn J. n Е Z 

*)Основные формулы тригонометрии см. на стр. 184-187. 
Далее в качестве периода функции рассматривается ее наи­

меньший положительный период. 



у= cosx 

график - косипусоида 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: R 
• Область зпачепий: [ -1; 1] 

• Ч етпость, печетпость: функция четная 

• Период: 21t 

1t 
• Н у ли: у = О при х = - + 1tn, n Е Z 

2 
• Промежутки зпакопостояпства: 

cos х > О при х е (- ; + 21tn; ; + 21tn). n е Z 

cos х <О при х е(;+ 21tn; з; + 21tn). n eZ 

• Экстремумы: 

xmin = 1t + 21tn, n Е Z; Ymin = -1 

Хтах = 21tn, n Е Z; Утах = 1 

• Промежутки мопотоппости: 

функция возрастает при х Е [ -1t + 21tn; 21tn ], n Е Z 

функция убывает при х Е [21tn; 1t + 21tn ], n Е Z 
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3 а меч а н, и е. Графики функций у = sin х и у = cos х получаются 
друг из друга с помощью параллельных переносов вдоль оси х 

на n/2 : cos х = si{ х + ;) ; sin х = cos( х - ;) · 
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у= tgx 

график - тангенсоида 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: объединение интервалов 

( - ~ + 1tn· ~ + 1tn) n Е Z 
2 ' 2 ' 

• Область значений: R 

• Четность, нечетность: функция нечетпая 

• Период: 1t 

• Н у ли: у = О при х = 1tn, n Е Z 

• Промежутки знакопостоянства: 

tg х >о при х Е ( пп; ; + пп). n Е Z 

tg х <о при х Е (- ; + пп; пп), n Е Z 

• Экстремумов нет 

• Промежутки монотонности: 

функция возрастает на каждом интервале 
области определения 

1t 
• Асимптотьt: х = - + 1tn, n Е Z 

2 



1 
:-1[ . 
: . 
i . 
: . : . 
: 
i . 
: . 
: • 

у= ctgx 

zрафик - котанzенсоида 

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ 

• Область определения: объединение интервалов 

(1tп; 1t + 1tп), п Е Z 

• Область значений: R 
• Четность, нечетность: функция нечетпая 

• Период: 1t 

1t 
• Н у ли: у = О при х = - + 1tп, п Е Z 

2 
• Промежутки энакопостоянства: 

ctg х >О при х Е ( 1tn; ; + 7tn), n Е Z 

ctg х <О при х Е (- ; + 1tn; 1tn ). n Е Z 

• Экстремумов нет 

• Промежутки монотонности: 

функция убывает на каждом интервале 
области определения 

• Асимптоты: х = 1tп, п Е Z 
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Замечание. График функции у = ctg х получается из графика функции 
у = tg х отражением относительно любой из координатных осей 
и последующим параллелъным переносом вдоль оси х на тс/2. 
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ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФУНКЦИИ 

. 
у= arcs1nx у= arccosx 

функция, обратная функции 

у = cos х' о ~ х ~ 1t 
функция, обратная функции 

у = sin х, -1t/2 ~ х ~ 1t/2 

у 

1t 
2 

-1 1 х 

СВОЙСТВА ФУНКЦИй*> 

• Область 
определения: 

• Область 
значений: 

• Четность, 

нечетнос ть: 

• Нули: 

• Промежутки 

знакопосто­

янства: 

• Зкстре.му.мы: 

• Промежутки 

.монотон­

ности: 

. 
у = arcs1n х 

[-1; 1] 

нечетная 

у= О при х =О 

у> О при х Е(О; 1] 
у < о при х Е [ -1; О) 

нет 

возрастает на всей 

области определения 

у= arccos х 

[-1; 1] 

[О; 1t] 

1m четная, 1m нечетная 

у= О при х = 1 

у> О при х Е [-1; 1) 

нет 

убывает на всей 

области определения 

arcsin х + arccos х = n/2 
*)См. также стр. 187. 



• 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
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у= arctgx 

функция, обратная функции 

у = tg х, -те/2 < х < те/2 

у= arcctgx 

функция, обратная функции 

у = ctg х, О < х < те 

------------------·-·······*'·-· -··---------------------------
те 

х 

-те/2 о 

СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

у= arctg х у = arcctg х 

Область R R 
определения: 

Область (-;; ;) зпачепий: 
(О; те) 

Четность, нечетная ни четная, 

печетпость: нинечетная 

Нули: у = О при х = О 
... 

нулеи нет 

П ромежут1еи у > о при х Е (О; 00) у> О при х ER 
зпа1еопосто- у < О при х Е ( -оо; 0) 
япства: 

Экстремумы: нет нет 

Промежутки возрастает убывает 

мопотоппости: при х ER при х ER 

те те 
Асимптоты: у=-- и у=-

2 2 
у=Оиу=те 

arctg х + arcctg х = n/2 

х 
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УРАВНЕНИЯ*) 

Уравнением называется равенство, содержащее одно 

или несколько неизвестных. 

Общий вид уравнения 

с одним неизвестным: 

f1 (х) = f2 (х), 
с n неизвестными: 

f1 (хl,. .. ,Хп) = f2 (хl,···,Хп)· 

Часто все функции переносят в одну часть уравнения, и тогда 

уравнения принимают вид: 

f(x) =О; 

f(xl,···,Xп) =О. 

Областью допустимых значений уравнения называется 

область определения функций f(x) или f(xl,···,Xп). 

nример. Областью допустимых значений уравнения 

.J х- 2 = .Jз - х является х Е [2; 3]. 

Решением уравнения с одним неизвестным (корнем уравне­
ния) называется такое значение неизвестного, при подстановке 

которого уравнение обращается в верное числовое равенство. 

Решить уравнение - значит найти все его корни или до­

казать, что корней нет. 

nримеры. Решить уравнение х2 - 4 = О - значит найти его 
корни х1 = -2; х2 = 2; решить уравнение х2 + 4 =О 
значит доказать, что корней нет. 

Равносильными называются уравнения, множества кор­

ней которых совпадают. 

В частнrеrи, равносильны все уравнения, не имеющие корней. 
nримеры равносильных уравнений: 

1. х - 2 = о и 2% = 4, 

2. sin х = 2 и Гх = -1 . 

*) Решения всех уравнений, неравенств и систем рассматриваются только 
на множестве действительных чисел. 



ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ах+ Ь =О, 

где а и Ь -действительные числа 

Наличие корней и их число зависит от значений а и Ь. 

1 а* О, Ь- любое число 

Уравнение ах + Ь = О име-
ет один корень: 

ь 
Х=-- . 

а 

Прямая у= ах+ Ь пересекает 

ось х в одной точке. 

Пример: 2х + 3 =О<=> х = -1,5 

1 а= О, Ь *О 1 

Уравнение О ·Х + Ь =О не 
имеет корней. 

Прямая у= О ·х + Ь не пересекает 
ось х. 

~~ 
.... , 
х 

у=Ь 

... 
" 
х 

nример: О·х + 2 =О- уравнение не имеет корней. 

1 а= О, Ь =О 1 

Уравнение О ·Х + О= О 
имеет бесконечно много кор­
ней: корнем является любое 
число. у=О ... 
Прямая у = О· х + О совпадает 
с осью х. 

х' 

nри мер: О· х + 2 = 2 <=> О· х = О - корнем является любое 

число. 
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КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ах2 + Ьх + с = О, где а * О 
Уравнеi:Ше в общем виде можно решить с помоiЦЫО выделения по.лн.о­

го н:вадрата (см. crp. 30~ Число корней зависит от значения дис­
криминанта D = fl.- 4ас. 

Замечание. Если а< О, удобно умножить уравнение на -1, чтобы 
получить уравнение с положительным коэффициентом при х2. 

Пример: -2х2 + 5х - 3 = О <=> 2х2 - 5х + 3 = О 

1 D >О ( 

Уравнение имеет два корня: 

-Ь- JD -Ь+ JD 
xt = ; х2 = ----

2а 2а 
Парабола пересекает ось х в 

двух точках. 

Замечание. Если Ь- четное число, 

для: нахождения: корней обычно 

используется: формула 

- Ь/2 =F ~(Ь/2)2 -ас 
Х1 2 = ---""-------. а 

ln=ol 
Уравнение имеет один (дву­

кратный) корень: 

-Ь 
xt =-

2а 

Парабола касается оси х. 

D<O 

Уравнение не имеет корней. 

Парабола не имеет общих точек 

с осью х. 

у v 
х 



НЕПОЛНЫЕ КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ах2 + Ьх =О, ах2 + с= О, ах2 =О 
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Такие уравнения решают обычно без применения общей фор­

мулы для корней квадратного уравнения. 

ах2 + Ьх =О, Ь-:~:: О 

Уравнение всегда имеет два корня. 
Решается с помощью разложения ле­
вой части уравнения на множители: \ j 

х (ах+ Ь) =О х1 1\,._/"х2 х 

ь 
х1 =0; х2 =--. 

а 

Парабола пересекает ось х в двух точках, одна из кото-

рых является началом координат. 

nример: х2 - 2х = О <=> х (х - 2) = О<=> х1 = О; х2 = 2 

ах2 + с = О, с -:~:: О 

Уравнение не имеет корней, если зна­

ки а и с совпадают; уравнение имеет 

два корня, если знаки а и с различны: 

Х1 = -~ : ; Х2 = ~ : . 

\ yl~ 1 

\ 1 
\ 1 
\ 1 

\ 1 

\ '~ ;, j 

х~ /х2 

Парабола или не пересекает ось х, или пересекает ее в двух 

точках, симметричных относительно начала координат. 

nримеры: х2 + 1 = О - нет решений 

х2 - 1 = 0 <::> Х1 = -1; Х2 = 1 

Уравнение имеет один (двукратный) 

корень: х1 = О. 
Парабола касается оси х в начале ко­

ординат. 

.... ., 
х 
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ТЕОРЕМЫ ВИЕТА 

1. Если х1 и х2 - корни квадратного уравнения 

ах2 + Ьх + с= О, то х1 + х2 = -bja; х1 • х2 = cja. 

2. Если х1 и х2 таковы, что х1 + х2 = -bja, х1 • х2 = cja, 
то х 1 и х2 являются корнями квадратного уравнения 

ах2 + Ьх + с = О. 
ПРИВЕДЕИНЫЕ КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Приведенным квадратным уравнением называется урав­

нение вида х2 + рх + q = О 
3 а меч а н и е. Любое квадратное уравнение ах2 + Ьх + с = О можно 

привести к такому виду с помощью деления уравнения на а. 

ФОРМУЛЫ ВИЕТА ДЛЯ КОРНЕЙ 
ПРИВЕДЕИНОГО КВАДРАТНОГО УРАВНЕНИЯ 

1 1 
Теоремы Виета часто используются для: 

• Подбора ~еорней без решения уравнения 

• Определения зна~еов ~еорней без решения уравнения (при 

условии D ~ О) по следующим правилам: 

р>О р<О 

q>O Оба корня Оба корня 

отрицательны положительны 

q<O Корни имеют противоположные знаки 

nримерьl подбора корней с использованием теорем Виета: 

1. х2 - 1х +б= О. Петрудно подобрать пару чисел, сумма 
которых равна 7, а произведение равно б - это 1 и б. 
Согласно теоремам Виета корнями квадратного уравне­

ния х2 - 7 х + б = О являются 1 и б. 
2. х2- 4х- 5 =О. Петрудно подобрать пару чисел, сумма 

которых равна 4, а произведение равно -5- это -1 и 5. 
Согласно теоремам Виета корнями квадратного уравне­

ния х2 - 4х- 5 =О являются -1 и 5. 



УРАВНЕНИЯ, СВОДЯЩИЕСЯК КВАДРАТНЫМ 

af2(x) + bf(x) + с = О 
СХЕМА РЕШЕНИЯ 

1. С помощью введения новой переменной t = f( х) уравнение 
приводят к виду 

at2 + bt +с= О 
2. Если это уравнение имеет корни t1 и t2 (или один корень t 1), 

решения исходного уравнения ищут как решения совокупности 

[
f(x) = t 1 

уравнений f(x) = t
2 
(или одного уравнения f(x)=t1). 
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Частный случай уравнений. сводящихся к квадратным - биквад­
ратные уравнения (уравнения вида ах4 + Ьх2 + с = 0). В этом слу­
чае вводят переменную t = х2. 

nри меры: 

Биквадратное уравнение 

х4- х2 - 2 =О; замена t = х2 

t2 - t - 2 = О <=> [t = -1 <=> [х2 = -1 корней нет 

t = 2 х2 = 2 

И ррационаяьное уравнение 

х2 + ~ х2 
- 2 = 4 <=> (х2 

- 2) + ~ х2 
- 2 - 2 = О ; 

замена t = ~х2 - 2 

[

t = -2 [~х2 
- 2 = -2 корней нет 

t2 + t - 2 = о <=> <=> 
t = 1 ~х2 - 2 = 1 х = ± Гз 1,2 

Т ригокометри ческое у равнение 

sin2x - cosx + 1 = О <=> cos2x + cosx - 2 = О; замена t = cosx 

[

t = -2 [cosx = -2 корней нет 
t2 + t - 2 = о <=> <=> 

t = 1 cosx = 1 х = 21tn, n е Z 

П оказатеяьное у равнение 

32х - 12 . 3х-1 + 3 = О <=> 32х - 4 . 3Х + 3 = О; 

замена t = 3х 

t2 - 4 t + 3 = О <=> [t = 1 <=> [3 х = 1 <=> [х = О 
t = 3 3х = 3 Х = 1 
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ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Как правило, иррациональное уравнение сводится к равно­
сильной системе, содержащей уравнения и неравенства. 

~ ~ {f(x) = g(x) {f(x) = g(x) 
1. v 1 \;х; J = v g(x) <=> f(x) ~ О или g(x) ~ О 

3 а меч а н и е. Из двух систем выбирают ту, которая решается про­
ще. 

Прuмер:3 - Х =Х - 5х - 2 <:::> <:::> ~ .J 2 {3 - х = х2 
- 5х - 2 

3-х ~о 

<=> {х2 
- 4х -5 = О <=> 

х ~3 

2. ~f(x) =а 
Если а < О, уравнение не имеет корней. 
Еспи а~ О, уравнение равносильно уравнению f(x) = а2. 

Замечание. Иногда иррациональное уравнение можно свести к 

приведеиному виду с помощью введения новой переменной. 

nример: х - .J х + 1 = 5 <=> (х + 1) - .J х + 1 - 6 = о 

z = .J х + 1 , z2 z - = <:::> <:::> 6 о [
z = -2 [.J х + 1 = -2 

z=3 .Jx+1=3 

Первое уравнение совокупности не имеет корней, корень 

второго уравнениях= 8. 

{
g(x) ~О 

3. ~ f(x) = g(x) <=> f(x) = g 2 (х) 

{х -1 ~о 
nример: ~7- х = х -1 <=> 2 <=> 

7- х = (х -1) 

{х~1 <=> 2 <=> 
х -х-6=0 

х~1 

[х = -2 <=> х = 3 

х = 3 



ПРОСТЕЙШИЕ ПОКАЗА ТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ах = Ь, где а > О, а 7:- 1 

Если Ь > О, уравнение 
имеет один корень: 

х = logab. 

График функции у = ах пере­

секает прямую у = Ь в одной 
точке. 

Если Ь < О, корней нет. 

График функции у = ах не пе­

ресекает прямую у= Ь. 

у 

х 

.................. 
ь 

ПРОСТЕЙШИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

logax = Ь, где а > О, а 7:- 1 

Уравнение имеет один 

положительный корень 

при любом Ь: 

х = аь. 

График функции у = logax 
пересекает прямую у = Ь в 
одной точке. 

nример: log2x = -1 <::::> х = 2-1 = 1/2 
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IIPOCТEЙIIIИE ТРШОНОМЕI'РИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
• s1nx=a 

1 lal ~ 1 1 

. [х = arcsina + 21tn, n Е Z 
SlllX=a~ 

х = 1t- arcsina + 21tn, n Е Z 

Эти две формулы можно объединить в одну: 

х = (-1)karcsin а + nk, k Е Z 

а. = arcsin а; р = 1t - arcsin а 

Частвые случаи 

а=1 

sin х = -1 sin х =О sin х = 1 
х = -1t/2 + 21tn, n Е Z х = 1tn, n Е Z х = 1t/2 + 27tn, n Е Z 

1t о 

lal > 1 
корпей пет 



cos х =а 

\а\~ 1 

[х = arccos а + 2лп, n Е Z 
cosx =а<=> 

х = - arccos а + 2лп, n Е Z 

Эти две формулы можно объединить в одну: 

х = +arccos а + 21tn, n Е Z 

а= -arccos а; ~ = arccos а 

Частные случаи 

2л х 

а=1 

cos х = 1 cos х =о cos х = 1 

57 

х = л + 2лп, n Е Z х = л/2 + лп, n Е Z х = 2лп, n Е Z 

1t о 

-л/2 

\а\> 1 
корней нет 

а 
~---------------------

х 



58 

tg х =а ctg х =а 

х = arctg а + лп, n Е Z х = arcctga + лп, n Е Z 

а= arctg а а = arcctg а 

а sin х + Ь cos х = с (а, Ь * О) 
Уравнение не имеет корней, если а2 + Ь2 < с2. 
Если а2 + Ь2 ~ с2, уравнение можно привести к виду: 

а . Ь с 
-;::::===- s1n х + cos х = • 
~а2 +Ь2 ~а2 +Ь2 ~а2 +Ь2 

Поскольку ( 1 а J 
2 

+ ( 1 Ь J 
2 

= 1, можно ввести новую 
va2 + Ь2 va2 + Ь2 

а . Ь 
переменную <р такую, что cos <р = 1 , s1n <р = 

1 
• 

va2 + Ь2 v а2 + Ь2 

Уравнение примет вид: sin(x + <р) = ~ с . 
а2 + ь2 

Корни этого уравнения: 

х = -<р + (-1)k arcsin(J с J + тr.k, k Е Z. 
а2 + ь2 

. rn3 rn
2 

1. Гз J2 
Прuмер: Sln Х + '\1 t1 COS Х = V;;::; <:::::> - Sln Х + - COS Х = - <:::::> 

2 2 2 

. ( 1[) J2 1[ k 1t 
<:::::> Slll Х + - = - <:::::> Х = -- + ( -1) - + тr.k k Е Z 

3 2 3 4 ' 



УРАВНЕНИЕ С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 
И ЕГО ГРАФИК 

Общий вид: 

f1(x,y) = f2(x,y) 

Решением уравнения с двумя переменными называется 

пара чисел (Хо, Уо), при подстановке которых вместо со­

ответствующих переменных х, у уравнение обращается в 

верное числовое равенство. 

Решить уравнение с двумя неизвестными -значит найти 
все его решения или доказать, что решений нет. 

nри меры: 
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1. х2 + у2 = 1 - бесконечно много решений: решением яв­
ляется любая пара чисел, совпадающих с координатами 

точки, лежащей на единичной окружности, т.е. окруж­

ности радиуса 1 с центром в начале координат 

2. х2 + у2 =0- одно решение: х=О, у=О 
3. х2 + у2 = -1 -решений нет 

Решения уравнения с двумя переменными представляют час· 

то в виде графика. 

Графиком уравнения с двумя переменными называется 

множество всех точек плоскости, координаты которых х, у 

являются решениями этого уравнения. 

nримеры графиков уравнения с двумя переменными: 

1. (х- 2)2 +(у+ 1)2=9 2. ху = 1 3. lxl·lyl= 1 

у 
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4. у2 = х 
у 

6. (х + З)(у - 2) = О 

2 

-3 

S.lx + Yl = 1 

10. х + IYI = 1 

... 

5. у2 = х2 

у 

7. sin х · sin у = О 
YJ' 

1t 

о 1t 

9.lxl +у= 1 

11. lxl + IYI = 1 

х 

.... 
:i 



НЕРАВЕНСТВА 

Неравенствами называются выражения вида а< Ь, 

а ~ Ь, а > Ь, а ~ Ь, где а и Ь могут быть числами (число­
выми выражениями) или функциями. Неравенства, содер­

жащие знаки < или >, называются строгими, а содержащие 
знаки ~ или ~- нестрогими. 
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Различают два вида неравенств: числовыеинеравенства с пере­

менными. 

При меры: 

1. 5 < 1 О - числовое неравенство 
2. 2х ~ 3 - неравенство с одной переменной 

3. 2х < 5у- неравенство с двумя переменными 

Решением неравенства с одной переменной называется та­
кое значение переменной, при подстановке которого неравен­

ство обращается в верное числовое неравенство. 

Решить неравенство- значит найти все его решения 

или доказать, что решений нет. 

При меры: 

1. х2 + 5 > О <:::> х Е R 

2. х - 4 ~ О <:::> х Е ( -оо; 4] 

3. х2 <О- решений нет 

Равносильными называются неравенства, множества 

решений которых совпадают. 

В частности, равносильны все неравенства, не имеющие решений. 

Примеры равносильных неравенств: 

1. х > 2 и х3 > 8 

2. sin х > 2 и Гх < -1 

Из неравенств так же, как из уравнений, составляют системы 

и совокупности (примеры см. на стр. 66). Кроме того, часто 
рассматриваются системы и совокупности, содержащие одно­

временно уравненияинеравенства (примеры см. на стр. 54). 



62 

ЛИНЕЙНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ах+ Ь >О, ах+ Ь ~О, ах+ Ь <О, ах+ Ь <О 

la > ol ах + Ь > О ~ х Е (- : ; оо) 

ах+Ь<О 

х ~ х Е ( -оо; - :J 

ах + Ь > О ~ х Е ( -оо; - :J 

х 
ах+Ь<О~ xE(-:;ooJ 

ах+Ь<О 

1 а= О, Ь >О\ У 
у=О·х+Ь 

O·x+b>O<=:>xER 

ь О · х + Ь < О - решений нет 

о х 

\а= О, Ь <О\ У О · х + Ь > О - решений нет 

х 

о O·x+b<O<=:>xER 
у=О·х+Ь 

ь 

У = О · х + О О · х + О < О - решений нет 
1 а = о, ь = о 1 у~ О · х + О > О - решений нет 

------------~0+---------х+> 

За .меча н и е. Если иеравенство нестрогое (ах + Ь ) Ot ах + Ь ~ O)t 
его решением является объединение решений соответствующе­

го строгогонеравенства и уравнения ах+ Ь ==О. Наnример, 

х + 2 ~О<=> х Е [ -2; оо); О • х ~ О<=> х Е R. 



КВАДРАТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

ах2 + Ьх +с> О 
ах2 + Ьх +с~ О 

ах2 + Ьх +с< О 
ах2 + Ьх +с~ О 
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Решениенеравенства зависит, в основном, от значений ко­

эффициента а и дискриминанта D = Ь2 - 4ас. 
Если а <О, удобно умножить неравенство на -1, т.е. из­

менить все знаки в левой части на противоположные и изме­

нить знак неравенства. 

nример. Неравенство - 2х2 + Зх - 6 > О равносильно нера­
венству 2х2- Зх + 6 <О. 

Ниже рассмотрены только случаи а > О. 

\n< ol 

ах2 + Ьх +с> О 
Решением является объединение 

двух лучей: (-оо; х1) U (х2; оо). 

ах2 + Ьх +с< О 
Решением является интервал 

(Xt; Х2)• 

ах2 + Ьх +с> О 
Решением является объединение 

двух лучей: (-оо; Xt) U (xl; оо). 

ах2 + Ьх +с< О 
Решений нет. 

ах2 + Ьх +с> О 
Решением является 

вся числовая ось. 

ах2 + Ьх +с< О 
х Решений нет. 

Замечание. Если неравенство нестрогое (ах2 + Ьх + с ~О, 
ах2 + Ьх + с ~ 0), его решением является объединение реше­
ний соответствующего строгого неравенства и уравнения 

ах2 + Ьх +с =О. Наnример, х2- Зх + 2 ~О<=> х Е [1; 2]. 
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МЕТОД ИНТЕРВАЛОВ 

для неравенств вида 

(х- a1)k1 (х- a2 )k2 ••• (х- an)kn >О (>О; <О; ~ 0), где ki Е N 

СХЕМА РЕШЕНИЯ 

1. Найти нули функции, стоящей в левой части неравенства. 

2. Отметить положение нулей на числовой оси и определить 
их кратность (если ki четное, то нуль четной кратности, 
если ki нечетное- то нечетной). 

3. Найти знаки фунн:ции в промежутках между ее нулями, на­
чиная с крайнего правого промежутка: в этом промежутке 

функция в левой частинеравенства всегда положительна 

для приведеиного вида неравенств. При переходе справа 

налево через нуль функции от одного промежутка к сосед­

нему следует учитывать: 

• если нуль нечетной кратности, знак функции изменяется; 

• если нуль четной кратности, знак функции сохраняется. 

4. Записать ответ. 

Пример: (х - 2)(х - 3)2(х - 4)3 > О 

1. нули: х == 2, х == 3, х = 4 
;:r s 
~ ~ 
~ ;:r 

2. 
2 3 4 

+~ 3С:+> 3. -----tt-2"-.__-:-_:Л:----1r----_-~__,.~ -~ 

4. х Е ( -оо; 2] U {3} U [ 4; оо) 

3 а .меч а н и е. Если функция, стоящая в левой части неравенства, 

содержит множители вида (at - x)k1 
, следует заменить их со-

ответствующими множителями (х- a1)kL с учетом четности ki. 

При меры: 

1. (2 - х)2 == (х - 2)2; 2. (2 - х)3 == -(х - 2)3 
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ПРИМЕНЕИНЕ МЕТОДА ИНТЕРВАЛОВ 

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ДРОВНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ 

СТРОГИЕНЕРАВЕНСТВА 

(х - а )kt . . (х-а )kп 
1 • • • n < о (или > О) где k. р. Е N 

Р1 Pm ' t' ] < х - Ь1 > · . . . · < х - ь т) 

равносильно неравенству 

(x-a1)k1 
• ••• ·(Х an)kп(x-b1)p1 

• ••• ·(x-bm)Pm <0 (или> О) 

Схему решения такихнеравенств см. на стр. 64. 

(х - 2)(х - 3)2 
2 

nример: < о ~ (х - 2)(х - 3) (х - 1) < о 
х-1 

-+--.. ) Х Е (1 ;2) 
~ 

НЕСТРОГИЕ НЕРАВЕНСТВА 

(х-а )kt . . (х-а )kп 
1 • • • n !( о (или ~ 0), где ki, р. Е N 

(х- b1)Pt .•••. (х- Ьт)Рт 1 

равносильно системе 

{
(x-a1)k1 · ••• ·(x-an)kп(x-b1 )Pl • ••• ·(х-Ьт)Рт !(О (или~ О) 

х '* ьl' Ь2 , • •• , ьт 

Схему решения первого неравенства системы см. на стр. 64. 

(х - 2)(х - 3)2 {<х - 1)(х - 2)(х - 3)2 < О 
nримеры: 1. ----- < о ~ 

х-1 х:-~=1 

+ ~ х Е (1;2]U {3} 
~ 

(х - 3)(х - 2) {<х - 3)2 (х - 2) ~ О 2. ~о~ 
х-3 х:-~=3 

f+:v::±") 
--.--.../2 3 Х Е [2;3)U(3;oo) 

3 а .меч а н и е. Сокращение числителя и знаменателя на (х - 3) во вто­
ром примере привело бы к неравенству х - 2 ~ О, решение кото­
рого [2; оо) содержит значение х = 3, которое не является ре­
шением исходного неравенства. 



66 

ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

Как правило, иррациональное неравенство сводится к равно­

сильной системе (или совокупности систем) неравенств. 

.,[1(;} ..{iW { g(x) ;;. О 
> g(x) <:=> f(x) > g(x) 

Jj{;) ..{iW {g(x):>O 
~ g(x) <:=> f(x) ~ g(x) 

f(x) ~о f(x) ~о 

~f(x) < g(x) <:=> g(x) >О ~f(x) "g(x) <:=> g(x)~O 

f(x) < g 2 (x) f(x) "g2 (х) 

-
{g(x) <О {g(x) <О 
f(x)~O f(x) ~о 

.Jf(x) > g(x) ~ { .Jt(x) :> g(x) ~ { 
g(x)~O g(x)~O 

f(x)> g 2 (x) f(x) ~g2 (x) 
'- '-

nри меры: 

.J .J {4 -х ~О {х " 4 1. х + 12 > 4 - х <:=> <:=> <:=> 
х + 12 > 4 - х 2х > -8 

{х"4 <:=> <:=> Х Е ( -4; 4] 
х > -4 

2. .J х + 2 ~ х <:=> 

{х <О х + 2~0 
[-2"х <О <:=> <:=> Х Е ( -2; 2] 

{х ~О О "х "2 

х + 2 ~х2 



ПОКА3АТЕЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

af(x) > ag(x), где а > О, а =1=- 1 

а> 1 J О<а<1 

af<x> > ag(x) <::::> f(x) > g(x) af(x) > ag(x) <=> f(x) < g(x) 

nри меры: 

2 
1. 2х > 2х+2 <::::> х2 > х+2 <::::> Х Е ( -оо; -1) U (2; оо) 

( 1)2х (1)х-1 
2 · 

3 
< 

3 
<=> 2х ~ х - 1 <::::> х Е ( -1; оо) 
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За.мечапие. В случае нестрогих веравеяств знаки > и < в решениях за­
меняются соответственно на ~ и < . 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 

logaf(x) > logag(x), где а > О, а =1=- 1 

1 а> 1 О<а<1 

logaf(x) > logag(x) <=> {g(x) > 0 logaf(x) > logag(x) <::::> {f(x) > 0 

f(x) > g(x) f(x) < g(x) 

logaf(x) ~ logag(x) <=> {g(x) > 0 

f(x) ~g(x) 

nри меры: 

logaf(x) ~ logag(x) <=> {f(x) > 0 

f(x)<g(x) 

1. log2 (x + 8) > log2 (2x + 4) <=> <=> <=> х Е (-2; 4) {2х + 4 > О {х > -2 
х + 8 > 2х + 4 х < 4 

{х- 2 >О 
2. log 1 (х- 2) ~log 1 (х

2 
- 3х + 1) <=> 

2 2 2 х - 2 < х - 3х + 1 

Х>2 

{х- 2 >О 
<=> 2 <=> [х < 1 <::::> х Е [3; оо) 

х - 4х + 3 ~О 
х~3 

3 а .меч а n и е. Следует обратить внимание на область определения 
функции у = loga х: решения нестрогих веравеяств ne всегда 
получаются из решений соответствующих строгих веравеяств 

просто заменой знаков > и < на знаки ~ и < . 
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ПР0СТЕЙ11ШЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕР АВЕНСТВА*> 

sin х > а; sin х ~ а; sin х < а; sin х ~ а 

1 lal < 1 1 

sin х > а <=> arcsin а + 2nn < х < 1t - arcsin а + 2nn, 
nEZ 

а = arcsin а; ~ :::::: 1t - arcsin а 

sin х < а <=> - 1t - arcsin а + 2nn < х < arcsin а + 2nn, 
nEZ 

а = -тt - arcsin а; ~ = arcsin а 

Замечание. В случае нестрогих неравенств знаки> и< в решени­
ях заменяются соответственно на ~ и ~ . 

1 а= -1 1 

sin х < -1 - решений нет 

sin х ~ -1 <::> х = -тt/2 + 2тtn 

sin х > -1 <::> х "* -тt/2 + 2тtn 
sin х ~ -1 <::> х Е R 

1 а< -1 1 

1 а=1 1 

sin х < 1 <::> х "* тt/2 + 2тtn 
sin х ~ 1 <::> х Е R 

sin х > 1 - решений нет 

sin х ~ 1 <::> х = тt/2 + 2тtn 

1 а>1 1 

sin х < а ( ~ а) - решений нет sin х < а ( ~ а) <::> х Е R 

sin х > а (~ а) <::> х Е R sin х > а (~ а) - решений нет 

*)Во всех формулах, приведеиных в этом разделе, n е Z. 
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cos х > а; cos х ~ а; cos х < а; cos х ~ а 

1 lal < 1 1 

cos х > а <:::> - arccos а + 21tn < х < arccos а + 21tn, 
neZ 

21t х 

а=- arccos а; ~ = arccos а 

cos х <а<:::> arccos а + 21tn < х < 21t- arccos а + 21tn, 

neZ 

а = arccos а ; ~ = 21t - arccos а 

Замечапие. В случае нестрогих неравенств знаки> и< в решениях за­
меняются соответственно на ~ и ~ . 

а= -1 

cos х < -1 - решений нет 

cos х ~ -1 <=> х = 1t + 21tn 

cos х > -1 <=> х =1= 1t + 21tn 

cos х ~ -1 <=> х Е R 

а< -1 

1 а=1 1 

cos х < 1 <=> х =1= 21tn 

cos х ~ 1 <=> х Е R 

cos х > 1 - решений нет 

cos х ~ 1 <=> х = 21tn 

а> 1 

cos х < а ( ~ а) - решений нет cos х < а ( ~ а) <=> х Е R 

cos х > а (~ а)<=> х Е R cos х >а(~ а)- решений нет 
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tg х > а; tg х ~ а; tg х < а; tg х ~ а 

tg х >а 
arctg а + 1tn < х < 1t/2 + 1tn, 

neZ 

tg х ~а 
arctg а + 1tn ,.;;; х < 1t/2 + 1tn~ 

neZ 

tg х <а 
-1tj2 + 1tn < х < arctg а + 1tn, 

neZ 

tg х,.;;; а 
-1tj2 + 1tn < х ,.;;; arctg а + 1tn, 

neZ 

• . : . • . . . . . . -----: . . . 
! 

х 

ctg х > а; ctg х ~ а; ctg х < а; ctg х ~ а 

ctg х >а 
1tn < х < arcctg а+ 1tn, neZ 

ctg х ~а 
1tn < х ,.;;; arcctg а + 1tn, neZ 

; . . : . : • . 
: ----1-· • 
i 

ctg х <а 
arcctg а + 1tn < х < 1t + 1tn, neZ 

ctg х,.;;; а 
arcctg а + 1tn ,.;;; х < 1t + 1tn, neZ 

i 
1 . . 
: . 
1 
1 . . . ----: 
1 
1 
1 

: 
1 

3 а .меч а n и е. Следует обратить внимание на область определения 
функций у= tg х и у= ctg х: решения нестрогих неравенств не 
всегда получаются из решений соответствующих строгих нера­

венств просто заменой знаков > и < на знаки ~ и ..:;; . 



СИСТЕМЪ! ДВУХ УРАВНЕНИЙ 
С ДВУМЯ НЕИ3ВЕСТНЪIМИ 

Общий вид: 

{
!1 (х, у) = g1 (х, у) 

f2 (x,y) = g2 (x,y) 

Решением системы двух уравнений с двумя неизвестны­

ми называется пара чисел (х0, у0), при подстановке кото­
рых вместо соответствующих переменных х, у оба уравне­

ния системы обращаются в верные числовые равенства. 

Примеры: 

1 { х- 2у = 1 
· 2х +Зу= 9 

{ 
у= х2 

2. 
у=х+2 

Решение системы: (3; 1) 

Решения системы: (-1; 1) и (2; 4) 

Решить систему уравнений - значит найти все ее ре­
шения или доказать, что решений нет. 

Равносильными называются системы, множества реше­
ний которых совпадают. 

В частности, равносильны все системы, не имеющие решений. 

Система, не имеющая решений, называется несовм.естной. 

Пример несовместной системы: 

{х + 2у = 2 

3х + бу = 5 
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3 а .меч а н и е. Наряду с системами уравнений часто рассматриваются: 
совокупн.ости уравнений. Решением совокупности является: 

объединение решений всех уравнений совокупности. 

Для: обозначения: совокупности уравнений используют квадрат­

ную скобку. 
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ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

МЕТОД ПОДСТАВОВКИ 

Этапы решения Примеры 

1. С помощью какого- {2х- у= 4 { х2 + ху - у2 
- 1 

либо из уравнений 
х +Зу= 9 х+у=2 

выразить одно неиз-

вествое через другое. из первого из второго 

уравнения уравнения 

у= 2х- 4 у=2-х 

2. Подставить найденное х + 3 (2х - 4) = 9; х2 + х(2- х)-
выражение в другое 

7х = 21 - (2- х)2 = 1; 
уравнение системы: в 

х2 - бх + 5 =О 
результате получится 

одно уравнение с од-

ним неизвестным. 

3. Найти корень (кор- х=З Xt = 1; 
ни) этого уравнения, 

Х2 = 5 .. 
то есть наити значе-

ни е (значения) одно-

го из неизвестных 

системы. 

4. Использовать найден-
ное выражение одного у= 2х- 4 = У1 = 2- Xt = 
неизвестного через =2·3-4=2 =2-1=1; 
другое (подстановку), 

У2 = 2- х2 = ... 
то есть наити значе-

ние (соответствую- = 2- 5 = -3 

щие значения) вто-

рого неизвестного. 

5. Записать ответ. (3; 2) (1; 1), (5; -3) 
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МЕТОД СЛОЖЕНИЯ 

Этапы решения Примеры 

1. Сложить почленно 
уравнения системы, 

умножив предвари­

тельно каждое из 

уравнений на подхо­

дящее число так, что­

бы в результате сло­

жения получилось од­

но уравнение с одним 

неизвестным. 

2. Найти корень ( кор­
ни) этого уравнения, 

то есть найти значе­

ние (значения) одно­

го из неизвестных 

системы. 

3. Подставить найденное 
значение(значения) 

одного из неизвест­

ных в любое из урав­

нений системы: в ре­

зу ль тате снова по­

лучится уравнение 

(уравнения) с одним 

неизвестным. 

4. Найти решение (реше­
ния) этого уравнения 

(этих уравнений), то 

есть найти значе­

ние (соответствую­

щие значения) вто­

рого неизвестного. 

5. Записать ответ. 

{4х + 5у = 191 х4 
7х- 4у = -5 х5 

{16х + 20у = 76 
35х - 20у = -25 

51х =51 

х=1 

Подставовка в 

первое 

уравнение дает: 

4 . 1 + 5у = 19; 

5у = 15 

у=3 

(1; 3) 

{ 2ху + r = 21х3 
3ху 4х = 5 х(-2) 

{ 
6ху + 3х2 

= 6 
-6ху + Вх = -10 

3х2 + Вх = -4 

х1 = -2; 
х2 = -2/3 

Подставовка 

во второе урав­

нение дает: 

при х = х1 = -2 
6у = 3; 

при х = х2 = -2/3 
2у = -7/3 

Yl = 1/2; 

У2 = -7/6 

(-2; 1/2), 

(-2/3; -7 /6) 
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ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМЫ ДВУХ УРАВНЕНИЙ С ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ 

Надо построить графики обоих уравнений и найти координаты 

общих точек этих графиков - эти координаты являются ре­

шениями системы. 

nри меры: 

График первого уравнения -

окружность радиуса J2 с цен­
тром в начале координат, гра­

фик второго уравнения - куби­

ческая парабола у = х3. Эти два 
графика пересекаются в двух 

точках с координатами 

(-1; -1) и (1; 1). 

{х
2 + у2 = 25 

2. 
ху = 12 

График первого уравнения -
окружность радиуса 5 с центром 
в начале координат, график вто­

рого уравнения - гипербола 

12 
у = - • Эти два графика пере-

х 

секаются в четырех точках с ко­

ординатами ( -4; -3), 
(-3; -4), (4; 3) и (3; 4). 

(-4; -3) 
(-3; -4) 

у 

За.м.ечаиие. Хотя графический метод не всегда позволяет найти 

точные решения системы уравнений, он помогает обнаружить 

решения, которые часто упускаются из виду при аналитиче­

ском решении (например, отрицательные значения неизвест­

ных в приведеиных примерах). 
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СИСТЕМЫ ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ*) 

{а1х + Ь1у = с1 
а2х+ Ь2у = с2 

Возможные случаи 

1. Коэффициенты при неизвестных в 
уравнениях не пропорциональны, т .е. 

а1 Ь2 :;.: а2Ь1. 

Система имеет единственное решение: 

с1Ь2 - с2Ь1 
Х= ' 

а1Ь2 - а2Ь1 

а1с2 - а2с1 
у = __;;",_.;;_ _ __.;;;;_...;;... 

atb2 - a2bt 

2. Коэффициенты при неизвестных в 
уравнениях пропорциональны, т.е. 

atb2 = а2Ь1, 
но они не пропорциональны свободным 
членам, т .е. а1 с2 :;.: а2с1 или Ьt с2 :;.: Ь2с1 • 

Система не имеет решений. 

3. Коэффициенты при неизвестных и 
свободные члены в уравнениях про­
порциональны, т.е. 

а1Ь2 = а2Ь1 , а1с2 = а2с1 , Ь 1с2 = Ь2с1 • 

Система имеет бесконечно много ре­
шений: решениями является любая 
пара (х; у), удовлетворяющая одному 

(любому) уравнению системы. 

Графическая 

интерпретация 

Прямые - графики 

уравнений системы 

пересекаются в одной 

точке, координаты 

которой являются ре­

шением системы: 

Прямые - графики 

уравнений системы 

параллельны: 

Прямые - графики 

уравнений системы 

совпадают: 

х 

*)Предполагается, что в каждом уравнении системы хотя бы один из 
коэффициентов при неизвестных отличен от нуля, т.е. графиком ка­

ждого уравнения системы является прямая. 
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ПРОИЗВОДПАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ*) 
ПРОИЗВОДПАЯ 

Производной функции f(x) в точке х0 называется предел 
отношения приращения функции A.f = f(xo + А.х) - f(xo) к 
приращению аргумента А.х при А.х 4 О, если этот предел 
существует: 

f
'( ) _ 1. f(x0 + А.х)- f(x0 ) 
х0 - Im--~--------~ 

Ax-tO А.х 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ 

Проиэводная в точке х0 равна угловому коэффициенту 
касательной к графику функции у = f(x) в этой точке: 

у 

'= • .с 
• . : . 
: . 

f'(x0 ) = tg а > О f'(x0 ) = tg а == О f'(x0 ) = tg а < О 

УРАВНЕНИЕ КАСАТЕЛЬНОЙ 

к графику функции у= f(x) в точке х0 : 

1 У= f(x0 ) + f'(x0 )(x- Х0 ) 1 
nример. Нахождение уравнения касательной к графику 

функции f(x) = Гх в точке хо = 1: 

у 

о 1 х 

1. f(xo) = f(1) = 1 
' 1 

2. f'(x) = ( Гх) = 2Гх 
3. f'(X0 ) = f'(1) = .!_ 

2 
1 1 1 

4. у = 1 + 2 (х - 1) = 2 х + 
2 

*)Таблицу пронаводных см. на стр. 188. 



ВТОРАЯ ПРОИЗВОДПАЯ 

Второй производной функции у= f(x) называется произ­
водная от производной f'(x) (обозначается f''(x)). 

ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ 

Если точка движется вдоль оси х и ее координата изменя­

ется по закону x(t), то мгновенная скорость точки: 

u(t) = lim x(t + L\t)- x(t) = x'(t) 
At~O L\t ' 

а ускорение: 

a(t) = lim u(t + L\t)- u(t) = u'(t) = x"(t) . 
At~O L\t 
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gt2 
Пример. При свободном падении x(t) = -, u(t) = x'(t) = gt , 

2 
a(t) = u'(t) = g. 

ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

Если у функций u(x) и v(x) существуют производные, то 
(и + u)' = и' + v' 1 

(си)' = си' , где с - const 
(иv)' = и' и+ иv' 

( иJ = и'v- иv' (и ':::/=. О) 
v v2 

ПРОИЗВОДПАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ 

Если у= f(g(x)) и существуют производныв t; и g~, то 

у , = .,, . g, 
х lg х' 

где индексы g их указывают, по какому аргументу вычис­
ляются производные. 

, 
nримеры: 1. (,.J,--si_n_x) = 

1 
~ · (sin х)' = с;~ х (sin х > О) 

2-vsin х 2-vsin х 

2 (1 . ), 1 ( . ), cos х ( . О) . n s1n х = . · s1n х = . = ctg х sm х > 
s1nx s1nx , 

3. (хх)' = ( exlnx) = exlnx(x ln х)' = xx(ln х + 1) (х > О) 
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у 

у 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ 

монотонность 

Достаточное усJЮвие 

воарастаиия фуикции 

Если в каждой точке интервала(а; Ь) 

f'(x) > О , то функция f(x) монотонно 
возрастает на этом интервале. 

Д остаточиое усJЮвие 

убыsаиия фуикции 

Если в каждой точке интервала(а; Ь) 

f'(x) < О , то функция f(x) монотон­
но убывает на этом интервале. 

3 а .меч а н, и е. Приведеиные условия являются только достаточными 
условиями монотонности, но не являются необходимыми. Наnри­

мер, функция у = х3 возрастает во всей области определения, хотя 

ее производная у' = 3х2 обращается в нуль при х = О. 

nример исследования функции на монотонность: 

а ь х 

у= х3 - 3х 
у' = 3х2 - 3 = 3( х2 - 1) 

у'> О при х Е (-оо; -1) и при х Е (1; оо), 
следовательно, при х Е ( -оо; -1) и 
при х Е (1; оо) функция возрастает 

у'< О при х Е (-1; 1), следовательно, 

при х Е ( -1; 1) функция убывает 

Необходимое и достаточное 

ycJIOВue постояиства фуикции 

Функция f(x) постоянна на интер­
вале (а; Ь) тогда и только тогда, ко­

гда f'(x) =О в каждой точке этого 

интервала. 



ЭК СТРЕМУМЫ 

НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ ЭКСТРЕМУМА 

Если х0 - точка экстремума функции у= f(x), то эта точ­
ка является критической точкой данной функции, т.е. в этой 

точке производная либо равна нулю, либо она не существует. 

Замечание. Приведеиное условие является только кеобходи.мым 

условием экстремума, но не является достаточным: критиче­

ская точка не обязательно является точкой экстремума. 

nримеры отсутствия экстремума е критической точке х = 0: 

IY = lxl- 2х) 

/ 
Г не существует 

ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ЭКСТРЕМУМА 

Если функция у= f(x) непрерывна в точке х0 и произ-
водная f'(x) меняет знак в этой точке, то х0- точка экс-

тремума функции у = f(x). 

Если f '(х) >О при х < хо, Если f '(х) <О при х < хо, 

f '(х) < О при х > хо, f '(х) > О при х > хо, 

то Хо- точка максимума. то Хо- точка минимума. 
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Замечание. В самой точке х0 производной у функции у= f(x) мо­
жет не существовать. 

nримеры экстремумов: 

!'=0 у Г не существует 

xmtn 

Хтаж х 

f' не существует 
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СХЕМА ПРИМЕНЕПИЯ ПРОИЗВОДНОЙ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 
ИНТЕРВАЛОВ МОНОТОННОСТИ И ЭКСТРЕМУМОВ 

Этапы 

1. Найти область определения 
функции и интервалы, на ко-

торых функция непрерывна. 

2. Найти провзводную f' (х). 

3. Найти критические точки, 
т.е. точки, в которых произ-

водная функции равна нулю 

или не существует. 

4. В каждом из интервалов, на 
которые область определения 

разбивается к ритячеекими 

точками, определить знак 

производной и характер из-

менения функции (с по м о-
u 

щью достаточных условии 

монотонности). 

5. Относительно каждой крити-
ческой точки определить, яв-

u 

ляется ли она точкои макс и-

мума, минимума или не яв-
u 

ляется точкои экстремума. 

6. Записать результат исследо­
вания функции: промежутки 

монотонности и экстремумы. 

Пример 

для функции 

у = 2хз - 3х2 - 36х + 5 

Обл. определения: R 
Функция непрерывна во 

всей обл. определения 

f'(x) = 6х2 - 6х- 36 

f'(x)=O 
при х = -2, х = 3 

зиак f' + - + 
1 . " . 3 , 

характер 
-2 

1 \ изжеиеиия 

функции 

х = -2 
точка максимума; 

х=3 

точка минимума 

f( х) возрастает при 
х Е (-оо; -2) и при 

х Е (3; оо); 

f(x) убывает при 
Х Е (-2; 3); 

Xmax = -2, 
Ymax = f(-2) = 49; 

Xmin = 3, 
Ymin = f(3) = -76 

1 
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НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ, 

НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ 

Функция, непрерывная на отрезке, достигает своего наиболь­
шего и наименьшего значений на этом отрезке либо в критиче­
ских точках, принадпежащих отрезку, либо на его концах. 

При меры: 

у 

~ ·i ь х 
~Е ~ 

у 

f(xmax) ········ 

f(a) · 
: . 

f( ь) ··t·······:········ . . . . ; : .. а .s ~ Ьх 
Е: Е: 
~ ~ 

max f(x) = f(xmax) 
[а; Ь] 

а Хтаз: Ь Х 

max f(x) = f(хтаз:) 
[а: Ь] 

max f(x) = f(a) 
[а; Ь] 

min f(x) = f(xmin) 
[а; Ь] 

min f(x) = f(b) 
[а: Ь] 

min f(x) = f(b) 
[а: Ь] 

СХЕМА НАХОЖДЕНИЯ НАИБОЛЬШЕГО И НАИМЕНЬШЕГО 3НА ЧЕНИЙ 
ФУНКЦИИ, НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ 

Пример для функции 

Этапы у = 2х3 - 3х2 - 36х + 5 
на отрезке [О; 4] 

1. Найти производную f'(x). f'(x) = 6х2 - 6х - 36 

2. Найти на данном отрезке f'(x) = О 
критические точки, т.е. точ- при х = -2 и при х = 3. 
ки, в которых f'(x) = О или 

Отрезку [О; 4] принадлежит 
не существует. 

только одна 

критическая точка: х = 3. 

3. Вычислить значения функ- f(O) = 5; 
ции в критических точках f(3) = -76; 
и на концах отрезка. 

f(4) =-59 

4. Из вычисленных значений max f(x) = f(O) = 5 

выбрать наименьшее и наи-
[О; 4] 

min f(x) = f(3) = -76 
большее. [О; 4] 
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ПЕРВООБРАЗНАЯ И ИНТЕГРАЛ*) 
ПЕРВООБРАЗНАЯ 

Функция F(x) называется первообразной для функции 
f ( х) на данном промежутке, если для любого х из этого 
промежуткаF'(х) = f(x). 

npuмep. Первообразной для функции f(x) =хна всей число~ 
вой оси является F(x) = х2 /2, поскольку (х2 /2 )' = х. 

ОСНОВНОЕ СВОЙСТВО ПЕРВООБРАЗНЫХ 

Если F(x)- nервообразная функции f(x). то и функция 
F (х) + С, где С - произвольная nостоянная, также явля­

ется первообразной функции f(x). 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 

Графики всех первообразных данной 

функции f(x) получаются из графи­
ка какой~либо одной первообразной 

параллельными переносами вдоль 

оси у. 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Совокуnность всех первообразных данной функции f (х) 
называется ее неопределенным интегралом и обознача-

ется J f(x)dx : 

J f(x)dx = F(x) + С, где С- произвольная постоянная. 

ПРАВИЛА ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

J cf(x)dx = с J f(x)dx, где с - const 

J(f(x) ± g(x)) dx = J f(x)dx ± J g(x)dx 

J f(ax + b)dx = ~ F(ax + Ь) + С , а * О 
*>таблицу интегралов см. на стр. 189. 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Определенным интегралом от функции f(x) на отрезке [а; Ь] 
n 

называется nредел интегральной суммы L f(~k )8х nри n ~ оо, 
k=l 

Ь-а 
где 8х =--

n 
Ь n 

J f(x)dx = lim L f(~k)8x, где ~k Е [xk -1• xk] (см. рисунок) 
а n~oo k=l 

у 

х 

СВЯЗЬ МЕЖДУ ОПРЕДЕЛЕННЫМ ИНТЕГРАЛОМ И ПЕРВООБРАЗНОЙ 
(ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНИЦА) 

Для неnрерывной функции 

ь J f(x)dx = F(x)l: = F(b) - F(a), 
а 

где F(x)- nервообразная функции f(x). 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

а ь с ь 

Jt(x)dx =О J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx 
а а а с 

ь ь ь 

Jdx = Ь- а J cf(x)dx = с J f(x)dx , где с- const 
а 

а а 

Ь а 

J f(x)dx = - J f(x)dx 
а Ь 

ь ь ь 

J(f(x) ± g(x))dx = J f(x)dx ± J g(x)dx 
а а а 
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у 

у 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

а 

а 

• 1 

ь х 

~ 
~ 

'l.; 
sl ~ 

Площадь криволинейной трапеции, 

ограниченной графиком непрерывной 

положительной на промежутке [а; Ь] 

функции f (х) , осью х и прямым и 

х =а их= Ь: 

ь 

S = Jt(x)dx 
а 

Площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной графиком непрерывной 

отрицательной на промежутке [а; Ь] 

функции f(x), осью х и прямыми 
х =а их= Ь: 

ь 

S = - Jt(x)dx 
а 

3 а .меч а н и е. Если функция изменяет 
знак на промежутке [а; Ь], то 

ь 

St - S2 = J f(x)dx 
а 

ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

~ 
1 s j 

1 i ' 

При прямолинейном движении 

перемещение s численно равно 
площадикриволинейнойтрапе­

ции под графиком зависимости 

скорости v от времени t: 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ И ОБЪЕМОВ 
С ПОМОЩЬЮ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

у = g(x) 

ПЛОЩАДЬ ФИГУРЫ, 

ограниченной графиками непрерывных 

функций у= f (х) и у= g (х) таких, что 
f(x) ~ g(x) для любого х Е [а; Ь], где 
а и Ь-абсциссы точек пересечения гра­
фиков функций: 

ь 

S = J(t(x)- g(x))dx о 
а 

ОБЪЕМ ТЕЛА, 

полученного в результате вращения во­

круг оси х криволинейной трапеции, огра­

ниченной графиком непрерывной и неот-

рицательной функции у= f(x) на отрез­
ке [а; Ь]: 

ь 

V = 1t J f 2 (x)dx о 
а 

ОБЪЕМ ТЕЛА, 

заключенного между двумя перпендику­

лярными к оси х плоскостями х = а и 

х = Ь: 
ь 

v = Js(x)dx, 
а 

где S (х)- площадь сечения плоско­

стью, проходящей через точку х Е [а; Ь] 

и перпендикулярной к оси х о 
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ГЕОМЕТРИЯ 
ПЛАНИМЕТРИЯ 

ПРЯМЫЕ И УГЛЫ НА ПЛОСКОСТИ 

Острый угол Прямой угол 

0° <а< 90°. а= 90°. 

Тупой угол 

90°< а < 180°. 

Вертикальные углы равны. 

Развернутый угол 

а= 180°. 

Смежные углы составляют 

в сумме 180°: 

а + f3 = 180°. 

УГЛЫ С СООТВЕТСТВЕННО ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ СТОРОНАМИ 

Либо равны, либо составляют в сумме 180°. 

УГЛЫ С СООТВЕТСТВЕННО ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫМИ СТОРОНАМИ 

Либо равны, либо составляют в сумме 180°. 



87 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ 

Так называются прямые, которые не пересекаются. 

ПРИЗНАКИ И СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛЪНЫХ ПРЯМЫХ 

Внутренние накрест лежащие углы Сумма внутренних односторонних 
равны. 

Внешние накрест лежащие углы 

равны. 

углов 

равна 180°. 

Сумма внешних односторонних 

углов 

равна 180°. 

Соответственные углы равны. 

а 

с 

ь 

Две прямые, 

параллельные третьей, параллель-

ны: 

(allc, bllc) ~ allb. 

с 
а 

ь 

Две прямые, перпендикулярные 

третьей,параллельны: 

(a.lc, b..Lc) ~ а 11 Ь. 
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ПРИЗНАКИ И СВОЙСТВА 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ (продолжение) 

Теорема Фалеса 

Если параллельные прямые, пересекающие 
стороны угла, 

отсекают на одной стороне угла равные от­

резки, 

то они отсекают равные отрезки 

и на другой стороне угла. 

Верно и обратное: если некоторые прямые, не пересекающиеся внутри 

угла, отсекают на одной стороне угла равные между собой отрезки и 

на другой стороне тоже равные между собой отрезки, то такие прямые 

параллельны. 

Параллельные прямые, пересекающие сто­

роны угла, отсекают на сторонах угла про­

порциональные отрезки: 

а Ь 
-

с d. 

ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ 

проек.ция .. 
наклоннои 

Перпендикуляр короче 

любой наклонной, про­

ведеиной 

к прямой 

из той же точки. 

У равных наклон­

ных, проведеиных из 

одной и той же точ-

ки, проекции равны. 

Верно и обратное: 

если проекции равны, 

то равны и наклон­

ные. 

Из двух наклонных, 

проведеиных из од­

ной и той же точки, 

больше та, у которой 

проекция больше. 

Верно 

и обратное. 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

ПРОИЗВОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРОНАМИ 

И УГЛАМИ 

а 1 1 Ь 1 

с 

с 

Неравенство треугольника 

Любая сторона треугольника 

меньше суммы 

двух других сторон, 

но больше модуля 

их разности: 

la- bl <с< а+ Ь. 
Сумма углов треугольника равна 

180°: а + ~ +у = 180°. 
Против большей стороны 

в треугольнике лежит больший 

угол: Ь > а <=> ~ > а 

Внешний угол треугольника равен 

сумме двух внутренних углов, не 

смежных с ним: 

8 = а+ ~· 

Теорема косинусов: 

Теорема синусов: 

а Ь с 
-----
s1n а sin р stn у 

Это отношение равно 2R, 
где R радиус 

описанной окружности. 
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ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

~~ LlLl ~~ 
По двум сторонам По одной стороне По трем сторонам. 

и углу между ними. и двум прилежащим 

к ней углам. 

ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

~ ;6bl L1 д :i:; L:д' 
По двум пропорцио- По двум равным yr- с с 1 

нальным сторонам лам . По трем пропорцио-
и углу между ними: нальным сторонам : 

а Ь а Ь с 

СВОЙСТВО ПРЯМОЙ, ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ 
СТОРОНЕТРЕУГОЛЬНИКА 

Прямая~ параллельная 

одной из сторон треугольника 

и пересекающая две другие сторо­

ны треугольника, отсекает тре­

угольник, подобный данному. 
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ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ЛИНИИ ТРЕУГОЛЬНИКА 

Медиана - отрезок, соединяющий вершину 

треугольника 

с серединой 

противолежащей стороны. 

Биссектриса - отрезок, который соединяет 

вершину треугольника 

с точкой на противолежащей стороне и де­

лит внутренний угол пополам. 

Высота - перпендику ляр, 

опущенный из вершины треугольника на 

прямую, содержащую 

противолежащую сторону треугольника. 

Взаимное расположение 

медианы, биссектрисы и высоты 

Биссектриса лежит внутри угла, образован­

ного высотой и медианой, проведеиными из 

той же вершины. 

В равнобедренном треугольнике медиана, 

биссектриса и высота, проведеиные к осно­

ванию, совпадают. 

Серединный перпендикуляр -
прямая,перпендикулярная 

стороне треугольника 

и делящая ее пополам. 

Средняя линия - отрезок, 

соединяющий середины 

двух сторон треугольника. 
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СВОЙСТВА МЕДИАН 

Три медианы пересекаются 

в одной точке, 

которая всегда находится внутри 

треугольника 

(центр масс треугольника). 

Каждая медиана точкой пересече­

ния медиан делится в отношении 2 
: 1, считая от вершины. 

Каждая медиана делит треугольник на 2 равновеликих треугольника 
(одинаковой площади). 

а 

Три медианы делят треугольник 

на 6 равновеликих треугольников. 

Длина медианы 

т = .i~2b2 + 2с 2 
- а 2 

а 2 . 



а 

в 

СВОЙСТВА БИССЕКТРИС 

Три биссектрисы пересекаются 

в одной точке, 

которая всегда лежит 

внутри треугольника. 

Эта точка является 
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центром вписанной окружности. 

Биссектриса делит сторону тре­

угольника на отрезки, пропорцио­

нальные двум другим сторонам: 

а 1 Ь 

Биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпендикулярны. 

Если биссектриса внешнего угла треугольника пересекает продолже-

у BD ВС 
ние противолежащеи стороны, то AD = АС. 

а 

Длина биссектрисы 

а 
2bccos 2 

[а= Ь 
+С 
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СВОЙСТВА ВЫСОТ 

• 1/ 
'ортоцентр 
/1 ' 

' ' ' ' ' 

а 

' / 

а 

а 

Прямые, содержащие высоты тре­

угольника, пересекаются 

в одной точке. Эта точка называется 

ортоцентром. 

Ортацентр остроугольного треуголь­

ника лежит внутри треугольника. 

Ортацентр прямоугольного треуголь­

ника 

совпадает с вершиной 

прямого угла . 

Ортацентр тупоугольного треуголь­

ника лежит 

вне треугольника 

(на рисунке треугольник выделен 
серым цветом, 

а продолжения высот и сторон, обра­

зующих тупой угол, проведены пунк­

тиром) . 

Высоты треугольника 

обратно пропорциональны 
его сторонам: 

1 1 1 
h0 :hь:hc = -:-:-. 

а Ь с 

Длина высоты 

ha == Ь sin у = с sin ~ ; 

h = 2S = 2~ р(р - а)(р - Ь)(р - с) 
а а а 

а+Ь+с 
где р = 

2 



СВОЙСТВА 
СЕРЕДИННЫХ ПЕРПЕНДИКУЛЯРОВ 
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Три серединных перпендикуляра пересекаются в одной точке. Эта 

точка является центром описаннои окружности. 

В случае остроугольного тре­

угольника точка пересечения се­

рединных перпендикуляров 

(центр описанной окружности) 

лежит внутри треугольника. 

В случае прямоугольного тре­

угольника точка пересечения сере­

динных перпендикуляров 

(центр описанной окружности) 

совпадает 

с серединой гипотенузы. 

В случае тупоугольного треуголь­

ника точка пересечения середин­

ных перпендикуляров 

(центр описанной окружности) 

лежит вне треугольника. 

СВОЙСТВО СЕРЕДИННОГО ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРА 
И БИССЕКТРИСЫ 

Продолжение биссектрисы пересе­

кается с серединным перпендику­

ляром в точке, лежащей на окруж­

ности, описанной около треуголь­

ника. 
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А 

СВОЙСТВА СРЕДНЕЙ ЛИНИИ 

Средняя линия параллельна 

В одной из сторон треугольника 

с 

и равна ее половине: 

1 
МNIIAC; MN=lAC. 

Она отсекает треугольник, 

подобный данному, 

с коэффициентом подобия 1/2. 

Три средние линии треугольника делят 

его на 4 равных треугольника, подоб­
ных данному, 

с коэффициентом подобия 1/2. 

ВПИСАННАЯ И ОПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТИ 

В любой треугольник 

можно вписать окружность. 

Центр вписанной окружности -
точка пересечения биссектрис. 

Радиус вписанной окружности 

r = S/p, где S- площадь треугольника, 

а+Ь+с 
р=----

2 

Около любого треугольника 

можно описать окружность. 

Центр описанной окружности -
точка пересечения серединных перпендику­

ляров. 

Радиус описанной окружности 

R = аЬс 
4S' 

где S- площадь треугольника. 
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ПЛОЩАДЬ ТРЕУГОЛЬНИКА 

а 

а 

а 

Через сторону и высоту, 

проведеиную к ней: 

1 
S = 2aha. 

Через две стороны и угол между 

ними: 

Формула Герона 

Через три стороны: 

S = ~ р(р - а)(р - Ь)(р- с) , 
а+Ь+с 

где р=--2--

Через полупериметр и радиус впи­

санной окружности: 

S =pr, 
а+Ь+с 

где р = 
2 

Через произведение сторон 

и радиус описанной окружности: 

S = аЬс 
4R. 
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РАВНОБЕДРЕННЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК 

Так называется треугольник, у которого две стороны рав­

ны. 

Равные стороны называются боковыми сторонами, 

а третья сторона - основанием. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ 
РАВНОБЕДРЕННОГОТРЕУГОЛЬНИКА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­
ми, 

так и признаками равнобедренного треугольника, 
то есть являются необходимыми и достаточными усло­
виями того, что треугольник- равнобедренный. Это озна­
чает: 

1. Если треугольник - равнобедренный, то для него 
справедливы все следующие утверждения. 

2. Если для треугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он- равнобедренный. 

.медиана 't биссектриса 
высота 

Углы при основании равны. 

Медиана, биссектриса 

и высота, проведеиные 

к основанию, совпадают. 

Треугольник имеет 

ось симметрии. 



РАВНОСТОРОННИЙ ТРЕУГОЛЬНИК 
Так называется треугольник, у которого три стороны рав­

ны. 

Равносторонний треугольник называется таюке 

правильным треугольником. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ 
РАВНОСТОРОННЕГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­

ми, так и признаками равностороннего треугольника, 

то есть являются необходимыми и достаточными усло­
виями того, что треугольник - равносторонний. Это озна­
чает: 

1. Если треугольник- равносторонний, то для него спра­

ведливы все следующие утверждения. 

2. Если для треугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он -равносторонний. 

Все углы равны. 

Каждая медиана совпадает 

с биссектрисой и высотой, 

проведеиными из той же вершины. 

Центры вписанной и описанной окружностей 

совпадают. 

а а 
(Их радиусы: r = 

2
Jj ; R = J3 ; R = 2r.) 
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Треугольник обладает поворотной симметрией: 

он не изменяется 

при повороте на 120°. 

Треугольник имеет три оси симметрии. 

ВЫСОТА И ПЛОЩАДЬ: h = JЗа; S = J3a
2 

= JJ3r2 = 3J3R
2 

2 4 4 
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ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК 
Так называется треугольник, у которого один угол прямой. 

Стороны, прилежащие к прямому углу, называются катета­
ми, 

а сторона, противолежащая прямому углу- гипотенузой. 

ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

По двум катетам. 

По одному катету 

и гипотенузе. 

По катету 

и прилежащему острому 

углу. 

По катету 

и противолежащему 

острому углу. 

По гипотенузе 

и острому углу. 



ь 
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ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

а 

По одному острому углу. 

По пропорциональности двух 

катетов. 

По пропорциональности кате­

та и гипотенузы. 

ТЕОРЕМА ПИФАГОРА 

Сумма квадратов катетов 

равна квадрату гипотенузы: 

а2 + ь2 = с2. 
Справедливо и обратное утвержде­

ние: если для сторон а, Ь, с тре­

угольника выполняется соотноше-

ни е 

а2 + ь2 = с2, 
то треугольник является прямо­

угольным, 

причем стороны а и Ь -
его катеты, 

а сторона с - гипотенуза. 
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ 

В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 

а 

ь 

а = sin а. = cos(9° 0-а.) 
с 

!!_ = cosa. = sin(9° 0 -a.) 
с 

!!.. = tga. = ctg(9° 0-а.) 
ь 

!!_ = ctga. = tg(9° 0-а.) 
а 

СВОЙСТВА ПРОЕКЦИЙ КАТЕТОВ 

с 

Каждый катет является средним 

пропорциональным между гипоте­

нузой 

и проекцией этого катета 

на гипотенузу: 

ас -а 2-- - - .•. =:> а - асС 
а с 

Высота, опущенная 

на гипотенузу, является средним 

пропорциональным между проек­

циями катетов на гипотенузу: 

ahc = !!_ => h2 = а,Ь, . 
ьс 

Высота выражается через стороны 

и проекции катетов: 

h = аЬ = аЬ 
с ас+ ьс 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

с 
а=-

2 

Ь= JЗс 
2 

а 

с 
a=-

fi 
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ОКРУЖНОСТЬ, ВПИСАННАЯ 

В ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК 

Радиус вписанной окружности: 

аЬ 
r= ----

a + b + c ' 
а + Ь - с 

Г = ----

2 
с 

ОКРУЖНОСТЬ, ОПИСАННАЯ 

ОКОЛО ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

Центр описанной окружности 

совпадает с серединой гипотенузы, 

а радиус равен 

-половине гипотенузы: 

R = E_ 
2 

- медиане, проведеиной 

к гипотенузе: R = те . 

ПЛОЩАДЬ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

ь 

а 

1 
Через катеты : S = 

2 
аЬ . 

Через катет и острый угол: 

S 1 2 1 2 = 2 а tg~ = 2 а ctga . 

Через гипотенузу и любой из ост­

рых углов: 

S = ~ с2 sin 2а = ~ с2 sin 2р . 
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ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ 

ВИДЫ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКОВ 

произвольный 
четырехугольник 

/rарШIЛелограмм 7· 
1 прямоугольник 1 ~ 

L трапеция \ 

квадрат 

ПРОИЗВОЛЬНЫЙ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК 

Сумма внуrренних углов 

равна 360°: 
а. + ~ + у + 8 = 360°. 

Площадь 

(через диагонали 

и угол между ними): 

S = d1d2 sin <р 
2 . 
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ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ОКРУЖНОСТИ 

а 

Четырехугольник можно описать около ок­

ружности, если суммы противолежащих 

сторон равны: 

a+c=b+d. 
Если четырехугольник описан около окруж­

ности, то суммы противолежащих сторон 

равны. 

Площадь: S = pr, 
a+b+c+d 

где р = 
2 

( полупериметр ), 

Н ОСТИ. 

Формула S = pr справедлива для любого многоугольника, описанного 
около окружности. 

ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК, ВПИСАННЫЙ В ОКРУЖНОСТЬ 

Четырехугольник можно вписать в окружность, если 

сумма противолежащих углов равна 180°: а+ у= ~ + 
8 = 180°. 
Если четырехугольник вписан в окружность, то сум­

мы противолежащих углов равны 180°. 

Теорема Птолемея 

Сумма произведений противолежащих сторон 

равна произведению диагоналей: 

ас + bd = d1d2 . 

Площадь 

S = ~ ( р - а)( р - Ь) ( р - с) ( р - d) , 

a+b+c+d 
где р = 

2 
(полупериметр). 
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ПАРАЛЛ ЕЛОГРАММ 

Так называется четырехугольник, 

у которого противолежащие стороны параллельны. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­
ми, 

так и признаками параллелограмма, то есть являются не­

обходимыми и достаточными условиями того, 
что четырехугольник - параллелограмм. Это означает: 

1. Если четырехугольник- параллелограмм, то для него 

справедливы все следующие утверждения. 

2. Если для четырехугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он- параллелограмм. 

Противолежащие стороны 

попарно равны. 

Противолежащие стороны 

равны и параллельны. 

Противолежащие углы 

попарно равны. 

Сумма углов, прилежащих к 

любой стороне, равна 180°: 

а.+~= 180°. 

Диагонали точкой пересече­

ния 

делятся пополам. 
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СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 
(продолжение) 

а 

Сумма квадратов диагоналей равна 

сумме квадратов 

всех сторон: 

d\2 + di = а2 + ь2 + с2 + d2 . 

Каждая диагональ делит четырех­

угольник 

на два равных треугольника. 

Обе диагонали делят четырех­

угольник 

на четыре равновеликих треуголь­

ника 

(одинаковой площади). 

Точка пересечения 

диагоналей является 

центром симметрии. 
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ПЛОЩАДЬ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Через сторону 

и опущенную на нее высоту: 

S = aha = Ьhь . 

Через две прилежащие стороны 
и угол между ними: 

S = аЬ sina . 

Через диагонали 

и угол между ними: 

S = d1d2 sin <р 
2 . 

СВОЙСТВО ПРОИЗВОЛЬНОГО ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА, 
СВЯЗАННОЕ С ПАРАЛЛЕЛОГРАММОМ 

Если соединить отрезка­

ми середины соседних 

сторон любого четырех­

угольника,получится 

параллело грамм. 
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РОМБ 

Так называется параллелограмм, у которого все стороны равны. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ РОМБА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­
ми, 

так и признаками ромба, то есть являются необходимыми и 
достаточными условиями того, что четырехугольник -
ромб. Это означает: 

1. Если четырехугольник- ромб, то для него справедли­
вы все следующие утверждения. 

2. Если для четырехугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он- ромб. 

Все стороны равны. 

Диагонали перпендикулярны 

и точкой пересечения делятся по­

полам. 

Обе диагонали являются биссек­

трисами 

внуrренних углов. 

Прямые, содержащие 

диагонали, 

являются осями симметрии. 
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ОКРУЖНОСТЬ, ВПИСАННАЯ В РОМБ 

В любой ромб можно вписать окружность. 
Радиус r вписанной окружности удовлетво­
ряет соотношениям: 

h 
r =2, 
где h высота ромба, 

d,d2 
r=--

4a ' 

где d1 и d2 - диагонали ромба, 
а - его сторона. 

Точка касания вписанной окружности делит 

сторону ромба на отрезки, связанные с его 

диагоналями 

и радиусом вписанной окружности следую­

щими соотношениями: 

А d 1 = 2.JAH ·АВ, 
d2 = 2.Jвн. АВ, 

r = .JAH · НВ. 

ПЛОЩАДЬ РОМБА 

Через сторону и высоту: S = ah. 
Через сторону 

и радиус вписанной окружности: 

S = 2ar. 

Через сторону и угол ромба: 

S = а2 sina. 
dd 

Через диагонали: S = 1

2 
2 



ПРЯМОУГОЛЬНИК 

Так называется параллелограмм, у которого все углы 
прямые. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ ПРЯМОУГОЛЪНИКА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­
ми, 

так и признаками прямоугольника, то есть являются необ­
ходимыми и достаточными условиями того, 
что четырехугольник- прямоугольник. Это означает: 

1. Если четырехугольник - прямоугольник, то для него 
справедливы все следующие утверждения. 

2. Если для четырехугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он- прямоугольник. 

п г 

Диагонали равны 

и точкой пересечения 

делятся пополам. 

Две стороны параллельны 

и углы, прилежащие 

к одной из этих сторон, прямые. 

111 

, 
Две противолежащие стороны равны 

n г 

.J 

и углы, прилежащие 

к одной из этих сторон, прямые. 

Перпендикуляры к сторонам, прохо­

дящие через их середины, 

являются осями симметрии . 
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ь 

ОКРУЖНОСТЬ, ОПИСАННАЯ 

ОКОЛО ПРЯМОУГОЛЬНИКА 

Около любого прямоугольника 

можно описать окружность . 

Радиус описанной окружности 

d R=-
2' 

где d = ~а 2 + Ь 2 
- диагональ 

прямоугольника. 

ПЛОЩАДЬ ПРЯМОУГОЛЬНИКА 

а 

Через стороны: 

S=ab. 

Через диагональ и угол между 

диагоналями: 

S = d 2 
sin у 
2 

СВЯЗЬ МЕЖДУ ПРЯМОУГОЛЬНИКОМ И РОМБОМ 

Если соединить отрезками середи­

ны соседних сторон любого пря­

моугольника, получится ромб. 

Если соединить отрезками середи­

ны соседних сторон любого ромба, 

получится прямоугольник. 



КВАДРАТ 

Так называется прямоугольник, у которого все стороны 

равны. 

СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ КВАДРАТА 

Приведенные ниже утверждения являются как свойства­
ми, 

так и признаками квадрата, то есть являются 

необходимыми и достаточными условиями того, 
что четырехугольник- квадрат. Это означает: 

1. Если четырехугольник- квадрат, то для него справед­
ливы все следующие утверждения. 
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2. Если для четырехугольника справедливо хотя бы одно 
из следующих утверждений, то он- квадрат. 

. 
Все стороны равны 

и среди внуrренних углов 

есть прямой угол. 

Диагонали равны, 

перпендикулярны 

и, пересекаясь, 

делятся пополам. 

Четырехугольник имеет четыре оси сим­

метрии: 

- прямые, перпендикулярные сторонам и 

проходящие 

через их середины; 

- прямые, содержащие диагонали. 

Четырехугольник обладает поворотной 
симметрией: 

он не изменяется 

при повороте на 90°. 
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ОКРУЖНОСТЬ, ОПИСАННАЯ 

ОКОЛО КВАДРАТА 

Около квадрата можно описать 

окружность. 

Радиус описанной окружности 

выражается через сторону а 

квадрата и его диагональ d сле­
дующим образом: 

а d 
R= fi=2 · 

ОКРУЖНОСТЬ, ВПИСАННАЯ 

В КВАДРАТ 

а 

а 

В квадрат можно 

вписать окружность. 

Радиус вписанной окружности 

равен 

половине стороны: 

а 
Г=2. 

ПЛОЩАДЬ КВАДРАТА 

Через сторону: 

S=cl. 
Через диагональ: 

d2 
S=-

2 



ТРАПЕЦИЯ 

Так называется четырехугольник, у которого 
две стороны параллельны (основания), 
а две другие - не параллельны (боковые стороны). 
Трапеция с равными боковыми сторонами называется рав­
нобокой (равнобедренной, равнобочной). 

ЭЛЕМЕНТЫ ТРАПЕЦИИ 

ь 

а 
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а,Ь основания (all Ь), 
т,п -боковые стороны, 

d1, d2 - диагоншzи, 

h - высота (отрезок, соединяю­

щий основания 

ь 

и перпендикулярный им}, 

МN- средняя линия 

(отрезок, соединяющий середины 

боковых сторон). 

ПЛОЩАДЬ ТРАПЕЦИИ 

Через полусумму оснований 

и высоту: 

S=a+bh. 
2 

Через среднюю линию 

и высоту: 

S = МN-h. 

Через диагонали 

и угол между ними: 

S = d1d2 sin q> 
2 . 
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СВОЙСТВА ТРАПЕЦИИ 

ь 

h 

а 

в с 

А 

в с 

А D 
MOD(\)~COB 

Средняя линия 

параллельна основаниям, 

равна их полусумме и делит любой 

отрезок с концами, лежащими на пря­

мых, содержащих основания, (напри­

мер, высоту трапеции) пополам: 

а+Ь AfN II а, AfNII ь, MN = 
2 

. 

Сумма углов, 

прилежащих к любой боковой сторо­

не, равна 180°: 

а.+ J3 = 180°, 
у+ 8 = 180°. 

Треугольники 

АОВиDОС, 

образованные боковыми сторонами 

и отрезками диагоналей, равновелики 

(имеют равные площади). 

Треугольники AOD и СОВ, 
образованные основаниями 
и отрезками диагоналей, подобны. 

Коэффициент подобия k 
равен отношению оснований: 

k = AD 
вс· 

Отношение площадей этих треуголь­

ников равно/!. 
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А 
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СВОЙСТВА ТРАПЕЦИИ (продолжение) 

х с 

у 

с 

Любой отрезок, соединяющий осно-

вания и проходящий 

через точку пересечения диагоналей 

трапеции, 

делится этой точкой 

в отношении 

ох вс 
--=--
ОУ AD. 

Это справедливо, в том числе, для 

самих диагоналей 

и высоты. 

Любую равнобокую трапецию можно 

вписать в окружность. 

Вписать в окружность можно толь­

ко равнобокую трапецию. 

Если трапеция ABCD 
описана около окружности, 

то треугольники АОВ и DOC пря­
моугольные 

(точка О - центр вписанной окруж­

ности). 

Высоты этих треугольников, опу­

щенные на гипотенузы, равны ра­

диусу вписанной окружности, 

._ ___ ......;;;;_ ...... IIIIIOio. ___ ,.D а высота трапеции равна диаметру 

А вписанной окружности. 
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ОКРУЖНОСТЬ 

ПРЯМЫЕ И ОТРЕЗКИ, 

СВЯЗАННЫЕ С ОКРУЖНОСТЬЮ 

УГЛЫ, СВЯЗАННЫЕ С ОКРУЖНОСТЬЮ 

УГЛОВАЯ МЕРА ДУГИ ОКРУЖНОСТИ 

Угловой мерой дуги окружности является центральный угол, который 

опи ается на э д 

РАДИАНПАЯ МЕРА УГЛА 

Угол в один радиан равен центральному углу, опирающе­

муся 

на дугу, длина которой равна радиусу окружности. 

1 радиан~ 57°17'45", 
1t 

1°= -радиан 
18° 

1t радиан = 180°, 
1t "2 радиан = 90°. 
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СВОЙСТВА ВПИСАННЫХ УГЛОВ 

Вписанный угол равен половине централь­

ного, опирающегося 

на ту же дугу: 

а 

Р=2. 

Все вписанные углы, опирающиеся 

на одну и ту же дугу, равны. 

Все вписанные углы, опирающиеся на одну 

и ту же хорду, 

вершины которых лежат 

по одну сторону от этой хорды, равны. 

Любая пара углов, опирающихся 

на одну и ту же хорду, вершины которых 

лежат по разные стороны хорды, составля­

ют в сумме 180°: 

а+ р = 180°. 

Все вписанные углы, опирающиеся на диа­

метр, прямые. 
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УГЛЫ МЕЖДУ ХОРДАМИ, КАСАТЕЛЬНЫМИ 

И СЕКУЩИМИ 

Угол между пересекающи­

мися хордами: 

а+~ 
у = --'--2 . 

Угол между секущими, пе­

ресекающимися 

вне окружности: 

у= 
~-а 

2 . 

Угол между касательной 

и секущей: 

~-а 
у= 2 . 

Угол между касательными: 

~-а 
у= 2 =п-а. 

У гол между касательной 

и хордой: 

а 
у=-

2 



СВОЙСТВА ХОРД 

Если хорды равноудалены 

от центра окружности, 

то они равны. 

Если хорды равны, 

то они равноудалены 

от центра окружности. 

Большая из двух хорд 

находится ближе 

к центру окружности. 

Наибольшая хорда 

является диаметром. 

Если диаметр делит хорду пополам, 

то он перпендикулярен ей. 

Если диаметр перпендикулярен хорде, 

то он делит ее пополам. 

Длина хорды: 

1 = 2R sin ~ = 2R sin р . 
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ДЛИНАМИ ХОРД, ОТРЕЗКОВ 

КАСАТЕЛЬНЫХ И СЕКУЩИХ 

А 

Отрезки пересекаю­

щихся хорд связаны 

соотношением: 

аЬ = cd. 

Отрезки касательных, 

проведеиных 

из одной точки, равны: 

АВ=АС. 

Квадрат отрезка каса­

тельной равен произве­

дению отрезков секу­

щей, проведеиной из 

той же точки: 

АВ2 = AC·AD. 

Произведения отрезков 

секущих, проведеиных 

из одной точки, равны: 

АВ· АС= AD · АЕ. 
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СВОЙСТВА ДУГ И ХОРД 

Равные дуги стягиваются равными Дуги, заключенные между парал­

хо дами. 

ДЛИНА ДУГИ И ОКРУЖНОСТИ 

Длина дуги: / = а. r 
(угол а. в радианах). Длина окружности: 

L = 21tr. 

ПЛОЩАДЬ КРУГА И ЕГО ЧАСТЕЙ 

Площадь круга: S = n?. 

1 
Площадь сектора: S = '2 a.r 2 

(угол а. в радианах). 

Площадь сегмента : S = ~(о.- sin o.)r 2 

(угол а. в радианах). 
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ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 

ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ. 
ОБЩИЕ КАСАТЕЛЬНЫЕ 

Общей касательной к двум окружностям называется пря­
мая, 

касающаяся обеих окружностей. 

Одна окружность лежит внутри другой 

- общих касательных нет. 

Расстояние между центрами окружностей 

меньше разности 

их радиусов: О1 О2 < R1 - R2. 

Одна окружность касается другой изнут­

ри -окружности имеют одну общую 

точку М, лежащую 

на прямой О 1О2 . 
Одна общая касательная а проходит че­

рез эту точку и перпендикулярна пря­

мой 0102. 

Расстояние между центрами окружностей 

равно разности 

их радиусов: 0 1 О2 = R 1 - R2. 

Окружности пересекаются -
имеют две общих точки М и N. 

Есть две общих касательных а и Ь. Если 

радиусы окружностей равны, то каса­

тельные параллельны, 

а если радиусы не равны, то касатель­

ные пересекаются в точке, 

лежащей на прямой О 10 2 • 

Общая хорда МN перпендикулярна пря­

мой 0 10 2 и делится ею пополам: МN .l 
0102 ; мк = КN. 
Расстояние между центрами окружностей 

больше разности их радиусов, но меньше 
суммы: 

R,- R2< 0,02 < R, + R2. 



ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 
ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ 

(продолжение) 
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Одна окружность касается другой снару-

жи окружности имеют одну общую 

точку м, 

лежащую на прямой 0 10 2 • 

Есть три общих касательных. 

Одна из них (а) проходит через 

точку касания окружностей 

и перпендикулярна прямой 0 10 2 • 

Если радиусы окружностей равны, то 

две другие общие касательные ( Ь и с) 
параллельны, а если радиусы не равны, 

то эти общие касательные пересекаются 

в точке, 

лежащей на прямой О 1О2. 

Расстояние между центрами окружностей 

равно сумме их радиусов: О1О2 = Rt + Rz 

Одна окружность лежит вне другой. 

Есть четыре общих касательных: две из 

них (а и Ь) называются внутренними 

и всегда пересекаются в точке, лежащей 

на отрезке О1О2. 

Две другие общие касательные 

(с и d) называются внешними. Если ра­
диусы окружностей равны, то внешние 

касательные параллельны, а если радиу­

сы не равны, то внешние касательные 

пересекаются в точке, лежащей на пря­

мой 0102. 

Расстояние между центрами окружностей 

больше суммы их радиусов: 0 10 2 > R 1 + 
Rz. 
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МНОГОУГОЛЬНИКИ 

ПРОИЗВОЛЬНЫЙ МНОГОУГОЛЬНИК 

Сумма внутренних углов 

п-угольника: 

Сумма внешних углов п-угольника: 

Сумма внешних углов 

не зависит от n. 

Число N диагоналей п-угольника: 

N = n(n- 3). 
2 

Число К треугольников, на которые раз­

бивается п-угольник диагоналями, выхо­

дящими из одной вершины: 

К= n-2. 
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ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ 
Так называются многоугольники, у которых все стороны 

равны 

и все углы равны. Любой правильный многоугольник можно 
вписать в окружность и описать около окружности. 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРОНОЙ ПРАВИЛЬНОГО 
МНОГОУГОЛЬНИКА 
И РАДИУСАМИ ВПИСАННОЙ И ОПИСАННОЙ 
ОКРУЖНОСТЕЙ 

(обозначения: а- сторона, r- радиус вписанной окружности, R -
радиус описанной окружности) 

rчереза Rчереза а через r ачерезR 

а а а= 2/Зr а= JЗR треугольник r=-- R= J3 2/3 

а а а= 2r а= .fiR квадрат r=- R = .fi 2 

шестиугольник JЗа R=a 2r a=R r=-- а= J3 2 

n-уrольник 
а R= а 18оо 1800 

Г= 1800 . 180 о а= 2rtg- a=2Rsin-
2tg- 2sш- n n 

n n 

ПЛОЩАДЬ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ 

через а через r через R 

треугольник S= 
J3a2 

s = зJ3r2 S= 
ЗJ3R2 

4 4 

квадрат S = а2 S = 4r2 S = 2R2 

шестиугольник S= 
з.J3а 2 

S = 2.J3r2 
S= 

зJ3R2 

2 2 

S= 
а2п 

S = r 2n tg 
}goo 1 2 • 36° о 

n-угольник 
18оо 

S = -R nsm-
4tg- n 2 n 

n 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТ А ТОЧЕК 
Геометрическим местом точек называется фигура, удов­

летворяющая двум условиям: 

1. Все точки фигуры обладают данным свойством. 

2. Все точки, обладающие данным свойством, 
nринадлежат этой фигуре. 

НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК НА ПЛОСКОСТИ 

геомет точек 

геометрическое место точек 

П данная прямая -, 

геометрическое место точек 

Окружность­

множество точек, находя­

щихся 

на данном расстоянии 

от данной точки О. 

Серединный перпендикуляр 

к отрезку с концами в двух 

данных точках­

множество точек, равноуда­

ленных от двух данных 

точек. 

Две прямые, параллельные 

данной 

и находящиеся 

на данном 

расстоянии 

от нее-

множество точек, удален­

ных 

от данной прямой 

на данное расстояние. 
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НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК НА ПЛОСКОСТИ 

(продолжение} 

одна из двух данных прямых 

одна из дв данных n !ЯМЫХ 

ПрЯJИая, параллельная двум 

данным прямым 

и находящаяся 

на одинаковом расстоянии 

от них - множество точек, 

удаленных от двух парал­

лельных прямых на одно и 

то же расстояние. 

Биссектриса угла­

множество точек, равноуда­

ленных от сторон угла. 

Две дуги окружности рав­

ных радиусов 

(за исключением крайних 

точек), опирающиеся на 

данный отрезок­

множество точек, 

из которых данный отрезок 

виден под данным углом. 
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ПРЕОБРА30ВАНИЯ ФИГУР. 

ВИДЫ СИММЕТРИИ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФИГУР 

-, ......... --""" -- -- --"'- ........ __ , --- -----~--......... ... ....... --, __ ...... 
--""" --

1 
1 

1 
~ , 
/~ 

1 , ,, L.-­,, --т 

--'""- ... ;fЦ:Нтр ,, 
-$/ 1 симметрии 

, 1 
, 111::: 

1 
1 

-------- ::! -------
::! 

~ 
--- · е· 5----- .. 
---о ~ · ----

~ · ------

Параллельный перенос 

Все точки фигуры смещаются 

в одном и том же направлении 

на одно и то же расстояние. 

Поворот 

Все точки фигуры поворачиваются на 

один и тот же угол 

вокруг одной и той же точки - центра 

поворота. 

Преобразование симметрии от­

носительно точки 

Каждая точка фигуры переходит 

в точку, симметричную ей относитель­

но фиксированной точки - центра 

симметрии. 

Для плоскости это преобразование сов­
падает с поворотом на 180° 
(вокруг той же точки). 

Иреобразование симметрии от­

носительно прямой 

Каждая точка фигуры переходит 

в точку, симметричную ей относитель­

но фиксированной прямой- оси сим­

метрии. 



ИРЕОБРАЗОВАНИЯ ФИГУР (продолжение) 

Движение 

Преобразование фигуры, 
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при котором расстояния между любыми 

соответственными точками фигуры 

сохраняются. 

Примерами движений являются парал­

лельвый перенос, поворот, преобразо­
вания симметрии относительно точки 

и прямой. 

Гомотетия 

Все точки фигуры смещаются вдоль 

прямых, проходящих 

через одну и ту же точку 

(центр гомотетии) так, что 

ОА2 = k. OAI' 

ов2 = k . ОВ1 и т. д. 

Величина k называется коэффициентом 
гомотетии. 

При k = - 1 гомотетия совпадает с пре­
образованием симметрии относитель­

но точки. 

Подобие 

Преобразование фигуры, 

при котором расстояния между любы­

ми соответственными точками изме­

няются в одно 

и то же число раз. Пример подобия -
преобразование гомотетии . 

Площади подобных фигур относятся как квадраты их линейных разме­

ров (например, соответствующих сторон, высот, периметров, радиусов 

ит.п .. 
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1 
1 
1 
1 
1 - ---т--- -
1 
1 
1 
1 
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ВИДЫ СИММЕТРИИ ФИГУР 

1 

ш 

Переноспая 

Фигура не изменяется 

при параллельном переносе. 

Пример: прямая не изменяется при 

параллельном переносе 

вдоль самой себя. 

Поворотная 

Фигура не изменяется при повороте на 

некоторый угол. 

Примеры: квадрат не изменяется при 

повороте на 90° вокруг 
своего центра~ равносторонний тре­

угольник- при повороте 

на 120° ~ окружность - при повороте 

на любой угол. 

Симметрия относительно точ­

ки 

Фигура не изменяется 

при преобразовании симметрии отно­

сительно точки. 

Примеры: параллелоrрамм, график 

функции у = xn при нечетном n. 

Симметрия относительно пря­
мой (зеркальная) 

Фигура не изменяется 

при преобразовании симметрии отно­

сительно прямой. 

Примеры: равнобедренный треуголь­

ник~ прямоугольник 

(две оси симметрии), 

равнобокая трапеция, график функции 

у = xn при четном n. 
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ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ 

у~~ 

Уо .............. А(хо; yr) 
1 

1 
: • 1 . 
1 
1 

1 
: ... 

О Хо х 

о х 

о х 

о х 

Оси координат: 

ось х - ось абсцисс, 
ось у- ось ординат. 

Точка О- начало координат. 

Любой точке плоскости сопостав-

ляются два числа: абсцисса х0 и 
ордината У о· 

Эти числа называются декартовы­
ми координатами данной точки. 

Расстояние между двумя точками: 

АВ= ~(xl - х2)2 + (Yt - у2)2 . 

Координаты 

середины отрезка: 

xt + xl 
Х= 

2 ' 

у = Yt + У2 
2 . 

Координаты точки, делящей отре­

зок в заданном отно-шении: если 

AD- al то 
' DB а2 
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УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ 

ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ 
ах+Ьу+с=О 

(коэффициенты а,Ь не равны нулю одновременно; 

они являются координатами вектора (а; Ь), перпендикулярного данной 
прямой). 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

ПРЯМАЯ, ПРОХОДЯЩАЯ ЧЕРЕЗ НАЧАЛО КООРДИНАТ 

ПОД УГЛОМ К КООРДИНАТНЫМ ОСЯМ 

(ГРАФИК ПРЯМОЙ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ) 

У 11 ~ ... (а о< • , Ь о< • , с = ' ) а=> ах + Ьу = ' 

~ у=--Х 
/'0 х ь 

ПРЯМАЯ, ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ ОСИ х 

у 1 ~ (а = о , Ь ;~:. о , с ;~:. о ) => Ьу + с = о 

о 
с 

у=--
ь 

ПРЯМАЯ, ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ ОСИ у 

у J\ (а ;~:. о, Ь = о, с ;~:. о) => ах+ с = о 

... 
о 

УРАВНЕНИЕ ОСИ Х 

с 
Х=-­

а 

у~~ (а = о' Ь ;~:. о, с = о) => Ьу = о 

у= 
о 

... , 
х о 

УРАВНЕНИЕ ОСИ у 

(а * о, Ь = о, с = о) => ах = о 

Х= 
о 

о 
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УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ 
С УГЛОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

у= kx + Ь; k = tg а. 

~ '\ 
) 

<;:'\ ... 
х о "' х k > О при 0° < а. < 90° k < О при 90° < а < 180° 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

ГРАФИК ПРЯМОЙ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ 

у,,. ь =о, k:-~= о 

~ ... у =kx 

~ о х 

ПРЯМАЯ. ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ ОСИ Х 

:f 
k О, Ь :-~:0 

у=Ь 
) 
х 

УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ, 
ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ ДВЕ ЗАДАННЫЕ ТОЧКИ 

(у- у1 )(х2 - х1 ) = (х- х1 )(у2 - у1 ) 

х 

Если х1 :-1= х2 , у1 :-1= у2 , это урав­

нение можно записать 

у-у х-х 

в виде 1 = 1 

У2 -yl х2 -xl 

УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ В ОТРЕЗКАХ НА ОСЯХ 

х у 
-+-=1 
а Ь 

(а * о' Ь * о) 
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ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ДВУХ ПРЯМЫХ, ЗАДАННЫХ ОБЩИМ 

УРАВНЕНИЕМ ПРЯМОЙ 

СОВПАДАЮЩИЕ ПРЯМЫЕ 

Для коэффициен- Для произвольных 

тов а;, Ь;, с;, отлич- коэффициентов 

ных от нуля: а;, Ь;, С;: 

ai bl ci 
еlь2 = a2bl х - -

а2 ь2 с2 
alc2 = a2ct 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ 

ПЕРЕСЕКАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ 

х 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ 

х 
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ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ДВУХ ПРЯМЫХ, ЗАДАННЫХ УРАВНЕНИЕМ 

ПРЯМОЙ 
С УГЛОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

Zt : у = k 1 х + ь 1; z2 : у = k2 х + ь2 

СОВПАДАЮЩИЕ ПРЯМЫЕ 

х 

ПАР АЛЛЕЛЬНЫ Е ПРЯМЫЕ 

ПЕРЕСЕКАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ 

х 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ 

х 
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КООРДИНАТЫ ТОЧКИ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ПРЯМЫХ 

Zt: а1 х + htY + с1 =О; /2: а2х + Ь2у + с2 =О 
или 

у 

z1: у= k1 х + ь1; z2: у= k2x + ь2 
являются решением системы уравнений: 

{а1х + Ь1у + с1 = 
0

0 

а2х + Ь2у + с2 = 

откуда 

btc2 - Ь2с, 
х. = ' 

а1 Ь2 - а2 Ь1 
У· - a2ci - alc2 

- atb2 - а2Ь, . 

УРАВНЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ 

{у= k1x + Ь1 
у= k2x + ь2 

откуда 

- ьl - ь2 
х. -- k,- k2' 

klb2- k2bl 
у. = ...._...:_.....:,_~::.._...:_ 

k,- k2 

С центром в начале координат: 

С центром в точке (хо; Уо): 

(х - х. )2 + (у - У· )2 = R2. 
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ВЕКТОРЫ 

Так называются величины, которые характеризуются чис­

ленным значением и направлением. На чертежах векторы 

изображаются в виде направленных отрезков. Длина отрез­

ка называется модулем (абсолютной величиной) вектора. 

ОБОЗНАЧЕНИЯВЕКТОРОВ 

а или АВ, 

где А - начало вектора, 

В -конец вектора. 

Обозначение модуля: 1 а 1 или 1 АВ 1· 

НУЛЕВОЙ ВЕКТОР 
Так называется вектор, конец которого совпадает с началом. 

На чертежах такой вектор изображается точкой и обозначается 

О . Модуль нулевого вектора равен нулю. 
а его направление не определено. 

КОЛЛИНЕАРНЫЕ ВЕКТОРЫ 

Так называются векторы, лежащие на одной прямой 
или на параллельных прямых. 

(Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору.) 

ВИДЫ КОЛЛИНЕАРНЫХ ВЕКТОРОВ 

сонаправленные противоположно направленные 

равные противоположные 

а =h а=-Ь 
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правило 

треугольника 

ДЕЙСТВИЯ НАД ВЕКТОРАМИ 

СЛОЖЕНИЕ ДВУХ ВЕКТОРОВ 

с 

Сумма двух векторов находится 

с помощью 

правилатреугольника 

или правила параллелограмма: 

~/'правило 
~ ~ ~ параллелограм.ма 

в 

~с 
Для любых трех точек А, В, С справед­

ливо соотношение: 

АВ+ ВС= АС 

ь 

а 

-
-Ь 

СЛОЖЕНИЕ НЕСКОЛЬКИХ ВЕКТОРОВ 

d 

ь 

Сумма нескольких векторов находит­

ся аналогично 

сумме двух векторов 

с помощью правила многоуголь­

ника, 

которое является обобщением пра­

вила треугольника. 

ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ 

Разность двух векторов 

а и Ь - это вектор ё, 

который в сумме с вектором Ь 
дает вектор а : 

Ь+с=а => с=а-Ь 

Вектор ё можно найти также, скла­

дывая с вектором а 

вектор - Ь , противоположный вектору 
Ь: 

с= а+ (-Ь) 
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ДЕЙСТВИЯ НАД ВЕКТОРАМИ (продолжение) 

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО 

Y
l 
а 

2 

Произведение вектора а 

на число Л- это коллинеарный 
ему 

вектор Ла , соваправленный 
с вектором а , если Л > О, 
и направленный противополож­

но ему, 

если Л< О. 

Модуль вектора Ла удовлетво­

ряет соотношению: 

1 Ла 1 =1 ЛН а 1. 

СКАЛЯРНОЕ УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

Скалярное произведение а · Ь векторов а и Ь -это число, равное 
произведению модулей векторов на косинус угла между ними: 

а · ь = la I·Jb J· cos <р • 
Модуль вектора la 1 = .J а · а = .Jii2 . 

а 

ь -
ь 

-- ь о а. = 

90° < <р ~ 180° 

а· Ь <о 
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КООРДИНАТЫВЕКТОРА 

Координатами вектора называются разности координат 
конца и начала вектора. 

НА ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

z 
у 

YJ ---- 1 
1 
1 
1 
1 

Координатывектора 

а(ах;ау): 

Модуль вектора 

lal =~а;+ а~ 

: У2 у 
1 ~ ~ 
1 -- ~~ ~~ 
1 х1 1 ~~ ~~ 

Х2 -----" • ~~ ____________ J! 

Координаты вектора 

a(ax;ay;az): 

ау= У2- У1 

Oz = Z2 -ZJ 

Модуль вектора 

lal =~а;+ а~ +а; 

Координаты вектора не изменяются при параллельном 
пере носе. 

У равных векторов соответствующие координаты равны. 



ДЕЙСТВИЯ НАД ВЕКТОРАМИ 
В КООРДИНАТНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

НА ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ: 

с=а+Ь 

Сх =ах+ hx 
Су ау+ hy 

Сх =ах+ hx 
Су= ау+ hy 
Cz = az + bz 

ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ: 

с=а-Ь 

Сх =ах- hx 
Су= ау hy 

Сх =ах- hx 
Су= ay-hy 
Cz = az hz 

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО: 

Ь = 'Аа 

hx = Мх 

hy = Аау 
hz = Mz 

СКАЛЯРНОЕ УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ: 

s =а· Ь 

143 



144 

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ 

-
ь 

Косинус угла между векто­

рами находится 

из соотношения 

a·h 
COSq> = 

11

. 

lal· Ь 

В координатном представлении: 

на плоскости: 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ (ОРТОГОНАЛЬНЫЕ) ВЕКТОРЫ 

В координатном представлении: -
а 

-

ь 
Скалярное произведение 

равно нулю: 

а· Ь =о. 

на плоскости: 

axhx + ауЬу = О, 

в пространстве: 

axhx + ayhy + azhz = о. 

КОЛЛИНЕАРНЫЕ ВЕКТОРЫ 

Модуль скалярного произ­

ведения векторов равен 

произведению 

их модулей: 

\а · Ь \ = la 1·\h \· 

В координатном представлении: 

координаты векторов пропорциональны, 

то есть удовлетворяют соотношениям: 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ПЛОСКОСТИ 

ПО ДВУМ НЕКОЛЛИНЕАРНЫМ ВЕКТОРАМ 

На плоскости любой вектор с 
может быть представлен 

1 
1 

1 
1 

1 

в виде суммы двух векторов, соот­

ветственно коллинеарных двум 

заданным неколлинеарным векто-

1 

ь ~ь 

л.> о, ~>о 

1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 

л.< о, ~>о 

рам а и Ь: 

с= л.а + ~ь, 
где Л. и ~- числа. 

Такое представление называется 

разложением вектора по двум за­

данным векторам. 

Разложить вектор 
на плоскости по двум заданным 

неколлинеарным векторам можно 

единственным образом. 

РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ ПО ТРЕМ 

НЕКОМПЛАНАРНЫМ ВЕКТОРАМ 

(Компланарными называются векторы, 
параллельные одной и той же плоскости) 

В пространстве любой вектор d может быть представлен в виде суммы 
трех векторов, соответственно коллинеарных трем заданным некомпла-

нарным векторам а , Ь и с : 
- -
d = Л.а + ~ь + vё ' 
где Л., ~ и v - числа. 

Такое представление называется разложением вектора 

по трем заданным векторам. 

Разложить вектор в пространстве по трем заданны.м некомпланарным 

векторам можно едuнственны.\1 образом. 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА 

ПО КООРДИНАТНЫМ ВЕКТОРАМ 

Координатные векторы (орты) направлены вдоль осей ко­
ординат. Модули этих векторов равны 1. 

у 

2 

1 
-
j 

Обозначения координатных векторов: 

на плоскости в пространстве 

- - - - -
i(1; 0

), j(; 1) i(1; 0

; 

0

), j(; 1; 0

), k(; 0

; 1) 
или 

е1 (1; о), е2 с ; 1) el(l; 
или 

о . о ) е- (о . 1. о ) е (о . о . l) 
' ' 2 '' '3'' 

z 
2 

1 

о i 1 2 3 х 1 2 у 

Любой вектор а можно разложить единственным образом 

по координатным векторам: 

х 

х 

- -
а = а) + ayj + azk 

z 
а ). -----------;1 
/ / 1 

/ / 1 
// // 1 

(--- 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 
1 1 
1 1 / 
1 1 / ___________ _", 

ах 

Коэффициенты разложения а; являются 

проекциями вектора а на оси координат. 



СТЕРЕОМЕТРИЯ 

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ 

В ПРОСТР АИСТ ВЕ 

СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ТОЧКИ 

Точка в пространстве однозначно определяется: 
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Двумя пересекающимися 

прямыми. 
Пересекающимися прямой и 

плоскостью. 

Тремя попарно пересекающимися плоскостями, 

если прямые пересечения плоскостей пересекаются. 

СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ПРЯМОЙ 

Прямая в пространстве однозначно определяется: 

Двумя точками. 

---------- ... 
а ... 

Ct 

Двумя пересекающимися 

плоскостями. 
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СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ПЛОСКОСТИ 

Плоскость в пространстве однозначно определяется: 

.в 

А 
• .с 

а -
ь 

А 
• 

Тремя точками, 

не лежащими 

на одной nрямой . 

Двумя 

пересекающимися прямыми. 

Двумя 

параллельными nрямыми. 

Прямой и точкой, 

не лежащей на ней . 
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ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ 
И ПЛОСКОСТЕЙ 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ 

Так называются прямые, которые лежат в одной плоско­
сти 

и не пересекаются. 

ПРИЗНАК ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ПРЯМЫХ 

Две прямые, параллельные треть­

ей, 

параллельны между собой: 

(allc, bllc) => allb 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ 

Прямая и плоскость называются параллельными, 
если они не пересекаются. 

ПРИЗНАК ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

Если прямая, не принадлежащая данной 

плоскости, параллельна одной из пря­

мых этой плоскости, 

то она параллельна 

этой плоскости: 

(blla, bcza, аса) =>hlla. 

СВОЙСТВО ПРЯМОЙ, ПАР АЛЛЕЛЬНОЙ ДАННОЙ ПЛОСКОСТИ 

ь 

----------// а 
а 

Любая плоскость, проходящая через 

прямую параллельную данной плоско­

сти, либо параллельна этой плоскости, 

либо пересекает ее по прямой, 

параллельной данной прямой: 

(Ь с (3, blla) => (311а или allb. 



150 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПЛОСКОСТИ 

Так называются плоскости, которые не пересекаются. 

ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛЪНОСТИ ПЛОСКОСТЕЙ 

Если две пересекающиеся прямые 

одной плоскости соответственно 

параллельны двум пересекающим­

ся прямым другой плоскости, 

то эти плоскости параллельны: 

(a1lla2, b1llb2) =>а 11~ · 

......._6___1 _ ___,/ 

........ д_13 _ ___,/ 

Если каждая из двух данных плос­

костей параллельна третьей плос­

кости, 

то данные две плоскости парал­

лельны между собой: 

(а IIY, ~ llr) => а 11~. 

СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛЪНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 

Если две параллельные плоскости 

пересекаются третьей плоскостью, 

то линии пересечения плоскостей 

параллельны: 

а 11~ => а llb. 

Отрезки параллельных прямых, 

заключенные 

между двумя параллельными 

плоскостями, равны: 

(а 11~, а llb) =>АВ= CD. 
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ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ 
И ПЛОСКОСТЕЙ 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ 

Две прямые называются перпендикулярными, 
если они первсекаются под прямым углом. 

А7 
и 

ПРИЗНАК ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМЫХ 

Две пересекающиеся прямые, па­

раллельные соответственно двум 

перпендикулярным прямым, пер­

пендикулярны: 

(atllbi, a2llb2, alj_a2) =:> btl_b2. 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

Прямая, пересекающая плоскость, называется перпенди­
кулярной этой плоскости, если она перпендикулярна любой 
прямой, принадлежащей плоскости 

и проходящей через точку пересечения. 

ПРИЗНАК ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

а 
Если прямая перпендикулярна двум пере­

секающимся прямым данной плоскости, то 

она перпендикулярна этой плоскости: 

( al_b и aj_c) =:> aj_a . 

ПРЯМЫЕ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПЛОСКОСТИ 

Две прямые, перпендикулярные одной и 

той же плоскости, параллельны. 

Если одна из двух параллельных прямых 

перпендикулярна данной плоскости, то и 

другая прямая перпендикулярна этой плос­

кости. 
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ПРЯМАЯ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНАЯ ПЛОСКОСТЯМ 

Прямая, перпендикулярная 

одной из двух параллельных плоскостей, 

перпендикулярна 

и другой плоскости . 

Две плоскости, 

перпендикулярные 

одной и той же прямой, параллельны. 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬПЛОСКОСТЕЙ 

Пересекающиеся плоскости называются перпендикуляр­
ными, если третья плоскость, перпендикулярная прямой 

пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпенди­

кулярным прямым. 

третья 

ПРИЗНАК ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНОСТИ ПЛОСКОСТЕЙ 

Плоскости перпендикулярны, 

если одна из них содержит перпендикуляр 

к другой плоскости: 

(а с аи а _i ~) => а _i ~ . 

СВОЙСТВО ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 

Если плоскости перпендикулярны, 

то прямая, лежащая в одной из них 

и перпендикулярная линии пересечения 

плоскостей, перпендикулярна другой плос­

кости: 

(а _i ~иасаиа _i Ь) => al_~. 



ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ 

Перпендикуляр короче 

любой наклонной, 
проведеиной к плоскости 

из той же точки. 

У равных наклонных, проведеиных 
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к плоскости из одной точки, проекции рав­

ны. 

Справедливо и обратное: если у двух на­

клонных, проведеиных из одной точки, 

проекции равны, то равны и наклонные. 

Из двух наклонных, 

проведеиных из одной 

точки, больше та, 

у которой проекция больше. 

Справедливо и обратное. 

Теорема о трех перпенднкулярах 

(содержит два утверждения: 

прямое и обратное) 

Если прямая, лежащая в плоскости 

и проходящая через основание наклонной, 

перпендикулярна проекции наклонной, 

то она перпендикулярна 

и самой наклонной. 

Если прямая, лежащая в плоскости 

и проходящая через основание наклон­

ной, перпендикулярна наклонной, то она 

перпендикулярна и проекции наклонной. 
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СКРЕЩИВАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ 

Так называются прямые, которые не лежат в одной nлос­

кости 

(то есть не nараллельны и не nересекаются). 

ПРИЗНАК СКРЕЩИВАЮЩИХСЯ ПРЯМЫХ 

Если одна из двух данных прямых пересе­

кает плоскость, в которой лежит другая 

прямая, и точка пересечения прямой и 

плоскости 

не принадлежит другой прямой, 

то данные прямые скрещиваются. 

РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ 

Через две скрещивающиеся прямые можно 

провести две параллельные плоскости 

(единственным образом). 

Расстоянием между скрещивающимися 

прямыми называется расстояние 

между этими плоскостями. 

ОБЩИЙ ПЕРПЕНДИКУЛЯР К ДВУМ СКРЕЩИВАЮЩИМСЯ ПРЯМЫМ 

общий 
перпендикуляр 

Так называется отрезок, перпендикуляр­

ный каждой из двух скрещивающихся пря­

мых, концы которого лежат на этих пря­

мых. 

Длина общего перпендикуляра равна рас­

стоянию между скрещивающимися пря-

мыми. 

УГОЛ МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ 

~~~~ 

"""'~ 

Так называется угол между пересекающи­

мися прямыми, соответственно параллель­

ными 

двум данным скрещивающимся прямым. 

(Одна из упомянутых пересекающихся 

прямых 

может совпадать 

с одной из скрещивающихся.) 



УГЛЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ 

Так называется угол между прямой 

и ее проекцией на плоскость. 

ДВУГРАННЫЙ УГОЛ 
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Так называется фигура, образованная дву­

мя полуплоскостями 

с общей ограничивающей их прямой (эта 

прямая называется 

ребром двугранного угла). 

ЛИНЕЙНЫЙ УГОЛ ДВУГРАННОГО УГЛА 

Так называется угол между двумя лучами, 

образующимися 

при пересечении двугранного угла плоско­

стью, перпендикулярной ребру двугранно­

го угла. 

Мерой <р двугранного угла является мера 

соответствующего ему линейного угла: 0° 
< <р < 180°. 

УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ 

Две пересекающиеся плоскости определя­

ют четыре двугранных угла. Сумма двух 

таких углов, имеющих общую грань, равна 

180°. Углом между плоскостями называют 
меньший из этих углов: 

0° < <Р ~ 90°. (Если <р = 90°, плоскости 
перпендикулярны.) 
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ПРИЭМА 
Так называется многогранник, две грани которого (осно­

вания)- равные п-угольники, лежащие в параллельных 

плоскостях, 

а остальные n граней (боковые грани)- параллелограммы. 
Приэма называется прямой, если все ее боковые ребра 
перпендикулярны основаниям. Приэма называется пра­

вильной, 
если она прямая и ее основания - правильные много­

угольники. 

сечение 

Наклонная призма 

" 
" " " 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
).--

Прямая призма 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЕМ ПРИЗМЫ 

Наклонная прнзма Примая прнзма 

Боковая Sбок = Рсеч·f, Sбок = Р осн·Н, 
поверхность где Рсеч - периметр перпен- где Росн-периметр 

дикулярного сечения, основания, 

/- длина бокового ребра Н- высота 

Полная Sполн = Sбок + 2. · .·Sосн Sполн = Sбок + 2. · .·Sосн 

поверхность 

Объем V = Sсеч·/, V = Sосн·Н, 
где Sсеч- площадь перпенди- где Sосн - площадь 

кулярного сечения, основания призмы, 

/- боковое ребро Н-высота 
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ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД 

Так называется приэма, основания которой- параллело­
граммы. 

а 

Все грани параллелепипеда - паралле­

лограммы. 

Противолежащие грани параллельны и 

равны. 

Все четыре диагонали пересекаются в 

одной точке 

и точкой пересечения делятся пополам. 

Точка пересечения диагоналей - центр 

симметрии. 

Сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов всех ребер: 

,, 

1 
1 
1 

Ш--

1 ' 

d1
2 + di + df + d] = 4а 2 + 4Ь2 + 4с 2 

Примой параллелепипед: 

боковые ребра перпендикулярны основа­
ниям. 

Боковые грани- прямоугольники, 

а основания - парамелограммы. 

Прямоугольный параллелепипед: пря­
мой параллелепипед, основания которого 

- прямоугольники. 
1 'd 
1 ' 
1 ' с 

(9\ 
Все диагонали равны. 

Квадрат диагонали равен сумме квадратов 
ребер, исходящих из одной вершины: 

~~ 

а 

1 \ d 
1 \ 

ф
l \ 

\ 
-~ 

\ 
"' "' 

а 

а 

d2 = а2 + ь2 + с2 . 

Sполн = 2 (аЬ + Ьс +ас); V = аЬс. 

Куб: 
все грани - квадраты. 

Все ребра равны. 

d = JЗа, Sполн = 6а2, V = а3 • 
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ПИРАМИДА 

Так называется многогранник, одна грань которого (осно­
вание)- многоугольник, а все остальные грани (боковые) 

треугольники, имеющие общую вершину (вершина пирами­
ды). 

Усеченной пирамидой называется часть пирамиды, 

заключенная между ее основанием и сечением пирамиды, 

параллельным основанию. 

ПРАВИЛЬНАЯ ПИРАМИДА 

Пирамида называется правильной, если основание ее­
правильный многоугольник, а вершина проецируется в 
центр основания. 

высота Н 

Боковые грани -
равные равнобедренные треуголь­

ники. 

Боковые ребра равны. 

Апофемы равны 

(апофемой пирамиды называется 

высота ее боковой грани, прове­

деиная из вершины пирамиды, 

противоположной основанию). 

ПРАВИЛЬНАЯ УСЕЧЕННАЯ ПИРАМИДА 

Боковые грани -
равные равнобокие трапеции. 

Боковые ребра равны. 

Апофемы равны. 
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ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЕМ ПРОИЗВОЛЪНОЙ 
ПИРАМИДЪI 

Пирамида У сеченная пирамида 
n n 

Боковая по- Sбок = L,s, , Sбок = L,s,, 
верхиость i=l i=l 

где S,- площадь одной где S,- площадь одной 

боковой грани боковой грани 

Sполн = Sбок + S + S, 

Полная по- Sполн = Sбок + Sосн где S- площадь нижнего 

верхиость основания, 

s- площадь верхнего 

основания 

Объем 
1 

V = 3 Н ... · Sосн V = ~ Н ... · (S + s + JSs) 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЕМ 

ПРАВИЛЪНОЙ ПИРАМИДЫ 

Пирамида У сеченная пирамида 

1 
Sбок = 2 Р .[' 

1 
Sбок = 2 ( Р + Р) · f , 

Боковая по- где Р- периметр нижнего 
верхиость где Р - периметр основа-

основания, 
ния, 

р - периметр верхнего 
/-апофема 

основания, 

/-апофема 

Полная по- Sполн = Sбок + Sосн 
Sполн = Sбок + S + S, 

где S- площадь нижнего 
верхиость 

основания, 

s - площадь верхнего 

основания 

Объем 
1 

V = 3 Н ... · Sосн 1 
V = ) Н ... · (S + s + JSs) 
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ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ 

ЦИЛИНДР КОНУС 
УСЕЧЕННЫЙ 

КОНУС 
Прямым кру- Прямым кру-

Так называ-
говым цилин- говым конусом 

ется часть ко-
драм называ- называется 

ется фигура, фигура, полу-
нуса, ограни-

полученная ченная при 
ченная его ос-

нованием и 
при вращении вращении 

сечением, па-
прямоугольни- прямоугольно-

раллельным 
ка вокруг оси, го треугольни-

содержащей ка вокруг оси, 
основанию. 

одну из его содержащей 
сторон. его катет. 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЕМ ЦИЛИНДРА 

Боковая поверхность Полная поверхность Объем 

Sбок = 21tRН Sполн = 21tR(R + Н) V= 1tR2H 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЕМ КОНУСА 

Конус Усеченный конус 

Боковая по-
Sбок = 1tRL Sоок = 1t(R + r)L 

верхиость 

Полная по-

верхиость 
Snолн = 1tR(R + L) Sполн = 1t(R + r)L + 1t(R2 + r2) 

V = ~ 1Г.R 2 Н 1 
Объем V = J1tH(R

2 + Rr + r 2) 



161 

СФЕРА. ШАР 

Сферой называется множество всех точек пространства, 
находящихся на данном расстоянии R от данной точки О. 

Шаром называется множество всех точек пространства, 
находящихся от данной точки О на расстоянии, 

не большем данного расстояния R. 

Сфера является поверхностью шара. 

о 

о 

Площадь сферы S = 41tR 
4 

Объем шара V = З1tR3 

ЧАСТИШАРА 

Шаровой сегмент 

1 
Объем V = З1tН 2 (ЗR- Н) 

Площадь сегментной поверхности 

Sбок = 21tRН 

Шаровой сектор 

2 
Объем V = З1tR 2 Н 

Площадь полной поверхности 

Snолн = 1tR(2H + ~2RH- Н 2 ) 

Шаровой слой 

Объем 

V = _!_1tH 3 + _!_7t(r? + r 2 )H 6 2 1 2 

Площадь боковой поверхности 

Sбок 27tRН 
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ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ ТЕЛА* 

ЦИЛИНДР, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ПРИЗМЫ 

н 

.... -=====х:===----.1.- .... 
1 1 ' -

1 • ' 
1 ' 

Цилиндр можно описать около пря­

мой призмы, если ее основание -
многоугольник, 

вписанный в окружность. 

Радиус цилиндра R равен радиусу 
этой окружности. 

Ось цилиндра лежит 

на одной прямой 

с высотой Н призмы, соединяющей 

центры окружностей, описанных 

около 

оснований призмы. 

ЦИЛИНДР, ВПИСАННЫЙ В ПРИЗМУ 

н 

L._ 1' ---..! __ 

.. " -----'1-----_,"..- 1 

• 

Цилиндр можно вписать 

в прямую призму, если 

ее основание - многоугольник, 

описанный около окружности. 

Радиус цилиндра r равен радиусу этой 
окружности. 

Ось цилиндра лежит 

на одной прямой 

с высотой Н призмы, соединяющей 

центры окружностей, вписанных 

в основания призмы . 

* На рисунках этого раздела описанное тело изображено как прозрач­
ное. Рассмотрены наиболее часто встречающиеся комбинации тел. 
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КОНУС, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ПИРАМИДЫ 

Конус можно описать 

около пирамиды~ 

если ее основание - многоуголь­

ник, 

вписанный в окружность, 

а вершина пирамиды проецируется 

в центр 

этой окружности. 

Радиус конуса R 
равен радиусу этой окружности, 

а высоты Н конуса 

и пирамиды совпадают. 

КОНУС, ВПИСАННЫЙ В ПИРАМИДУ 

:н 
1 
1 

, 1 

1... 1 
.......... -.. 1 

1 ...... 
1 ---·-~ ...... , ....... -- 1 ,. r 1 ........... __ .......... _..., 

Конус можно вписать 

в пирамиду, 

если ее основание -
многоугольник~ 

описанный около окружности, 

а вершина пирамиды проецируется 

в центр этой окружности. 

Радиус конуса r 
равен радиусу этой окружности, 

а высоты Н конуса 

и пир амиды совпадают. 



164 

ШАР, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ЦИЛИНДРА 

1 
1 

_,. ... --L..----- ... .-.....,-: 1 ........ ,*"" ............. 1 
. ... ...... 1 ... 

1 ......... 
1 ...... 

Сечение плоскостью, проходящей через 

ось цилиндра 

(осевое сечение) 

Шар можно описать около 

любого (прямого кругово­

го) цилиндра. 

Окружности оснований 

цилиндра лежат на по­

верхности шара. 

Центр шара лежит 

на середине высоты, про­

ходящей 

через ось цилиндра. 

Радиус шара R, 
радиус цилиндра r 
и высота цилиндра Н 

связаны соотношением: 
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ШАР, ВПИСАННЫЙ В ЦИЛИНДР 

~ 
t ' ~----t------~r~~~ • ~- , 
- 1 • 1 
t 1 

' 1 1\ 1 

1\ + 
1 \ 

1 
1 ' ----r---__ , --

' 1 

Сечение плоскостью, nроходящей через 

ось цилиндра (осевое сечение) 

н 

r 

Шар можно вnисать толь­

ко в такой цилиндр, высо­

та которого равна диамет­

ру основания (такой ци­

линдр называется равно­

сторонним) . 

Шар касается оснований 
цилиндра 

в их центрах 

и боковой поверхности 
цилиндра по окружности 

большого круга шара, 

параллельной основаниям 

цилиндра. 

Радиус шара R равен ра­
диусу цилиндра r, 
а диаметр шара равен вы­

соте цилиндра: 

R = r , 
2R=H. 
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ШАР, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО КОНУСА 

Сечение плоскостью, проходящей через 

ось конуса (осевое сечение) 

Шар можно описать около 

любого конуса. 

Окружность основания 

конуса и вершина конуса 

лежат 

на поверхности шара. 

Центр шара лежит 

на оси конуса 

и совпадает 

с центром окружности, 

описанной около тре­

угольника, являющегося 

осевым сечением конуса. 

Радиус шара R, радиус 
конуса r и высота конуса 
Н связаны соотношени­
ем: 

Это соотношение справед­

ливо и в том случае, ко­

гдаН~R. 
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ШАР, ВПИСАННЫЙ В КОНУС 

Сечение плоскостью, проходящей через 

ось конуса 

(осевое сечение) 

r 

Шар можно вписать 

в любой конус. 

Шар касается основания 

конуса 

в его центре 

и боковой поверхности 

конуса по окружности, 

лежащей в плоскости, 

параллельной основанию 

конуса. 

Центр шара лежит 

на оси конуса 

и совпадает 

с центром окружности, 

вписанной 

в треугольник, являющий­

ся осевым сечением кону­

са. 

Радиус шара R, 
радиус конуса r 
и высота конуса Н связа­

ны соотношением: 
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ШАР, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ПРИЗМЫ 

Сечение полуплоскостью, 

проходящей через центр шара 

и боковое ребро призмы. (По­

луплоскость ограничена пря­

мой, параллельной боковому 

ребру призмы 

и проходящей 

через центр шара.) 

Шар можно описать около 

призмы, 

если она прямая 

и ее основания являются 

многоугольниками, впи­

санными 

в окружность. 

Центр шара лежит на се­

редине высоты призмы, 

соединяющей центры ок­

ружностей, описанных 

около оснований призмы. 

Радиус шара R, высота 
призмы Н и радиус окруж­

ности r, описанной около 
основания призмы, связа­

ны соотношением: 

R2- (Н)2 + r2 - 2 . 
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ШАР, ВПИСАННЫЙ В ПРЯМУЮ ПРИЗМУ 

Сечение полуплоскостью, 

перпендикулярной боковой 

грани призмы 

и проходящей через высоту 

призмы, соединяющую цен­

тры окружностей, 

вписанных в основания. 

r 

Шар можно вписать 

в прямую призму, если ее 

основания являются мно­

гоугольниками, описан­

ными около окружности, 

а высота призмы равна 

диаметру 

этой окружности. 

Радиус вписанного шара 

равен радиусу этой ок­

ружности. 

Центр шара лежит 

на середине высоты 

призмы, соединяющей 

центры окружностей, 

вписанных 

в основания призмы. 

Радиус шара R, 
высота призмы Н и радиус 

окружности r, вписанной 
в основание призмы, свя­

заны соотношениями: 

н 
R=r=т· 
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ШАР, ОПИСАННЫЙ 
ОКОЛО ПРАВИЛЪНОЙ ПИРАМИДЪI 

Сечение полуплоскостью, проходя­

щей через центр шара 

и боковое ребро пирамиды. (Полу­

плоскость ограничена прямой, про­

ходящей 

через высоту пирамиды.) 
1 

Шар можно описать около 

любой правильной пира­

миды. 

Центр шара лежит на пря­

мой, содержащей высоту 

пирамиды 

и совпадает с центром 

окружности, описанной 

около равнобедренного 

треугольника, 

боковой стороной которо­

го является боковое ребро 

пирамиды, 

а высотой - высота пира­

миды. 

Радиус шара равен радиу­

су этой окружности. 

Радиус шара R, высота 
пирамяды Н и радиус ок­

ружности r, описанной 
около основания пирами­

ды, связаны соотношени­

ем: 

R2 = (Н - R)2 + '2 . 
Это соотношение справед­

ливо и в том случае, когда 

H~R. 
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ШАР, ВПИСАННЫЙ 
В ПРАВИЛЬНУЮ ПИРАМИДУ 

Сечение полуплоскостью, проходя­

щей через центр шара и апофему 

пирамиды. (Полуплоскость ограни­

чена прямой, проходящей через вы­

соту пирамиды.) 

r 

Шар можно вписать 

в любую правильную пи­

рамиду. 

Центр шара лежит на вы­

соте пирамиды 

и совпадаrт с центром 

окружности, вписанной в 

равнобедренный треуголь­

ник, 

боковой стороной которо­

го является апофема (вы­

сота боковой грани) пира­

миды, 

а высотой - высота пира­

миды. 

Радиус шара равен радиу­

су этой окружности. 

Радиус шара R, высота 
пирамиды Н и радиус ок­

ружности r, вписанной в 
основание пирамиды, свя­

заны соотношением: 

R r 
-

H-R ~H2+r2 
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х 

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ 

z 

Zo 
""' -----:;: .. 

""' ""' 1 
~-:. -----• А( . . . ~ } 
1 1 Хо , У о , 'ЧУ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 о 1 

1 "'У 1 ______ .:,....... о у 

Хо 

Оси координат: 

ось х - ось абсцисс, 

ось у - ось ординат, 

ось z - ось аппликат. 

Точка О- начало координат. 

Любой точке пространства сопоставляются 

три числа: 

абсцисса хо, ордината Уо 
и аппликата z0• 

Эти числа называются декартовыми коор­

динатами данной точки. 

Расстояние между двумя точками: 

в( . ) АВ= ~(xl - х2) 2 + (yl - У2) 2 + (zi - z2)2 
х2; У2; Zp 

z 

у 

Координаты середины отрезка: 

xi +Х2 
Х= И 

2 

у= YI + у2 и 
2 

Координаты точки, делящей отрезок 

в заданном отношении: 

AD а 1 
если--=- то 

DB а2 ' 

а2 ai 
х = х1 + х2 

ai + а2 ai + а2 
а а 

у= 2 YI + 1 У2 
ai + а2 ai + а2 

а2 ai 
z = z1 + z2 

ai + а2 ai + а2 

УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 

ах + Ьу + cz + d = О 
(коэффициенты а,Ь,с не равны нулю одновременно; 
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они являются координатами вектора (аИл~:), перпендикулярного дан­

ной плоскости) 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОСТИ 

х 

а = о => Ьу + cz + d = о 
Плоскость параллельна оси х. 

х 

ь = о => ах + cz + d = о 
Плоскость параллельна оси у. 

х 

с = о => ах + Ьу + d = о 

Плоскость параллельна оси z. 

d = о => ах + Ьу + cz = о 

Плоскость проходит через начало 

координат. 

(а = о и d = о ) => Ьу + cz = о 

Плоскость проходит через ось х. 

х 

( ь = о и d = о ) => ах + cz = о 
Плоскость проходит через ось у. 

х 

(с = о и d = о ) => ах + Ьу = о 

Плоскость проходит через ось z. 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОСТИ 

ax+by+cz+d=O 
(продолжение) 
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у 

(а= 0 И ь =о) ~ cz + d =о 
Плоскость параллельна плоскости 

ху. 

х у 

(а = о и с = о) ~ Ьу + d = о 

Плоскость параллельна плоскости 

xz. 

z 

х 

(Ь= 0 ИС= 0 ) ~ OX+d=
0 

Плоскость параллельна плоскости 

yz. 

х 

(а = о и Ь = о и d = о ) ~ cz = о 
Плоскость совпадает 

с плоскостью ху. 

х 

(а = о и с = о и d = о ) => Ьу = о 

Плоскость совпадает 

с плоскостью xz. 

(Ь==оИС==оИd=о) ~ QX=
0 

Плоскость совпадает 

с плоскостью yz. 

УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ В ОТРЕЗКАХ НА ОСЯХ 

х у z -+-+-=1 
а Ь с 

(а -:;; о и Ь -:;; о и с -:;; о) 



ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 
ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ 

а1 : а1 х + Ь1 у + с1 z + d1 = О; 

а2: а2х + Ь2у + c2z + d2 =О 

СОВПАДАЮЩИЕ ПЛОСКОСТИ 
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Для коэффициентов 

а;, Ь;, с;, d;, отличных 
от нуля: 

Для произвольных 

коэффициентов 

а\ ь\ cl d\ 
-=-=-=-
а2 ь2 с2 d2 

ПАР АЛЛЕЛЬНЫ Е ПЛОСКОСТИ 

а1 Ь1 с1 d1 -=-=--::1=-
02 ь2 с2 d2 

а;, Ь;., с;, d;: 

а1 Ь2 = а2Ь1 
alc2 = a2cl 

atd2 = a2di 

atb2 = a2bl 

atc2 = a2cl 

atd2 * a2dt 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНЫЕ ПЛОСКОСТИ 
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z 

z 

х 

УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПЛОСКОСТЯМИ 

(меньший из двух смежных углов) 

у 

а1: а1 х + Ь 1 у + с1 z + d1 = О; 

а2 : а2 х + Ь2у + с2 z + d2 = О 

УРАВНЕНИЕ СФЕРЫ 

С центром в начале координат: 

С центром в точке (хо, у о, zo): 

( х - х. ) 2 + (у - у. ) 2 + ( z - z. ) 2 = R 2 
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СПР АВОЧНЬIЕ Т АБЛИЦЬI 
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ПРИЗНАКИ ДЕЛИМОСТИ 

на 2 последняя цифра числа четная 

на 3 сумма цифр числа делител на 3 
на 4 две последние цифры числа ну ли или образуют число, 

дел.ящеес.я на 4 
на 5 последняя цифра числа О или 5 
на 6 число должно делиться на 2 и на 3 (см. соответствую-

щие признаки делимости) 

на 8 три последние цифры числа нули или образуют число, 

дел.ящеес.я на 8 
на 9 сумма цифр числа делител на 9 
на 11 сумма цифр, стоящих на четных местах, отличается 

от суммы цифр, стоящихнанечетных местах, на чис-

ло, кратное 11 
на 25 две последние цифры числа 00, 25, 50 или 75 

ТАБЛИЦА ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ (до 997) 

2 79 191 311 439 577 709 857 
3 83 193 313 443 587 719 859 
5 89 197 317 449 593 727 863 
7 97 199 331 457 599 733 877 

11 101 211 337 461 601 739 881 
13 103 223 347 463 607 743 883 
17 107 227 349 467 613 751 887 
19 109 229 353 479 617 757 907 
23 113 233 359 487 619 761 911 
29 127 239 367 491 631 769 919 
31 131 241 373 499 641 773 929 
37 137 251 379 503 643 787 937 
41 139 257 383 509 647 797 941 
43 149 263 389 521 653 809 947 
47 151 269 397 523 659 811 953 
53 157 271 401 541 661 821 967 
59 163 277 409 547 673 823 971 
61 167 281 419 557 677 827 977 
67 173 283 421 563 683 829 983 
71 179 293 431 569 691 839 991 
73 181 307 433 571 701 853 997 
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ТАБЛИЦА КВАДРАТОВ ДВУ3НА ЧНЫХ ЧИСЕЛ 

ЕДИНИЦЫ 

ДЕСЯТКИ о 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 
2 400 441 484 529 576 625 676 729 784 841 
3 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 
4 1600 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401 
5 2500 2601 2704 2809 2916 3025 3136 3249 3364 3481 
6 3600 3721 3844 3969~ 4225 4356 4489 4624 4761 
7 4900 5041 5184 5329 5476 5625 5776 5929 6084 6241 
8 6400 6561 6724 6889 7056 7225 7396 7569 7744 7921 
9 8100 8281 8464 8649 8836 9025 9216 9409 9604 9801 

ПРОПОРЦИИ"'> 

СВОЙСТВА ПРОПОРЦИЙ 

1. Произведение крайних ЧJИЮВравно произведению ср:щвих., 
а с 

т.е. если - = - , то ad = Ьс . 
ь d 

2. В пропорции, все члены которой отличны от нул.я, можно 
менять мrегами средние и Iq»1ЙВИе члены пропорции, т .е. если 

а с а Ь d с d Ь 
-=-,то-=-,-=-,-=-. 

Ь d с d Ь а с а 

ПРОИЗВОДНЫЕ ПРОПОРЦИИ, 
а с 

полученные из пропорции Ь = d : 

а±Ь c±d а+Ь c+d 
- -

а с а-Ь c-d 

а±Ь 

ь 
-

c±d 

d 

am1 + bn1 _ cm1 + dn1 
- ' am2 + bn2 cm2 + dn2 

а± с а с 
--=-=-
b+d ь d 

am1 + cn1 _ bm1 + dn1 
- ' am2 + cn2 bm2 + dn2 

*) Во всех приведеиных формулах знаменатели не должны 
равн.ятьс.я нулю. 
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МНОГОЧЛЕНЫ 

а2 - Ь2 = (а - Ь )(а + Ь) 

(а+ Ь)2 = а2 + 2аЬ + Ь2 

(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2 

(а + Ь + с)2 = а2 + ь2 + с2 + 2аЬ + 2Ьс + 2ас 

аВ + ьв =(а+ Ь)(а2 - аЬ + Ь2) 
аВ - ьв = (а - Ь)(а2 + аЬ + Ь2) 

(а + Ь )8 = а В + За2Ь + 3аЬ2 + ьв = а В + ьв + ЗаЬ( а + Ь) 
(а - Ь)В = аВ - За2Ь + 3аЬ2 - ьв = аВ - ьв - ЗаЬ(а - Ь) 

ДляпеN 

an _ ьп = (а_ b)(an-1 + an-2b + an-8b2 + ... +аьп-2 + ьп-1) 

Если n - четное, 

an _ ьп = (а + b)(an-1 _ an-2b + аn-8Ь2 _ ••• + аьп-2 - ьп-1) 

Если n - нечетное, 

an + ьп = (а + b)(an-1 _ an-2b + an-8b2 _ ••• _ аьп-2 + ьп-1) 

БИНОМ НЪЮТОНА 

n 
<а+ ь>п = :L c:an-kьk = 

k=O 

Ck n! u k 
где n = k !(n _ k)! -число сочетании из n по . 

МОДУ ЛЬ ЧИСЛА 

JaJ = { а, а ~ О ' JaJ = .[а2 
-а, а< О 

lal ~О; la·ЬI = lai-IЬI 

а JaJ 

la + Ьl ~ lal + IЬI 

lal = О <=> а = О ь -w· b=FO la - Ьl ~ llal - IЬII 
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ПРОГРЕССИИ 

АРИФМЕТИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ 

an + 1 = an + d, Ьп + 1 = Ьп · q, 
где d- разность прогреесии где q * О - знаменатель прогреесии 

Формулы n-ro члена 

an = а1 + (n- 1)d Ьп = Ь1· qn- 1 

Ьп = bk· qn- k 

ь; = Ьп-k · Ьn+k 

Формулы суммы первых n членов 

S = 2а1 + (n - 1)d . = S _ Ь 1 - qn _ Ь qn - 1 
1 n n п- 1 - 1 ,q*-

2 1-q q-1 

Формула для разности 

Sn = Ь1 · n, q = 1 

Формула для знаменателя 

bn+1 q=-
bn 

Если n + т = k + р, то 

Сумма последовательных 

натуральных чисел от 1 до n: 

8 = п(п + 1) 

2 

Сумма бесконечно убывающей 

геометрической прогресии: 

s = bl ' lql < 1 
1-q 

ПРОСТЕЙШИЕ НЕРАВЕНСТВА *) 

а Ь 
а2 + Ь2 ~ 2аЬ; - + - ~ 2 аЬ > О 

Ь а ' 
а+Ь г;-
-- ~ "аЬ , а ~ О, Ь ~ О 

2 
(Среднее арифметическое не меньше среднего геометрического) 

*) Равенства в приведеиных неравенствах достигаются тогда и 
только тогда, когда а= Ь. 
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АРИФМЕТИЧЕСКИЙ КОРЕНЬ 

Арифметическим корнем п-ой степени из неотрицательного числа 

а называется такое неотрицательное число Ь, п-ая степень которого 

равна а, т.е. !{{;;. = Ь , если ьп = а (а ~ О, Ь ~ 0). 

СВОЙСТВА КОРНЕЙ 

Основное свойство корня ~ = ntfamk , а ~ О 

Умножение корней rГа, · 'i/Ь = ~ , а ~ О, Ь ~ О 

Деление корней ~~ -=п- а~О Ь>О 
т:Гь ь' , 

Возведение корня в степень (Va)m =~,а~ О 

Извлечение корня из корня 'i[iFa = n~ , а ~ О 

Вынесение множителя 
2~ а 2n Ь = lal· 2.{1; ' Ь ~ О 
в частности, ~а2Ь =lai.JЬ 

из-под знака корня 

2n+~ a2n+lь = а. 2n+Jjj; 

Внесение множителя а. •rь = { 
2~ а2"Ь, (а;. О, Ь ;.О) 

под знак корня -2~а2пЬ,(а <О, Ь ~О) 
а . 2n+Jjj; = 2n+~ a2n+lь 

СТЕПЕНИ 

С натуральным показателем 
an = а. а .••.. а' а1 = а 

n раз 
С положительным т 

дробным показателем а-; =~,~a~O,m,neN 
С нулевым показателем а О = 1, где а :1:- О 

С отрицательным -r 1 >О 
рациональным показателем 

а =-,где а 
ar 

Умножение степеней аР · аЧ = аР+ч; аР · ЬР = (аЬ)Р 

Деление степеней 
р р ( )р 

:ч = ap-q; :Р = : 

Возведение степени в степень (ap)q = apq 



ЛОГАРИФМЫ 

Логарифмом nоложительного числа Ь по основанию а 

(а > О, а :;:. 1) называется такой nоказатель стеnени с, в 
которую надо возвести число а, чтобы nолучить число Ь: 

logab = с <::::> ас = Ь. 

СВОЙСТВА ЛОГАРИФМОВ*) 

• Основное логарифмическое тождество: а loga ь = Ь, Ь > О 

• loga а= 1 

• loga 1 =О 

• Логарифм произведения: 

• Логарифм частного: 

• Логарифм степени: 

• Логарифм корня:: 

loga хР = plogalxl, хР >О 

log q хР = р logalxl, хР >О 
а q 

loga 6 = .!.loga х, х >О 
n 

• Формула перехода к другому основанию: 

logc Ь 
log а ь = ' где ь > о, с > о, с * 1 

logc а 

1 
log а ь = ' где ь > о, ь ::;:. 1 

logь а 

*)Во всех приведеиных формулах а> О, а* 1 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

ТРИГОНОМЕТРИИ*) 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖД)7 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ Ф)7НКЦИЯМИ 

ОДНОГО И ТОГО ЖЕ АРГ)7МЕНТА 

sin 2 х + cos2 х = 1 

t 
sinx 

gx=--
cosx 

t 
cosx 

cgx=-.­
sinx 

tgx · ctg х = 1 

1 
1 + tg 2 х = 2 

cos х 

1 
1 + ctg2 х = . 2 s1n х 

ФОРМ)7ЛЬl СЛОЖЕНИЯ 

sin(x +у)= sinxcosy + cosxsiny 

sin(x- у)= sinxcosy- cosxsiny 

cos(x +у)= cosxcosy- sinxsiny 

cos(x- у)= cosxcosy + sinxsiny 

t ( ) 
tg х + tg у 

gx+y =-----
1- tgxtgy 

t ( ) 
tg х tg у gx-y =_...... __ ..........:;;._ 

1 + tg xtg у 

t ( ) 
ctg х ctg у - 1 

с gx+y =-----
ctgx + ctgy 

t ( ) 
ctg х ctg у + 1 

с g х - у = - _..,___..,_;;;__. 
ctgx- ctgy 

ВЫРАЖЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ Ф)7НКЦИЙ 
ЧЕРЕЗ ТАНГЕНС ПОЛОВИННОГО )7ГЛА 

х 
2tg-

sin х = ---=2:::.,.._ 
1 + tg2 х 

2 

1- tg2 х 
cosx = 2 

1 + tg2 х 
2 

х 
2tg-

tg х = ---=2=--
1- tg2 х 

2 
2 х 1- tg -

ctg х = 2 
х 

2tg-
2 

*>во всех формулах, приведеиных в этом разделе, следует учи­
тывать область допустимых значений левой и правой частей 

формул. 



ФОРМУЛЫ ДВОЙНОГО АРГУМЕНТА 

sin2x = 2 sinxcosx 

cos2x = cos2 х- sin2 х = 1- 2sin2 х = 2cos2 х -1 

. 2 х 
Slll -

2 

cos2 х 
2 

tg 2x= 2tgx ___ 2 __ 
1 - tg2 х ctg х - tg х 

t 2 
ctg2 х - 1 ctg х - tg х 

с g х = -
2ctg х 2 

ФОРМУЛЫ ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА 

-

-

1- cosx tg2 х = 1 - cos х 
2 2 1 + cosx 

1 + cosx t 2 х 1 + cosx 
с g -= 

2 2 1- cosx 

. 1- cosx t Х S1ПХ g-= -
2 1 + cosx . 

SlllX 

t х sinx 1 + cosx 
-с g-= 

2 1- cosx sinx 

ФОРМУЛЫ ТРОЙНОГО АРГУМЕНТА 

sin 3х = 3 sin х - 4 sin 3 х 

cos3x = 4cos3 х- 3cosx 

t 3 
3 tg х - tg3 х 

gx=-----
1- 3tg2 х 

t 3 
ctg3 х - 3 ctg х 

С g X=------
3ctg2 х -1 

185 
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ФОРМУЛЫ ИРЕОБРАЗОВАНИЯ СУММЫ В ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

. . 
2

. х+у х-у 
SlnX + Slny = Sln 

2 
COS 

2 
. . 

2
. х-у х+у 

SlПX- Slny = Sln 
2 

COS 
2 

х+у х-у 
cos х + cos у = 2 cos cos --"-

2 2 

2
. х+у . х-у 

cosx- cosy =- s1n 
2 

s1n 
2 

t t 
sin(x + у) tg t sin(x + у) 

gx+ gy= с x+cgy=. . 
cosxcosy s1nxs1ny 

sin(x - у) sin(x - у) 
tg х - tg у = ctg х - ctg у = - . . 

cosxcosy s1nxs1ny 

cos(x- у) 
tg х + ctg у= . 

COSXSiny 

t t 
cos(x +у) 

gx-cgy=- . 
COSXSiny 

1 2 
tgx+ctgx= . ---

Sln х cos х sin 2х 

cos2x 
tg х - ctg х = -2 . = -2 ctg 2х 

s1n2x 

cos х + sin х = .J2 cos(45°-X) = .J2 sin(45°+X) 

cos х - sin х = .J2 sin( 45°-Х) = .J2 cos( 45°+х) 

asinx + Ьсоsх = ~а2 + Ь2 sin(x + <Р), 
. Ь а 

ГДе SlП(f) = / , COS<J) = 
-va2 + ь2 ~а2 + ь2 

ФОРМУЛЫ ИРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОИЗВЕДЕНИЯ В СУММУ 

sinxsiny = .!:.[cos(x- у)- cos(x +у)] 
2 
1 

cosxcosy = -[cos(x- у)+ cos(x +у)] 
2 

sin х cos у = .!:. [sin(x - у) + sin(x + у)] 
2 
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ФОРМУЛЫПРИВЕДЕНИЯ 

~ 1t J3=1t±a 31t 
р = 21t ±а Р=-±а Р=-±а 

ци 2 2 
sinP 

. ±sina cosa + s1na -cosa 
cosf3 

. 
±sina + s1na -cosa cosa 

tgJ3 + ct ..... .rv +tga + ctga +tga 
ctgJ3 + tga ±ctga + tga ±ctga 

ЗНАЧЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ НЕКОТОРЫХ УГЛОВ 

Угол в 
о о 30° 45° 60° 90° 180° 270° 

градусах 

Угол в 1t 1t 1t 1t 31t 
о - - - - 1t -

радианах 6 4 3 2 2 

. 
о 1 1 J3 1 о -1 s1na -

2 J2 -
2 

cosa 1 J3 1 1 о -1 о --
2 J2 2 

tga о 1 1 J3 не 
о 

не 

J3 сущ. сущ. 

ctga 
не J3 1 1 о 

не 
о 

сущ. J3 сущ. 

СВОЙСТВА ОБРАТНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

arcsin (-а) = - arcsin а, 

arccos (-а) = 1t - arccos а, 

arctg (-а)=- arctg а, 

arcctg (-а)= 1t- arcctg а, 

. 1t 
arcs1n а + arccos а = - , 

2 
1t 

arctg а + arcctg а = - , 
2 

lal ~ 1 

lal ~ 1 

aER 

aER 

lal ~ 1 

aER 

360° 

21t 

о 

1 

о 

не 

сущ. 
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НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЕЛЫ 

1
. sinx 

1 lffi = 
Х-+0 Х 

1. ех -1 1 
lffi = 
Х-+0 Х 

lim(1 + х)11х = е 
Х-+0 

lim tgx = 1 
Х-+0 Х 

а;1; -1 
lim = ln а , а > О 
;7;-+0 х 

lim ln (1 + х) = 1 
Х-+0 Х 

ПРОВЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 

Функции 

f(x) =с 
f(x) =ха 

f(x) = ех 

f(x) =ах 

f(x) = lnx 

f(x) = logax 

f(x) = sinx 

f(x) = cosx 

f(x) = tgx 

f(x) = ctgx 

f(x) = arcsinx 

f(x) = arccosx 

f(x) = arctgx 

f(x) = arcctg х 

Производван 

с' = О , где с - const 

(ха)' = аха-1 

(е;1;)' = е;1; 

(ах)' = а;1; ln а 

1 
(lnx)' =-

х 

1 
(loga х)' = -­

xlna 

(sinx)' = cosx 

(cosx)' = -sinx 

1 
(tgx)' =-­

cos2 х 

1 
(ctgx)' = --­

sin2 х 

(arcsin х)' = 
1 

1 

v1- х2 

1 
(arccosx)' =-

1 v1- х2 

1 
(arctg х)' = 2 1+х 

1 
(arcctg х)' =- 2 1+х 
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ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ 

Jo·dx=C 

J1· dx = х +С 

I 
xa+l 

xadx = +С, (а.:;:. -1) 
а.+1 

J>x=Iфi+C 

J 
1 d { arcsin х + С 

~1- х2 х = -arccosx +С 

J 
1 dx _ { arctg х + С 

1 + х2 
- - arcctg х + С 

axdx=--+C I 
ах 

lna 

Jsinxdx = -совх +С 

Jcosxdx = sinx +С 

Jtg xdx = -lnlcosxl+ С 

Jctg xdx = lnlsinxl+ С 

J \ dx = tgx +С 
cos х 

J . 
1

2 dx = - ctg х + С 
s1n х 

J .1 
dx = ln tg ~~ + С 

SlПX 21 

J 1 
dx = ln tg( х + 1t) + С 

cosx 2 4 

. х с arcs1n- + 
а 

х 
-arccos- +С 

а 

1 х 
-arctg- +С 
а а 

1 х 
--arcctg- +С 
а а 

ПРОСТЕЙШИЕ ДИффЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Уравнение радиоактивного распада: у' = -ау 

у= Се ах, где С- произвольпая постоянная. 

Уравнение гармонических колебаний: у"= -ro2y 

у = А cos(rox + <р), где А и <р- произвольвые постоянные. 
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КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Комnлексное число имеет вид z = а + bi, 
где а и Ь -действительные числа, i - мнимая единица, i 2 = -1. 
Число а называется действительной частью комплексного чис­

ла, а число Ь - его мнимой частью; 

они обозначаются соответственно Rez и Imz. 
Числа а + bi и а- bi, которые отличаются только знаком мнимой 

части, называются сопряженнь1ми. 

ДЕЙСТВИЯ С КОМПЛЕКСНЫМИ ЧИСЛАМИ 

Сложение (а + bi) + (с + di) = (а + с) + (Ь + d)i 

Вычитание (а + bi)- (с + di) = (а- с) + (Ь- d)i 

Умножение (а + bi)(c + di) = (ас- Ьd) + (ad + bc)i 

Деление a+bi ac+bd bc-ad. 
с2 +d2 :;tQ - + t . 

c+di 2 d2 с2 + d2 ' с + 
Возведение 

в степень числа i i4m=l, i4m+l=i, i4m+2=-1, i4m+3=-i. 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 

Модуль r = .Ja2 + Ь2 

ь 
Аргумент 

Число а такое, что tga =- . 
а 

Т ригонометрическая 
z = r(cosa +isina) форма комплексного 

числа 

Умножение Z1Z2 =1jr2 (cos(a1 +a2 )+isin(a1 +а2 )) 

Деление 
~ = 1j ( cos ( а1 - а2 ) + i sin ( а1 - а2 ) ) z2 r 2 

Возведение в степень zn = rn(cosna + isinna) 

~, Jрмула Муава (cosa + isina)n = cosna + isin па 

-{; = if;.(cos 
а+ 2kтt а+ 2kтt 

+ isin ), 
Извлечение корня: n n 

k=I,2, ... ,n-1. 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ КОМБИНАТОРИКИ 

Число перестапово~t из n элементов: 

Pn = n t = 1 · 2 · 3 · ... · n 

Число раа.мещепий из n элементов по k элементов: 

А k = n 
1 = n · (n - 1) · (n - 2) · ••• · (n - k + 1) 

n (n- k)! 

Число сочетаний из n элементов по k элементов: 

с: = n! _ n · (n - 1) · (n - 2) · .•. · (n - k + 1) 
k t(n - k)! 1 · 2 · 3 · ... · k 

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Вероятность т 

случайного Р(А) =-, гдет-количество элемен-

события 
n 

тарных событий, благоприятствующих 

событию А, 

n - общее количество равновозможных 

инесовместных событий, образующих 

полную группу. 

Теорема сложения 

вероятностей несо- Р(А +В)= Р(А) + Р(В) 
вместных событий 

Теорема умножения 

вероятностей несо- Р(АВ) = Р(А) · Р(В) 
вместных событий 

Вероятность осущест- Р(А) = 1- (1- Р(А1 )) • (1- Р(~)) · ... 
вления хотя бы одного и 

· (1- Р(А")) 
из независимых 

событий А1, А2, ... An - взаимно независимые 

события. 

Формула Бернулли р n! т п-т р 
т " = р q и т n - вера-
' m!(n-m)! ' 

ятность того, что событие А наступит в n 
испытаниях т раз. 
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