
~ 
! 
1 

~uзuна 

Б.Ю.КОГАН 

Бuблuоmеч на 

фuзuно-мamer.namuчecнoo wноль 

РАЗМЕРНОСТЬ 
• 

сризич ЕСI<ОИ 

ВЕАИЧИНЬI 



Фиэи~:J Библиотечка физико-математичесt<оА шt<олы 

6. Ю. КОГАН 

РАЗМЕРНОСТЬ 

ФИЗИЧЕСКОЙ 
ВЕЛИЧИНЬI 

Издательство «Наука» 

Главная редакuия 

физико-математической литературы 

Москва 1908 



531.7 
к 57 
)'дК 53.\151 5 {1rn5.2) 

Фиэиr<а 

Редакrор серии 

Я. А. Смороди'Нскиlt 

Б'Rб 11'ИО'rе"М'3 

~o-J~Пn~aтuчeoro!ti w кQлы 

2 } 1 -68-67 



СОДЕРЖАНИЕ 

От редакrорd . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . .... 
§. I Введеине .. . . .. . . . . .. .. - • • .. . . . • • • • • 
§ 2. ~етод размерностей • • • • • • ~ .. .. • • 

1 06 B381!pni&В: ф IIЭII'II!C&IIX fleJПf'IИ& .. ., • • • • • .,. .. • 
2- Сkн:оааме и 11 J)OII98QA1DIIe: ar.a••aвw • • .. • • .. • • • 
З.. Раам.е.р.ность физ.w.чес.IWIЙ в.е.тшч.каы • • • ..... .. 
4. Однородность фи чtчес-ких форl\fУЛ • • • • ... ~ ~ • • 
5 Мет-б• p~rtocтf'Й ••••••••• 

ПриМ"ер-ы по NРхзни~ . . . .. . . . . . 
Разr.tе:рн..ые ксжс:rанты. Раз.иичаые. С.Ш:.'I~ OCliOВ:ilWX • Jl 
производных ве-Jlичнн _ 33 

§ 5 
§6 

l. Размерные к..о.н.с"J;а.иты.. _ _ 
!. Различные сиLтемы основных и 
~ О rrъr€o~ ocж:nrrrыx l"f~JtПЧ'WR • • 

З3 
nроизводl'lьrх в.елис.шв. Z8" 

При'v1еры no электричеству . . . . 

Примеры м..з. др.уrих областей физики 

. • . • . 42 

. . . . . . ... .. ._ .. 

.. . • • • • -. . . 
§ 1.. 0 ЧИС.Jlе QCHOBB.bl.X !leJIHUtl • .. • _. • • • .. • • • • ., • • 

&E'JtiOIJe Н Jre' r ... • • • ~ • • • е .. 8' • е 8 W 8 8 .. • 8 • • • 
Ilрил~~ . . . • . . • . • • • • . . . • • • . • б5 

f. О степенном характере формулы размерности 
2. О фуmm:ионалыr'Ой ~язи между физическижи вели-

~i~ШUИ • • • • r .. • • • .- • • • • • • 

3. Ие.кеторwе фиэачесх.ие 1t0и.стантw • • • .. .. • .. • • • 

1* 

65 

• .. 

3 



ОТ РЕДАКТОР~ 

Эта книжка входит в физическую серию библиотечки 
физико-математической школы. Задача серии- рассказать 
школьникам (а вместе с ними и тем, кто не перестал инте­
ресоваться основами физики) о явлениях природы с точки 
зрения физиков. 

Современная физика очень быстро развивается: совре­
менная техника эксплуатирует все более глубокие и тонкие 
свойства вещества. Интерес к физике продолжает расти, 

понять же физику становится все труднее и труднее. Много 
лет идет спор о том, как надо учить физике в школе. 
Вряд ли он когда-нибудь кончится. Кажется, и нельзя при­
думать такую стабильную схему, которая отразила бы 
живую науку. Поэтому, кроме учебника, школьник должен 
получать информацию из более динамических источников. 

Физическая серия библиотечки фи.:Зико-математической 

школы посвящена этой цели. По зaM];JICJIY, она должна 
включать в себя книжки по разным вопросам фи.-зики, на­
писанные с разных точек .-зрения и адресованные читателям 

с различной подготовкой. Если опыт будет удачным и кни­
жек станет много, то библиотечка даст возможность узнать 

е многих. вещах, не написанных в учебниках. Лучшие из 
книжек будут доnолняться и издаваться вновь; новые книжки 
позволят дермать читателя в курсе современных успехов 

науки и, что еще более важно, рассказать о новых приме­
неюtях старых принципов. Некоторые книжки будут состоять 
из задач. Время пока~ет, будет ли опыт удачным. 

Для его успешного развития важно, чтобы за этой се­
рией- физической- появились книжки биологической, хи­
мической, а может быть, и других серий. Наука не может 

разв.иtються и30Лированно, и представля ть себе, что дела­

ется в Аругих ее ветвях, крайне поле.-зно. 

я. с~ородинский 



§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Физические величины, с которыми мы встречаемся в 
повседневной жизни и в научных исследованиях, измеряются 

в определенных единицах. Например, мы говорим: дом имеет 
длину 20 .м, комната- площадь 30 .м2 , вода- температуру 
60° С. Символы .м, м2 , 0С указывают на единицы, в которЬI't( 
измерены перечисленные величины, и одновременно указывают 

на характер этих величин-длина, площадь, температура. 

Желая сказать, что длина измеряется в .м, а площадь­
в .мz, иногда говорят, что размерностью длины является м, 
а размерностью площади-м2• В этом же смысле говорят, 
что объем имеет размерность .м3 , скорость-.мjсек и т. п. 

С размерностями физических величин приходится встре­
чаться не только при измерениях, но и при вычислениях. 

1 

Т dK, вычисляя площадь или скорость, мы пишем 

3м Х 5.м = 15.м2 , 

lООм = 20 ~. 
5 се" сек 

Эти примеры показывают, что, совершая математические 
действия с физическими велu.чинами, мы производим их не 
только над числами, но и над размерностями. В связи с этим 
ясно, чrо сложение двух физических величин возможно 
только в том случае, когда их размерности одинаковы. 

Например, можно ~Qворить о сумме 

2.м+3.м 

или 

2 кг+ 3 кг, 

но, очевидно, не имеет смысла говорить о сумме 

2.м+3кг. 

б 



Столь же очеnядиn, чтn еслп им~ется ка1<ое~нибуnь cn~ , 
откошение, связываюн~ее физические -аели~нЬJ., тD .рдзм~р~ 

ности его левой и правой' часте1i должны быть одинаковыми. 
Например, можно писать 

3 мх5 м= 15 мz 
или 

3 м> 2 м, 
но нельзя писать 

3 мх 5 ltt= 15 м 
или 

3м>2кг. 

Вы(.каЗаниые соображень моrут охазать.сs по.л~зными 
AJIII npoвep1m равен~, nолученных nри решенив той или 
IIIIOЙ з.а.аачи. Так., -еиа Jleвas ч..асть векоторого равенства 
-.мееr раэмержктъ .а, а пpaвa:ii-Jifceк, то Jt{)ЖOO утв~р:акд~ть 
8ft'O это равенство веверво. 

О.авако В:Н.аАD раэ»ермости tl()]l[fi быть исnо.пьзов.аи не 
тDАько .Р8 жоитро11s вах .-.uauauи'i но., хах .мы сеnчас 
Y.8WUI•~ и .Piil вмввn не«01'0р!W~ соотиошеипА. Расематрим 
.JtN проспи вримера. 

1 .. Пусть требуетu вычислить 11.11о~ь круrа. Так KJtK 

она BDO.iltte QDpe;teJifle1'Cfl вeJIMJiflOЙ ]Ja.JUIJU., ТО 

S=f(R), (1} 

rд-е f(R} -функция, nод.а~ж,а.ш.а11 определению. Но так к~н< 

R измеряется в м, а S- в м'2, m задача своJntтсн к разы~ 
сканию математической олераuни, «превращающей )> метры 

линейные в метры квадратные. KpoYtre тt>ro, ясно, что С) ще­
ству-ет только QДJ~~a onep.auи~ т.акого ро..в.а-воэве.а.еliие 

• .кв.адр.ат. От~.юда за.ключ.аем., что искоu.а11 заа.и~и•ос-ть 
аuеет вид 

(2) 

~е С -мекот()рое отвлеченное число., не зависящее от R 
(nостоянный безразмерны А коэффюtиент) Таким образом, 
nользуясь т0лько сообра..,енв11мп о размерности длины и 

nлощади, мы сумели установить характер зависимости S 
от R. И хотя нам не у.д.алось решить задачу полн()стью 

(д.ля этого надо доказать, что С= л), однако мы получили 
некоторый содерж.ате.JtьНNR ре3ультат: и.ашлм, чт-о nn<>tцад.ь 

круга иропорциональна квг.драту его радиу-са. 



2. НакАем уtкi)р~ки.е 'IOqiHI, рааномерnо .а:"Вижущемеа по 
окружнос.тн. Т с~~ к как э-то уско;>ение 3ависит только O'I с.ко­
росiи v и радиуса R. 1'0 

a=f(v, R), (3) 

rде f ( v, R)- »еизаестнаи фуккЦ}{я двух ароrументов.. 
Так 1'31' v имеет раамержкть .аjсек., R-размернос.'Iь .а 

и а.-размернос.ть мfсек.2 , то задача сводите~ к ()IыскакиiО 
такой математической операции ttaд символам-и JAjceк и .м. 
в результате которой полуqаетс.я «дробь» Jrtjceк2• С этой 
целью образу ем произведеиие 

(llf/c~)~w 

u nосмотрим, ири каких зfiачеииах а н ~ выполняется соот-
ношение 

(J.t/ сек) 11 ulf = м.f секz. 
Залисыffая это соотношение в в-иде 

м"J.+~jсека: = ufceкz,. 

прихоJfП'М к выводу, что числа 1:% п ~ доткttьr у~овле sор11ть 
условиям 

а=2 
' 

откуда 

а=2, fS-==-1. 
СJfеАовате.льно, операция, которую мы ищем, юсеет вид. 

(мfсек)<t At-1, 

и nоэтому зависимостр (3) выраж:аеrсil равенста011 

a=CvR- 1 , 

HliИ 

vэ 
а-С­- R' (4) 

где С-некоторое постоянное число. Таким образом, анализ 
размерностей позволил найти искомую зависвмос.ть с. ТО'I­

ностью до постоянного коэффициента. 
Прив.еденные примеры моrу:.т служить простейшей иллю­

страцией метода размерностей. В дальнейНiем мы рассмотрим 
этот .метоJt более по.аробно, а tейчас вернем~ JC t.ообра-.е­
ниям. которым-и пользовались ири в.ыао.ае р.авевс.'l'&. (2) п (4~. 
На первый в.зr11яд Э"!Н соображения KЗЖJ'ICSI. очеаицwмк и 



бессnорными. Однако более строгое рассмотрение показывает, 
что не все эдесь обстоит так nросто. 

Начнем с воnроса о размерностях левой и правой частей 
равенства. Мы считали, что эти размерности должны быть 

одинаковыми и nоэтому, вычисляя площадь круга, утверж­

дали,_ что nравая часть равенства ( 1) должна иметь размер­
ность .м2• Но nочему, собственно., эта размерность не может 
быть иной? Почему площадь круга не может выражаться, 
наnример, формулой 

(5) 

в которой левая часть имеет размерность м2 , а nравая- м3? 
Ведь символы S и R обозначают не предметы, а числа, а так 
как зависимость между числами может быть любой, то можно 
допустить, что она выражается и равенством (5). Дело ста­
нет еще менее ясным, если мы учтем, что число S пред­
ставляет отношение площади круга к площади некотороrо 

квадрата (со стороной 1 .м), а число R-отношение длины 
радиуса к длине неноторого отрезка (протяженностью 1 м). 
Но тогда числа S и R можно рассматривать как «отвлечен­
ные», и зависимость ( 5) станет тем более донустимой. 

Далее, когда во втором примере мы искали зависимость 
а от v и R, то считали, что она имеет вид 

т. е. является степенной. Но почему оиа не может быть 
какой-иибудь иной, например, тригонометричес~ой или лога­

рифмической? Правда, могут сказать, что выражения вида 
sin v или lg R не имеют смысла, ибо совершенно не ясно, 
как понимать размерности siп мjсек и lg .м. Однако это 
возражение нельзя считать убедительным, так как символ 
sin .м/сек. непонятен точно в такой же степени, в какой и 
символ .мjсек. В самом деле, почему оnеранию 

20 м+ 5 сек, 

мы считаем не имеющей смысла, а операцию 

20 .м 
5 сек 

допустимой? Ведь мы здесь делим 20 метров не на 5 час~ей, 
а tta 5 секунд, а это nредставляется столь же неnонятным, 
как, скажем, деление 20 яблок на 5 апельсинов. 



Кроме тоrо, почему, например, в за.nаче о площа.nи круга 
мы считали, что число S зависит только от числа R? Вед~ 
можно допустить, что S зависит ие только от R, но и от 
единиц, в которых измеряются S и R. Иначе говоря, можно 
допустить, что когда R измеряется в м, а S- в м2 , зави­
симость S = 1 (R) будет одной, а когда R измеряется в см, 
а S- в см2 , эта зависимость будет другой. Аналогичное 
замечание можио сделать и относительно зависимости 

а= 1 (v, R), рассмотренной во втором примере. 
Наконец, что, вообще, мы понимаем под размерностью 

физической величины? В предыдущем изложении мы поль­
зовались этим поиятием, не давая ему точного определения. 

Однако ясно, что обоснованное применение метода размер~ 
ностей возможно только после того, как дано четкое опре­

деление самому понятию «размерность». 

Перечисленные вопросы будут рассмотрены в следую1цем 
пара графе. 

§ 2. МЕТОД РАЗМЕРНОСТЕй 

1. Об измерении физических величин. Методы, кото~ 

рыми мы пользуемся при физических измерениях, весьма 
разнообразны. В некоторых случаях оии очень просты- на­
пример, при измерении длины с помощью линейки, а в др у~ 

rих- требуют применения сложных и точных приборов. 
Иногда эти измерения являются прямыми, например, при 
отсчете времени по числу ударов метронома, а иногда- кос .. 
в-wными, например, при измерении напряжения nолыме­

тром. Но как бы ни измерялась физическая величина, мы, 
nрежде всего, должны точно знать) что понимаем под ее 

мерой. 
Иногда говорят, что измерить физическую величину­

значит, найти ее отношение к единице измерения (или срав­
нить ее с единицей измерения). Одиако такое определение 

нельзя считать ясным, ибо не понитно, что значит «Отноше­
ние физической величины к единице ее измерения». Если 
это означает отношение двух чисел, то нужно знать, что 

под этими числами nонимается, т. е. что понимается под 

числом, измеряющим физическую величину (а именно это мы 
и хотим определить). Если же под отношением двух физи­
ческих величин понимается отношение двух однородиьtх 

<f-Jfачеств )) ' то это eiW.e оояее непонятно. в деitствительно­
сти дело обстоит сложнее, и ответить на вопрос, что мы 

9 



поRимаем под ме(ЮП фиаичеtкой величины, можно 'пшrъ для 
каждой фиэJRескоli величtПfЬf в от11.ельнос г н. 

Действительно, всиомкнм, например, как мы оnределяем 
пооятие длRНы. Лo.ll. миной отреза, как известно, nон-има­
ете• число, показывающее, ск&лько раз в этом оtрезке укла­

~ывается друтой, примwуый за едикицу измерения. В данном 
случае мы вводим меру фюической велJJЧины с помощью 

н~посредствекяоrо отклалывании единицы маQПтаба. Анало­
гично вводите• понятне иttтервапа времени-· под аелиqиr-rой 
Э1'Оrо ииУервала nоиимаете11 число-, показывающее, сколько 

раз а нем укладывается Jlитервал, приnятый за единицу 

изlfерении в~менн. Одна•о etJIИ рассмат()ивать тз-кую фи-
3ИЧескую велиqину как с:корость, то .и.ело будет обс,-ояУь 
совершенно иначе. Как изsестио, пож скоростью nонимается 

отношение s 
~=-t 

(6) 

(имеется в виду скорость рааномерноrо _движенИя). В данном 
случае мы nод мерой физической ве-.11ичrmw понимаем не число, 

nоказывающее, сколько раз в ней укладывается некоторая 

единица JJЭаtеревни, а 1fИCJIO, rronyчaeAIOe с по~ощью ра~ 

8elftтвa (6). (Говорить, что СК{)!fЮП'Ь оююrо движения «укла­
.. юtЭ'етсJJ» кеаrолько раз в Cкopon'Jf ).'(pjrгoro, oчesИJI.HO, 

в.еиьзя, таr nк это- проtто венмпи.о). AnaJtornнo обстоит 
Ado Jl с ускореяием-пож •epoD ~оА веJtНЧИfШ понимает~я 
оrноwенме 

а 'tаКJКе с СИJrой, ПOJI мерой К"бтороА nоиммают произведение 

F=ma 

(при общепр.вппом способе взмереиия). 
Мы видим, что мера физмческой величины вводиУск в 

разньrх СJJуч-аих nо-раэпому. Поэтому, желай дать общее 
опре~ение, МОЖНО сксf3:ать, ЧТО под мерей физической 
вuичnw мьr понимаем 'ПКЛО, которое характеризует 9ТУ 

Jtelrичuнy в кОАачествен.нож отношении. Что касается способа, 
кaropЬflf вводитси эта хараперистпка, то оо может быть 
.. 106ЬFJt, вапрвмер, э-ксперименплъньnt (как nри ввеJtеаии меры 
AIJJJHЫ), ми Jtа'tематичес~mм (как при введенИll еры скорости). 

2. (}leвoeJIЬie и кроизвод-вые вeлJf811tВW. Измеряя для ну, 
., wожем выражать ее в метрах, caиТitlleтpax, ~юймах. и т. п. 
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Выбор 9ТОЙ еuницы зависит TOJJЬJ(O от нас н 11влvетс.и со 
вершенпо лроизвольным. Точоо так )l(e, н:зvеря~ .время, мы 
JIOweк выражать его в минутах, секув.u.х и т. п. При этом 
еJI,Ияица времени никак не связана с еАИНицей длiШЬI. Поэтому 
изuен11:S единицу JI.JIИНЬI~ м.ы не обязаны изменять единицу 

времени, и. нао()орот, изменJiя еnиицу времени, »О.жем оста­

вить невз11енной инниду мины. Это обсr.оятельеrво выра­
жают словами; л.лuна и время-ве.лкчинн ос~tовньtе. 

Помимо JLIJflHЫ и времени., осповоой веJiичиной JIВЛЯется 
таtаКе и .масса, ибо массу NОЖВО измеряrъ в 2.-~ кг, и т. п. 
иезавиеJDЮ от roro, в каких единицах измеряются мина 
и время. В nротивоnоложность этому, такая величина, как 
схорос7ь, уже не будет оеновоой, ибо мер.а скорости зави­
сит от единиц, в а:оторы.х изм.ер1110ТС11 ;rрусие фuзвчеаие 

величины4 Нзnример, еии измерять мяиу в »етрах, .а вре­
мя-в секундах, то nервая космическая скорость будет 
выражаться ~~ислом 7900 (меrров в секунду); но если длину 
измерять в кцдометрахt а ~ремя--в часах, то эта скорость 

бу.Ает выража~м:я числом 28 440 (о.чометров в час~- М.W .,и­
АН•, что число, измеряющее скорость., зави~нт от e.JtИJtИЦ, 

• которнх uзt.&ер~ют~м 11.руrие веJ~нчины --.ll,.llиo.a и гремs. 

Физическая величина, мера которой зависит от масштаба 

измерения других величин, нааиваеrс~ проиэводной. Следо· 
вательно~ скорость есть велwuша nроизводная. 

Производной вел1r1ииоR будет, очевидно, и ускорение, 
а также сила (если измерять ее nроизведением та). Еш .. е 
о.а.ним при-мером nроизводвой вел11чины может служить nло­

щадь. Действительно, если измерять длину не в метрах, 

а, скажем, в дециметрах., то мощ,а 11ь КЮКJJ.ОЙ фигуры бу.Аеr 
внр.ажаться число~ в ~то раз бОльшим.. Следовательно., мера 
площ,а;J.И зависиr от меры другой физической велll­

чинн -JI)IJifHfl. 
Заметим, что вопрос о том~ вuвет~• JfИ uuu.ail вгличина 

основной, зависит только от того, как мы вводим ее меру 

(а не от nрироды этой величимы). Например, если силу 
измерять nроизведением та, то оиа будет величиной про­
нзводноR; но если измерять ее величиной деформаuии неко­

тороrо эталонного динамометра, то она станет величиной 

основной (подобно длине, времени и массе). Аналогичное 
замеч~ние можно с.J.мат.ь и oТtiO~.иre.'lbliO 11ассы: при обнчиом. 
способе измерения она IIВJ1яетс11 величиной осuовнойt во 

еии ИЗNер~ть ее отношением F fa., ro она будеr вeлИ'1Jtttolt 
производной (а сила- основной). 
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Раеt.мотрим в связи с этим воnрос об измерения nлou~anя. 
Вообразим, что в качестве единицы измерения этой вели­
чины мы берем не квадрат со стороной, равной единице, 

а какой-нибудь эталонный квадрат произво-льной величины. 

Тогда единица измерения nлощади окажется не зависящей 
от единицы измерения длины, и изменение последней никак 

не nовлияет на меру площади. В этом случае nлощадь бу­

дет такой же основной величиной, как и длина. 
~ы видим, что при одном сnособе измерения физической 

величины она может быть основной, а nри другом- nроиз­

водной. В § 7 этот воnрос будет рассмотрен более nодробно. 

3. Размерность физической величины. Рассмотрим ка­
кую-нибудь nроизводную величину, наnример, скорость. 

Выбрав оnределенные единицы измерения, получим 

s 
"''=-v t • 

Пусть теперь единицы длины и времени изменяются таким 
образом) что числа, выражающие s и t, увеличиваются: nер­
вое в Л раз, а второе в 't' раз. Тогда в новых единицах: 

s' = Лs t' = т;t 
' ' 

s' Лs Л s v' = tт=,;t =-:t. т' 
1 л 

V =-V 
't ' 

(7} 

где штрихами обозначены новые мерЬI величин s, t, v. Мы 
видим, что если мера длины увеличивается в Л раз, а мера 
времени в 't' раа, то мера скорости возрастает в Л/Т' раз. 

Этот факт выражают словами: «скорость имеет размерность 
L/T» и заnисывают в виде равенства 

или 

L 
[v] =т' 

[v] = Lт-1 , 

в котором {v] обооначает размерность скорости, а симво­
лами L и Т обозначены длина и время. 

В общем случае можно дать следующее определение 
размерности. 
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Пусть имеются основные величины А, В, С и пронзвод,. 
на я величина Р. 1 lредполомим, что в результате изменения 
масштабов, в которых измеряются величины А, В, С, их 
числовые эначения становятся ббльшнми: для величины А­
в а раз, для величины В- в ~ раз, для величины С- в у 
раз. Пусть числовое значение величины Р уведичивается 
воtедствне этого в л раз. Тогда, если 

л= at~m'Yn' 

то говорят, что величина Р и.лtеет размерность Atвmcn от­
носительно величин А, В, С (нли в системе АВС). Этот 
факт заnисывают в визе равенства 

[Р] = At вmсп, (8) 

в котором спмвол [Р] обозначает размерность величины Р. -
Форму л а ( 8) показывает, как мера величины Р зависит 

от мер основных величин А, В, С. Она называется форму~ 
лой разfi'tерности. (Конечно, число основных величии может 

быть и не равно трем.) 
Рассмотрим несколько nростых примеров. 

1. Размерность площади. Еслн единицу длины сделать 

в Л раз меньшей, то мера длины увеличится в Л раз, а 
мера nлощади_- в Л2 раз. Следовательно, 

[S] = [2. 

2. Размерность объема. Рассуждая точно так же, nри­

дем к выводу, что 

3. Размерность ускорения. П&сть единицы длины н вре­
мени изменяются таким ~разом, что мера длины увеличи­

вается в Л раз, а мера времени~- в ".. раз. Тогда, в старых 
-еднинцах, 

а в новых-

Av 
а= At' 

, Av' (Л/т:) L\v Л Av 
а = Ai' = т: At = 't2 • At 

~с учетом равенства (7), связывающего v' с v). Следова­
тельно, 

, л 
а = "'2 а. 
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[а]=- i~ = lт-'J:. 

4. Размерность угда. Угол измеряют отношением 

l 
rp= R' 

г де /-длина соответствующей дуги, а R- рз.ttиус. Если 
измеиит.о единицу длины~ то числа. l и R увеличатся: или. 
уме.кьш.ат~~ в одно и то же qисло раз. и отношеиие lfR 
останется неизмененным. След.ов.ательнооr м.ера угла не за­

висит от меры длины (а также от мер других основных 

величин, например, времени JfЛJf mассы). Величину подобного 
рода называют безраз.м.ерной.,. а ее. размерность обозначают 

символом I *)~ Таким образ..ом. 

fq>}= J. 

Из того, что мера угла не зависит от ~JlИIOtц A&J~Иill,. масаа • 
времени, не след.у~'I .. Ч..'~О. yrOJ.l-aeJUIЧ..IШ& осн.ов.наS[~ Ха}\а.Iп~рной 
особенностью основ.ной в~личииы ЯШ~яется то., что еди.ниц_-у ее нз­
м~иw мmюrо n wнmольио н~еопЯ'ТЪ пезависимu от ~диппц нз­

ае,еttп АР'JГНI OCtfOIJmlX W.JIIf'mH В нрmиоопОJЮЖН.остJ. 3Т<*у, 
единица измерения y~r.n.a. IIIIC).l!И- oep•д.e.lRIIнa--.._ и хо-ти оаа ие: эааи­

сит от единиц измерения длины, массы и врем~нн, однако не мо­

жет быть изменена произволь.JЮ- trюка мерой угла считается отно­
шение rp=l/R). Следовательноt уrол--величииа производпая 

5. Размерность длины, массы н времеа. Так как 3!11 

величины являются основиьmи,. ro 

r.де L .. М, Т-tимволы .дл-ин.ы., мас.сы и вр.емеuи. 
Вычисление размерности супцественно облеrчаетс9 дВумя 

следующими правилами (которые мы не будем доказывать 

ввиду их очевидности): 

l. Если R = PQ, то 

[Rl= [Р}· [Q}. 

(Размерность проиЗ'ведения равна произведению размерно­
С.tей.} 

*) О безразмерной величине гооорят такжеt что она имеет ну­
левую размерность. Можно бwо 6ы иапнсать [rp) =Lo. 



(Размерность отношения р.авна отношению ра3Мерностеlt.) 
Вычислим, пользуясь этими правилами, размернос.ти не­

которых величи.н. 

As 
1. Размерность скорости. Так как v = l>.t , то 

f 1 {&i IsJ L LT-1. 
"J = {Aij = .{ij=T = . 

м 
2. Р~ер.ност.ь ~i:IWJ)EiilJ.Я. Так м:ш а::; бt :r то 

{ ] = l&'] _ [v) = LT-"1 = Lт-z 4 lAt J - J.t] Т . 

3.. Р.азмервость c:zt.w~ Бу;~.ем ~11ть aqy про838еде­
ниоем -.о. Toraa в СИС1"еме LМТ (uив~ -.асса., ~11! чо-
Л)'ЧИМ 

[F) ={т]. [а]~ м ·LT-2 = Lмт-?.. 

4. Р~оt:ть 1Clltte-ra>Ч«'It911i ~uu. Так 
чес~ая энергип равАа np~eмtnO 

1 
W= 2 mv2, 

[W] = [ 1/2]. [т]. {v)2 = 1· м. (LT- 1 f = L2мТ-2• 

(Коэффициент 1/2- .велич.ина безразмерная, и поэтому 

[1/2) = 1.) 
И3 p.aco.юrpett~И~UC вр.имероа~ в ч.астжх:r•~ ВIU.JIO.__ что 

nоказатели размерности могут быть как nоложительными, 

так и отриuате.&JШШ. &юс.иедспии 1rtЫ увидим, что окм 
могут быть и дробньтми. 

Символы L, М, Т 1П'f.ОГДЭ заменяю,. об'Оз-н1't~НП11МИ ое:оотвnеr~ 
вующих единиц. Тоrд"а размерностью силы будет .м·кг·сек-z, раз­
мерностью энерrии-я2 ·и·.с~-~ и т. д. 

Заметим, что rо.воря о размер.нDсти~ 14ы всегда u,м.et}N 
в виду размерность IJ некоторDд си.сте..ме DСJШВJШХ в.елиvrU4. 

Н анример, когда ~ы nишем 



то имеем в внлу размер в ости массы и силы в системе l.,M Т. 
Но о размерностя~ этих величин можно говорить и в других 
системах, например, в системе LTF (длина, время1 сила). 
В этом случае будем иметь 

[F] = F, 

[ 1 [ F] F L-I ~F 
т =[а] = LT-2 = J- • 

Естественно возникает вопрос= всегда ли размерность 
величины Р имеет вид (8), т. е. всегда ли она является сте· 
nеннбй? В более точной форме этот вопрос состоит в сле­
дующем. Пусть имеется основная величина А и производ· 
ная величина Р. Пусть, далее, мы изменяем масштаб, в 
котором измеряется величина А, в результате чего ее мера 

увеличивается в а раз, а мера величины Р- в л раз. Спра .. 
шивается какова зависимость л от а? 

Прежде всего заметим, что величина Р может быть та .. 
кой, что л вообще не будет однозначной функцией а. 

Пусть, например, 

(9) 

где /-некоторая длина. Тогда при 1= 1 м буде"11 иметь: 
1) если длина измеряется в метрах: 

l = 1, Р= 21, 

2) если длина измеряется в дециметрах: 

l = 10, Р= 210; 

3) если ллина измеряется в сантиметрах: 

l=100, Р=2100 • 

Таким образом, переход от метров к дециметрам дает 

10 1 О n (а) = 2lo =- 29 
а= Т= ' 2• ' 

а переход от дециметров к сантиметрам -

100 
а=-= 10 

10 ' 

Мы В-идим, что одному и тому же значению а здесь со­
отве1ствуют различные значения л В данном случае число 

л; зав и си r не только от а, но и от первоначальной еди­

ницы длины. 
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Другим примером того же рода может служить вел-ичина 

P=v+v2, (10) 

rде v- какая .. нибудь скорость. Легко видеть, что здесь n 
тоже не является однозначной функцией а (так как слага­
емые v u v2 имеют различные размерности). 

Таким образом, возможны величины, для которых n во­
обuце не является однозначной функцией а. О размерностях 
таких величин нельзя ничего сказать, или, выражаясь точ· 

нее, о HJIX просто не имеет смысла говорить (так как само 
понптие размерности nредполагает однозначную зависимость 

n от а.). 
Однако можно доказать*), что если n есть однознач· 

ная функция а, то эта функция обязательно является сте­
nенн6й. В этом случае величина Р имеет оnределенную раз­
мерность, выражаемую формулой тиnа (8). 

Что касается величин, nодобных (9) и ( 1 О), то аналогич­
ных примеров можно привести сколько угодно, но, и это очень 

суuцественно, величины такого рода в физике не встречают· 

ся. Поэтому в- дальнейшем мы будем считать, что каждая 
физическая величина обладает некоторой размерностью. 

4. Однородность физических формул. Пусть в некото­
рой системе мер, наnример в системе LMT, измеряются ве­
лкчиКЬI Р1 и Р,., связанные ра-венством 

Р1 =Р,.. (11) 

Будем считать, что выnолняются два условия: 
t. Каждая из этих величин обладает определенной раз­

мерностью. 

2. Наnисанное равенство верно в любой скстеме единиц, 
применяемых для измерения длины, массы и времени. 

Очевидно, в этом случае 

[Р1]- [Р1]. (12) 

Действительно, изменим nроизвольным образом едииицы 
длины, массы и времени. 'Гогда величины Р1 и Р,. станут 
б6пьшими или меньшими, и так как равенство (11) останется 
в силе, то это означает, что числа Р1 и Р,. измен.ятся 
в одинаковое число раз. Отсюда следует, что размерности 
этих величин одинаковы. 

•) См. стр 65. 
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Пусть, далее, величины Р, Р1 , Р2 связаны равенством 

Р=Р1 +Р2 , (13) 

nричем опять выполняются условия 1 и 2. Легко видеть, 
что тогда • 

[Р1]=[Р2]=[Р). (14) 

Действительно, если бы размерности величин Р1 и Р2 были 
различны, то сумма ( 13) вообще не имела бы никакой раз­
мерности. Отсюда заключаем, что [Р1] = [Р2 ] и, следова­
тельно, справедливо соотношение ( 14 ). 

Мы видим, что все члены равенства, связывающего фи­
зические величины, имеют одну и ту же размерность. Это 
свойство физических формул называют однородностью. 

В § 1 мы говорили, что величина 
Р = 20 м+ 5 се!< 

не имеет смысла. Теnерь мы можем высказаться более точно· так 
как эта сумма неоднородна н, следовательно, не имеет никакой 
размерности, то он.а н.е может быть результатом, вычислений по 
тем или иным физическим формулам. Можно сказать, что эта сумма 
имеет смысл арифметический, но не фнзнqеский 

5. Метод размерностей. Пусть величина и находится 
в функциональной зависимости от величии х1 , х2 , ••• , xn: 

( 15) 

Будем считать, что величины х1 , х2 , ••• , xn, и обладают 
определенными размерностями, а равенство (15) справедливо 
в любой системе единиц, применяемой для измерения ос­

новных величии (например, длины, массы и времени). В этом 
случае функция ( 15) не может быть произвольной, а долж­
на быть такой, чтобы выnолнялось равенство 

[/)=[и]. 

Это обстоятельство заметно сужаеt класс возможных функ­
ций f и позволяет в какой-то степени «nредсказываты> физи­
ческие зависимости. 

Рассмотрим три nримера. 

1) Пусть точка начинает движение из состояния покоя 
и движется с nостояиным ускорением а Тогда пройденный 
ею путь будет некоторой функцией а и t: 

s=- f(a, t), (16) 
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причем функnия f должна удовлетворять требованию 

(/ (а, f)] = ( s 1 = L. 

В этом простом случае ясно, что функция f(a, t) яв· 
ляется степенн6й, т. е. имеет вид 

{(а. f) = Ca"'f~, 

где С, а, ~-некоторые константы. Действительно, если 
бы эта функция была какой-нибудь иной, то правая часть 
равенства ( 16) вообще не имела бы никакой размерности. 
Следовательно, 

s = carx.t~, 
причем а и ~ таковы, что выполняется условие 

( 17) 

Но легко показать (мы не будем на этом останавливать­
ся), что равенство ( 17) справедливо только при 

а= 1, ~=2. 

Таким образом, приходим к выводу, что 

S= Cat2 

' 
где С- некоторая неизвестная константа (безразмерная). 

2) Пусть математическому маятнику сообщили началь­
ную скорость v 0 , вследствие чего он отклонился на угол 

а. В этом случае 
( 18) 

где [-длина маятника, а g- ускорение силы тяжести. При 
этом, TdK как а- величина безразмерная, функция f долж­
на удовлетворять условию: 

( 19) 

Если, как и в предыдущем примере, искать функцию f в 
виде 

ro выяснится, что требованию 

удовлетворяет бесчисленное множество степеннЫх комбина­

ний. Одной из них является отношение v:fgl, а остальные, 
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как легко nоказать, имеют вид 

(iY. (20) 

где k- nроизвольное число. Поэ'Гому, счи'Гая зависимос'Гь 
(18) стеnенибй, nриходим к выводу, что 

a=c(;fY. 
где С-некоторая безразмерная константа. 

Однако нетрудно видеть, Ч'ГО Э'ГОТ вывод сделан слиш­
ком nоспешно. В самом деле, nоскольку выражение (20) 
является безразмерным при любом k, то требование о без­
размерности а будет выnолняться и при 

а= v~ + 2 ( о~)2 
gl gl ' 

( v:)z ( о:)а 
а= - -4 -

gl gl ' 

и т. n. Более того, это требование будет выnолняться и 
при 

и, вообще, nри 

a=~n(j). 

a=log(~). 

(21) 

где q>- произвольно выбранная функция. Следова'Гельно 
зависимость ( 18) может выражаться любым равенством вида ' 
(21) (и, как можно показать, 'Голько 'Гаким равенством). 

Итак, интересующая нас зависимос'Гь може'Г быть и не 
степенн6й (в отличие от зависимос'Ги s = f (а, t), рассмот­
ренной в предыдущем примере). Причина этого в том, что 

комбинация o:fgl безразмерна, и поэтому любая функция 
от o:Jgl тоже является безразмерной. 

3) Пусть 'Гочка, рассмо'Гренная в первом примере, начи· 
нает движевне со скоростью v0 • Тогда s будет функцией 
v0 , а, t: 

s = f(v0 , а, t), {22) 
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nричем должно выполняться условие 

[/ ( v0 , а, t)} = L. 

Но этому условию удовлетворяют многие зависимости (22)" 
например, 

s = at2 , s = v0 t, 
v2 

8=-о 
а 

и бесчисленное множество дру1 их. Кроме того, это уело· 

вие выполняется и в случае 

s = at2
• <р ( ~:) , 

s = V 0 t · <р ( ~: ) , 

(23) 

'(24) 

и т. п. Действительно, так как отношение atjv0 безразмер· 
но, то множитель <v ( atjv0 ) никак не влияет на размерность 
величины s. Следовательно, зависимость (22) может выра· 
жаться и функциями типа (23), (24). 

Мы видим, что хотя величина s является размерноii, 
тем не менее функция (22) может быть и не степенной. 
Объясняется это тем, что из аргументов этой функции 
можно составить беэраэмерную степенную комбинацию­

отношение atjv0 • (В случае зависимости s = f (а, t), рас· 
смотренной в первом примере, аргументы а и t не допускали 
подобной комбинации Именно поэтому функция s = f (а, t) 
могла быть только степенной.) ~ 

Теперь мы можем перейти к общему случаю. Пусть 

U=f(x1, х2 , ••• , хп), (25) 

и поэтому должно выполняться условие 

[f(x1 , Х2 , ••• , xn)J=(и]. (26) 

Посмотрим, какие ограничения накладывает это условие 

на функцию f. Будем сначала считать, что и- величина 

безразмерная (например, угол). Тогда условие (26) будет 
выражаться равенством 

[/(xl, х2, ... , хп)]=1 (27) 

и ему будет удовлетворять любая функция вида 

t-== F(ol, о2, ••. ), (28) 

J Б. Ю К:оган 2) 



где б1 , б2" • • -безразмерные стец~шtЫе комбинации ~елц ·~ 
чин х1 , ••• , xn (Например, в задаче об отклонении. матема­
тического маятника угол а был функцией безраз~~рной 

комбинации v~jgl ) Вместе с тем можно доказать*), Чт1й 
каждая функция /, удовле'rворпющая условию (27), есть 
пибо функция вида (28), либо константа Следовательно, 
если и безразмерно, то зависимость (25-) описывается ра­

венством 

или равенством 

(29) 

(30) 

Пусть теперь и имеет произвольную размерность. Об~а­
зуем какую-нибудь степенную комбинацию 

(31) 

удовдетворяющую условию 

{Р(х1 , x=t, •.• , хп)]=[и], (32) 

и рассмотрим безразмерное отношение 

... ' xu). (33) 

Здесь могут nредставиться два случая: 

1 Величины х1 , ••• , xn допускают безразмерные сте­
nеннЫе комбинации 61 , 82 , • • • Тогда зав}iсимость (.33) 
будет иметь вид 

и 

откуда 

2. Безразмерные степеннЫе комбииации 61 , б=t, ••• 
возможны. Тогда зависимость (32) будет иметь вид 

и -с 
р (Xtt Xt• • • •' Х~а)- t 

откуда 

U=C·P(x1 , х2 •••• , хи). 

Таким образом, зависимость 

и=/ ( t" 1' t" 2' · · · 1 Х n) 

*) См стр 66. 
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описьr~tаетсt равенствами вида ( 34) пnп ( 35) Эти .Р"ав~нств.а 
nопкостью решают вопрос о характере йнтересующеА нае' 

зависимости*). 
Прежде чем nереходить к примерам, отметим одни важ­

ный случай. Пусть величины х1 , •.. , xn таковы, что М3 
нях можно составить лишь одну стеnенную комбинацию 
(31 ), удовлетворяющую условию (32). Легко видеть. что 
тогда комбинации б1 , 62 , • • • невозможны Действительно. 
если бы существовала безразмерная степенная комбинациt 
б, то, наряду с равенством 

[Р]=[и], 

было бы сnраведливо и равенство 

[Р6]=[и], 

т. е. р было бы не единственной степенной комбинацией, 
имеющей размерность величины и А так как это nротив-е.­
речит условию о единственности подобной комбинации, то 
nриходим к выводу, что безразмерные стеnеннЫе функuии 61, 

б2 , • • • образовать нельзя 
Поскольку комбинации б1 , 62 , ••• в рассмотренмом случае 

невозчожны, то зависимость ( 36) ~ыр-ажается равенством 
(35), содержащим неопределенность лишь в виде константы 
С (в отличие от равенства (34), содержащего неопределен­
ность в виде фунющи F). Поэтому метод размерностей 
дает здесь наиболее полное представле~mе о характере 

искомой зависимости Большинство примеров, которые мы в 

дальнеИшем будем рассматривать, относится к этому слrчаю. 

§ 3. ПРИМЕРЫ ПО МЕХАНИКЕ 

Решая ту или иную задаtiУ механики, мы в конечном 
счете основываемся на трех законах· на законе F =та, оа· 
законе действия и nротиводействия и на правиле паралле .. 
лограмма сил. Но равенства, выражающие эти закоt1Ь11 

*) Выводя соотношения (34) и (35), мы предполагали. что 
комбинация Р, удовлетворяющая условию (32), существует. Э'rа 
н-естрогость не имеет значеnnя, так как в каждом конкретном 

случае применени...: метоАа размерностей мы такую кqмбинаав• 
нахо,цим. 
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остаются справедливыми nри любых изменениях масштаба 

основных величин. Отсюда следует, что это верно не только 

для пеуечисленных законов, но вообще для всех формул 
механики. Поэтому к задачам механики можно безбоязненно 
применять метод размерностей. 

В этом параграфе мы будем пользоваться системой LMT. 
Ниже приводятся размерности ряда механических величин 
в этой системе (табл. 1 ). 

Таблнuа 1 

Размер~ости механических величин в системе LMT 

ЕдИНИЦ<! 

Величина Р азvерность измерения 

в систе~.е СИ 

Длина • . • • . . . . . . L .м 

Масса • • • • • • . . • м кг 

Время . • • • . • . . . . т сек 

Площадь • • . • • . . . . L2 .м2 

Объем • • . . • . . . • . [З .м;З 

Угол . . • . . • • . . . . 1 рад 

Скорость . • • • . . • . LT- 1 .м.jсек 

Ускорен не . . • . • . . . LT- 2 .мjсек2 

Угловая скорость . . . . т-1 радjсек 

Угловое ускорение . . . . т-2 радjсек2 

Период . . . . . • . . . т сек 

Снла, вес • • • • • . . . Lмт-2 н 

Плотность • . • • . . . . L- 3i\.1 кгj.м3 

Давлен не • • • • • • • . L -~мт-2 Hj.At2 
Импульс t • • . . . . . . Lмт- 1 

н·сек 

Момент кол нчества . • . . 
движения*) . • • . • . L2мт- 1 кг· .м.2 /сек 

Работа, энергия • • • • • L2мт-2 дж 

Мощность . . • • • • . . L2мт-з вт 

Момент СНЛЬI • • • .. • • . L2мт-2 Н·.М 

Модуль упругости • . . . L -~мт-2 нj.м.2 

*) Эту .велнчнну называют также угловым моментом. 

Пример 1. Математический маятник откJiонен на угол 
45° и отпущен без начальной скорости. Исследовать завн­
симость периода колебаний от длины маятникd, 
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Реш е tt и е. Искомый период 't зависит от длины l, 
массы маятника т и его веса Р. (Будем считать, что ма­

ятник колеблется на некоторой произвольно выбранной 
nланете.) Таким образом, 

't = f ( l, т, Р). 

Далее ищем степенную комбинацию 

/а. т~ pr 
' 

удовлетворяющую условию 

[ l а. т~ Р1 ] = [ -r]. 
Так как 

[l] = L, [т]= М, [Р] = LMT-2
, [-r] = Tt 

ТО 

L а. М~ (LMT-2)1 =Т 

и равенство (38) принимает вид 

откуда 

L a.+r м~+r т-21 = Т, 

а+у=О, } 
P+v=o, 
-2у= 1. 

Решив эту систему уравнений, найдем 

1 1 
а=-2 t v=--. 2 

Таким образом, функция (37) имеет вид 

ll/2ml/2p-1/2 
' 

(37) 

(38) 

причем это единственная степенная комбинация величu 
l, т и Р, удовлетворяющая условию (38). Следовательно, 
безразмерные комбинации этих величии невозможиы, и по• 
этому 

т= CJ1/2mt/2p-l/2 =с Vl;. 
Учтя тепер_ь, что Р= тg, получим 

Т= СУ~· (39) 
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Равенство ( 39) показь!Вает, что nериод колебаний м-wrе­

матическоrо маятника пропорционале., Jf/ и обратно про­
порuионален V g. 

Если бы начальный угол отклонения маятt\ика бЬJл равен 
не 45°, а, скажем, 60°, то зависимость (39) была бы точно 
такой же, но константа С имела бы другое значение. Сле­
довательно, в общем случае можно наnисать 

(40) 

где <р0- амплитуда колебаний маптника. Функция F ( ср0 ) 
остается. nри этом неоnределенной. (Как известно, если ср0 

r 

Рис 1. 

невеликv, то F ( <fo) ~ 2л:.) 
Пример 2. Однородный цилИндр 

катится no горизонтальной плоско­
сти nод действием силы F (рис. 1 ). 
Считая, что скемьжение отсутст­
вует, исследовать зависимость уско­

рщнrя точки О от величины силы F. 
Реш е н и е. Исkомое ускорение а может зависеть от 

трех величин: от силы F, от массы uилиндра т и от его 

-радиуса R: 
а =f(P) т, R) 

Пользуясь методом размернос rей, nодбираем функцию 

ра т~ R1 , 

удовлетворяющую условию 

[ F11m~R1] = [а]. 

Учитывая_, что 

[F]=LMT- 2 , [m]=M, [R]=-L, [a]=LT-2 , 

получаем 

(LMT-2)·M~L7 = LT-', 
L «+-yмa+~т-zr.t ~ LT- 2 

' 
а+у=1, } 
o+J}=O, 
-2а=-2. 

Решив Эту систе~у, найдем 

а= 1, ~ = -1, у= О, 



т. е. 

р 
Pm~R1 = Fт-t = -. 

т 

Так «ак найденная степеннак комбинация--единственная, 
"' приходим к выводу, что 

F 
а=С­

т' 

где С- некоторая (неизвестная) константа. 

(41) 

Полученный результат nоказывает, что ускорение этого 
цилиндра не зависит от его радиуса (при заданном значении rn)~ 

Пример 3. Вообразим, что на Се­
верном nолюсе Зе'dли вырыт колодец, 
доходящий до ее цеtпра (рис. 2). 
Пусть из точки А этого колохца н 
начинает падать камень, не встреча­

юrций на своем nути сопротивления 
воздуха. Исследовать зависимость 

времени его nадения от высоты Н. 
Реш е Ji и е. Искомое время 't' 

может зависеть лишь от высоты Н 

и от ускорения, с которым движется Рнс. 2 
камень. Найдем это ускорение 

Рассмотрим силу F, с которой камень п~итяrивается 
к центру Земли Известно, что внутри Земли эта сила изме­
няется по закону 

F =- kx, (42) 

где k- коэффиtlиент проnорциональности Величину его легко 
н ай 1 и, [Юла г а я х = R. Так как F должно быть в этом слу-
чае рdв но mg, то 

откуда 

kR = mg, 

k 
mg 

~R. 

Подставив это значе-ние k в ( 42), получим 

F=mg х 
R ' 

и, следовательно, ускорение, с которым движется камень, 

F g 
а=- т= R х. 



1 Мы видим, что закон, по которому изменяется ускорение 
камия в процессе падения, характеризуется коэффициентом 

gj R. Следовательно, 

~ =! (Н, х). 
Далее, пользуясь методом размерностей, получим 

[lf· ( ~ YJ =[-с], 
' 

[Н}=L, :[~] =1'"""2
, {-с)= Т, 

С'f.Куда 

Таким образом, 

L а (Т-2)~ =Т, 

l 
а=О А.=--

' ~ 2 ' 

Учитывая, что найденная стеnенная комбинация является 
'единственной, приходим к выводу, что 

" 

'С= с у~ ' (43) 

где С-некоторый коэффициент. Равенство (43) показывает, 
что время падения этого камня не зависит от высоты Н. 

Пример 4. Доказать, что вторая космическая скорость 

пропорциональна V Rg, г де R- радиус планеты, а g- уско­
рение силы тяжести на ее поверхности. (Предполагается, что 
такая скорость существует. Иначе говоря, считается извест­
ным, что если начальная скорость тела достаточно велика, 

то оно удаляетсЯ в бесконечность.) 
Реш е н и _е. Пусть тело брошено с поверхности планеты 

вертикально вверх (рис. 3). Тог да на расстоянии х от ее 
центра 

R2 
F=mg--т, 

х 

F aR 2 
а- - ~ 
- т - хг· 



Мы ЮJдим, что закон, по которому изменяется ускорение 

этого тела, определяется коэффициентом gR'lr. Отсюда сле­
дует, что искомая скорость зависит от R и gR2 , т. е. от 
R и g. Обозначая вторую космическую скорость через v 2 , 

можем написать 

Далее, согласно методу размер­
ностей, получим 

[ Rctg~] = [ V2 ], 

(R] = L, [g] = LT- 2 , [v2 } = LT-1, 

L ct (L т-2)~ = LT- t, 

Отсюда 

а+Р= 1, } 
-2Р=-1. 

1 
а= А.=-

~'~ 2 ' 

Ra'g~= VRg. Рис. 3. 

Так как найденная степенная комбинация является единст-
венной, то 

V2=CYRg. 

Пример 5. Тело брошено вертикально вверх со скоростью, 
меньшей, чем вторая космическая. Пусть Н обозначает высоту, 
на которую поднимется это тело. Исследовать зависи­

мость Н от v0 , g и R. (Сопротивление атмосферы не учиты­
вать.) 

Реш е н и е. Пусть Р (v0 , g, R) обозначает степенную 
комбинацию величин v0 , g и R, удовлетворяющую условию: 

[Р] = [lf}. 

Так как непосредственно видно, что этому условию удовлет .. 
воряет Р= R, а также Р= v:Jg, то приходим к выводу, 

что величины v0 , g, R допускают безразмерные степеннЫе 
комбинации. Найдем их. 

Пусть 

[ v~g 13 R"] = 1. 
У читывая, что 

[v0 ) = LT- 1 , [g) = Lт·- 2J [R] = L1 



вовучаем 

откуда 

(LT-1) 11 (LT-2)~LY = 1, 

a+t'+ у=О. } 
-а-2~=0, 

а= -2у, ~=у, 

rде у -произвольно. Следовательно, 

'll~g~ RY ='ll;•vgv Rv =(:~У· 

Таким образом, каждаSI безразмерная комбинация рассматри­

ааемых величин имеет вид (gR/v:)'V. Отсюда следует, что 
пишь одна из этих комбинаций, например, gRfv:, является 
независимой. Поэтому 

Н=Р F(:~)· 
rд_е в качестве Р можно взять, например, v:; g. Таким об-
разом, 

(44) 

Что касается функции F (gRfv:), то метод размерностей 
не позволяет сделать о ней никаких заключений. Тем не 

Рис 4 

.менее, полученный результат представляет некоторыА шаг 

вnеред, ибо равенство Н= f (v0 , g, R) содержит не известную 
функцию трех аргументов, а равенство (44)-одного аргумента. 

Пример 6. Поток несжимаемой идеальной жидкости обте­
кает шар (рис. 4). Пусть скорость потокd равна v, давление 
жидкости вдали от шара равно нупю и давление в точке А 
равно р. Исмедовать вависимость р от v. 



Ре ш е н и е. Так как жидкость является идеальной, "1' .. te. 
соверщеино невязкой~ то те.чение будет паминарным, и лииии 
тока будут выглядеть так, как показано на рис. 4. Искомое 
давление, очевидно, зависит от плотности жидкости р, от 

скорости потока v и, может быть, от радиуса шара R: 

р =/(р, v, R) 

Далее, пользуясь методом размерностей, получим 

[pav~R7) = [Р ), 
{р] = L -зм, (v} = LT-t, [R) = L, [р) = L -lмт-2, 

(L -sм)~~ (LT-1)~L7 = L - 1мт-~, 

-За+Р+v=-1, } 
а= 1, 

-Р=-2. 
Следовательно, 

н 

а=1, ~=2, у..::_о, 

pa~R"f = pv2. 

Так как найденная степенная комбинация--единственная, то 

р = Cpv2• (45) 

Равенство ( 45) показывае?-, что искомое давление пропорцио­
налъно pv и не зависит от радиуса шара. 

(В изложенном решении учитывалось лишь динамичеок.ое 
давление жидкости; если же учесть и статическое давление1 
то равенство (45) nримет вид 

р = Ро + Cpv?., (46) 
rде р0-давление жидкости вдали от шара.) 

Пример 7. Найти силу Fi- с которой показанныЯ на рис. 4 
поток действует на шар. 

Р е ш е н и е. К aJ< и в предыдущем примере 

F=/(p, v, R), 
, [pavf'RT] = [ F), 

(р] = L-зм, (v] =~Lт-t, lR] = L, (F)= Lмт-2, 
(L -3М)11 (LT- 1)~L1 = LMT-2, 

- ..,а r ~ -t у = 1, } 
а= 1, 

-~=-2. 

З.l' 



Таким образ ом, 

a=l, ~ = 2, v=2, 
pav~R1 = pv2R2, 

F= Cpv2R2 , 

где С- неизвестный безразмерный коэффициент. 

(47) 

Соотношение ( 4 7) позволяет сделать интересный вывод. 
Так как эт-о равенство верно при любых значениях v, то 
естественно предnоложить, что оно остается справедливым 

и в случае, когда v отрицательно~ (т. е. когда скорость 

наnравлена в nротивоположную сторону-). ПQ.этому можно 
наnисать: 

откуда 

F (v) = Cpv2R2, 

F(-v) = Ср (-v) 2R\ 

F (-v) = F ( v). (48) 

Однако, с другой стороны, ясно, что если изменить знак 
скорости, то должен измениться и знак F (ибо тогда сила F 
будет направлена в противоположную сторону). Поэтому, 
должно выполняться также равенство 

F ( -v) = -F (v). 

Сравнивая теперь (48) и (49), получаем 

F(v) =О, 

или, что то же самое, С= О. 

(49) 

(50) 

Таким образом, можно ожидать, что сила, с которой 

рассматриваемый поток действует на шар, равна иулю. Тоtiный 

расчет подтверждает это предположение (Гидродинамический 
парадокс Далам.бера- Эйлера) .. 

В заключение сделаем одно замечание. 
Пусть точка движется с nостоянной скоростью v= 1 мfсек. 

Тогд"Р формула 

s = vt 
примет вид 

$ == t, 
и, так как [ s] =1= [ t], то это равенство, очевидно, не может 
быть nолучено методом размерностей. Причина этого ясна: 

она состоит в том, что величина v является размерной, 
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и поэтому равенство v = 1 выполняется не при любых еди 
ницах длины и времени. Приведенный пр и мер показывает 
что) применяя к зависимости 

U=f(X1, Х2, • • ., Xn) 

метод размерностей, мы не вправе фиксировать числовое 
значение одного из ее размерных аргументов (или несколь­

ких размерных аргументов). 

В связи с этим возникает вопрос: nочему в nримерах 
1 и 3 (о колеба~ии маятника и падении камня) мы считали, 
что рассматриваемое двJJжение начинается из состояния по­

коя? Ведь поступая таким образом, мы фиксировали числовое 
значение размерного аргумента v0 , а этого, как мы знаем, 

делать нельзя. Однако нетру дно видеть, что, полагая v0 =О, 
мы не вступаем в противоречие с методом размерностей. 

Дело в том, что хотя величина v 0 и является размерной, 
однако равенство v0 =-О выполняется при любых единицах 

длины и времени (в отличие от равенства V= 1 в формуле 
s = vt). Следовательно, начальную скорость движения -мы 
имели право считать равной нулю. 

Вообще, если соотнощение 

(51) 

выполняется при любых единицах измерения основных вели­
чин, то это верно и для соотношения 

(52) 

nолучающегося из (51) при xk = О. Поэтому метод размерно­
стей применим и е только к зависимости (51), но и к зави­
симости (52). 

§ 4. РАЗМЕРНЫЕ КОНСТАНТЬI. 
РАЗЛИЧНЫЕ СИСТЕМЬI ОСНОВНЬIХ 

Н. ПРОИЗВОДНЬJХ ВЕЛИЧИН 

1. Размерные константы. Поnробуем применять метод 
размерностей к выводу закона всемирного тяготения. Пусть 

массы притягивающихся точек равны т1 и m2 , расстояние 

между ними равно r и сила притяжения равна Р. Тогда 
искомая зависимость будет иметь вид 

(53) 

зэ 



Далее. согласно методу размерttостей, подучим 

[m~•~rY] = {F}, 

[m~m~rv]=[m]a+~ [r]V=Lvмa+~, 

[F} = Lмт-2 

и, сле.n.оватепьно, 

Но так как в правой части этого равенства имеется ЧJiен 
т-s, а в левой части симвоJI Т отсутствует, то полученное 

соотношение не выполняется ни nри каких а., ~' у СлеJJ.о­
вательно, метод размерностей не nозволяет найти зависи­

мость (53). 
Мы видим, что закоtt всемирного нrrотения оказался 

«вне компетенции» метода размерностей. Прн(1ина этого 
стаttет nоиитной, если учесть, что равенство (53) имеет вид 

{54) 

где 0- константа, вависящая от единиц длины, массы и 
времени Например, в системе м, кг, сек. закон тяготения 
выражается равенством 

F = 6 67 · 10-11 m1m2 

' r2 ' 

а в системе см ... г ... сек-равенством 

отличающимся от nредыдущего Следовательно~ закон все­
мирного тяготения не удовлетворяет основному требованию 

метода размерностей-оправедливости исследgе.аого равенства 
в любой системе основных единиц 

То, что метод р-азмерностей не позволяет получить эак.он вce­
tttиpнoro тяrотеняя, представляется очевидным и с другой точки 
зрения. Дело в том, что формула 

[F]=LMT-2 

была выве,11.ена нами иэ закона F =та. Поэтому, пытаясь иайти 
фупl{ию (53) с помощью OAJIOГO только мето,11.а размерностей, МИ7 
в сущноС!И, nытаемся вывести эаl'он всемирного тяготения на 

равейства F =та Но так как ясно, что закон тяготения не 
является следствием второго закона динамики, то не удивительно, 

что нам не удается этого сяелать. 



Можно, однако, сделать так, что равенство, выражающее. 

закон всемирного тяготения, бу~ет сnраведливо nри любых 
единицах длины, массы и времени Для этого достаточно ga .. 
писать ero в виде (54) и считать коэффиr~иент а размерным. 
!{ействительно, так как 

(55) 

то этот коэффициент можно рассматривать как некоторую 

физическую величину, зависящую от Р, r, m1 и m2 Tor.a.a 
ИЗ (55) получим 

{о} - [FJ (rJ2 = Lмт-2.L2 = Lэм-~т-2 
- [m)2 М2 . (56~ 

Если считать) что О имеет найденную размерность, ro ра­
венство (54) будет верным, очевидно, nри любых единицах 
длины, массы и времени 

Таким образом, закон всемирного тяготения вьrража-етси 

равенством, в котором содержится размерная константа О. 
Рассматр.ивая ее как одну из фцзическнх величин, оnреде­
JJяющих силу F, можно наnисать 

(57} 

Mw можем тtnерь сказать, чrо неудача, постигmа1r вас .прм 
выводе закона всемирного тяготения, объясняется тем, что мы 
исходили не из равенства (57), а из равенства (53), т. е не учли~ 
что F зависит также и от гравитационной nостоянной G. 

Заметим, qто в равенстве (57) константа а фигурпр-1:-ет 
к31( величина переменная. Это объясняется тем, что, изиери 
е.аиницы длины, массы и времени, мы изменяем и числовое 

значение этой константы. В этом отношении она сущестsенне 
отличается от такоА константы, как, скажем, коэффициент а 
-:в форыуле S = nR2• Хот» правая часть этой формулы содер­
жит велячины n и R, о.дНако равенство S = f (R, n) не имеет 
смысла, так как коэффидиент 1t-безразмерный и поэтоыу 
ero qисловое эначение кензмекно. 

Закон всемирного тяrотения-отнюдь не единственнwа 
пример физической зависимости, содержащей размерttьrе по­

стоянные. В качестве другого nриыера можно взять 3акоо 

W=mc2
, 
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связывающий энергию с массой; здесь фигурирует константа с2 , 
имеющая размерность квадрата скорости. Можно также ука­

зать на формулу 

W=hv 1 

связывающую квант энергии с частотой излучения- в этой 
формуле присутствует константа h 1 имеющая размерность 

L2MT- 1 (nостоянная Планка). Наконец, можно nривести сле­
дующий nростой nример. Возьмем формулу 

't' = 2n , / 1 v g' 

и будем считать, что колебания совершаются в фиксирован­
ной точке землого шара. Тогда g будет некоторой констан­
той и nритом- размерной. 

Приведеиные nримеры nоказывают, что наряду с размер­
ными переменными физические формулы могут содержать и 
размерные nостоянные. 

В формулах евклидсвой геометрии размерные константы от­
сутствуют. Однако в геометрии Лобачевского такая константа 
имеется. Например, площадь треугольника определяется здесь по 
формуле 

S=a2 (п-а-~--у), 

где а-константа, имеющая размерность длины, а а, ~' -у-углы 
треугольника. 

(Из этой формулы, между прочим, следует, что в пространстве 
Лобачевского площадь треугольникd не може1 быть больше л;а2.) 

Разумеется, зависимость, являюща яся следств.ием равен­

ства, содержащего размерную константу, тоже будет с одер .. 
жать эту константу (в общем слу­
чае). Это обстоятельство нужно 
учитывать, nрименяя метод ра3-

мерностей к некоторым задачам. 

Пример 8. Два одинаковых 
однородных куба расnоложены 

/а так, как nоказано на рис. 5 • 
. \ Пусть масса каждого куба равна 

Рис. 5 т, ребро равно а и сила их 
гравитационного взаимодействия 

palнia F. Исследовать функцию F = 1 (т, а). 
Реш е н и е. Сила F может зависеть от т, от а и ot 

гравитационной постоянной 0: 

F = 1 (т, а, О). 



Пользуясь методо\1 размерностей, запишем: 

[m~a13Qf j = [FJ, 
[т]= м, [а] = L, [О]= L3M- 1T-2, [F] = Lмт-2, 

м~L~ (L3M - 1 т-2) 1 =- Lмт-2, 

р +Зу= 1, ) 
а- у= 1, ~ 
-2y=-2,J 

а=2, ~=-2, у= 1, 

~ ~от- Qт2 
та --2-. 

а 

Так как найденная стеnенная комбинация является единст-
венной, то 

Qт2 
F=C-2 , 

а 

где С-некоторый безразмерный коэффициент. 

(5S) 

Пример 9. Планета движется вокруг Солнца по эллипсу. 
Исследовать -Зависимость 't =- f (а, Ь), где а и Ь-полуоск -
эллипса, а 't'-период обращения планеты. 

Реш е н и е. Ускорение планеты равно 

0 мт F r 2 ОМ 
-т =-n-l-=--;:2, 

где М-масса Солнца . Так как зависимость Ffm от r cooot 
держит размерную константу ОМ, то 

где 

){алее, поскольку 

't'=f(a, Ь, QM), 

['t']=T, [a]=[h]=L. 

[OMJ = L3M- 1T- 2M= ~· 

[оа~] = Р, 

то раценство (59) имеет вид 

... ) , 

(59) 



где б1 , б2 , ••• -'безразмерш,tе комбинации величин а, Ь и ОМ. 
Но так как размерность [ОМ] содержит символ Т, а в раз­
мерностях [а] и [ Ь] этот символ отсутствует, то из вели­
чин а, Ь и ОМ можно составить лишь' одну независимую 

- а [GMJ0 а С 
безразмерную комбинаuию--отношение б::::::;:;: Ь = Ь. ле-

довательно, 

или 

(60) 

где F- не которая неизвестна я функция. 
Равенство (60) показывает, что если орбиты двух планет 

геометрически подобны, то квадраты времен обращения планет 

пропорциональны кубам больших подуосей их орбит. (Со­
rласно третьему закону Кеnлера это верно не только для 
геометрически nодобных, ио и для любых планетных орбит. 

Следовательно, соотношение (60) дает несколько меньше, 
чем тperиif закон Кеплера. Можно сказать, что, в конечном 
счете, этот закон сводится к равенству F (ajb) = const) 

... 
2. Различные системы осиоJЫJЫХ и производных вели­

'Diи. Как уже rоворплО<:ь, кзжд~я система мер строится ка 
неLкольких оснuвных величинах. Например, в механике таиими 
в~личинdми обычно служат длина, масса и время. Однако, 
как в механике, так и в других областях физики, систему 

основных величин можно выбирать совершенно произвольно 

(по крайней мере прииципи-4льно ). Что насается величин про­
взводных, то здесь тоже имеется значительная свобода, так 

ка-к, выбрав определенную систему основных величии, мы 
можем nо-разному ввести меры nроизводных величин. 

Раесмотрим несколько примеров. 
1. Система LTF. Выбере\1 в качестве основных величин 

длину, вре.мя и силу. Тогда массу можно будет рассматри­
вать как величину пронаводную и измерять ее отношением 

F 
т=-. 

а 



В э~А системе мер 

(PJ=F, 

[ 1 - ( F] - F - L -I T2F 
т -(а] - LT ~- ' 

( W] ={т] {v]1 = L -lPF(L/1)3 = LF. 

(61. 

(62) 

(63) 

Естественно, что размерности этих величин отличаются о-т 
соответствующих размерностей в системе LM Т. 

Н. Система LMTF. Выберем в качестве основных величин 
длину. массу. врем.я и силу. Тогда мера силы не будет за· 
висеть от меры массы, и поэтому равенство F= та станет 
неееtтым. Второй закон динамики будет теnерь выражатьс"' 
равенством 

F=kma, (64) 

где k-некоторый коэффициент пропорциональности (так 

называемая инерционная nостоянная). Из равенства (64) полу­
чаем 

(k] = [F] = F = L -tм-1T2F (65) 
[т] [aj М ·LT-2 

Следовательно, константа k является размерноИ. 
Заметим, что если пользоваться этой системой, то кон­

станта k будет присутствовать не только во втором законе 
• 

дин-амики, но и в некоторых других фи.зическкх формулdх.. 

Например, равенство 

будет теперь иметь вид 

2 mv2 mvo 
Fs----­- 2 2 

(
mv2 mv:) Fs-== k 2 - 2 . 

Чтобы сила была такой же основной величиной. как масс~ 
вужно единицы измерения массы и силы считать nроизJЮльиы .. и 
" ке "Зависящими друг от друга. Иначе говоря, единицу измере­
ния маесы следует считать ра.вной а килограммов, а ед-иниц,у lбме­
рения силы-Ь ньютонов, где а и Ь-пJюиэвQnьно выби,.а--емые 
числа. 

III. Гравитационная м.ера силы. Возьмем в качестве OCIJOB· 

ных величии длину, массу и время, а силу будем измерять 

с вомощыо закона всеJ,tuрного тяготения. С этой целью вЫбе­
рем такую е;Н:Иницу силы, .при ~которой гравитационная 



постоянная обращается в единицу. Тогда закон тяготения 
nримет вид 

и произведение m1т2fг'l. можно будет рассматривать как меру 
силы. В этом случае сила будет иметь размерность 

[F] = [m]2 = М2 = L -2М2 
[r]2 L2 • 

(66) 

Сравнивая полученное соотношение с известным равен~ 

ством 

[F] = Lмт-2 , 

видим, что размерность производной величины может быть 

различной даже в одной: и той же системе основных величин. 

Измеряя силу в гравитационных единицах, мы, в сущности, 
сравниваем ее с силой всемирного тяготения. Так, например, 
равенство F = 2 г2 jсм2 означает, что сила F в двч раза больше 
силы всемирного тяготения в случае m1 = m2 = 1 г и r = 1 см. 

Так как сила измеряется теперь не произведением та, 

то равенство F =та становится неверным, и второй закон 
динамики принимает вид 

Р=kта . 
• 

Из написанного равенства и равенства (66) находим размер· 
ность инерционной константы k: 

- (F] L - 2М2 _ 
Lk] = [mj [а]= м -LT-2 = L змР. 

IV. Размерность температуры. Температуру обычно изме~ 
ряют в градусах и считают величиной основной. В этом 

случае она имеет размерность 

[8) =е, (67) 

rде е-символ температуры. Добавив эту величину к длине, 
массе и времени, получим систему LMT8, состоящую из четы­
рех основных величин. 

Но температуру можно рассматривать и как величину 
цроизводную. Это можно сделать следуюn~им образом. 
' Как известно, для идеального газа справедливо равен-
с т во 
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где т-масса одной молекулы, tt-ee средняя квадратичная 
скорость, е-абсолютная температура и k-постоянная 
Больцмана (не зависящая от рода газа). Следовательно, 
температура газа пропорциональна кинетической энергии mu2f2 
и поэтому может измеряться в единицах энергии. В этом слу­
чае она будет иметь размерность 

(68) 

Так' как тело, находящееся в тепловом равновесии с газом, 
имеет температуру этого газа, то в энергетических единицах 

можно измерять температуру любого тела. Например, фраза «ртуть 
имеет температуру 10- 20 дж» означает, что эта ртуть может нахо­
диться в тепловом равновесии с идеальным газом, у которого 

тu2j2= 10- 20 дж 

Если измерять темПературу в единицах энергии, то станут 
иными и размерности других тепловых величин. Найдем, 

например, размерность удельной теплоемкости. 

Так как 
!:J.Q 

C=--­
nz!:J.8' 

где ДQ-количество теплоты, а де-изменение темпера-
туры, то 

[ Q] 
[с)= [т] [е]· 

Учитывая, что размерность теплоты равна размерности энер .. 
1 ~ 

гии, получим 

и, следовательно: 

1) в системе LM Т6: 

(69) 

2) в системе LM Т: 

(70) 

Мы видим, что эти размерности существенно различ~ 
Рассмотренные прим~ры ясно показывают, что раз~!Р• 

ность физической величины зависит от способа ее измерении. 
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Поэтому ronoQи~ь о размерносТJ111ТОЙ или иной ве.п.ичин(?!. )tОЖИQ 
лишь после того, как указана определенная систе\Jа мер. 

3. О выборе основных величин. Мы видели, что размер­
ность физической величины существенно зависят or в~брр~ 
основных величин. Естественно возникает вопрос: как это 
отражается на nрименении метода ра3мерностей к тем 

или иным Jадачам? Для ответа на этuт воnрос рассмотрим 

нескольkО nримеров 

1) На стр. 25 мы решали задачу о математическом маят-
1fИ1<е, nользуяср системой LM Т. Сделаем теnерь это, nоль­
Зуlll\.ь сне rемоИ LTF (ддuна. время. сида). 

Как и раньше, имеем 

T=f(/, т, Р, <р0 ), 

[lam~PT) = [ 't ], • 

[l}=L, [mJ=L- 1 Т2F, [PJ=F, [тJ=7 

(см равенства (61) н (62) на стр. 39). СJiедовательно, 

L а. (L -t Т2F)~F1 = Т, 

а-~=0, ) 

2~= 1 J 
~+v=~, 

1 1 1 
а=2, ~=2, v=-2. 

Поэтому 

'r=Jll•mll•p-li•F(ч>o)=F(tp6} Jf1
; =F(~p0) У~ . 

Мы видимt что в системе LTF эта задача решается так 
же легко, как в системе LM Т. (В том и в другом случае 
оон-адобилось решить систему трех уравнений с тремя неиз· 

вестнымя.) 
2) Решим предыдущую задачу, пользуясь системой LMTF 

(д1Щна, масса, время, сила). 
Так как движение маятника оnределяется вторым законом 

динамики, а nоследний имеет теперь вид 

F=kma, (71) 

70 искомы и период б у дет зависеть и ()Т k. Т d,.,им образvмJ 

т=- f (/J т, Р, k, q,0)) 
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и задача сводится к отысканию степенн6й функции 

t•mf'P1k" 
' 

удовлетворяющей равенству: 

Далее, с учетом (65), nолучим 

[l] =- L, [т]= М, [Р] = F, [ k) = L -Iм-1 Т!F, [ 't') =Т, 

L ам~рi (L -Iм- 1 T2F)(j = 1, 

I 
СХ.=--

2 ' 

а-6=0, 

Р-6=0, 
26= 1, 

у+6=0, 

I 
у=-2, 

1 
б=-

2 ' 

[а. т~ рГ k 0 = [1/Z m 1/Z р- 1/Z k 1/Z = у k;l • 
Так ка« найденная степенная комбинация является единст~ен· 
ной, то 

Но из (71) следует, что Р = kтg. Поэтому 

Мы видим, что о системе LMTF решение этой задачи 
оказалось несколько более сложным (четыре урввненЖI е че­
тырьмя неизвестными). 

3) Рассмотрим задачу о притяжении двух кубов (nример 8 
на стр 36). Будем, как н раньше, пользоваться системой LMT, 
но силу F будем измерять не в динамических единицах, а­

в грJВIП1Нионных. Тогда она будет зависеть только от т и а 
(так KJK в законе всемирного тяготения теперь ие будет 
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гравитационной nостоянной 0). Таким образом! 

F=f(m, а), 

[maa~] = [F]. 

Далее, учитывая соотношение (66), найдем 

[т] =-= М, [а] = L, [ FJ = L- 2 М2 , 

Ma:L~ = L -2М2, 

а=2, ~=-2. 

Следовательно, 

Изложенное решение проще приведеиного на стр 37. 
Рассмотренные примеры показывают, ч1о в одной .еистеме 

физических величин реп1ение задачи может оказаться более 

простым, а в другой -более сложным. В следующем пара­

графе мы встретимся с несколькими задачами) решение кото­
рых у до б но проводить в специально выбранной системе основ­

ных величин. 

§ 5. ПРНМЕРЬI ПО ЭЛЕКТРИЧЕСТВУ 

В электричестве, так же как в магнетизме) можно nоль­

зоваться различными системами основных величин. Одной 
из них является система LMT, удобная при решении задач 
чисто электрических (а не электромагнитных). В этой системе 
размерность заряда определяется из формулы 

F =- qlq2 
,з , 

размерность тока- из равенства 

q=lt, 

размерность потенциала--из равенства 

А 
<p=-q 

и т. д. Ниже приводятся размерности некоторых электриче­
ских величин в этой системе (табл. 2). 

В задаLrах элек тромаrнитных у добнJ l исте\1а LЛ'\ Tl, в 

которой основными веJIИ1IИНами. служат длина, .масса, 



Таблица 2 

Размермости некоторых электрических величин 
в системе LMT 

Величина Размерность 

Электрический заряд . . . . . 
Поверхностная nлотность заряда L - 1I 2 M 1 12 т-1 

Линейизя плотность заряда . . L112м1/2т-1 

Диэлектрическая проиицаемость 1 

Напряженность электрического L -112 М1/2Т-1 
псля . . . . . • . . • • 

Потенциал, напряжение • 
Емкость . • • . • • • • • 

• • • 

• • • 

Ток . ~ . • • • • • • • • • • • 

Сопротивление . . . • • • • • 
Электрическая 9нергия 

~лектрическая мощность 

• • • • 

. . . 

L 112 м 112т-1 

L 
L з;2 м 112т-2 

L- 1т 

L2мт-2 

L2мт-з 

время й ток. Размерность заряда оnределяется здесь из ра-с 

вене тв а 

q =lt, 
размерность диэлектрической nроницаемости--из соотно~ 

шенйя 

размерность магнитной проницаемости­

из соотношения 

и т. д. *). В табл. 3 nриводятся раз .. 
мерности иекоторы~ электрйческих и маг­

нитных велйчин в этой системе. 

Пример 1 О. Электрическое nоле соз­
дано зарядом, равномерно распределенным 

А 

в 
/" 

Рис. 6. 

вдоль бескоя-ечной nрямой АВ (рис. 6) Пусть наnряженность 
этого nоля в точке S равна Е. Исследовать зависимость Е от г. 

*) Символ,_ означает пропорциональность. 



Таблица З 

Ра3Мерности некоторwж ааектрw~••• • маrиктиwх ae.•••n 
• смстеме LMTI 

Вели• ин а 

1 
Размерность 

J I!АИНВЦО 
измерен им 

в системе СИ 

Ток . . . . . . . . . • • • • • • # 1 а ~ 

Электрический заркл . . . • • • • Т/ k 
Дштектрическая проницаемость • • L -aм-IT'I• Фl• 
Напркженность электрического nоля Lмт-si-1 

~~-
Потенциал, иапряжеиие • • • • • • L•мт-SJ-1 8 

Емкость . . • . • . • • L -2M-1T4JI ф -
• • • • • 

Соnротивление . . . • • • • • • • L~мт-sJ-~ ом 

Электрическая эиерrия • • • • • • Lzмт-з дж 

Элек1рическая МОIЦиость • • • • • L'&мт-s вт 

.Магнитная проинцаемость • • . • . Lмr-zJ-~ гн;..и 

Напряженность магнитного поля . L-1[ - аj..и 

Магиитная индукция . . . .. • .. • мт-sJ-1 т л . 
Лоток магиитиой иидукции • • • . L"dмт-ц-1 в6 
Индуктивность . . . .. • • • • • • L 2 MT-<&J- 2 г н. 

1-е решен и е Так как рассматриваемая задача- чисто 
электрическая, то будем пользоваться системой LMT. 
Из соображений снмметрни следует, что 

E=f(т:,r), 

где -r-линейная плотность заряда. Далее, 

{ т:аr~] = [Е), 

[т:}= Lll tMli"T-1, [r] = L, [Е]= L-li 2Mli 2T-1 

(см. табл. 2). Поэтому 

(Lli2Mllt11)«L~= L -1/tMll tT-l, 

откуда 

1 1 
2 u+~=-2 , 

l l 
-а =- -2 2' 
-а=-1. 



Полученная система трех уравнений с двумя и~известными 

иа~еет е.s.иактJtенное .решение: 

Следовательно, 

а=1, ~=-1. 

-r«гf3 = 'tг-1' 

't 
Е= С-. 

r (72) 

2-е ре ш е н и е. В рассматриваемой зада'lе удобнее исхо­
дить из другой системы основных величии. В качестве тако­
вой можно взять систему QL, в которой основными вели. 
чинами являются электрический заряд и длина. Тогда 't будет -иметь размерность 

['t}= [ i] =QL-1, (73) 

а размерность Е можно будет найти из закона Кулона 

F- Q1q2 
- г2 

и равенства 

F 
E=q· 

Сдепав _это, получим 

Далее, 

{F] = [qJ2 = Q2L _" 
(r]2 ' 

IE} -Ш= Q2L-2 -QL-' 
- (q] Q - • 

[ 't11t~] =[Е], 

('t}=QL-1, (r}=L, [E]=QL-\ 
(QL -I)«L~ = QL -t, 

«= )f } 

-а+~=-2. 

Таким образом, 
a=l, ~=-1 

и 
't 

Е= С-. 
r 

(74) 

Замечание. Система QL является электростатической и nоэтому 
не охватывает таких физических величин, как, наnример, масса 
или вр~ми Однако это не существенно, так как рассмотренмаи 
зада.чв не выходит за иределы электростатики. 



Пример 11- Поле образовано зарядом, равномерно рас· 
пределеиным на бесконечной плоскости. Исследовать зависи· 
мость Е от г (г- расстояние от данной точки до nлоскости). 

Р еше н и е. В данном случае 

E=f((J, г), 

где а- nоверхностная плотность заряда. Далее, пользуясь. 
системой QL, nолучим: 

((Jar~] = [Е], 

[а]= ~~]2 = QL - 2
, (г)= L, [Е]= QL - 2 

(см. равенство (7 4), полученное nри решении nредыдущей 
задачи). Поэтому 

откуда 

Следовательно, 

«= 1, ~=0, 

(JаГ~ = (J. 

Е= c(J, (75) 

~- е. наnряженность этого nоля nропорциональна плотности 

заряда и не зависит от расстояния г. 

Пример 12. Проводник имеет форму куба со стороной а. 
Исследовать функцию C=f(a), где С-электроемкость куба. 

1-е решен и е. Б у д ем nользоваться системой QL. По­
скольку 

r С] - [ q] - [ q] - Q 
1. -- [<р] - [El]- {Е] L ' 

~ 

где q>-потенциал, а Е- напряженность, то, согласно (74), 
получим 

48 

Тогда 

Q 
C=QL-2L=L. 

С =f(a), [а«]= [С], 

La __ L 1 
и а= • 

Таким образом, а а= а и 

C=ka, (76) 



где k- некоторый коэффициент. Следовательно, емкость 
куба пропорuиональна его ребру. 

2-е решен и е. Будем nользоваться системой LMTI. 
В этом слу4ае искомая зависимость будет иметь вид 

C=f(e0 , а), 

где е0 -диэлектри4еская проницаемость вакуума. Далее ищем 
стеnен.ную комбинацию е~ а~, удовлетворяющую условию 

[ е~а~] = [С). 

У4итывая, 4то 

(е0 ) = L -зм- 1 Т4Р, (а]= L, (С)= L -2м-IТ412 , 

(см. табл. 3), nолу4им 

(L-sM-ITiJ2)aL~= L-2M-I]'4J2. 

Из этого равенства неnосредственно видно, 4ТО 

a=~=l. 

Следовательно, 

и 

(77) 

Пример 13. Рассмотрим nроизвольную точку А электри-
4ескоrо nоля. Примем ее за центр и оnишем вокруг нее 
сферу небольтого объема V. Обозна4ИМ через W энергию 
nоля, заклю4енноrо внутри этой сферы и вычислим nредел 

l
. w 

w= 1m V. 
V-+o 

Этот nредел называется плотностью энергии электрического 
поля в точке А. 

Если nоле образовано в среде с диэлектрической nрони­

цаемостью е, to естественно ожидать, 4ТО w зависит только 
от в и Е, где Е- напряженность nоля в данной то4ке. Примем 
эту гипотезу и исследуем зависимость w = f (е, Е). 

1 -е р еше н и е. Б у д ем nользоваться сисtемой LM Т. 
Тогда е будет величиной безразмерной, из 4ero заключаем, 
4ТО зависимость w = f (е, Е) Иl\iеет вид 

w = Еа<р (е). (78) 
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jJ.aaee кмеем· 
[~) = {w], 

[Е]= L -t!t.Mtl~ 1 1 

[ ] = [Wl =L~мт-~ = L-tмт-~ 
w (V] L• • 

Clfeli.OBttTe/lbHO, 

откуда 

а=2 

н зависимость (78) принимает BИll 

w-= ЕА<р (е). 

Функция q> (е) остается нри этом неопреJLеленноА. 

(79) 

2-е р-ешен и е Будем пользоваться системой LM Tl. 
В этой системе получим 

w=f(e, Е), 

[еае'] = [w), 

(е]= L -зм- 1 74/2, (Е]= Lмт-зJ-1, 

(см табл 3). Следовательн-О, 

[w] = [Wv] = L -tмт-z 
1 ] 

(L -зм-1 'f4J2)fJ. (Lмт-з1-t)~ = L -1мт-2, 

О\ Куда 

и 

Таки образом, 

-За+~=-1, 

-а+~= 1, 
4а-3~ =- 2, 
2а-~=0, 

Q= 1, ~=2 

w=CeE'. (80) 

Равенство (80) дает более nолное решение этой зцачи, 
нежели равенство (79). 

Пример 14. По бесконечно длинному соленоиду радиуса 
R протекает ток 1 Пусть Н обозначает напряженнос1,'Ь 
маrнитноrо поля на оси соленоида. Исследовать 3ависимостt) 

Н от I и R. 
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Решение. Искомая напряженность Н, оче»идно, nро­
лорциональна числу витков, лриходящихся на единицу длины .. 
Обозначив эту величину через n, можем написать 

Н= nf(I, R) 

Далее будем иметь 
[n] [/а R~] = [Н], 

[n)=L- 1 , (1]=1, (RJ=L, [H]=L- 11, 

откуда 

а= 1, ~=0. 
Следователыю, 

H=Cnl. (8 t) 

Мы видим, что искомая напряженность не зависит от 

радиуса соленоидJ 

Пример 15. Исследовать зависимость индуктивного со .. 
противления от оо и L JI емкостного сопротивления от т 
и С (оо-частота перемениого синусоидального тока) 

Реш е н и е. В данном случае удобно пользоваться не 

системой LM Tl, а другой, специально построенной для ре ... 
шения этой задачи и 

Пусть в цепи перемениого тока 1• ~1 
(ке обязательно синусоидального) 

имеется участок с омическим, ин- е---l=====з~-/. 1 ] 
дуктивным или емкостным сопротив-

лением (рис 7) Тогда в первом из 
этих случаев 

и=IR, (82) 
во втором 

А/ 
и= L l1t (83) 

и в третьем-

Q==- си, ) 
AQ } (84) 
!!t = 1, ) 

R 

и 

[ ----~ ~ 1 
L 

и 

11 
[ --

с 

прич,ем равенства (82)-(84) пол- Рис. 1 
ностью определяют закономерности 

~зменения тока на рассматриваемых участках. Поэтому для 
решенич nоставленно;.t ззJtачи пе.rrесообразно ввести систе­

му IUT, в которой основными величинами ЯBJHiiOJ'CИ то", 
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ttапеяжение и время. Тогда из равенств (82)-(84) получим 

[R] = \~l~ = I- 1u, (85) 

[ L] = [UJ [t} = UT = J-lUT (86) 
[1} 1 ' 

[С)= [Q] = (/] [t] = .!.!___ = JU-1 Т (87) 
[UJ [UJ U • 

Теперь, пользуясь этими размерностями, найдем: 

1) Для зависимости Rинд от ro и L: 

R ин д = 1 ( ro, L), 
( roa L~] = ( R], 

где [ ro] = т-1 , а ( L] и ( R] определяются равенствами (86) 
н (85). Следовательно, 

( т-1)~ (J-lu1)? = J-1u, 

-~=-1,) 
~ = 1, ~ 

-а+~=О, J 
а=~= 1, 
roa. L? = roL, 

Rинд = kroL, 

где k- постоянный коэффициент. 

2) Для зависимости Rемк от ro и С: 

Rемк = 1 ( ro, С), 
[ roac~) = (R], 

, ( т-t)а (/U-11)~ = 1-1u 

(88) 

((С]-из .равенств-а (87), полученного выше). Следовательно. 

t'де k = const, 

~=- 1, J' - ~= 1, 
-а+~=О, 

а= ~=-1, 
~~~ 1 

(1) tJГ = юС t 

k 
Rемк =юС , {89) 



При решении те .зqачи предполаrаJЮСЬ, что R 81(,11. зависn 
только от ю -и L, а- Rеu-rолько от ю и С, т. е. сqиталось оче· 
видеым, что Rиид. и R•мк не зависят от nриложеиного паn ряжения .U. 
Можно было этого Ц'редп"ОЛожении не делать и сttитать, что рассмат­
ривае.мые сопротивления зависят также и от U. В втом случае мы 
nолучили бы систему трех уравнений с 
тремя не~tзвестными в, в коне,цtом счете, 

пришли бы к тому же ре3ультату. 
Пример 16. Найти nериод коле­

баний в колебательном контуре, изобра· 
женнам на рис. 8. 

/) 

L 

Рис. 8. 

Реш е н и е. Будем опять nользо­
ваться системой IUT, введенной в преды­
дущем nримере. Искомый nериод копе­

баний может зависеть от L, С и, возможно, от первоначаль· 
нЬго заряда q0 конденсатора. Таким образом, 

't = f(L, С, qo), 

[ L CXG'iq:] = [ 't ], 

r.це ,;-nериод колебаний. Далее имеем: 

[L]=I-1 lП, (C)=IU-1 1, (q0 ] ~11, {т]= Т, 

(J-lu1)cx (JU-1 1)~ (f1)T = 1, 

-а+~+у=О, J 
а-~=- О, 

а+ ~+v =- 1, 
откуда 

• у v-L C'q0 = LC. 
Следовательно, 

~~k VIё. 
где. k- некоторы.А постоsая.ны.А коэффициент. 

§ 6. ПРИМЕРЫ ИЗ ДРУ(ИХ О&Я.АСТЕА ФИЭИКН 

(90) 

В этом .naparpaфe мы рассмотрим несколько nримеров 
из молекулярной физики, теnлоты и оптики. 

Пример 17. Сосуд наnолнен идеальным газом. Какова 
зависимость давления этого газа от средней скорости ero 
молекул? 



Реш е н и е. Так как rаз является Jfдеальным, то его 
можно рассматривать как совокупность материальных точек, 

хаотически двиЖущнхся внутри сосJда. Поэтому- искомое 
давление может зависеть от трех величин; от массЬJ одной 
молекулы, от ее средней скорости н от числа молекул 

в е11.инице объема. Обозначив эти величины через т, и, n0 

получим: 

(т]= М, 

р =f(m, и, n0), 

[ matu~nX] = [р ], 
[и]=LТ- 1 , [n0)=L- 3 , 

(в системе LM Т). Следовательно, 

-откуда 

Mat (LT- 1 )~ (L -з)т = L - 1мт-:, 

~- Зу -=- - 1 , J 
а с: 1, 

-~=-2, 

а = 1, ~ = 2, у = 1 , 

mau~nx = mu2no. 

Так как найденная степенная комбинация является един 
ственной, то 

(91) 

Полученный результат показывает, что давление идеального 
газа nроnорцнонально квадрату скорости его молекул. 

Обозначим объем газа через V. Тогда 

n 
no=v' (92) 

где п-общее число молекул. Подставив (92) в (91 ), по-
л учим 

(93) 

Если считать известным, что абсолютная температура 
газа nропорuиональна кинетической энергии mu2/2, то равен­
ство (93) можно заnисать в виде 

pV = nkT, (94) 

где k- некоторый коэффициент пропорциональности (по­
стоянная Больцмана). 

' 



Пример 18. Доказать, что скорость звука в rазе nро­

порциональна У Т, г де Т-абсолютная температура. 
Реш е н и е. Скорость звука есть скорость распростра­

нения волны сжатия или разрежения. Так как эта скорость 
велика, то процесс сжатия н расширения газа протекает 

очень быстро и поэтому не сопровождается теп.[tообменом 
между соседними участками. Следовательно, этот процесс 
является адиабатическим. 

Искомая скорость, очевидно, зависит от плотности газа, 
от ero давления и от его упругости. Но последняя опреде­
ляется соотношением: 

р ( р )k 
Ро = Ро ' 

связывающим изменение давления с измененнем плотности 

при адиабатическом процессе. Следовательно, 

V=f(p, р, k), 

где k- показатель адиабаты данного газа (для воздуха 

k = 7 f5). Учитывая, что k-величина безразмерная, получим 

[p(lp~) = [ 'V ], 

[Р) = L- 1 м т- 2, [ р J = L-3 М, ( v] = L т-1 • 

(L -~мт-2)11 (L -зм)~= LT-I, 

-а-3~ = 1, ) 
а+) = О, 

--2а=-1. 

Следовательно, 

и поэтому 

l 1 
а=2, ~=-2, 

р"р~ = у: ' 
' ~lfi 

'V=qJ(k) v р' 
где q> (k)- некоторая (неизвестная) функция от k. Но 

... 

1!... ~ RT 
р t 
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rде R-газовая постоянная, а .Т-абсолютнаSJ температура· 
· Поэтому 

V=q>(k)'VRYT, 
или 

(95) 

tде Л- размерный коэффици~нт, зависящий от R и k, т. е. 
от рода газа. 

Пример 19. Скорость звука в твердой среде, очевилно, 
зависит от р и Е, где р-nлотность среды, а Е-ее мо· 
дуль упругости. Исследовать эту зависимость. 

Р е ш ~ t1 н е. Так как 

V=/(p, Е), 
то 

rде 

lP J =- L -эм, (Е)= L -•мт-s, [v] = Lт-• 
([Е]- см. в табл. 1 на стр. 24 ). Следовательно, 

(L -зм)а (L -tмт-2)~= LT-1 , 

-3a-fi= 1, ) 
а+~ =0, 
-2~=-1, 

1 1 
а=- 2' ~=2' 

р"8= У%· 
11 

(96) 

В этом прямере, так же как в nредыдущем, предполагалось 
.Jiзв.естным, что скорость звука зависит только от своАств среды, 
а не характера самого звука. 

Пример 20. Круглая капиллярная трубка опущена в сосуд 
' жиn.костью. Высота подъема жидкости равна h, внутрен· 
JJИA радиус трубки равен '• удельный вес жидкости d, а ее 
поверхностное натяжение равно а. Исспедовать зависимость 

JJ = f (r. d, а) (краевой угол мениска предполагается равным 
нулю). 

--· 



Реш е н н е. В системе LMT имеем: 

[h)=L, [r)=L, (d)=L-2JИT-2, 

[ } =[FJ=Lмr-2 =мт-2 
а [J] L • 

(97) 

(98) 

Таккак [h]=[r], то зависимость h=f(r, d,o) и~tеет вид 

h = rF (б 1 , б2 , ••• ), (99) 

где б1 , б2 , ••• -безраз~1ерные степенные ко~1бинации вели .. 
чин г, d и 0'. Найдем их. 

Пусть 
[rad~o1 ] = 1. 

Тогда из (97) и (98) получим 

откуда 

а=-2у, ~=-у, 

где у -nроизвольно. Следовательно, 

Гаd~оУ = г-21d-"fa ( =(_Е_ )Т 
r2d • 

Так как каждая комбинация такого вида выражается через 
ojr2d, то зависимость (99) имеет вид 

h=rF( r~d). (100) 

Функция F остается при этом неопределенной. 

Пример 21. Тонкая раскаленная проволока расположена 

вдоль оси цилиндра и освещает его внутреннюю поверх .. 
ность. Считая проволоку и цилиндр бесконечно длинными, 
найти зависимость освещенности от радиуса цилиндра. 

Р еше н и е. Будем пользоваться системой JL, в которой 
основными величинами являются сила света и расстояние. 

Тогда освещенность будет иметь размерность. 

[Е] = [ J] = J L-2. 
[r J 
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Ое-вещенноtть UIOJMIIJifЭ, ~WАИО, за~исит от oero J*Jiпy~, 
в от силы свет.а. излучаемого единиц.ей .в.пины проволокиr: 
Обозначив эту силу света через i, получим 

[R] = L, 

откуда 

E==/(R .. i). 

[ Rai~] = [Е], 

L а (JL -~)~ = JL -2, 

~=i } 
а-р= _:_2. 

(1=-1, *-1 р~ ' 

(1 01) 

Таким образом, ос-.вещенмость ЭТ{)ГО JJ.ЯJIJtti;П,pa uбратt~о 1FJЮ'" 
"' порциопальна его v.anнycy. 

Пример 22. Тонкий •rao- aapa.ue..ilbllll Ауче16 п..аает '1la 

поверхность ст-еклянного шара, как покаэано на рис. 9. 

C•wrи, что D,eMMJremtЫe 11J11ff1 собирмотс11 в т-очtrе S, 
найти зависимость d от R. 

Реш е н и е. Очевидно, 

d=f\R, п), 



rде lt-no-u3a.teA Dpe-AOМJtetnnl t:"~-КJta Но т~r ~a'llt' fd) = fR) 
И. \11}= ~' 1Т~ 

d =-R<p (n), ( 1 U2) 

т. е. расстояние d nроnорпионально радиусу R. 

§ 7. О ЧИСЛЕ ОСНОВНЫХ ВЕЛИЧИН 

Мы 3наемJ по систему основных величин можн.о аыби .. 
рать различным образом. Наnример~ в механике можно поль­
зоваться как системой LМТ, тalt" и системой LTF или LM TF .. 
Так как nоследняя строите. ве н.а. трех основных величинах:. 
а на четырех, то возникает воnрос: сколько вообще основ­

ных величин должна содержать система физических. ме1s1? 
Мы сейчас увидим, что это число пвляется совершенно 

nроизвольным и может бьr;ть ааа: увелич~но, так и умень· 
щено (по крайней мер,е nр•нwшвалWIО). 

Прежде всего ясно, что любую физическую величину 
мо_жно nри желании p~COiii'IJI'IIВ3ТЬ ка: OCН0811fl0. Возt.МеМ,. 
например, скорость. Чтобы сделать э1:у величину основной, 

достаточно единицу измерениw ~орости считать nроизволь­

ной и не связывать ее с еn•ац:ьм измерения длины и 

времени (наnример, измеряя длину в .м и время- В- с.ек. 

счктаn e.ltlfП'I'rttY" п:пrеренкsr aropocm равноif 2' ~.мfлаrн. и.nr 
5о ";нrf'f). A~r~лorпiJJ'fнм rrутем моrжно поступить tt <: Jl't06olt 
другой физической величиной-ускорениrем, сидоlf[ 3Ве-р .. 
гR'e;t w r. rr. С..rrедоrr.:rтелъно, чпсло ~новных величии :мож.е.т 
бrпь npoJ.fЗIIO.rrьным обр3'3ом увелпqено. 

"'-' 

ЛрR эwом а ."~че<:JПrХ Ф011мr•~ж l'JOfmmя раэмервые кон­
станты. которых- до этого не было. _Tat<~ -если скорость считатъ 
ве JIJfllfWIIOi ~JIOВIJoif, т-0- f.Нt8eRC1'1IO 

1 

S=Ut 

заменится на 

s=iшt", 

где k- коэффициент пропорциональнос»и. Так как числовое зиа. 
ченJiе этого коэффициента зависит от единиц, в которых изме­
ряются д.п.кн.а,. в.~• 11 скаростъ. '[0. ои явл~ ве.n ..... 
paзlll.~pнoi 

Но число основных величин можно и уменьшить. Напри .. 
мер~ в задачах механики можно nользоваться системой, 

состоищ.еА: не из трех оtповиых величин, а- только из 

даух. Это можно сделать ~101дим образом. Выеерем 



в качестве основных величин длину и вреля, а силу и массу 
будем измерять таким образом, чтобы выполнялись равенства 

F=ma 
и 

(т. е. чтобы формулы второго закона динамики и закона 

всемирного тяготения не содержали размерных коэффици­
ентов). Тогда 

или, более подробно, 

[F] =[т] [а), 

[F] = [nz]2 
[' ]2 ' 

(F) =[т]· LT- 2, 

[F] = [т]2 • L- 2• 

Из этой системы уравнений находим 

[т]= L3T- 2," 

(F] = L4 T-4, 

т. е. как масса, так и сила стали теперь величи11ами про­

изводнЬJМи, имеющими определенные размерности относи­

тельно длины и времени. 

Полученная система, которую можно назвать системой 
LT, содержит всего две основные величины -длину и время. 

Найдем связь между мерами массы в системе LT и в си­
стеме LMT. 

Пусть две одинаковые массы притягиваются друг к другу и 
nриобретают вследствие этого некоторое ускорение. Тогда в си­
стеме LM Т (например, ~ системе .м, кг, сек) 

F=G ~: , } 

F=та. 

(103) 

Перейдем теперь к системе L Т (.м, сек). Тогда массе т нужно 
будет приписать величину т', а силе F-величину F', причем 
так, чтобы выполиялись соотношения: 

-60 

, (m')2 
F =-2- • r 

F'=m'a. 

(104) 

(105) 



Но из (103) елед-уетf что 
т 

а=О 2 , 
г 

и поэтому равенство (105) приобретает вид 

F'=т'G ~. 
г 

Сравнивая теперь (104) и (106), получим 

(т')2 , т 
-г==tn G2 , 

1- г 

откуда 

m'=Gт. 

(106) 

(107) 

Полученное соотношение дает связь между мерами массы 
в системе L Т и в системе LM Т Из него, в част н ости, следует, что 

.. 
Мы видим, что построение системы L Т можно осуществить 

nосредством формального применения равенства (107), т. е. по­
средством умножения массы т на коэффициент G, имеющий раз­
мерность LBM -~т-2. 

У до б на ли система L Т? В t~екотором отношении-да, 
ибо закон всемирного тяготения выражается в ней проще, 

чем в системе LMT. Однако применение метода размерностей 
может оказаты:я здесь менее эффективным. Пусть, напри­
мер, нужно найти ускоренИе цилиндра из примера 2 ( стр. 26). 
Решая эту задачу в системе L Т, будем иметь 

a=f(P, т, R), 
I F<~m~R1] = [а], 

[ F] = L 4 т- 4 , [т] = L 8Т-2 , [ R] = L, [а] = L т-2 , 

(L4T-4)<~ (LзТ-2)~ [Т= LT-2 

4a+3P+v= 1, } 
-4а-- 2Р = -2. 

Таким образом, мы получили систему D.Вух уравнений 
с тремя неизвестными и, следовательно, не сможем найти 

а, р, у. (В системе LMT эти показатели определялись 
однозначно.) 

Причину ЭТQГО нетрудно nонять. Дело в том, что рассмат­
риваемая задача- чисто динамичесkая и нwкак не связана с ю~Ле­
ииями гр-авитации. Поэтому такие величюtы, каg: ддина. время 
и масса являются здесь, по существу, независимыми. Пользуясъ 
же систе-А1ОЙ L Т, мы устанавливаем между ними размерную связь, 
причем делаем· это с помощью закона тяготения, который в дан­
ноvt случае является «nосторонним». В результате, различие 
между этими величинами оказывается в какой-10 степени стертым. 
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Возможно пи дальнеАшее сокращ~енпе числа осмовиъtх 
величин? Нетр~лно видеть, что да 

Условимся измерять расстояния в световых годах, све­
товых минутах и т. п. Tor.xa каждая длина будет измеряться 
некоторым интервалом времени и, следовательно, будет 
иметь размерность Т. Таким образом, мы получим снетему, 
состоящую из одиоА основной величины- времени. 

Ясно, однако, что nодобная система неудобна, ибо в 
ней все «измеряется на один аршин». Многие физические 
величины будут здесь иметь одинаковую размерность (дди­
на. время. масса, работа), а многие другие станут безраз­
мерными (скорость" сила, яощность). Понятно, что метод 
размерностей будет в этоА системе мало эффективным .. 

Си<;тему LT мн: строwш, используя закон Всемирного тяготе­
иня. а систему Т -осnмьзуя скорость rВ€та. Однако можносыло 
бы nоступить nроще. 

Условммся 1эк выбирать е.дииицу измерения мацы., 11тобы он.а 
зависела от единиц измерЕния длины и времени. Пусть А обо3иа~ 
чает число сантиметров в единице ддины, 't- число секунд в .еn.и 

вице времен У и р.- число rраммов в едиииде массы. Т or ЛQ D()ЛО­
жнв 

р.=/ (Л. 't}=kAP~., 
1 

ГА~ k., р и q-произвопьиые CJИCJia, мы получ-мм систему, в xoтo-
poii --масса t1ВJUte1cя велиqивой произоодiЮil. Легк-о видеть, qт~ -~ 
бу.-ет иметь размерность 

Такнм сnособом можно построить схальхо угодно снетем с .двум_я 
основными величинами. (В часrиости, можно взять р =q =0. Тогда 
единица -измер-ен-ия массы бyJJ.el" фи'Кснрованной и масса ст~tt-ет 
-ве r.шчиноИ безразмерной~) Аналогичным nу1ем можно построить 
и систему с одной основвой ВеJJичйиой-. · 

Итак, число основных, величнп :МОЖет б.Рпь уменьшено 

до двух и даже .210 одной:L Дальнейшее сокращение числа 
основных величин привело бы нас к системе, не содержа­
щей ни одной основной велич.нны. В такой системе емflицы 
измерения всех величин буJtут раз и навсегда заданы' и 
nозтону понятие размерности вообutе потеряет ~мысл. 

ЭАКnJОЧЕННЕ 

МЬI рассмотрели ряд nримеров, иллюстрирующих нетод 

рit.Jмервостей. В заключение коротко остановимся на воз­
ножностях этого метода. 

Прежде всего следует подчеркнуть, что метоn размер­

ностей соверше~по не затрагивает физической сторо!iы ра~-
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сматрив3еwоrо явлеппя. В сущности. это чисто математи· 
ческий прием, основанный на tiCK()1 O'Jhlx соображениях 

«масштабного характера)), Поэтому сам по себе он никогда 
не может привести к установлению какого·лнбо нового фи-, 
зическоrо закона. 

Действительно, мы знаем, что метод размерностей при­

менам только к таким зависимостям, которые справедливы 

при' любых единицах измерени:я осиовных величин (инвари .. 
антны относительно изменения этих единиц). Поэтому. пы­
таясь исследова~ь методом размерностей зависимость 

(108) 

мы должны быть уверены, что для нее это требование вы~ 

пол няется. Но иметь такую уверенность можно только в 
одном. случае.: коrда навестиоJ qто 3ависнмос1 ь (1 08) может 
бы..ть 110лучена из рпнее известных соотн.оии?Nий, удовпе-rво­
рающ,их высказанному требованию инв.ар.иаитиости. Отсюда 
следует, qто мето.11. размерностей nоаволя.ет nолучать лишь 

те соотаошеиия, которые Sl8JIЯIOTcя Jtатем.атичtеск.uJШ след· 
стви.яJ4.U уаи;е известных законов, {Мо-жио ска3ать, что метод 

размерностей позволяет nолучать только тQ. qто может 

быть ус.таиовлеио и без иеrо,) 

·Однако, несмотря на весьма ограниченные возможоо~ти 
этого метода, ои все ж~ нepeiU'o окааываетсs. полезным. 

Во·nервы.х., м~тод ра3мериостей оqеиь прост в ыатематичес­
ком отношении. И хотя nолучаемые с ero помоt.U.Ью ре· 
~упьтаты всегда содержат некоторую иеоnр~делеии~с1ь· 
(в виде неизвестной константы или неизвестной фунюtии), 

тем не менее они позволяют получить известное nредстав­

ление о характере искомой зависимости. В t>яле случаев 
попученная таким Путем информация оказывается доста­
то~ноR. 

Во-вторых, метод размерностей может быть использован 
при эксnериментальном определении некоторых зависимостеR. 

Пусть, например, нужно найти силу сопротивления жидкости 
движущемуся в ней шару. В этом случае 

F = f ( R, v, р, 11), ( 1 09) 

где F- искомая сила сопротивления, R- радиус шара, 
v- его скорость, р- плотность жидкости и 11-ее вязкость. 
Так как функция ( 1 09) содержит четыре аргумента.., то ее 
неnосредственное экспериментальное определение требует 

о-чень большого числа опытсэв. Однако, применив к этоА 
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зависимости м~тол размерностей, придем ~ выводv, что она 
имеет в и 1 

т. е. выражается через неизвестную функцию одного лишь 

аргумента Rvpffl (так называемое число Рейнольдса). Таким 
образом; метод размерностей позволяет значительно сокра­
тить число опытов, нужных для определения зависимости ( 1 09). 

В·третьих, метод размерностей можно использовать мя 
оценки порядка неКQторых физических величин. Например, 
определяя на стр. 49 электроемкость куба, мы получили 
для нее выражение 

С= ke0 a, 

где k-ьекоторый безразмерный коэффициент. И хотя этот 
коэффициент неизвестен, однако он, несомненно, является 

величиной, сравнимой с единицей. (Очень мало вероятно, что 
число, характеризующее столь простую конструкцию, как 

куб, может в десятки или сотни раз отличаться от еди· 

ницы.) Поэтому можн_о утверждать, что электроемкость куба 
имее~ величину порядка е0 а. 

Таковы" в общих чертах возможности метода размерно­
стей. 

В заключение еще раз подчер1<нем, что размерность есть 
чисто математическая характеристика физической величицы 

и ни в коем случае не может рассматриваться как отраже .. 
ние ее «физической суЩности». 



ПРНЛОЖЕНИЕ 

1. о степенном характере формулы размерности., 
На стр. 17 указывалось, что если n есть однозначная 
функция а, то она является степенн6й. Докажем это. 

Пусть п-однозначная функция а: 

n = n (а) . 

Предположим, что величина Р имела числовое значение р. 
Увеличим меру основной величины А сначала в а раз, а затем 
еще в ~ раз. Тогда производная величина Р сначала примет 
значение 

р'=р·зt(а), 

а затем- значение 

р"=р'·зt(~)=р·зt(а),·зt(~). (1) 

Но так как меру величины А мы увеличили в общей слож­
иости в af} раз, то число р" должно быть равно 

р11 = Р· n (а~). (2) 

Сравнивая теперь равенства (1) и (2), видим, что 

n(af})=n(a) · n(~). (3) 

Таt<им образом, функция n (а) удовлетворяет функцио-
нальному уравнению (3), и задача сводится к решеиию 

этого уравнения. 

Дифференцируя (3) по а и по f}, получим 

~n' (а~)= n' (а) n (~), 
ап' (а~)= n (а) n' <Р ). 

Разделив теперь первое равенство на второе, найдем 

~ n' (а) n (р) - = ------'--'--
а n (а) n' (р) t 



И)JИ 

а n' (а) = ~ n' (~) • 
n (а) л(~) 

Но так как числа а и ~ произвольны, то прихоли"' к вы­
воду, что 

n' (а) 
а n(a) = const = k, 

откуда после интегрирования полученного дифференциаль­
ного уравнения будем иметь 

n (а)= Cak. 

Таким образом, 

1t (а)= Са/(., л; (Р} =ер'\ 

n (а~)= С (a~)k 

Подставив теперь эти выражения в {3). получим 

С (aji)k =C2ak(ik, 

откуда С= t. Следовательно, 
n(a)=ak. (4) 

Равенство ( 4) показывает, что размерность величины Р 
относительно величины А имеет вид Ak, и так как это 
верно для любой основпой велнчиньr, от коwроА зависит~ 
то в общем случае 

[PJ=Arвmcn 

(если число основных величии равно трем). 

2. О функциональной связи между физическими вела. 
•вами. На стр. 22 указывапось, что если 

и= f (х1 , х!, .•. , xn),. (5) 

nричем и--безразмерно, то зависимостЬ' (5) есть зависимость 
вида 

и= -coпst 

илц вида 

(6) 

rде б,t., б2 , .... - безр~мерНIJtе степеннЫе комбинации ве­
пмчин х 1, . _.., Xn. Докажем это. 



6удем tначал~ tчитuь, что аргументы х 1, •• -. , х" яме· 
ют размерности вида L« (длина, nлощадь и т" п.) Пусть 

[x1]=L~, 
[х2] = La•, 

• • • • • 
(7) 

Увеличим в 1 раз единицу дliИНЫ. Тосда мера каждой 
ддииы стане-т в Л раз меньше, н величины х1, .х2 , ••• , х" 
примут значения 

. .. . ' х" 
ла.. . 

Следовательно, наряду с равенством. (5~ будет сnр~веJI.Ливо 
равенство; 

(8) 

прич~м оио верно при любых э.на'U!Нuях Л. 
Пусть теперь 

(9) 

fA.] = L *). (10) 

Tor~a из (7) н (10) получим: 

. . . . . . . . 

*) Если хот.а бы одно а" отлично от нуля, то удоВJJетворить 
условию (10), очевидно, можно Если же каждое ak равно нуто_ 
то докаgываемая теорема очевидна, ибо в этом случае все х.­
безразмерны, и равенство (5} nревращается в равенство (6). 



Т~I<'ИМ Обра~ОМ, аргумеНТЫ фунКНИИ (8) бе3рЗ3ме-рнЬ1. 
Прr1 ~том из ( 8) и (9) видно, что они nредставляют сте­
пенные комбинации величин х1 , ••. , Xnw Следовательно, 
зависимость (5) можно представить в виде 

J' , ' , 
и=f(х1 , Х2 , ••• , Хп), (11) 

1 ' , 

где х1 , ••• , Хп-безразмерные степенные :комбинации пе-

ременных xl, ... ' xn. 
Полученный выше результат относится к случаю, когда . 

исходные величины х1 , .•. , xn имеют размерности вида La. 
Покажем, что он верен также и для любых других размер­
ностей. 

Пусть имеется зависимость (5), nричем и безразмерно, 
а х1 , х2 , ••• , xn имеют nроизвольные размерности в 

системе LMT. Будем их рассматривать в системе L, т. е. 
зафиксируем единицы массы и времени, а единицу длины 

будем считать переменной. Тогда величины х1 , х2 , ••• , xn 
будут иметь размерности вида Lrx, т. е. мы придем к слу­
чаю, который только что рассмотрели. Поэтому согласно 
( 11) можно наnисать 

( 12) 

' ' где х1 , ••• , Xn- безразмерные степеннЬiе комбинации ве-
личин х1 , ••• , xn. Но так как единицы массы и времени 

, 1 

мы считали фиксированными, то величины х1 • • •• , Xn бу-
дут безразмерными только относительно длины. Иначе f'6-

воря, в их размерностях будет отсутствовать символ L, но 
будут присутствовать символы М и Т. 

Применив теперь к равенству ( 12) такое же преобразо­
вание, какое мы применяли к равенству (5), получим 

" " " и=f(xl, Х2, ••• , Хп), (13) 
,, " 

где Х1 , ••• , Хп-величины, размерности которых не со-

держат символа М (а также L ), а содержат лишь симво11 Т. 
" " При этом х1 , ••• , Xn будут степеннЫми комбинациями ве-

' ' личин х 1 , ••• , Xn, а так как последние являются степен-

нЫми функциями исходных аргументов х1 , ••• , xn, то комби ... 
" N ' 

нации х1 , ••• , Xn тоже будут степеннЫми функциями пе-

ременных xl, ... ' xn. 
Наконец, повторив эту оnерацию еще раз, придем к 

равенству: 

," "' ", 
и= f (Xt ' Х2 ' ••• ' Xn ), ( 14) 
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", 
в котором все аргументы безраз'iерны. При этом х 1 t . . ... 

"' , " ••• , Xn будут стеnенными комбинациями ве;1ичин .х1 , ••• 
п 

••• , Xn, а следовательно, и степеннЫми комбинациями ne .. 
ременных xl, ... , xn. 

Таким образом, если и безразме{}но, то зависимость (5) 
можно представить в виде (14), где все аргументы-{\е':J· 
размерные с;rепеннЫе комбинации величин х1 , .•• , xn. Кроме 
того, можег случиться, что завнеимасть (5) лмеет вид ll=~onst. 

"' '" , Поскольку аргументы ~1 , .•• , Хп суть степенные 
комбинация переменных х1 , ••. , xn, то некоторые из них, 
возможно, выражаются через остальные. Поэтому число 
независимых аргументов функции ( 14) может быть меньше, 

чем n, и эту функцию лучше записывать в виде 

Из доказанной теоремы вытекает (см. стр. 22), что если и 
имеет произв~льную размерность, то зависимость 

U={(X 1, Х2 , ••• , Xn) 

можно представить в виде 

Здесь Р (х1 , ... , хп)- произвольная степенная функция, 
имеющая размерность величины и, а аргументы с5 1 , с52 , ••• -

безразмерные степеннЫе комбинации исходных величин 
xl, ... , xn. 

Можно указать зависимости, которые как будто противоре .. 
чат доказанной теореме. Например, работа, совершаемая идеаль· 
ным газом при изотермическом расши-рении, равна 

A=p1V1 (1n V2 -ln V1) 

~с 1 относится к нач-альному состоянию, а индекс 2-к ко .. 
печному). Однако, если записать ее в виде 

A=p1V 1 ln~:, 
то под знаком lп будет стоять не размерная величина V, а без• 
рззмерное отношение V2 /V 1 • 

Можно nривести и более простой пример- равенсrво 

ai2 

S=Vot+ 2 • 
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На перi.Ь:d вэгm•.а Э~r() ~oomOUИ"ww • tlfJЖ~r-• эа~tк~rмоrп..и "F!!Irr"a 
(15), ибо в nравой ч.ас.:rи иа.IUК.ан.н.~ГQ _равекс.1в.а Iteт n.р.оиз.sедения 
двух фуикп.иА:. Одиако, если заnисать эту формулу в виде 

S=Vot(l+-1 .at) .. 
2 tlct 

'JO В'р~ IIX.'l'Ь будет ПJ'Oi!ЗJ!e~Jteм nffieн-ч-oi фyИJEl'!JIIf Vfl/ IQ 

ltt60'1'CJPYК) функцию сп беэразМ~е"рвоrо- apryмem:a аttс-0 -
АнаJЮrично обс'Iсжт IJ,eJIO и с фор"-LуJЮй 

с= J( W!+o~. 

выраwающеИ теорему Пифаrора. Ее можно 3аnисать в вид.е 

c=aJfr +(:у. 
1 

t'. е. так, что в правой 1\ае'iИ О-уда ст~ прои3ведеиие величи· 
ььr а иа некоторую функцию от бе3размерного отиошеиия bja. 
~ а !nОЙ '1~~ pe."Ra ••т ве о 't&IE,. IJТV ~ за­

висимость tL~~.Um. ви.д ( lS},. а G 'fОЫ., ч:tо uж:д,уn ~~• 
~ожно в этой форме представить. 

3. Неко'Jорые физические константы. Ниже приводятся 
значения ряда фиэических конста~ &~ ~ 

Гравитационная постоянная 

0= б,бТ·l'О- 11 н .м'k[кг1• 

Ycxopemre- atЛN Т'ИJifen"lf (FIOptl'(fЛМIOe} 

g--; 9~r807 мjсек2 _ 

Абсолютный нуль температурной шкалы 

оо К=- 273..15° С. 

У"иверсалънак газова~ "остовнпзя 

R = 8320 джjк.моль ·град. 

Число Авоrадро 

N = 6,02'· 10~ к.толь-1• 

Постоянная Больцмака 

&= ~ = iJ38·l0-23 джfград. 
Об'Ьаf ОЖИОf() *>'JIJI ияеальноrо rаэа ПJ"' lfОf)Малъных 

условиях 

V = 0,022"4 м:r • 

• 



С'К~~ ~ка в сухом возлухе при 0° С 

v= 330 мfсек 

Заряд электрона 

г= 1,602. 1 о- 19 " 

Масса электрЬна 

lne=9,108·10- 31 кг. 

Удельный заряд электрона 

.!__ = 1, 759 · 1011 кjкг. 
те 

Масса протона 

mp= 1,672·10-27 кг. 

Электронвольт 

1 эв = 1 ,602. 1 o-1s аж. 

Число Фарадея 

F = 9,65 · 107 кjн:.моль. 

Диэлектрическая проницаемость вакуума 

8о = 8,-85 ·1 о-12 фfм 

~агнитная проницаемость вакуума 

f.to = 1 ,251· 1 о-в гNjM. 

Скорость света в вакууме 

с= 2,998 ·1 08 мjсек. 

Постоянная Планка 

h=6,625·10- 34 дж·сек. 

Постоянная Стефана-Больu.мана 

о= 5,67 -1о-в джjм2 • ~$,·&~. 
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