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Рис. 4.1. 

поляризованная алектромагнитная волна: 

( 4.1) 

г де !( t- z /с)- известная функция, описывающая форму волны, 
а е;- орты системьi координат. Мы будем также использовать 

сферическую систему координат r, (), <р, полярная ось которой 
совпадает с осью z, а начало находится в центре пульсирующей 
сферы (рис. 4.1). 
На поверхности сферического тела, вызывающего дифракцию 

падающей волны, мы наложим на касательные компоненты век­

торов поля импедансное граничное условие: 

Ет = w[Нт х nJir=a(t)' n = -er, (4.2) 

здесь w-поверхностный импеданс, определяющийся физиче­

скими свойствами тела. Его величина может меняться со време­

нем (w = w(t)), но не должна (таково тре§ование используемого 
в дальнейшем метода) зависеть от координат () и 'Р· В алектро­
динамическом отношении поверхность тела является однород­

ной и изотропной. 

Условие ( 4.2) требует некоторых физических коммен~ариев. 
Уже в главе 1 мы подчеркивали, что следует различать движе­
ние границы раздела и перемещение самого вещества. Напри­

мер, под воздействием импульсного источника светового излу­

чения по покоящемуся веществу может распространяться вол­

на ионизации. Возникающие при атом влектроны не облада­

ют средней направленной скоростью движения. В приближении 
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идеальной проводимости фронт волны ионизации будет харак­

теризоваться нулевым импедансом. Напротив, при движении 

металлического проводника его влектроны проводимости обла­

дают направленной скоростью. С точки зрения неподвижного 

наблюдателя они будут подвержены некомпенсирующемуся в 

среднем действию лоренцевых сил. 

движущиеся границы могут характеризоваться отрицатель­

ны.м. значением поверхностного импеданса, а на пассивных не­

подвижных телах поверхностный и.мпеданс (если его можно вве­

сти) неотриц ателен. * Это качественное отличие обусловлено 
тем, что обычными алектродинамическими характеристиками 

среды можно пользоваться только в той системе отсчета, отно­

сительно которой вещество (а точнее, его носители тока) поко­
ится. Пересчет интересующих нас соотношений в другую си­

стему можно осуществить, используя преобразования Лоренца 

для поля (23]. 
Рассмотрим сколь угодно малый участок поверхности раз­

дела; скорость движения границы, естественно, направлена по 

нормали 11 и равна, v по отношению к неподвижной (лабора­
торной) системе отсчета К. Пусть в инерциальной системе J(', 

движущейся вместе с участком границы, применимо понятие по­

верхностного импеданса, и граничное условие имеет вид 

Е~= w'[H~ хн']. (4.3а) 

Здесь Е' и Н'- векторы алектромагнитного поля в системе](', а 

w 1
- величина поверхностного импеданса. Для идеального про­

водника w' = О, а для диалектрика с большой диалектрической 
проницаемостью (с- ~ 1) w' = 1/ ft. Используя обычные пра­
вила преобразования полей, мы можем записать ( 4.3а) через век­
торы поля (Е, Н) лабораторной системы отсчета I<: 

Е т - ~[Н т Х n] = W 1 
[ (Н т + ~[Е т Х n]) Х n] . (4.3Ь) 

Последнее соотношение переходит в граничное условие ( 4.2), 
если ввести величину поверхностного импеданса по формуле 

,1- vf(cw') 
w = w 1 + vw' /с ' ( 4.4) 

*В стационарных задачах теории дифракции, где используется сим­
волическая зависимость от времени, говорят о неотрицательности веще­

ственной части импеданса. 

149 



определяющей правило пересчета импеданса в лабораторную 

систему. Из (4.4) ясно видно, что первоначальная положитель­
ность w' не противоречит возможной отрицательности импедан-
са w. 
В задачах дифракции волн на параметрических объектах за­

труднительно провести привычное их разделение на стационар­

ные и нестационарные. даже при монохроматическом падаю­

щем поле дифрагированная волна будет непериодически зави­

сеть от времени. Поатому целесообразно ставить задачу ди­

фракции как задачу с начальными условиями (при t = t 0 ), а 

при необходимости рассмотр€НИЯ синусоидального падающего 

возмущения переходить к пределу при t 0 --+ -оо. 

Нулевые начальные условия могут иметь место в двух слу­

чаях. Во-первых, падающее поле (4.1) может быть таково, что 
до векоторого момента t 0 оно не взаимодействует с объектом 

дифракции, т.е. f(t + a(t)jc) = О при всех t < to. другая воз­
можность состоит в отсутствии самого объекта для достаточно 

ранних моментов времени (a(t) = О при всех t < io). В обеих 
упомянутых ситуациях возникающее при дифракции вторичное 

поле (Е, Н) должно удовлетворять в области ,. > a(t) 
1) однородным уравнениям Максвелла: 

1дН 
rotE+ --=О 

с дt , 
IдЕ 

rotH- --=О· 
с дt , 

2) нулевым начальным условиям при t = io: 

E(to, r)::: H(to, 1·) =О; 

3) совместно с падающей волной (4.1) граничному условию 
( 4.2) при r = a(t). 

Заметим, что поставленная задача линейна. Это дает воз­

можность описывать зависимость полей от времени с помощью 

символического сомножителя ехр( -ii.l.lt) и придавать, как обыч­
но, физический смысл реальным частям возникающих формул. 

Разумеется, что из-за преобразования спектра при дифракции 
нанестационарном объекте даже при монохроматическом пада­

ющем поле процесс будет описываться той или иной суперпози­

цией колебаний вида ехр( -ii.l.lt). 
Использование символической зависимости ехр( -ii.l.lt) допус­

кает расширение круга рассматриваемых значений поверхност­

ного импеданса. Естественно, что в формуле (4.2) величина 
w(t) предполагалась векоторой вещественной функцией време­
ни, равно как и поля Е и Н, которые она связывала. Но вередко 
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поверхностный импеданс (как, например, при учете скин-еффек­
та) оказывается комплексной функцией частоты. Тогда, если 
дисперсией импеданса можно пренебречь в возникающей в про­

цессе дифракции полосе частот,* то можно использовать ком­
плексное значение w, отнесенное к векоторой средней частоте. 

Единственность решения волновых задач с импедансны­

ми граничными условиями. Поставленная задача облада­

ет известным своеобразием (отрицательные значения поверх­
ностного импеданса), поетому нелишне обсудить вопрос о един­

ственности ее решения. Напомним, что в §1.2 при выяснении 
условия однозначного определения полей в нестационарной не­

подвижной среде ~тивно использовалось требование ее физи­

ческой осуществимости. Благодаря последнему мы знали пове­

дение поляризации в такой среде для малых начальных времен. 

Но известно, что импедансы не могут быть точно реализованы в 

действительности, а только являются: некоторым приближением 

к ней. Так, представление об идеальной проводимости стано­

вится неприемлемым для достаточно высоких частот. Поетому 

результаты §1.2 к интересующим нас дифракционным задачам 
напрямую не относятся:. 

Анализ единственности решения: мы будем проводить приме­

нительно к задачам с начальными условиями. Кроме того, мы 

не будем расширять рассматриваемую ситуацию сверх необхо­

димых нам рамок, так как излишние обобщения не способствуют 

выя:снению принципиальных моментов. 

Итак, сформулируем теорему единственности. 

Электромагнитное поле в векотором объеме V определяется 
в классе непрерывных функций однозначно, если оно 

1) я:вляется в объеме V решением уравнений Максвелла для 
пустоты с заданными источниками: 

1дН 
rotE+ --=О 

с дt , 
1 дD 41Т. 

rot Н - -- = -J · 
с дt с ст, 

2) подчиняется в начальный момент io условиям 

E(r, to) = Eo(r), H(r, ta) = Ho(r) 

(Ео и Но известны); 

(4.5) 

(4.6) 

3) удовлетворяет на заданной поверхности S(t), ограничива­
ющей рассматриваемый объем и меняющей свое положение во 

*Это, например, реализуется при медленных (v<t:c) движениях и сину­
соидальной падающей волне. 
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времени, неоднородным импедансным граничным условиям: 

Ет = w[Нт Х n) +Е~ 
(n-внешняя нормаль, w и Е~ -известные функции), причем 
ни в одной точ'Ке, ни в один момент времеии 

w -:f -wa = -1, (4.7) 

та'/\: 'll:a1i: в используе.лtой системе единиц волновое сопротивление 
пустоты ш0 равно единице. 

Отметим, что в задачах дифракции на неподвижных импе­
дансных телах требование (4.7) является более сильным (w ~ 0). 
Наше условие (4.7) допускает отрицательные значения поверх­
ностного импеданса, и это несколько меняет аргументацию при 

доказательстве теоремы единственности. 

Как и обычно, мы введем в рассмотрение разность двух, воз­

можно отличных друг от друга, решений рассматриваемой за­

дачи: 

Разностное поле удовлетворяет однородным уравнениям, гра­
ничным и начальным условиям. 

Стандартный ход рассуждений базируется на интегральной 

форме теоремы Пойнтинга, имеющей для поля е и l1 вид 

j :t с2 

;7r
112

) d\/ = - 4: j [е х h)пdS. (4.8) 

v s 
Равенство (4.8) имеет место для любого времени t, а V и S соот­
ветственно являются объемом и граничной поверхностью в тот 

же момент времени. 

При положительном импедансе границы правая часть соот­

ношения (4.8) не может быть больше нуля, ибо 

[е Х ll)n = w(hт )2 ~ О 

(hт- касательная компонента магнитного вектора). Отсюда 
сразу следует, что разностное поле, равное нулю в силу ( 4.6) 
в начальный момент t0 , не может стать отличным от нуля в по­

следующие мгновения. Однако это доказательство не проходит, 

если импеданс оказывается отрицательным в какие-то моменты 

на каких-либо участках граничной поверхности. 

Прежде чем переходить к доказательству теоремы для наше­

го случая, вспомним, что знак поверхностного импеданса опре­

деляет направление нормальной компоненты вектора плотности 
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... 
потока внергии на границе. Энергия вытекает из объема при 

w > О и втекает в него при отрицательных значениях w; при 
работе границы над полем увеличивается запас влектромагнит­

ной внергии в объеме. Но втот процесс параметрической рас­

качки не противоречит причинной обусловленности волновых 

явлений, поскольку пестациоиарпая zрапица .может усиливать 

поле, по последпсе должnо предварительпо существовать (пада­
ющее поле!). Волна, только уходящая от границы (отраженная), 
сама по себе не в состоянии удовлетворить условиям теоремы 

единственности. 

Из сказанного ясно, что для границ с отрицательным значе­

нием импеданса доказательство единственности решения не мо­

жет базироваться тольк~ на внергетических соотношениях (4.8), 
а должно учитывать более детальные характеристики волново­

го процесса. 

Покажем, что и в нашем случае разностное поле равно ну­

лю. Если бы вто было не так, то тогда в некоторый момент 

t1 > to хотя бы в одной точке Af1 области V появилось бы влек­
тромагнитное возмущение. В физическом отношении вта точка 

является центром спонтанно возникающего поля. Линейность 

задачи позволяет ограничиться случаем, когда спонтанное воз­

буждение начинает распространяться из одной точки, а не из 

некоторого их множества. дальнейшие рассужден.ия несколько 
видоизменяются в зависимости от того, является ли М1 в мо­

мент t1 внутренней точкой объема V или же принадлежит его 
границе. 

1. Если М1 -внутренняя точка, то в силу свойств гипербо­
лических уравнений, к которым относятся и уравнения (4.5), 
область возмущения распространяется со скоростью с из точ­

ки спонтанного зарождения, так что радиус втой сферической 

области R = c(t- t 1 ). Момент t может быть выбран столь близ­
ким к t 1 , чтобы, во-первых, сфера целиком располагалась вну­

три объема V и, во-вторых, в силу непрерывности полей е и h* 
всюду в области имело место неравенство 

Тогда соотношение (4.8) приводит нас к противоречию; его ле­
вая часть положительна, а правая равна нулю. Стало быть, 

*Единственность исследуется в классе непрерывных функций. 
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спонтанного возбуждения во внутренних точках объема быть 

не может. 

2. Обратимся теперь ко второй возможности, когда возбужде­
ние появляется на границе рассматриваемого объема. Тогда 

волна возмущения распространяется внутрь объема, причем в 

начальный момент t 1 передний фронт волны проходит через точ­

ку М1, а нормаль к нему совпадает с нормалью к границе. 
Воспсльзуемся известными законами поведения волиовых по­

лей [70,71] в окрестности распространяющегося фронта возму­
щения. Для нас важен следующий результат. 

На са.лtо.м фроите cmpyr.:mypa волиы mo'Чuo описывается за'/i:о­
иа.ми zeo.мempuчecкoil onmu1eu. В векоторой окрестности фронта 
ата закономерность является приближенной, но при достаточно 

малом удалении от него погрешность такого описания для не­

прерывных полей сколь угодно мала. В частности, на фронте 

;электромагнитной волны имеют место соотношения 

(Е· v) =(Н· v) =О, Е= [Н х v), ( 4.9) 

где v- единичный вектор нормали к фронту, задающий напра­

.вление распространения волны; волновое сопротивление среды 

в рассматриваемом нами случае равно единице. В момент t 1 
фронт возмущения по сделанным предположениям касается по­

верхности S(t1) только в одной точке М1, в которой 11 = -v. При 
атом в точке А/1 должно выполняться в силу ( 4.9) равенство 

Ет = -[Нт х v], 

которое, в свою очередь, исключено условием ( 4. 7), входящим в 
формулировку теоремы единственности. Следовательно, пред­

положение о спонтанном появлении в точках граничной поверх­

ности электромагнитных возмущений для разностного поля то­

же приводит к противоречию, и теорему единственности можно 

считать доказанной. 

Очевидна возможность обобщения рассмотренной теоремы 

на более сложные типы линейных сред, ограниченных импеданс­

ными поверхностями. Единственное требование, существенное 

с физической точки зрения, состоит в гиперболичности урав­

нения, описывающего электромагнитные процессы в среде. А 

локальное значение поверхностного импеданса w не должно со­
впадать с локальным :тачением w 0 (взятым с обратным зна­
ком) волнового сопротивления среды. Этих условий достаточ­
но, чтобы возмущения, распространяющиеся от границы и у до-
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влетворяющие уравнениям Максвелла, не могли бы сами по се­

бе обеспечить выnолнение заданного режима на границе обла­

сти. Можно сказать, что неравенство 

w -:f -w0 

является обобщеины.м ус.ловие.м. из.лу'Чения, справед.ливы.м не 

толь'/Со ua бес'/Со'Не'Чио уда.леииых поверхиостях. 
Построение формального решения задачи дифракции. 

Для решения задачи дифракции на сфере с переменным ради­

усом мы используем (описанный в Приложении) математиче­
ский аппарат разложения полей по нестационарным сфериче­

ским волнам. В соо'JI'Ветствии с атим методом как падающее 

(4.1), так и дифрагированное поле (Е, Н) удобно описывать с 
помощью потенциалов Дебая (u и v), удовлетворяющих в про­
странстве вне сферы однородным скалярным уравнениям (рав­

носильным системе уравнений Максвелла) [72]. 
Потенциалы Дебая u 0 и l!o, соответствующие падающей плос­

кой алектромагнитной волне (4.1), приведены нами в Приложе­
нии. Разложения для них имели следующий вид: 

где 

00 

ua = L tt.oп(1·, t)P~ 1 )(cos О) cos l.f', 
n=l 
00 

vo = I:vo11 (7·,t)P,~ 1 )(cosO)siпl.f', 
n=l 

(4.10) 

uon = von :::: n + 112 
( -с)"+2 LnD-("+2){f (t- !:.) - f(t + !:.) } 

n(n+l) с с 

-известные функции, включающие в себя основной опе­

ратор L 11 = r"(дj1·дr)"(1j1·) для трехмерного случая и опера­
тор (n + 2)-кратного дифференцирования по времени (оператор 
n-(n+2J). 

Естественно и потенциалы u и v для дифрагированного поля 
искать в виде рядов 

00 

u(r, t) = L un(r, t)P2)(cos О) cos l.f', 
n=l 
00 

( 4.11) 

v(r, t) = 2:: Vn(r, t)P2)( cos О) siпl.f', 
n=l 
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где функции Un и Vn могут быть представлены-в соответствии 
с методом разложения по нестационарным волнам-в виде 

Un == Ln{Фn(t- r/c)}, Vn == Ln {Фn(t- rjc)}. ( 4.12) 

Выбор аргументов у неизвестных пока функций Фn и W71 со­

ответствует выполнению нулевых начальных условий для ди­

фрагированного поля. Очевидно, что учет в формулах (4.12) 
слагаемых вида Ln{Фn(t + r/c)} дает при любых {Фn(t + r/c)}, 
не равных тождественно нулю, отличные от нуля поля для лю­

бых сколь угодно ранних моментов времени.* Учтем также, что 
вид функций (4.11) и (4.12) обеспечивает выполнение однород­
ных уравнений поля (см. Приложение). 

Связь векторов поля с потенциалами Дебая вытекает из фор­

мул [72], устанавливающих связь и и v с векторами Герца ПЕ и 
Пн. Мы выпишем в явном виде компоненты векторов дифраги­

рованного поля (Е, Н) в пространстве вне сферы: 

00 ( д2 1 д2 ) 
Er = СО8 r.p L 

8
r 2 - с2 8t2 (run)P~1 

)( со8 ()); 
n=l 

00 1 8 8P~l) 1 дvn P~l) 
Ее= со8 r.p L (-;:, (1"ttn)-8() +- ;;t --=---е); 

1" ur с и 8111 
n=l 

(4.13) 

. 
00 1 8 Р2) 1 дvn дР~l) 

Е"'= -sшr.p L (--д (rvn)--:---() +--д -д() ); 
1" 1" 8111 с t 

n=l 

(4.14) 

Аналогичные соотношения имеют место и для падающей вол­

ны (Ео, Но). 

*В силу ортогональности сферических функций нулевые начальные 

уеловил имеют место и длл каждого отдслыюго слагаемого в рядах (4.11). 
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Для отыскания неизвестных функций Фn(t- rfc) и Wn(t- r/c) 
мы должны использовать граничное условие (4.2) на поверхно­
сти сферы с переменным радиусом при r = a(t), имеющее в ком­
понентах вид 

(Ео + Е)е = -ш(Но + Н)'Р, (Ео + Е)'Р = ш(Но + Н)е. (4.15) 

Нетрудно убедиться, сопоставляя (4.14) и (4.15), что выполнение 
граничных условий будет обеспечено, если 

1 д ш д 
--д {r(uo" + un)}- --д (uo" +и")= О, 
r r с t 

1 д ... 1 д 
--д {r(vo" + Vn)}- --д (von + v") =О r 1' ШС i 

при r = a(t), n = 1, 2, 3, .... 

Существование отдельных граничных условий для первого и 

второго потенциалов Дебая показывает, что в рассматриваемой 

задаче влияние границы не приводит к связи между полями типа 

ТМ и ТЕ в сферической системе координат. 

В явном виде уравнения для отыскания Фn(t- rfc) и 
Wn(t- rfc) таковы: 

_ _!_!!_Ln} n+1/2 (-c)n+2 п-Cn+2){f(t-!:.) _!(н!:.)} 
шс дt n(n+l) с с 

при r = a(t), n = 1, 2, 3, .... 

Полезно напомнить, что оператор Ln = r"(д/rдr)"(l/r). 
Мы видим, что граничные условия сводятся к бесконечному 

набору обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 

с переменными коаффициентами; ато подтверждает сделанные 

ранее замечания о линейности и параметричности нашей зада­

чи. Уравнения (4.16) имеют порядок (n + 1) и являются неод-
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народными. Очевидно, что правая часть атих уравнений рав­

на нулю до начала дифракции, т.е. для времен, меньших to. 
Поатому нужно найти такие частные решения уравнений (4.16), 
которые равны нулю при всех t < to; ато обеспечит выполнение 
нулевых начальных условий для дифрагированного поля. Зна­

ние функций Фn(t- rjc) и Фn(t- r/c) позволяет рассчитать и 
сами дифрагированные поля по формулам (4.14) с учетом (4.12). 

Отметим порядок обращения с соотношениями (4.16). Снача­
ла выполняются все операции интегрирования и дифференци­

рования по ,. и t; при атом учитывается, что функции Фn, Wn 
и f зависят от комбинаций t - rjc и t + 1·jc. В результате в 
( 4.16) б у дут входить производные от рассматриваемых функ­
ций по их полным аргументам. Затем ати аргументы следует 

(на граничной поверхности) положить равными: ~(t) = t- a(t)jc 
и ry(t) = t + a(t)jc. Входящие в коаффициенты перед производ­
ными степени,. заменяются на соответствующие стеnени a(t). 

Решение полученного дифференциального уравнения дает 

нам функции Фn(~) и Фн(~) только на поверхности,.= a(t). для 
описания дифрагированного поля в пространстве необходимо 

продолжить Фn(~) и Ф"(~) в область r > a(t), исполиуя факт 
распространения атих функций по характеристикам волнового 

уравнения. При атом целесообразно отличать время "старта" 

ta векоторой фазы с поверхности r = a(t) от времени ее наблю­
дения t в векоторой точке на расстоянии , .. Уравнением харак­
теристик будет 

r a(ta) 
i-- = la- --, 

с с 

и очевидно, что функции на характеристике удовлетворяют 

условию 

Продолжение волнового поля в пространство по характеристи­

кам, иллюстрируемое рис. 4.2, оказывается невозможным, если 
скорость движения границы v = dajdt превышает с.* Граница 
будет опережать отражаемую волну, и дифрагированного поля 

не возникнет. Энергия падающей волны при атом или претер­

певает превращение в другие виды анергии, или же остается 

в алектромагнитной форме (в виде волн, распространяющихся 

*Напомним, что v -не обязательно скорость движения вещества. и 

может превыша.ть с. 
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a(t) 

о 

Рис. 4.2. 

в нестационарной среде). Эти явления целиком определяются 
конкретным физическим механизмом перемещения границы. 

Нами построено решение задачи дифракции с начальными 

условия:-.1и. Если падающее поле существует с бесконечно дав­

них времен (монохроматическая волна), то решение может быть 
получено из построенного путем предельного перехода to ~ 
-оо, и его структура сохранится. Но при стационарном падаю­

щем поле мы не располагаем начальными условиями; поэтому 

нужны иные требования для определения неизвестных функций 

Фn и Wn, входящих в выражение для дифрагированного поля. 
Заметим, что нулевые начальные условия использовались нами 

дважды: 

1) при представлении функций u"(r,t) и Vn(r,t) (см. (4.12)) 
мы отбросили члены, зависящие от аргумента t + r/c; очевидно, 
что в стационарном случае такое решение мы должны принять, 

опираясь на приицип из.лу'Чеиин; функции, зависящие от комби­

нации t + r/c, дадут на больших расстояниях от сферы волны, 
сходящиеся к центру; 

2) при выборе частных решений уравнений (4.16), возникаю­
щих из граничных условий на поверхности сферы, оговарива­

лось, что ищется такая функция Фn(~) или Ф"(7J), которая равна 
нулю при всех t < t0 . Этот критерий можно переформулиро­

вать иначе- в виде, приемлемом и для задачи без начальных 

условий. А именно: мы будем выбирать такое частное реше­

ние уравнений (4.16), которое стремилось бы к нулю для любых 
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значений аргумента, если к нулю стремится функция f(t- zjc), 
описывающая падающую волну. 

Подобным способом можно обеспечить переход в построен­

ном нами решении к случаю монохроматического падающего 

поля. 

Основные дифференциальные уравнения (4.16) можно запи­
сать совсем в иной форме, если воспользоваться установленным 

в Приложении интегральным представлением оператора Ln­
см. (П.22), (П.23). С его помощью функции Uon(r, t) и Von(r, t), 
входящие в разложения (4.10) для падающей волны, могут быть 
выражены через контурные интегралы на комплексной плоско­

сти вспомогательной переменной ~: 

2n+l n! n + 1/2 -с п+2 J D-(n+Z) f(t + r~jc) d 
'Цоп = Von = 27Гi rn+l n(n + 1) ( ) (~2- 1)"+1 ~-

/ 

Аналогично представляютел и функции (4.12): 

Здесь контур /+ (см. рис. 4.3) охватывает одну особую точку 
подынтегральной функции: ~ = 1, а контур /_ обходит вокруг 
другой точки: ~ = -1. Контур l = l+ -/_. 

Хотя контуры интегрирования могут быть деформированы в 

окружности сколь угодно малого радиуса с центрами в этих 

точках, мы (имея в виду распространение наших формул на 
случай нецелых п) будем считать концы контуров уходящими 
на бесконечность в секторе убывания функций f(t + ~rjc). При 
этом мы условимся рассматривать функции f(x), имеющие на 
бесконечности существенно особую точку. 

Теперь становится очевидным, что условия (4.16) могут быть 
выражены в виде набора интегродифференциальных уравнений 

следующего вида: 
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Рис. 4.3. 

- n + 1/2 (~c)n+2 J v-n+
2 !Ct + 1"f)c) d~} = о 

n(n + 1) се- 1)n+1 ' 
1 

( д 1 1 д) 1 { J WnCt + rfjc) d~ 
дr + ;:-- wc дt rn+l се- 1)n+l -

(4.18) 

/_ 

- n + 1/2 ( -c)n+2 J v-n+
2 
f(t + r~fc) d~} =о 

nCn + 1) се- 1)n+1 
1 

при r = aCt), n = 1, 2, 3, .... 

Эти уравнения окажутся полезными при нахождении высоко­

частотных асимптотик решения дифракционной задачи. 

§4.2. Длинноволновое приближение 

В построенном в предыдущем параграфе формальном реше­

нии задачи дифракции фигурируют функции Фn и Фn, опреде­

ленные посредством уравнений, которым они подчиняются. Это 

или дифференциальные уравнения п-го порядка С4.16), или рав-
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носильные им интегродифференциальные соотношения (4.18). 
Очевидно, что точное решение этих уравнений вряд ли мож­
но построить при сколь-нибудь произвольном законе движения 

границы раздела. Правда, для сфер, расширяюшихся или сжи­

мающихся с постоянной скоростью, соотношения (4.13) сводятся 
к неоднородным уравнениям Эйлера. Но найденные при этом 

функции Фn и Фn неудобны для аналитического исследования 
дифракционных полей. 

Единственно разумным путем остается приближенный ана­
лиз уравнений (4.16) и (4.18) для ряда частных ситуаций. Хо­
рошо известно, что в обычной теории дифракции на стационар­

ных телах аналитические методы эффективны в двух крайних 

областях спектра- длинно- и коротковолновой. В наших более 

сложных задачах мы тоже остановимся на исследовании реше­

ний только для этих случаев и начнем с длинноволнового (ква­

зистатического) приближения. 

Мы не будем ограничиваться рассмотрением синусоидальных 

во времени падающих полей. По~:~тому сразу вместо обычно­

го неравенства (Л ~ а0 ), определяющего квазиста.тический ха­
рактер процесса дифракции, потребуем, чтобы относительные 

изменения функции f(t), описываюш.ей зависимость падающей 
волны от времени, были малыми за времена порядка ао/с. Здесь 

ао- максимальное значение радиуса сферы на рассматривае­

мом этапе процесса. В математическом отношении допустим, 

что функция f(t) имеет N непрерывных производных, удовле­
творяющих неравенства.м 

.,...-~-=--...,......,..,.. а 

/Dk+ 1 f(t)/ - ~ /Dk f(t)/, 
с 

(4.19) 

где k =О, 1, ... , N- 1. Неравенство (4.19) для осциллирующих 
функций может выполняться лишь в векотором среднем смысле. 

По~:~тому черта здесь означает усреднение между двумя сосед­

ними нулями усредняемой функции. Подчеркнем, что критерий 

(4.19) относится только к падающему полю; на скорость движе­
ния границы никаких ограничений не накладывается. Это мо­

жет привести к тому, что вторичное дифрагированное поле не 

будет удовлетворять условию квазистатичности (4.19). 
Упрощение исходных уравнений. Перейдем к рассмотре­

нию длинноволнового приближения в задаче дифракции волн на 

сфере; На основании (4.19) мы можем утверждать, что функции 
f(t ± r/c) в области r ~ ао могут бытJ, разложены около точки 
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r =О в ряды Тейлора, причем ати ряды будут в среднем хоро­
шо описывать наши функции уже несколькими первыми своими 

членами. Используя такое разложение, мы можем для коэффи­

циентов Uon(1·, t) и Von(r, t) падающего поля (4.1) получить 

c(n + 1/2) 
Uon = Von = Х 

n(n + 1) 

оо k' (r)2k-n "' . _ D2k-11-1{f(t)} 
х f;;,. (k- n)!(2k + 1)! с · 

(4.20) 

Формула (4.20) записана в предположении, что N = оо. Для 
конечных N форма записи несколько меняется, так как нужно 
пользоваться рядами "Тейлора с остаточным членом. Но уже 
из (4.20) видно, что не только удержание многих членов рядов 
для Uon (или ион), но и учет коэффициентов с более высокими 
номерами n связаны с учетом членов высшего порядка малости 
в смысленеравенства ( 4.19). Например, 

дf r 2 

UQ2 ~ --­
[)t 18с' 

Очевидно (см. (4.16)), что соотношения между uon{von} по по­
рядку величины оп ределлют и соотношения между ttn { Vn}. Ин­
тересуясь главной частью процесса, мы ограничимся учетом 

только старших членов,* тогда достаточно решить уравнения 

(4.16) лишь для n = l: 
Ф" Ф' Ф w дf а 

(1 + w)+ + (l + w)-1 + - 1 ~ -f(t) +--г -, 
с2 а са2 аЗ 2 i:Jt с 

(4.21) 

Ф" Ф' Ф 1 дfа 
(1 + w)-1 + (1 + w)-1 + - 1 ~ -f(t) + ---. 

с2 а са2 аЗ 2w дt с 

В этих уравнениях а = а( t)- ра.диус сферы, а производные от 
функций Ф 1 и Ф 1 берутся по полному аргу.меиту, равному t­
a(t)jc. Вторые члены в правой части уравнений могут оказаться 
существенными при предельных ( w -> О или w -> оо) значениях 
импеданса. 

*Практика "обычной" теории дифракции дает, что если длинноволно­

вое приближение применимо с хорошей степенью точности, то поправок 

к старшим членам не требуется. Если же оно проходит "с трудом", то 

одной или двумя поправками не ограничиться, и использование длинно­

волнового приближения становится нецелесообразным. 
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Найденные из ( 4.21) функции Ф1 (t-a(t)jc) и Ф 1 (t-a(t)/c) после 
своего продолжения в пространство по характеристикам ( 4.17) 
определяют главную часть дифрагированного поля. Для ее вы­

числения можно использовать общие формулы (4.14), но проще 
учесть, что в принятом приближении вторичное поле является 

суперпозицией двух крайне простых полей. Первое из них со­

здается алектрическим точечным диполем, находящимся в цен­

тре сферы, ориентированным параллельна вектору Е0 падаю­
щей волны и обладающим моментом P(t): 

P(t) = -Ф1(t)ех. ( 4.22) 

Второе поле создается магнитным точечным диполем, момент 
которого 

M(t) = -Ф 1 (t)еу (4.23) 

параллелен вектору Но. 

докажем ато, например, для части поля, связанной с алек­

трическим диполем. В принятом приближении алектрический 

вектор Герца вторичного поля равен 

д {Ф1(t-rc)}. 
Пв = r д1• r sш В cos r.p Cr, (4.24) 

ибо РГ)(соs В) = sin В. Электромагнитное поле (Е, Н), отвеча­
ющее вектору Пв, не изменится при добавлении к последнему 

градиента произвольной функции. Поскольку поле упомянутого 

алектрического диполя описываеися вектором Герца вида 

п~ = (4.25) 

то нужно убедиться, что разность (4.24) и (4.25) является гра­
диентом некой функции. В сферической системе координат она 

может быть записана в виде 

, дФ1 . В Ф1 Ф 1 . ( ) 
Пв - П Е = -д sш cos r.per + - cos О cos r.pee - - sш r.perp. 4.26 

r r r 

Легко проверить, что а то выражение есть grad(Ф1 sin В cos r.p ). 

164 



Напомним формулы для электромагнитных векторов в полях 

с дипольной структурой [11]: 

( Р' Р") Н <рх== sin Ох -+- , 
с1·2 c 2 r 

(р Р' Р") Евх== sin Ох -+-+- , 
1·3 с1·2 с2 1· 

( р Р') Er==-2 COS Ох - 3 +-2 , 
1' С1" 

. (М' М") Е<ру=:- sшОу - 2 +-.,- , 
cr c-r 

(М М' М") Hey=:sinOy - 3 +-
2
+-

2
- , 

1· с1· с r 
(4.27) 

(м м') Hr =: 2cos0y r 3 + с1• 2 . 

Здесь производвые от запаздывающих значений дипольных мо­

ментов P(t- 1-jc) и M(t- rjc) берутся по времени t, а полярные 
углы Ох и Оу отсчитываютел от осей х и у соответственно. 

Важным частным случаем является постоянное однородное 

внешнее поле. Очевидно, что однородное электрическое (к 
примеру) поле Еоех можно рассматривать как наложение двух 
встречных волн: 

т.е. волны, идущей в сторону положительных значений z, и 

Ео Ео 
Е2 =: 2ех, Н2 = -2еу 

-волны, идушей в противоположную сторону. 

Легко убедиться что в уравнениях (4.21) правая часть пер­
вого из них заменяется величиной ( -Е0 ), поскольку f(t) =: Е0 , 
а правая часть второго оказывается равной ( -Н0 ). действия 

электрического и магнитного однородных полей, естественно, 

оказываются независимыми. Существенно подчеркнуть, что в 

этом статическом (по отношению к внешнему воздействию) слу­
чае уравнения ( 4.21) и соответствующие им решения будут точ­
nы.ми, так как все поправки к ним связаны с учетом непостоян­

ства функций f(t) во времени. 
Впрочем, параметрическое излучение волн при расширении 

сферы в однородном поле мы подробно рассматривали в §2.1. 
Его результаты являются частным случаем квазистатической 

схемы решения дифракционной задачи. 

Нерелятивистский режим. Остановимся на методах инте­
грирования уравнений (4.21) в ряде частных ситуаций и начнем 
с произвольного, но нерелятивистского режима движения гра­

ницы, когда ее скорость мала по сравнению со скоростью света. 
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Функция a(t) при 8ТОМ будет медленно меняющейся в смысле 
неравенства ( 4.19); аналогичные ограничения естественно нало­
жить и на импеданс, так как его зависимость от времени, как 

правило, связана со скоростью границы. 

Очевидно, что решения уравнений (4.21) оказываются при 
8ТОМ тоже медленно меняющимися функциями. Разлагая их в 

ряды по степеням afc вида 

Ф1 (t- :!:.) = Ф 1 (t)- Ф~(t):!:. + ... 
с с 

и пренебрегая производными порядка выше первого, что со­

ответствует принятой при записи (4.21) точности, мы сможем 
упростить уравнения. для большей наглядности запишем их 

непосредственно для дипольных моментов P(t) и M(t), исполь­
зовав формулы (4.22) и (4.23): 

dP еР 2 ( w а дЕо ) wdt +~=а с Eo(t)- 2 ~ дt (t) , 

( 4.28) 

dM сМ " ( 1 а дНо ) dt + w--;;- =а~с wH0(t)- '2~дt(t) . 

Здесь также учтено, что для падающей яолны f(t) = E0 (t) 
Ho(t). Решения выписанных уравнений, удовлетворяющие ну­
левым начальным условиям,* таковы: 

t t 

P(t)= j аз(t') (Е (t')- тв(t') дЕо (t')) ехр (- j ~)dt' 
тв(t') 0 

2 дt тв(t") ' 
о t' 

t t 

M(t)= j аз(t') (но(t')- тн(t') дНо (t')) ехр (- j __:!!::_)dt'. 
тн(t') 2 дt тн(t") 

о t' 
( 4.29) 

Здесь нами введены характерные времена релаксации: тв = 
wa/c для 8Лектрического момента и тн = af(wc) для магнит­
ного. Они существенно зависят от 8лектромагнитных свойств 

вещества сферы. В том случае, когда за время релаксации т; 

функции a(t) и f(t) меняются мало, из (4.29) вытекает, что 

P(t) ~ E0 (t)a3 (t), M(t) ~ Ho(t)a3 (t). (4.30) 

*С нулевыми начальными условиями мы имеем дело при дифракции 
волны, обладающей передним фронтом, или при расширении сфериче­

ской области из точки. 
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Наиболее интересны малые значения импеданса. Возникнове­

ние состояния идеальной проводимости описывается значени­

ем w = О, а движению идеального проводника отвечает w = 
-(1/c)(dajdt). В противоположность атому, случаю w -+ оо 
соответствует акзотический диалектрик с большой магнитной 

проницаемостью: J-l ~Е~ 1. 
Первое из уравнений ( 4.28), определяющее алектрический ди­

польный момент, не критично к малым значениям параметра w. 
Время релаксации при атом стремится к нулю, и квазистати­

ческая формула (4.30) для Р одинаково хорошо применимакак 
в случае движения сос._ояния идеальной проводимости, так и в 

случае движения самого проводника. 

Иначе дело обстоит с уравнением для наводимого магнит­

ного момента, в котором импеданс входит в коаффициент при 

главном члене. При w = О решение имеет вид 
t 

M(t) = -~ j a 3 (t') дНо dt'. 
2с дt' 

о 

Магнитный момент, связан:ныii с расширением сферичесх:оii обла­

сти идеальноii проводи.м.ости, уменьшается при переходе к бо­

лее медленно меняющимся полям. В постоянном поле он вообще 

не наводится; при атом магнитное поле беспрепятственно про­

никает внутрь "возникающего" проводника и вмораживается в 

него. 

На поверхности движ:ущегося идеального проводних:а 

w = -(1/c)(dajdt). При атом уравнение для дипольного момента 
может быть переписано следующим образом: 

j_ (М+ а
2

Но) =О. 
dt а 2 

Следовательно, магнитный момент, отвечающий нулевым на­

чальным условиям, равен 

М= -Haa3 j2. 

При атом магнитное поле полностью вытесняется из объема, 

занимаемого движущимся проводником. 

Согласно обшим формулам (4.27) дифрагированное поле в зо­
не излучения задается вторыми производными от дипольного 

момента по времени. Поатому оно будет отличаться по своему 

спектральному составу от падающего. Наиболее существенным 
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оказывается преобразовние спектра в том случае, когда про­

цесс в падающей волне оказывается медленным по сравнению 

с процессом расширения сферы. При атом спектр рассеянного 

поля определяется, в основном, не падающей волной, а ее па­

раметрическим взаимодействием с границей. При выполнении 

обратного условия дифрагированное поле в зоне излучения по 

форме совпадает со второй производной падающего сигнала, и 

параметрические процессы только медленно изменяют ампли­

туду волны. Наблюдающиеся в квазистатических ситуациях 

явления не укладываются в формулы, описывающие аффект До­

плера, который отражает квазиоптические закономерности. 

Релятивистский режим. Обратимся теперь к анализу про­
цессов, имеющих место при скоростях расширения сферы по­

рядка скорости света. В этом случае медленность изменения 

функции f(t) не обеспечивает медленности изменения диполь­
ных моментов, и интегрирование уравнений (4.26) оказывается 
весьма сложной задачей. Однако при равномерном расширении 
(сжатии) сферы, когда dafdt постоянно, аргументы дипольных 
моментов Р и Af на поверхности сферы отличаются от времени 
старта ta рассматриваемой фазы процесса с этой поверхности 
только на постоянный множитель. Будем отсчитывать время от 

начала расширения (или конца схлопывания) сферы. Тогда 

a(ta) 
~ = ta-- = ta(1- {3), 

с 
f3 = 1_!_. 

с 

допустим также постоянство импеданса (его зависимость от 

скорости в данном режиме возможна); тогда уравнения (4.26) 
превращаются в уравнения Эйлера и могут быть переписаны в 

виде 

(1 + w)(1- f3)f32C Р" + (1 + w)(1- f3) 2 f3~P' + (1- {3) 3 Р = 

= 3.:-3 {Е (-~ ) _ шf3~(1- {3) дЕо (-~ ) } 
v <., о 1 - f3 2 д~ 1 - f3 ' 

(4.31) 

(1 + ш)(1- f3)f32e М"+ (1 + w)(l- {3) 2 ЩМ' + w(1- {3) 3 М= 

= wvзe {но(-~-) - 1Щ(1- {3) дНо(-~-)} 
1 - f3 2w д~ 1 - f3 

(производные берутся по переменной ~). При интегрировании 
(4.31) для случая сферы, равномерно расширяющейся из "точ­
ки", необходимо использовать ну Jiевые начальные условия. При 
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более сложном "поатапном"движении границы, когда скорость 
постоянна только в течение каждого из атапов процесса,. реше­

ние для предыдущей стадии будет задавать начальные условия 

для расчета последующей. 

Полезно также учесть, что условие медленности изменения 

внешних полей при релятивистских скоростях практически озна­

чает их постоянство в течение всего процесса, так как время 

a0 fc и время расширения сферы до размера а0 -величины од­
ного пор.~:~дка. Используем ато обстоятельство, тогда решения 

(4.31) имеют вид 

(1 - Д)3 v3t~ ( wf3ta 8Ео ) 
Р(~) ~ Кв(Р), Eo(ta)- -2-дt(ta) , 

(1- Д)3 v3t~ ( Дtа дНо ) 
МЮ ~ Кн(Д) Ho(ta)- 2w дt(ta) , 

( 4.32) 

где 

Кв(Р) = (1- Д){З(l + w)P(1 + Р) + (1- Д)2 }, 

к н (Р) = ( 1 - Р) { 3 ( 1 + ~) Р( 1 + Р) + ( 1 - Р) 2}. 

В случае 1 - Р ~ 1 имеется существенное различие между дви­
жением вещества и движением состояния. Например, если дви­

жется идеальный проводник, то w == -Р и 

EcJiи же бесконечно большая проводимость наводится в покоя­

щемся веществе, то w = О и 

Возникающие дипольвые моменты (и связанные с ними поля) 
различаются на порядок величины (1- Р). При движении про­
водника имеет место релятивистский эффект работы тела над 

вытесняемым им полем, что приводит к резкому возрастанию 

дифрагированной волны. 

Напомним также, что формулы (4.32) определяют нам значе­
ние дипольных моментов на поверхности сферы. Они распро­

страняются в пространство (r > a(ta)) по характеристикам 

a(ta) r 
ta-- =t- -. (4.33) 

с с 

В общем случае время старта данной фазы волны ta является не­
явной функцией t- 1·/с; для равномерного расширения (сжатия) 
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ta = (t- r/c)(1- /3)- 1
. При вычислении полей нужно учитывать 

разницу между ta и t (временем наблюдения данной фазы поля 
в рассматриваемой точке 1·). Поскольку 

то электромагнитные векторы определяются через производные 

от дипольных моментов по аргументу ta следующим образом 
(выпишем только одну из компонент): 

(4.34) 

. { М Лf Ji,j + М /3 } 
Н Ву = sш Ву -;:з + С1'2 ( 1 - /3) + с27'( 1 - /3)2 . 

для сфер, расширяющихся со скоростью, близкой к скорости 

света, резко возрастает роль полей излучения (последние сла­

гаемые в правых частях формул ( 4.34)) и индукционных полей 
(вторые члены). Это объясняется сильным сжатием во времени 
поля, отрывающегося от быстро лриближающейся к наблюда­

телю сферической поверхности. Сжимающиеся сферы ((3 < О) 
подобного увеличения излучения не создают. 

Фактически для ультрарелятивисто.:ого режu.лtа расширеиия 

всюду вие сферы (при 7' > a(t)) о!i:азываются преобладающи.ми по­
ля излу'Чеuия, что открывает возможность для упрощения основ­

ных уравнений (4.21). С точностью до членов порядка (1- /3) 
мы можем записать их в виде 

( ) 
P"(t- a(ta/c)) ,...., Е ( ) _ шtа дЕо ( ) 

1 + Ш ., - О ia 
2 

{) ta , 
с-а t 

(4.35) 

( 1 _!_) M"(t- a(tafc)) ,...., Н ( ) _!:.!:._дНо ( ) + 2 - О ia 2 [) ta · 
ш са ш t 

Производвые от дипольных моментов берутся по полному аргу­

менту; а и ш- произвольвые функции времени взаимодействия 

ta; единственное требование заключается в неравенстве 

1- fЗ(ta) ~ 1, 

определяющем улыпрарелятивисmс'К:uй режи.м расширения. За­

метим, что нет необходимости находить по (4.35) явный вид 
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функций P(t) и M(t), так как с принятой точностью поля Е и Н 
вне сферы можно считать равными (см. общие формулы (4.27)): 

. Р" ( t - 1-j с) 
Еех ~ Н<.рх ~sшВх ., , 

rc-

. M 11(t- r/c) 
-Е<.ру~Неу~sшВу 2 · 

1'С 

Иными словами, достаточно по характеристике ( 4.33) продол­
жить в пространство 1' > a(ta) вторые производвые дипольных 
моментов. В итоге ... 

Е (
. ) ,...._Н (. ) ,..., . е a(ta) 2Ea(ta)- шta8E0 j8t(ta) 

Вх 1,t- <.рх 1,t _sш х-1-.- 2 ( 1 +ш(lа)) , 

( 4.36) 

Е (
. ) ,..., lf (. ) ,..., . е a(ta) 2шНа(tа)- ta8Ho/8t(ta) 

<.ру 1, i - Ву 1, t - Sll1 у-- . ( )) . 
1' 21+ш(tа 

Поле вне сферы в принятом приближении имеет ТЕМ-поляри­

зацию относительно радиальной координаты. В частном случае 

расширения состояния с бесконечной проводимостью (ш = О) и 
постоянных полей из ( 4.36) следует, что 

. а( la) 
Еех ~ sш Вх --Ео, Е<.ру =О, 

r 
а при ультрарелятивистском движении идеального проводника 

(ш = -jЗ) 
. a(ta) Ео 

Евх ~ sшВх-- а( )' 
1' 1 - р la 

. a(ta) Но 
Е<.ру ~ sш Ву-- ( ) 

1' 1 - j3 ta 

Как и при равномерном движении, в последнем случае поля 

больше в (1- jЗ) раз. 
Завершая общее ра~ссмотрение длинноволнового приближе­

ния в задаче дифракции волн на сфере, еще раз подчеркнем, что 

в двух предельных случаях существуют простые приемы расче­

та вторичного поля. При медленном движении границы (jЗ ~ 1) 
упрощение уравнения (4.21) связано с тем, что вблизи сферы во 
вторичном поле преобладают квазистатические члены. Напро­

тив, в ультрарелятивистском режиме (1- j3 ~ 1) главную роль 
играют поля излучения. При произвольных скоростях движе­

ния поверхности раздела аналитическое отыскание аквивалент­

ных дипольных моментов неконструктивно. 
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Вмороженные магнитные поля в задаче о расширяю­

щейся проводящей сфере. Интересно более подробно рас­
смотреть упоминавшийсл ранее процесс вмораживанил магнит­

ных силовых линий в расширлющуюсл сферическую область, 

охваченную состоянием идеальной проводимости. В §1.2 ука­
зывалось, что при увеличении размеров объема, занимаемого 

состоянием идеальной проводимости, поверхностных токов не 

возникает. Отсюда для немагнитных сред следовал закон вмо­

раживанил поля: 

Н;(М) =Н( М, ta), (4.37) 

где Н;- поле внутри проводящей области, Н- внешнее поле. 

Момент ta соответствует прохождению границы через рассма­
триваемую точку М; здесь его уместно именовать моментом 

вмораживанил поля в точке наблюдения М. 

Пусть в пустоте имеется однородное постоянное алектриче­

ское поле 

Ео = Eoez, 

в котором начинал с момента t = О расширяется сфера по сле­
дующему закону: 

a(t) = vot 

a(t) = ао 
при О< t < to, 

при t>to. 

Радиус сферы на первом атапе возрастает линейно, но по до­

стижении величины а0 сохраняется неизменным (второй атап 
процесса). Имnеданс, приnисываемый поверхности сферы, мы 

будем считать равным нулю (движение, а затем и сохранение 

состояния идеальной проводимости). 
Вторичное поле вне сферы совпадает по своей структуре с 

полем точечного алектрического диполя, для момента P(t) ко­
торого имеют место уравнение Эйлера (4.31) на первом <>тапе 
процесса и уравнение с постоянными коаффициентами: 

Pf~ Pf Р Е --+-+-= о 
с2 а 0 са6 а~ 

(4.38) 

при t > t 1 . Первое из них решается с нулевыми начальными 

условиями; соответствующее выражение для дипольного момен­

та согласно формуле ( 4.32) равно 

( 
voia) (l-,8)2 v~t~ 

р ta - -с- = (1- ,8)2 + 3,8(1 +,В). (4.39) 
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Формула ( 4.39) справедлива для интервала О < t < t 0 . Как обыч­
но, время ta означает время взаимодействия данной фазы волны 
с границей. Продолжение функции P(t-r/c) в пространство осу­
ществляется по характеристике, уравнение которой на первой 

стадии процесса имеет вид 

ta(1- {3) = t- rfc. 

Определим магнитные поля, проникающие в идеально проводя­

щую сферу. Из формулы (4.39) для дипольнаго момента Р на 
первой стадии процесса (когда только и совершается вморажи­

вание) нетрудно найт11. магнитное поле вне сферы: 

Eosin(J 
Hrp(r, (), t) = (1- ,13)[(1- ,13)2 + 3,13(1 + ,13)] х 

х 3{3 (2,вv0 (t ~ r/c) + 116 (t ~2 1'/с) 2 ), 

io(1- ,13) > t- rfc >О. 

Закон движения границы очень прост и, опираясь на правило 

(4.37), мы сразу можем выписать величину вмороженного поля: 

. 3{3({3 + 1) 
Н; = Е0 sш () 3,13(,13 + 1) + ( 1 _ ,13)2 erp, ( 4.40) 

где r < v0 t. Примечательно, что вмороженное поле не зави­

сит благодаря постоянству v0 от радиальной координаты. На 

второй стадии процесса уровень поля (4.40) в принятой нами 
модели сохраняется внутри сферы как угодно долго. 

При нерелятивистских скоростях расширения вмороженное 

поле оказывается слабым; связанный с ним запас анергии явля­

ется величиной второго порядка малости по сравнению с запа­

сом анергии начального электрического поля. 

При ,в-+ 1, напротив, Hrp-+ E 0 sin0, и анергия вмороженного 
поля примерно равна 1/3 этого первичного запаса (Е6а3/6). 

Стоит отметить, что в принциле допустимыми являются зна­

чения ,в ~ 1 (ибо движется состояние!). При атом на стадии 
расширения электромагнитные возмущения не в силах "ото­

рваться" от поверхности сферы и появляются в пространстве 

с r > a(t) только после остановки сферы. Однако граничные 
условия, имеющие место на поверхности, движущейся со скоро­

стью, большей с, изменяют свой вид; поэтому результат (4.40) 
не справедлив при {3 > 1. 

173 



+ 

+ + 

Рис. 4.4. 

В расширившейся области состояния идеальной проводимо­

сти текут радиальные объемные токи, равные соГЛ<'1~сно ( 4.40) 

. с Н с Е о cos (} 3{3((3 + 1) 
J = 47r rot i = 27r r 3(3((3 + 1) + (1- (3)2 er. 

На стадии расширения сферы роль этих токов ясна- они со­

здают поверхностный заряд в районе полюсов сферы (угловая 
зависимость иллюстрируется рис. 4.4). 

После остановки границы появляются поверхностные токи, 

и в установившемся состоянии заряд, переносимый от полюса 

к полюсу объемными токами, стекает обратно по поверхности. 

Возникающая система замкнутых токов и поддерживает внутри 

идеального проводника вмороженное магнитное поле. 

Рассмотрим теперь обратный процесс- размораживание вну­

тренних полей, который имеет место в том случае, когда разме­

ры идеально проводящей области уменьшаются. Простейшим 

примерам может служить сфера, имевшая в начальный момент 

некоторый радиус а0 , а затем схлопывающа.яся с постоянной 

скоростью v0 . Выберем lo = -ao/vo, тогда 

a(t) = -v0t при to < t < О, 
a(t) = О при t > О. 

Используя (4.40) в качестве предыстории процесса, мы будем 
считать, что 

Н; =Но sin Ве'Р nри 1· < a(t). ( 4.41) 
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Из-за линейности задачи мы можем считать внешние поля от­

сутствующими, что позволяет в "чистом виде" рассмотреть аф­

фект размораживания. 

Возникающее вне сферы при t > t 0 алектромагнитное воз­

мущение в силу выбранной в ( 4.41) угловой зависимости будет 
иметь дипольный характер. Ему, как обычно, сопоставляется 

вектор Герца: 

Пв= P(t-rjc)ez. 
1' 

Граничное условие для внешних полей на поверхности отступа­

ющей области с состоянием идеальной проводимости согласно 

§1.2 имеет вид 
... 1 1 

Ет + -[v Х Н]т = -[v Х Н;]т· (4.42) 
с с 

В нашем случае для функции P(t- rjc) из (4.42) вытекает урав­
нение 

Р" Р' Р 
(1 + (3)-~ + (1 + !3)-., + - 3 = fЗНо при 7' = a(t), 

с-а са~ а 

где f3 = va/c > О; производвые от Р берутся по полному ар­
гументу, равному ta(1 + (3). Момент взаимодействия ta связан 
с уравнением характеристики, по которой возмущение распро­

страняется в пространство: 

t- rjc = ta(1 + fЗ). 
Частное решение неоднородного уравнения для Р мы возьмем 

в виде 

{ ( ) } - !3( 1 + !3) 3 3 
Р1 ta 1 + f3 - - (1 _ 2(3 + 3(32 ) Hovata. 

А общее решение однородного уравнения, содержащее две про­

извольные постоянные (С1 и С2 ), таково: 

Pa{ta(l+f3)}=C1t~ 1 + C2t~2 , 

здесь корни характеристического уравнения 

1 + 2(3 J 4(32 - 3 
0'1,2 = ---;цг- ± 2(3 . 

Используя нулевые начальные данные (при t = -a0 jv0 ), мы по­
лучим окончательную формулу для функции P(t-rjc), отличной 
от нуля только при t0 (1 + fЗ) < t- rjc < 0: 

Р(l-::)-на3 !3(1+!3) (е+ 3-а2С, 1 + 3-а1~"'2 ), 
с - о о (1 - 2(3 + 3(32 ) 0'1 - 0'2 0'1 - 0'2 
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~ = _ vata = _ Vo (t- rjc). 
аа аа(1 + ,8) 

Рассмотрим поля в зоне излучения. При нерелятивистских 

скоростях (,8 -+ О) они оказываются равными 

Н'Р ~ ,8Hasin8aro{6,82~- i~[ei"./З~a,-2 -е-i"-/З~а,-2]}. 

Из-за того, что Rea; -+ оо при ,8 -+О, второе слагаемое в фи­
гурных скобках является быстро убывающим и его надо учи­

тывать лишь при ~' близких к 1, т.е. в начале процесса (~ = 1 
на переднем фронте возмущения и ~ = О на его заднем фронте). 
Используя приближенное соотношение 

~а;= e<>;lnf ~ ea,(f-1) 

и явный вид параметров а;, мы можем записать выражение для 

поля излучения в окрестности переднего фронта: 

а { 2 va ( t - r /с) 
Ее~ ,В На siп8- - 6,8 + 

r ао 

+ Jз ехр (- 2c:J siп (~:т- fi) }, ( 4.43) 

причем т = t - rjc + afva(l + ,8) есть локальное время, отсчи­
тываемое от момента прихода переднего фронта волны в точку 

наблюдения r. Формула (4.43) справедлива. при т~ aofv0 . 

Излучение волн в нерелятивистском режиме разморажива­

ния магнитного поля оказывается малым аффектом; излучаемая 

анергия пропорциональна ,82
• При атом затухающий колеба­

тельный процесс является основным в окрестности переднего 

фронта алектромагнитного излучения. Несмотря на малую дли­

тельность (порядка 2a0 fc) связанного с ним импульса, именно он 
переносит основную часть излучаемой анергии. Величина ее, 

как легко показать, пропорциональна ,82 , в то время как анер­
гия, перенесенная основной (по длительности) частью импуль­
са, пропо рциональна ,83 . 

При ультрарелятивистских скоростях схлопывания сферы 

(1- ,82 ) =с:~ 1 поле излучения описывается формулой 

176 

Ее ~Н 'Р ~ Но s~~ Вао (3~ + 2Г' - с:Г1+2<)' 

1 
( _ v0 ( t - 1'/ с) 

0 >."- > . 
аа(1+,8о) 



t-rjc 

Рис. 4.5. 

За исключением малой окрестности заднего фронта импульса, 

которому отвечает значение~ = О, поле излучения описывается 
линейно убывающей функцией времени 3~ + 2. Но если 

<~Е= 1-/3, 
то поведение поля определяется последним слагаемым в скоб­

ках, стремящимся к -оо- при приближении к заднему фронту 

импульса. Качественная форма последнего иллюстрируется 

рис. 4.5. 
Небезынтересно, что в ультрарелятивистском режиме излу­

чаемая внергия за счет особенности в конце импульса стремит­

ся к бесконечности. С математической точки зрения упомяну­

тая особенность обусловлена тем, что показатели степени в ре­

шении однородного уравнения для дипольнаго момента удовле­

творяют условию Re а; > 2, имеюшему место уже при fЗ > 1/2. 
дипольвый момент сферы спадает при /З, близких к единице, 

недостаточно быстро. Хотя Р --> дР Jдt --> О для t --> О, но 
д2 Р J дt 2 -+ оо. Замедление (относительное, конечно) релакса­
ционных процессов связано с тем, что размеры сферы быстро 

изменяются за время порядка 2a(t)Jc (именно ата величина явля­
ется временем релаксации для сферы с медленно меняющимся 

радиусом--см. (4.38)). Любопытно отметить, что для/З > VЗ/2 
оба значения а; оказываются вещественными, и релаксацион­

ные процессы уже не сопровождаются колебаниями зарядов от 

полюса к полюсу сферы. для них просто не хватает времени­

ведь сжимается со скоростью, близкой к с, радиус сферы, а 
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электромагнитные возмущения должны скользить вдоль ее по­
верхпости. 

Разумеется, рассматриваемая модель для j3 -+ 1 физически 
недостижима. для ее реализации потребовалось бы выделение 

бесконечно большой анергии при нестационарных процессах в 
идеально проводящей среде (и именно в момент схлопывания). 

Наконец, подчеркнем, что полученное решение не применимо 
при f3 > 1 (хотя такие значения скорости не являются запре­
щенными). В атом случае в области r > а 0 при временах t > t 0 

существует не только волна, уходящая от центра, но и волна, 

сходящаясяк нему. Граница успевает "убежать" от опережа­

ющего электромагнитного процесса, и постановка задачи при 

f3 > 1 несколько изменяется. Но в детали подобного расчета мы 
входить не будем. 

Излучение волн проводящей сферой, пульсирующей в 
однородном поле. Пусть из-за движения вещества идеально 

проводящей сферы, находящейся в однородном электрическом 

(Eoez) или магнитном (Hoez) поле, ее радиус меняется по пери­
одическому закону 

a(t) = а о+ Ьо siв wt. 

При этом поверхностный импеданс 

w = -jЗ = -kbo coswi, k = wjc. 

Такая ситуация может иметь место при ультразвуковых коле­

баниях проводящих тел. Оценим возникающие при атом элек­

тромагнитные поля. 

Мы знаем, что общие уравнения для электрического (Р) и 
магнитного (М) дипольных моментов (4.21) слишком сложны, и 
поэтому остановимся на тех частных случаях, когда возможно 

приближенное интегрирование упомянутых уравнений. В лабо­

раторных условиях неизбежны (из-за большой длины электро­
магнитной волны) следующие соотношения между параметра­
ми: 

kbo ~ kao ~ 1. 

Последнее неравенство автоматически nриводит к преоблада­

нию в окрестности сферы квазистатических полей. Основные 

уравнения (4.21) упрощаются и могут быть записаны в виде 

при r = a(t) ( 4.44) 

для сферы, колеблющейся в электрическом поле, и 
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при r = a(t) 

для внешнего магнитного поля, причем последНему из них у до­

влетворяет функция 

( 4.45) 

Произвольную постоянную С следует положить равной нулю.* 
Видно, что между действиями электрических и магнитных по­

лей нет никакой принципиальной разницы. 

Аргументы дипольных моментов в формулах (4.44) и (4.45) 
равны ta - a(ta)fc; из-за нерелятивистского движения границы 
уравнение характеристики может быть упрощено: 

r a(ta) ао 
t - - = ia - -- ~ ia - -. 

с с с 
(4.46а) 

А малость изменения фазы колебания за время a0 fc допплни­
тельно позволяет положить 

( 4.46Ь) 

В принятом приближении (с точностью до членов ,... r...~aofc) в 
спектре дипольных моментов присутствуют, кроме постоянной 

составляющей, первые три гармоники. Их амплитуды, напри­

мер для электрического случая: 

Ро = Еоа~, 
резко убывают с ростом номера, ибо Ь0 ~ ао. Поатому основное 
излучение имеет место на частоте r..;. Амплитуда первой гармо­

ники пропорциональна площади сферы и размаху вибрации (Ьо) 
ее поверхности. Поток анергии, уходящий от пульсирующей 

сферы на бесконечность, равен 

бr...~f3o (Еб;6Ь6) (kao)2. 

Наnомним, что /30 kb0 - относительная амnлитуда скорости 

колебания границы. Величина, стоящая в скобках, есть запас 

*Решения однородного неукороченного уравнения для М являются из­
за наличия аффекта излучения затухающими во времени, и в (4.45) в ста­
ционарном ре>киме "собственных колебаний" быть не должно. 
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анергии постоянного электрического поля в слое толщиной Ь0 у 
поверхности сферы. 

Нетрудно рассмотреть и тот случай, когда радиус сферы ве­

лик по сравненнию с длиной волны, т.е. имеют место неравен­

ства 

kbo ~ 1, kao ~ 1, ( 4.4 7) 
движение по-прежнему считаем нерелятивистским. Уравнение 

для дипольнаго момента упрощается благодаря преобладанию 

полей излучения. Спектр дипольнога момента вычисляется без 

труда, если использовать неравенства (4.47). для сферы, коле­
блющейся в электрическом поле, имеется "обычная" постоян­

ная составляющая и высшие гармоники с амплитудами, быстро 

убывающими с ростом номера: 

P(t- аса)~ Е0а~- 3Е0 :~ coswt { 1 +оС:)+ O(;Jo) }· 

Уравнение характеристики можно использовать в форме 

( 4.46а). По-прежнему основное излучение идет на первой гар­
монике; средний поток анергии в волновой зоне при атом равен 

ЗЕ6Ьбс. Примечательна независимость величины потока анер­
гии от частоты колебаний границы и от среднего значения ра­

диуса сферы. Это напоминает известную ситуацию в теории 

линейных вибраторов, когда для короткой по сравнению с дли­

ной волны антенны с увеличением ее длины(!) наблюдается рез­
кий рост излучаемой анергии; при l ~ .>., напротив, мошность, 
расходуемая на излучение,* меняется мало. 
На атом мы закончим анализ длинноволнового приближения 

в задачах дифракции на сферах с персменным радиусом. Коли­

чество частных примеров, конечно, можно приумножить, рас­

сматривая разные режимы движения, но мы ограничимся вы­

явлением общих закономерностей и их иллюстрацией. 

§4.3. Исследование 
интегродифференциальных уравнений, 
порож,цаемых граничными условиями 

При исследовании дифракции плоской волны на сфере с пе­

ременным радиусом центральным моментом оказывается про­

блема интегрирования уравнений, возникающих при наложении 

*Разумеется, при сохранении силы тока, 11итающего вибратор. 
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r граничных уелониИ на движущей ел поверхности. В предыдущем 
nараграфе было дано решение для длинноволнового приближе­

ния. Теперь мы остановимся на более сложном случае дифрак­

ции коротких волн. 

Пусть падающее излучение будет монохроматическим: 

f( т) = ехр( -iwoт). 
Тогда неизвестные функции Ф~i)(т), описывающие дифрагиро­
ванное поле, естественно искать в виде 

( 4.48) 

гдеа-некоторая константа, а текущая частота "-'n(r) будет вы­
брана (см. далее (4.72)) вполне определенным образом. Расчету 

подлежит только множитель S',~i\т). 
Частоты считаются настолько высокими, что при любых рас­

сматриваемых значениях радиуса сферы a(t) существуют боль­
шие nа.ра.метры: 

woa(t) 
Ро(а) = -- ~ 1, 

с 

Wna(t) 
Рп(а) = -- ~ 1, 

с 

nозволяющие nримевить асимптотический подход, хорошо из­

вестный по задачам дифракции на неподвижных объектах. Асим-

птотически рассчитываемая величина S'~i)( т) предполагается в 
дальнейшем медленно изменяющейся: 

что не приведет к жестким ограничениям на закон движения 

сферической поверхности. далее функция a(t) считается ана­
литической, причем скорость ее изменения ограничена только 

скоростью света: 

\JJ\ < 1, J) = daf dt. 

Асимптотический анализ интегродифференциальных уравнений 

основывается на вычислении с помощью метода перевала вхо­

дящих в них интегралов (i = 1, 2): 
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Рис. 4.6. 

I~iJ = j j e'Po(~,fl)d~dry, ( 4.49) 

')' l, 

J~i) = J J s~i) (t + ~~ + ~11) e'Pv({,fl)d~dТJ, 
')' 1, 

контуры 1 и l; определены в §4.1, а индекс n + 1 заменен на v. 
для последующих целей необходимо знать функции Ф~i)(т) при 
любых комплексных значениях v в полуплоскости Re v > О. 

Асимптотическое вычисление интегралов J~~ . двойные 
интегралы ( 4.49) распадаются на произведение ! 1 J;i), г де 

11 = J e-ipo11+vln11dТJ, I~i) = J e-ipo{+vln(e-l)d~. (4 .5О) 
')' ')'i 

Здесь Po(r) = wоr/с-большой параметр при любых r): а. 
Применим метод перевала к интегралу J1 . На плоскости (ry) 

имеется одна перевальная точка: 
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расположенная при Re v > О в нижней полуплоскости. Уравне­
ние контура наибыстрейшего спуска ro 

Im(v ln rJ- ip0 1J) = Im(v ln Т)о- ipoТJo) 

показывает, что этот контур, начинаясь в начале координат, 

уходит на бесконечность (рис. 4.6). Для применения метода пе­
ревала преобразуем интеграл по петле 1 в интеграл по одному 
берегу разреза. В итоге для \ arg v J < 7Г /2 получим 

?" ~~. ( 3) 11 ~(е-""'- I)y ---;;-176 е" П'Jo-•Po'Jo 1- 16v + ... ' ( 4.51) 

где arg .Ji/JV =О пpf.I arg(ry6/v) =О. 
Второе слагаемое в скобках определяет точность главного 

члена асимптотического представления. Если, как и в обычных 

задачах дифракции, требовать, чтобы порядок относительной 

б б -1/3 ~ 
ногрешиости ыл не олее р0 , то тогда полученнон асимпто-

тикай можно пользоваться вне области \v\ < р~13 . 
При асимптотической оценке интеграла J~i) в ( 4.50) приходит-

ся иметь дело с двумя седловыми точками: 

v п2 ~01 = i- + 1- --;;, 
Ро Ро 

причем a~·g Jl- v2/рб = О при arg(l- v 2/p6) = О. Уравнения 
контуров наибыстрейшего спуска /01 и loz имеют вид 

[ . е-1] Iш -zp0 (~- ~о;)- v ln ~о;_ 1 =О 
при i=l,2. 

В результате их исследования устанавливается топология кон­

туров наибыстрейшего спуска, уходящих на бесконечность в 

нижней полуплоскости (~). далее приводится расположение 
седловых точек и контуров спуска при разных значениях v. 

1. Пусть О < v < р0 . Седловые точки расположены на верх­
ней части окружности единичного радиуса. Если ввести острый 

угол '1/Jo по формуле 
sin 'Фа = v /ро, ( 4.52) 

то седловые точки выражаются через него так: 

~01 = eit/Jo, ~02 = ei(1r-t/Jo), 

~01 + Т)о = cos '1/Jo, ~02 + 1]о = - cos '1/Jo. 
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а б Im 
~02 

Рис. 4.7. 

в Im 

Re 

Контуры наибыстрейшего спуска проходят так, что исходный 

контур /1 можно совместиь с /01, а контур /2- с контуром lo2 
(рис. 4.7,а). 

2. Если ро 1 < v < оо, то седловые точки располагаются на 
мнимой оси и при v ~ Ро 

с .Ро 
<,01 ~ z2v, 

. 2v 
~02 ~ 1-. 

Ро 

Видно, что седловал точка ~01 лежит внутри единичного круга 

и приближается к началу координат при v --" оо, а точка ~о2 

при этом уходит на бесконечность (рис. 4.7,б). Каждый контур 
спуска проходит через обе седловые точки. Однако при v ~ 
р0 вклад от точки ,;01 експоненuиально велик по сравнению с 

вкладом от точки ~02. 

3. При v = ро обе седловые точки сливаются и дают точку 
перевала ~ok = i более высокого порядка. В этом случае необхо­
димо сохранить в разложении фазовой функuии кубичный член. 

В окрестности точки ~ok = i существуют три направления наи­
быстрейшего убывания подынтегральной функции (рис. 4.7,в). 

Перейдем теперь к рассмотрению положения контуров спус­

ка при любых комплексных значениях v из правой полуплоско­
сти. Поскольку ~01~02 = -1, то обе седловые точки остаются в 
пределах верхней полуплоскости ((), если Re v ~О. 

Взаимное расположение контуров наибыстрейшего спуска, 

проходящих через седловые точки, оказывается различным в 

разных областях плоскости (v) и принuипиально меняется на 
линиях 
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Рис. 4.8. 

[ . (~ ~ ) ~51 - 1] Im -zp0 о 1 - 02 - v ln ~52 _ 1 
= О. ( 4.53) 

Кривые в правой полуплоскости (v), на которых выполняется 
равенство (4.53), выходят из точки v = ро под углами О; (2/З);r; 
-(2/3);r (рис. 4.8, сплошные линии). 

При таких значениях v один из контуров наибыстрейшего 
спуска проходит сразу через две седловые точки. Полуплос­

кость Re v :;?: О разбивается кривыми (4.53) на три области 
(А, В, С), где взаимная топология контуров спуска неизменна 

и указана на рис. 4.9,а-в. 

В общем случае вклад в интеграл вносят обе седловые точки: 

I~i) :::: A(~o1)e<P(Eol) + А(~о2)е<Р(Ео,). 
Определяющей является та точка перевала, у которой Re rp(~o;) 
больше. Области преобладания вкладов 1, 11, 111 от разных сед­
ловых точек разделяются на плоскости (v) тремя полубесконеч­
ными линиями: 

[ . ~51 - 1] Re -zpo(~ot - ~02)- v ln ~52 _ 1 =О 
(4.54) 

(на рис. 4.8 пунктирные кривые). Углы их выхода из точки 

v = р0 суть 1r, 1r /3, -?r /3, а на бесконечности эти линии стано­
вятся параллельными мнимой оси. На линиях, описываемых 

формулой (4.54), асимптотика l~i) имеет осциллирующий вид, 
поэтому нули интегралов J~i) могут лежать только на этих ли-
ниях. 
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Im 

-1 1+-1 Re +1 Re +1 Re 

Рис. 4.9. 

Таким образом, в правой полуплоскости (v) выделяетсяшесть 
областей, в каждой из которых асимптотическое представление 

интегралов I~i) является вполне определенным. Соответствие 
седловых точек разным контурным интегралам в этих шести 

областях указано в табл. 4.1. Знак минус означает, что резуль­
тат интегрирования по ~ следует брать с обратным знаком. 

Из табл. 4.1 видно, что нули интеграла /~ 1 ) расположены на 
границе областей I С, III С, а интеграла /~2)- на линии, разде­
ляющей области II В, I В. 

Результат интегрирования по контуру наибыстрейшего спус­
ка lоп, проходящему через какую-либо точку ~0 , дается форму­
лой 

/iJ,...., А (t ). е'Р(€а) [1 + з(~6 + 6а + 1) + ] 
2- о~,о 4v(e+1)2 ... , ( 4.55) 

где 

Ао = [ 
7r(~б- 1)] 1/2 

2v(~ 2 +1) 

argAo =О при 
а-1 

arg 2v(~б + 1) =О. 
Второе слагаемое в квадратных скобках дает оценку погрешно­

сти главного члена асимптотического разложения. Если потре-

б -1/3 
бовать, чтобы ее относительная величина ыла не более р0 , 

то на комплексной плоскости (v) выявляются области lvl < р1 13 

и lp-vl < р1 13 около точек v =О и v = р0 , где полученные пред­
ставления не имеют требуемой точности (кружки на рис. 4.8). 
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Таблица 4.1 

Область на плоскости v 
Интеграл 

ПА IIB rв IC шс ША 

J(!) -~ol -(oi -~oz 
-(о2 -~о2 

-~oz 
2 

-~oi -~oi 

[(2) ~02 ~02 
~02 ~01 ~01 ~02 

2 
~01 ~01 

-<о! -~О! 
т(!} PJ -~oz -(о2 -~02 -~oz 

-~oz 2 - 2 
-~о2 

Пр и меч а н и е: Пол.vжирным шрифтом здесь выделены 
главные седловые точки. 

Вблизи точки v = ро можно построить другие асимптотики ин­
теграла I~i), используя функции Эйри-Фока W; [131: 

( 4.56) 

и обычное определение 6ТИХ функций через контурные интегра­

лы. Разность интегралов 

Iщ _ 1(2)......, . ~2 ~(i) (~) 113 
V ( v- Ро ) 

2 2 - ZVL1Гe V (v/2)1/3 ( 4.57) 

выражается через функцию Эйри V. 
Асимптотические представления для основных интегралов 

(4.49) получаются объединением формул (4.51) и (4.55): 

lvo = A~i) (~о, 17o)e'Po(~o,!Jo) [ 1 + О ( ~)] , ( 4.58) 

A(i) ( 21rvi 1)~1Г •> 
о = е - -rг 

v 
1Г(~5- 1) 
2v(e + 1)' 

. ( r r ) 17о 'Ро(~о. 17о) = -zwo t +~~о+ ~170 + v ln а- 1. 
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Таким образом, получены упрощенные представления инте­

гралов 1~;) в правой полуплоскости (v), за исключением окрест­
ности начала координат lvl < р~13 . При атом большой параметр 
Ро = (wa/c)r соответствует любой точке вне сферы с r > a(t). 

Заметим, что интегральные представления ( 4.50) практиче­
ски не отличаются от интегралов, встречающихся в теории 

гамма-функций и функций Бесселя. Однако цитирование из­

вестных результатов не привело бы к большему лаконизму в 

изложении, тем более, что по отношению к интегралам J~i) (т) 
подобной ссылки не существует. 

Асимптотическое вычисление интеrралов I~i). Оно может 
быть выполнено аналогично расчету интегралов 1~2 с той лишь 
разницей, что из-за непостоянства частоты w 11 ( т) двойные инте­

гралы не сводятся к произведению однократных. Усложняются 

и вторые производные от фазовой функции rp 11 (C ry): 

EPrpv __ .owv (~) 2 2v(e) + 1 
of.2 - z ОТ с + (f.2- 1)2 ' 

02!f'v .OI.c.!v 
-- =-z--
ory2 дт 

02!f'v .OI.c.!v 
-- =-z--
0~01] от 

Н о поскольку функция S~i) считается медленно меняющейся, 
уравнения для седловых точек и контуров наибыстрейшего спус­

ка сохраняют свой аналитический вид. Различие при переходе 

от !f'o к rp 11 состоит в замене постоянной частоты w0 функцией 

w11 (т), которая будет в дальнейшем указана точно. 
Перевальвые точки ~~~, 1]11 определяются из условий 

где 

и имеют вид 

v п2 ~/ll 112 = i- ± 1- ?> 
' Pv P'V 
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дср/1 . 1' v 
-- = -ZI.c.!v- + -, 
01] с ТJ 

.v 
1Jv = -z-, 

Pv 
Pv(r) = 

(4.59) 

wr 
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".;. 

Для интегралов J~i) на плоскости (v) при Re v ~О можно вве­
сти такие же области, как и показанные на рис. 4.8 для интегра­
лов ~~~. В центре топологической картины оказывается значе­
ние v = Pv· В каждой из областей взаимное расположение точек 
и связанных с ними контуров спуска соответствует данным та­

бл. 4.1. 
Введем острый угол 1);11 по формуле (для v < Pv) 

( 4.60) 

тогда получим ~vl = ei"Pv, ~v2 = ei(1r -"Pv), ~vl + 7]11 = cos 1); 11 , 

'v2 + 7Jv = - cos 1); 11 • В", результате применения метода перевала 
к двойному интегралу вклад от интегрирования по окрестности 

какой-либо седловой точки ('v, 7Jv) записывается в виде 

(4.61) 

где 

т 

'Pv(,v,1Jv) = -i J c..iv(x)dx+vln ,67]~ 1, 

а 

r 
Т::::: t + -(~v + 7Jv)· 

с 

В окрестности точки v = р11 асимптотические представления 
включают в себя функции Эйри и отличаются от (4.56), (4.57) 
заменой Ро на Pv. 
Асимптотическое решение. Основные интегродифференци-

альные уравнения, определяющие функции Ф~i)(т), в принятых 
обозначениях имеют вид 

i ::::: 1, 2' ( 4.62) 

при r::::: a(t). двойные контурные интегралы J~i) и ~~~ допуска­
ют представления (4.58) и (4.61), где для функций A~i) известны 
первые члены асимптотических разложений. Так как функции 

A~i) медленно меняются, то операторы M(w) граничных усло­
вий можно считать действующими только на экспоненциальные 
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множители. С точностью до членов порядка 1/Pk ( 4.62) пред­
ставляется в виде 

A(i)e""" (д'Ро _ :!:.д'Ро) = -A(i)S(i)el"v (д'Рv _ :!:.д'Рv) 
0 дr с дt 11 11 дr с дt 

при r = a(t). 
Выбере.м теперь фун~цию w 11 (r) та~, 'Чтобы дл.к фик:сироваиио­

го .t.to.мeuma ta взаимодеilстви.к с границей а= a(ta) фазы падаю­
щего и дифрагированного полк были бы. равны: 

'Po(ta, a(ta),~o, 1Jo) = 'Pv(ta, a(ta),~v, 1111)· (4.63) 

Далее мы убедимся, что условие ( 4.63) является естественным в 
задаче дифракции коротких волн. ото соотношение определяет 

не явным образом фазу функции Ф~i) ( r) при t = ta, r = а: 
'Гv 

-i j w 11 (x)dx = -iwoTo + vln ~:, 
а 

где введены следующие обозначения: 

a(ta) a(ta) 
То = ia + --(~о+ 1Jo), Т11 = ia + --(~v + 17v) 

с с 

и использованы соотношения 

е -1 - -2' - ~v, 

17v 

~6 - 1 -- = -2~о, 
ТJо 

( 4.64) 

вытекающие из уравнений ( 4.59) для перевальных точек ТJ 11 , ~~~ и 
аналогичных уравнений для точек 1]о,~о. 

Опишем теперь в целом асимптотическое решение уравнений 

(4.62) для функций Ф~i)(r), разыскиваемых в форме (4.48). Если 
указаны значения седловых точек ~о,~~~ и ry0 , ТJv для данного зна­

чения v в момент взаимодействия ta волны с границей, то по­
казатель фазового множителя определяется с помощью (4.64), а 
основное слагаемое в асимптотическом разложении амплитуд­

ного множителя имеет вид 

(i) 
S(i)(т) = А0. (~о, ТJо) wo (~о+ 1]о- w) [l + 0 (-1-)]. 

v A~')(~v, ТJv) Wv (~11 + 17v- w) р1 13 
(4.65) 

Отметим поведение функций Ф~i)(r) и разности Ф~1 )(r)- Ф~2)(т) 
на бесконечности в правой полуплоскости (v). Оно определяет­
ся множителем exp('Pv), где 

'Pv(r) = -iwo [ta + а(:а) (~о+ 1]о)] + vln ~:. 
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Поскольку при lvl-+ оо в правой полуплоскости ~о-+ 2iv/po, 
~~~ -+ -/3, то видно, что 

( 
. ifЗpo) 

ехр ( <р 11 ) -+ ехр - zwota + v + vlп 
211 

· 

Отсюда следует, что разность функций Ф~1 )(т)-Ф~2 J(т) убывает 
быстрее, чем акспоненциально, в правой полуплоскости (v) За 
исключением окрестности мнимой оси. Сами же функции Ф~1 )( т) 
и Ф~2)( т) неограниченно растут, причем рост их прекращается 
только в окрестности направлений 1 arg vl = 7r /2. 

Функция "-'v(т) и ее свойства. Продифференцируем равен­
ство фаз (4.63) по врем"ени, учитывая, что в седловых точках 
производвые от фаз по~ и Т} равны нулю: 

Wv[1 + {З(~v + Т}v )] = wa[1 + /З(~о + Т}о)]. ( 4.66) 

Входящие в ( 4.66) безразмерная скорость (/3) и значения седло­
вых точек берутся в некоторый момент ta взаимодействия поля 
с границей, имеющей текущее значение радиуса a(ta)· Функция 
wv, определяющая часто'Уу отраженного поля, может быть про­
должена в пространство r > a(ta) по характеристике т11 = t-1·jc. 

Используя уравнение для седловых точек ( 4.59), ветру дно вы­
разить функцию Wv и связанные с нею величины ~~~ и 1711 через 

известные характеристики падающего поля. В частности, полу­

чаются полезные для последующих расчетов соотношения: 

Wv(1 + Щv) = wa(l + /З~о), 4!vТ}v = Wo1Jo 

и квадратное уравнение для ~~~: 

~v(1+f3~v) _ ~о(1+Що) 
~~ - l ~5 - 1 

имеющее следующие корни: 

~~1) =~о, с(2) = _1 + Ща 
<.v ~о+ f3 . 

(4.67) 

(4.68) 

( 4.69) 

Двум значениям корней на основании ( 4.67) соответствуют два 
возможных значения частоты отраженной волны: w 0 и 

(1 + Що)(~о + /3) 
~o(l- f32) wa. (4.70) 

Отметим, что движение границы проявляется лишь во втором 

случае. 

191 



Из написанных формул естественным образом следуют зако­

ны отражения лучей от движущихся границ (см. §3.1). Так, ра­
венства (4.65) и (4.67) приводят с учетом ранее введенных опре­
делений углов 'Фа и 'Фv к соотношению 

sjn 'Фа sjn Фv 

1 + f3 cos Фа - 1 - f3 cos ф,. ' 
(4.71) 

которое описывает зависимость угла отражения луча Фv от угла 

падения V'a и относительной скорости движеня границы {3. Те­

перь углы 'Фа и 1/Jv, задающие положение седловых точек на еди­
ничной окружности плоскости (~), приобретают при r = a(t) 
ясный физический смысл. 

В втих же обозначенях формула (4.70) определяет частоту 
отраженной волны 

1 + 2{3 cos Фа + fЗz 
i.tJv = l.tJa 1- j32 

1 + f3 cos Фа = l.tJa 
1 - j3 COS 1/Jv (4.72) 

в полном согласии с двойным вффектом Доплера. Геометро­

оптические соотношения (4.71) и (4.72) относятr:я не ко uсему по­
лю, а к отдельной сферической волне с фиксированным номером 

v. Получающиеся лучевые закономерности свидетельствуют о 
разумном выборе фазовой функции 'Pv, формально следующем 
из раuенства фаз ( 4.63) 
Выбор решения. Основные уравнения (4.62) удобно брать в 

такой форме, чтобы интеграл I~2, соответствующий падающему 
полю, выражался только через вклад от одной седловой точки. 

При втом в области А (см. рис. 4.8) в правой полуплоскости (v) 
седловые точки дают, вообще говоря, соизмеримый вклад, и не­

обходимо рассматривать два уравнения, разбивая отраженное 

поле на части в соответствии с (4.62): 

M(w)I~l) = -M(w)I~~), M(w)IЬ2) = -M(w)I~~) (4.73) 

при r = a(t). 
В остальной части полуплоскости достаточно ограничиться од­

ним только уравнением 

при r = a(t). (4.74) 

В окрестности точки v = р следует использовать для I~iJ пред­
стаuления через функции Эйри. 

Асимптотическое решение написанных уравнений уже бы­

ло обсуждено-см. (4.65). Однако существование двух корней 
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у уравнения ( 4.68) позволяет строить два решения уравнений 
(4.62). Этот факт связан с тем, что волновое уравнение являет­
ся уравнением второго порядка. Однозначный выбор решения, 

по крайней мере при целых положительных v, может быть осу­
ществлен с помощью обычного принцила излучения (условия 
причинности). Подчеркнем, что специфика применения прин­
ципа, которая могла бы быть обусловлена кривизной границы 

раздела, здесь не проявляется, что количественно видно из фор­

мул (4.71) и (4.72). Из выполненного в §3.1 анализа задачи об 
отражении луча от границы, движущейся навстречу ему с от­

носительной скоростью {3, следует, что угол падения должен 

удовлетворять неравенству 

cos 1./Jo ;;::: -{3, (4.75) 

иначе граница "убегает" от луча. При условии (4.75) имеет ме­
сто эффект Доплера, а направление распространения отражен­

ного луча описывается формулой (4.71). В нашей задаче выпол­
нение условия (4.75) обеспечивается выбором" доплеровского" 

корня ~~2 ) (см. ( 4.69)). Если выполняется обратное неравенство: 
cos 1/;о ~ -{3, то лучевая задача теряет смысл. В нашем слу­

чае это означает выбор тривиального корня ~р) = ~о; тогда в 
геометраоптическом приближении падающее и отраженное по­

ля взаимно уничтожаются. 

Угол падения 1./Jo в задаче дифракции на сфере и цилиндре 

является функцией v, поэтому критическому значению cos 1./Jo = 
-{3, при котором происходит смена корней ~~i), отвечают 1/кр = 
±ро г::7fi. В критических точках (v = 1/кр) смена функций 
происходит без разрыва их значений, так как Wv = w0 и ~~l) = 
~~2). 

Для описания асимптотического поведения функций Ф~i)(z) 
удобно ввести в рассмотрение ветвящуюся функцию w, скон­

струированную следующим образом: 

где каждая из точек ветвления (vкр = ±poг::7fi) должна рас­
сматриваться как результат слияния двух точек ветвления вто­

рого порядка. Если из соединившихся таким образом точек ве­

твления провести разрезы на бесконечность, как это указано на 
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рис. 4.1 О для правой полуплоскости ( v ), то в зависимости от фик­
сации ветвей корня на берегах разреза можно получить w = wo 
при v < J/"P и w = Wv при v > Vкр, или наоборот. 

Рассмотрим интервал О < v < ро. Здесь имеются два инте­

гродифференциальных уравнения ( 4.73). В первом из них- для 

функции Ф~l)( т)- седловая точка ~о = exp(i1/'o) при росте vот О 
до р0 движется по окружности единичного радиуса от 1/'о = О до 
Фа = 1Г /2. Во второ;-.1 уравнении- для Ф~2 )( т)- аргумент 1/'о со­
ответственно изменяется от 1Г до 1Г /2. Поведение доплеравекой 
час1·оты Wv в зависисмости от угла падения 1/'о дается формулой 

(4.72) и иллюстрируется рис. 4.11. 
Для расширяющихся сфер (jЗ > О) ветвлению подвергается 

асимптотическое представление функции Ф[2\ т), причем слева 
для него используется корень ~р) и частота wo. Функция Ф[1 )(т) 
при атом не связана с ветвлением и всюду описывается допле­

ровекай частотой Wv· 

В случае сжимающихся сфер (jЗ < О) ветвление испытывает 
асимптотическое представление функции Ф[1 )( т), которая слева 
от точки ветвления Vкр > О отвечает доплеровекай частоте Wv, 

а справа-частоте wo падающего поля. Функция Ф[2)(т) в атом 
случае всюду определяется частотой wo. 

В интервале р0 < v < оо имеется одно интегродифференци­
альное уравнение (4.74). Здесь всюду используется корень ~~2 ), 
связанный с частотой Wv; на атом интервале не содержится ни­

каких точек ветвления. 
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Заметим, что асимпт~тика решений интегродифференциаль­
ных уравнений Ф~ J (т), определенная на вещественной полуоси, 
может быть продолжена на всю правую полуплоскость (v). При 
етом нужно только учитывать наличие точек ветвления Vкр и 

связанных с ними разрезов. Кстати, сами функции Ф~i)(т), как 
видно из уравнений, которым они подчиняются, в точках v = Vкр 
ветвления не имеют. Здесь еще раз налицо аналогия со сфери­

ческими функциями Бесселя. 

§4.4. Коротковолновая асимптотика поля, 
отраженlКiго от сферы с переменным ра,циусом 

В настоящем параграфе ранее развитый математический ап­

парат будет использован для построения асимптотики коротко­

волнового электромагнитного поля, отраженного от поверхно­

сти импедансной сферы с изменяющимся во вре:>.tени радиусом. 

При атом не накладывается жестких ограничений на относи­

тельную скорость поверхности (3- она не мала и не постоянна. 

Формулы для отраженного поля в зоне Фраунгофера. По­

тенциалы Дебая и и v дJIЯ дифрагированного поля, возникаю­
щего при взаимодействии плоской алектромагнитной волны со 

сферой переменнаго радиуса, ищутся согласно §4.1 в виде 

DO 

u(1·,t) = Lun(1·,t)P,~ 1 !(cosO)cost.p, 
n:::l 

DO 
(4.76) 

v(1·,t) = Lvn(r,t)P2)(cosO)siпt.p. 
n:::l 

Сходство атих рядов дает возможность остановиться на расче­

те только первого из них, который, учитывая результаты, полу­

ченные в §4.1 и §4.3, можно записать так: 

_ _ .!!_ ~ n + 1/2 (- )n+2 L п-Сп+2) 
и - cos t.p ап ~ ( ) с n t х 

и n=l n n + 1 

х {Ф~1 )(т)- Ф~,2)(r)}Pn(cosr). 

Напомним, что асимптотические представления функций Ф~)(т) 
получены нами при значении аргумента т = ta + [ a(ta )/ c](~v + 1]v) 
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в момент ta, который мы уеловились называть моментом взаи­
модействия с границей рассматрИваемой фазы волны с фикси­

рованным номером n. В пространство с r > a(ta) ати функции 
продолжаются по характеристике 

t- r/c = ta + [a(ta)/c) (~v + 7Jv)· ( 4.77) 

Поскольку разность Ф~1 )(т)-Ф~2)(т) убывает при n ~ р0 = woa/c 
быстрее, чем экспоненциально, то в ряду ( 4. 76) существенны 
лишь слагаемые с номерами n, не большими р0 . 

Если выбрать точку наблюдения (r,B,<p) достаточно далеко 
от сферы, то во всех существенных членах ряда можно исполь­

зовать оператор Ln в виде 

1 д" 
Ln С:::-~. (4.78) 

r" (Jrn 

Порядок возникающей при атом погрешности равен n2c/(w11 r), 
т.е. приближение (4.78) пригодно при 

a2w6 
r~ -. (4.79) 

CW11 

Не равенство ( 4.79) определяет зону Фраунгофера; напомним, 
что w0 - частота падаюшего поля, а W 11 - доплеровекая частота, 

равная Wv = wo(l + (Р)/(1- (32
) при n = Ро. 

Электромагнитное поле в зоне Фраунгофера практически по­

псречно, и его компоненты связаньi с потенциалами Дебая u и v 
упрощенными формулами: 

д2 u 1 д2 v 
Ее ~ Н 'Р ~ дrдВ + sin е дrд<р' 

д2 v 1 д2 u 
Е ~-нв~---+---

'Р дт·де sin е дт·д<р. 

Входяшая в ( 4.80) производпая от потенциала Дебая 

дu -1 дJ - = ccos<pD1 -
дт· де 

(аналогично и для v) выражается через сумму 

J = ~ (n + l/2) {Ф( 1 )(т)- ф( 2)(т)}Р (cos В) 
L..t n(n + 1) n n n ' 
n=O 

(4.80) 

(4.81) 

в которую добавлен член с n =О, не дающий вклада в потенци­
алы и поля. 
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Заметим, что В.А. Классу удалось исследовать отраженные 

полл на любых расстолнилх от сферы [74-76]; мы ограничиваем­
ел зоной Фраунгофера ради сокращенил следующих далее рас­

четов. 

Преобразование Ватсона. Применение к ряду (4.81) извест­
ного в теории дифракции преобразованил Ватсона [73] приводит 
к следующему результату: 

J = !_ J (Л+ 1/2) Рл(~ cos В) { Ф(l \т)_ Ф(2\т) }dЛ, 
2 ).(Л+ 1) Slll Л1Г л л 

( 4.82) 

г 

где контур Г охватывает нули функции sin А1Г, расположенные 
на полуоси Re Л ~~·О. Используем формулы [73], связываю­

щие Рл(х) с функцилми Лежандра первого-Q~1 )(х) и второго­
Q~2)(х) рода: 

Рл(- cos В) = е±; л". Рл ( cos В) ± 2i sin Л1rQ~~) ( х ), 
с верхним знаком на части Г+ контура интегрированил, лежа­

щей выше вещественной оси, и с нижним знаком- на нижней 

(Г-) части контура Г. Тогда интеграл (4.82) разбиваетсл на 
сумму интегралов .11 + J2, где 

.]
1 
= !_ J (Л+ 1/2) Рл( cos 6) е-;л". { Ф(1)( т) _ Ф(2)( т) }d.Л + 

2 ).(Л+1) siпЛJГ л л 
r_ 

+ ij(Л+1/2)Рл.(соsВ)е;л".{Ф(l)(т)-Ф(2\т)}dЛ, (4.83) 
2 ,\ (л + 1) 5111 л 7Г л л 
г+ 

.J2 =-J ~(~ ~~:; Qл(cos О){ Ф~1 )(т)- Ф~2\т) }dЛ + 
r_ 

J (Л+ 1/2) { (1) (2) } 
+ Л(Л + 

1
) Qл(cosB) Фл (т)- Фл (т) d>.. (4.84) 

г+ 

Существенно, что подынтегральная функция в формуле (4.84) не 
имеет полюсов на вещественной оси при ,\ > О. 

Отметим наиболее важные детали поведения функций 

Ф~i)(т) = sii)(т)е""л(т) в правой полуплоскости (Л). 
1. Вблизи вещественной оси не имеется иных полюсов у функ-

ции S~i), кроме расположенных в области .\ ~ Pv и связанных с 
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Рис. 4.12. 

дифракционными лучами Келлера. Уравнение для этих полю­

сов можно записать, используя выражение функции sii) через 
функции Эйри W1 [73]: 

d~Vl(z) - w (Pv) 1/З И\(z) =О, 
d:: 2 

(4.85) 

где w- импеданс, а переменная z = (>.- Pv )(2/ >.) 113 . Корни урав­
нения ( 4.85) располагаются около линии, выходящей из точки 
>. = Pv под углом 1r/З к вещественной оси (рис. 4.12); причем 
даже для ближайших к оси полюсов Im>. 8 "'О(р~/

3). 
2. Поведение функций Ф~) при ).. ....._. оо определяется поведе­

нием ехр(<рл). При этом всюду (за исключением мнимой оси) 

функции Ф~) неограниченно растут, а их разность убывает бы­
стрее, чем экспоненциально. 

В освещенной области легко оценить вклад интеграла 11 в 

дифрагированное поле. Используя убывание подынтегральной 

функции на бесконечности в правой полуплоскости (>.), можно 
свести интегрирование по контурам г+ и г_ к интегралам по 

берегам разрезов, выходящих из точки Лкр, интегралу по кон­

турам ( -1/2, -1/2 ± ioo) и интегралу, охватывающему полюсы 
подынтегральной функции, вклад от которого в поле экспонен­

циально мал (см. рис. 4.12). 
В окрестности вещественной оси по мере отхода от нее благо­

даря сомножителю e±л.-(sin Л1r)- 1 наблюдается экспоненциаль­
ное убывание подынтегральных функций. Поэтому все ела-
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гаемые в ( 4.83) могут быть вычислены методом наискорейше­
го спуска и дают вклад в поле порядка F(Л;)д.Л;, где F(Л;)­
значение медленно меняющейся функции в существенной для 

интегрирования области (вблизи точек Л1 == -1/2, Л2 == Акр), а 
д.Л;- размер последней. Для интеграла (4.83) д.Лl ,....., 0(1); для 

интеграла же (4.84) д.Л2 ): О(р~13 ), а соответствующее значе­
ние медленно меняющейся функции удовлетворяет неравенству 

IF(Л2)I): IF(.ЛI)I. Поэтому с принятой степенью точности можно 
не считаться с вкладом в отраженное поле от слагаемого J 1 . 

Вычисление интеграла J 2 • В освещенной области главная 

часть отраженного ПQ,ЛЯ связана с интегралом (4.84). Перейдем 
в последнем к новой переменной интегрирования: р = Л+ 1/2 и 

используем асимптотики функций Лежандра Q~) [73): 

J ==! J-1 {Ф(l)_фР1}g (cosB)eiJJO-i"f4dи-
2 J-12- 1/4 J-1 J-1 J-1 ,-

г+ 

где g1,(cosB) = (27rpsine)- 112 {1 + 0(1/Jl)}, а явный вид функции 
(i) 

Ф1, таков: 

Ф~)(т) ~ Sj.')(т)exp ( -; l w"(x)dx) , 

(i) 
Si(i)(т) =- woAfi) (~о+ 1}о- w) {1 + О(р;;-1/3)}, 

WvAv (~v+1Jv-w) 

. !т . [ a(ta) ] ( 1) -z wv(x)dx == -zwo ta + -с-(~о + 1Jo) + J-1 + 2 
а 

( 4.87) 

Функции Ф~1 ) и Ф~2) стремятся друг к другу при р ...... оо в секторе 
1 argpl < ?Г/2, что дает возможность построить единую функцию 
Ф~)(т), заданную на двулистной римановой поверхности Фl' == 

{ Ф~1 ) + Ф~2 ) ± VСФ~1)- Ф~2)):! }/2; причем на первом листе она 
равна Ф~1 ), а на втором-Ф~2). Точка 11- == оо является сдвоенной 
точкой ветвления или точкой аналитической связи Ф~l) и Ф~2), 
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ибо в ней ати функции равны. Аналогичным образом строит­

ся ветвящаяся функция с:(р) = sgn(Iш р) ехр (sgn(Iш р)( ip- i11-j4)], 
имеющая точку аналитической связи 11 = О и разрезы, идущие 
вдоль вещественной оси. С учетоматих обозначений (4.86) за­
писывается так: 

( 4.88) 

Контур интегрирования 11 +12 указан на рис. 4.13; пунктиром 
обозначена его часть, расположенная на нижнем листе, где при 

f3 > О у асимптотического представления Фl'(т) есть точка ве-
твления /lкр = Акр+l/2. Разность Ф~1 ) -Ф~2 ) получается при инте­
грировании единой функции Фl' в результате противоположного 

обхода контуров на разных листах римановой поверхности. 

Применим метод седловой точки к интегралу ( 4.88), быстро 
меняющаяся фаза которого с учетом связи точек ~о= exp(i1f6o) и 
~v = exp(i( 1r -1f61')] с углами 1f6o и 1f6v ( 4.52) и ( 4.60) принимает вид: 

У'!'( т)= -ir..;o [ta + а(:а) cos1f6o] + ip(1r -1f61' -1f6o) + ip sgп(Iшp), 
( 4.89) 

член lп(~l'/~o)/2 отнесен к медленно меняющейся амплитуде. 
При вещественных значениях J-l угол 1f60 имеет смысл угла 

падения, 1f61'- угла отражения отдельной сферической волны. 
Уравнение характеристики (4.77) показывает, что фиксация вре­
мени и места наблюдения (т = t - r /с = const) не означает одно­
значного выбора момента взаимодействия: ta = tа(т,р). Поато­
му производвые по J-l следует вычислять по формуле 

(4.90) 
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Дифференцируя выражение (4.77), получаем 

( дtа) d'lj;l-' sin'Фo 
"-"о OJl т = -ро dJi (1 + /3 cos 'Фо) · (4.91) 

Первая производная фазовой функции (4.89) 

1 дtа ( 1 /3 .1. ) • · .1. 1 'Р 11 = -W'o OJl + cos оро + zpo sш opo1/Jo + 

+ фr- 1f;11 - 'Фо + (} sgn(ImJL)]- iJL('Ф~ + 'Ф~) 
с учетом ( 4.91) и соотношения J1 = р0 sin 1/Jo запишется так: 

i.p~ = фr- "Р11 - 'Фо + 8 sgn(lmJL)]. 

Анализ уравнения rp~ = О показывает, что единственная сед­
ловал точка Jlo находится nри sgn(Im/1) = -1, причем ее поло­
жение определяется углом наблюдения 

'Ф"(J..to) + 'Фo(J..to) = 1Г- 8, ( 4.92) 

что соответствует лучевым Представлениям для зоны Фраунго­

фера (рис. 4.14). 
Динамина движения седловой точки описывается законом от­

ражения (4.71) 
sin 'Фо sin ф 1-' -:----:::-'----:- = -:----::--:'--:-

1 + /3 cos 1/Jo 1 - /3 cos "Р J1 • 
(4.93) 

Например, для расширяющейся сферы (/3 > О) при измене­
нии О от 1Г до 1Г/2 + arcsin{(l - /32 )/(1 + /32

)} седловал точна 
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Im 

Рис. 4.13. 

-+- -У~ 
у, 

Re 

ибо в ней эти функции равны. Аналогичным образом строит­

ся ветвящаяся функция с:(р) = sgn(Imp) ехр [sgn(Imp)(ip- i7r/4)], 
имеющая точку аналитической связи р, = О и разрезы, идущие 
вдоль вещественной оси. С учетом этих обозначений ( 4.86) за­
писывается так: 

1 с:(р) 
J2 = ., / Ф11 (т)gfl(cosB)dp,. J-l~- 1 4 

( 4.88) 

"Yl+"Y2 

Контур интегрирования 11 +12 указан на рис. 4.13; пунктиром 
обозначена его часть, расположенная на нижнем листе, где при 

f3 > О у асимптотического представления Фf'(т) есть точка ве-
твления llкp = Акр+ 1/2. Разность Ф~1 J -Ф~2 ) получается при инте­
грировании единой функции Ф11 в результате противоположного 
обхода контуров на разных листах римановой поверхности. 

Применим метод седловой точки к интегралу (4.88), быстро 
меняющаяся фаза которого с учетом связи точек ~о= ехр(i'Фо) и 

~v = exp[i( 1r- '!,Ь 11 )] с углами 'Фо и 'Фv ( 4.52) и ( 4.60) принимает вид: 

IPfl(т) = -ic...~o [ta + а(~а) соsфо] + ip(1r- ф11 - Фа)+ ip, sgn(Im/1), 

( 4.89) 
член ln(~p./~o)/2 отнесен к медленно меняющейся амплитуде. 
При вещественных значениях J-l угол 'Фа имеет смысл угла 

падения, '!,Ь 11 - угла отражения отдельной сферической волны. 

Уравнение характеристики (4.77) показывает, что фиксация вре­
мени и места наблюдения (т = t - r /с = const) не означает одно­
значного выбора момента взаимодействия: ta = tа(т,р,). Поэто­
му производвые по р, следует вычислять по формуле 

(4.90) 
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Рис. 4.14. 

дифференцируя выражение (4.77), получаем 

( дtа) dф" sin Фа 
"-~о др, 

7 
=-ра dp, (l+,Всоsфа)' (4.91) 

Первая производная фазовой фующии ( 4.89) 

)О~ = -"-la ~~ ( 1 +,В cos Фа)+ ipo siп ФоФ~ + 

+ фr- ф"- Фа+ В sgп(Imp,))- iр,(ф~ + ф~) 

с учетом (4.91) и соотношения р, = pasinфa запишется так: 
)О~ = i(?r- ф"- Фа+ В sgn(Imp,)). 

Анализ уравнения )О~ = О показывает, что единственная сед­
ловал точка р,0 находится при sgn(Imp,) = -1, причем ее поло­
жение определяется углом наблюдения 

Ф"(ра) + Фa(JLa) = 7Г- В, (4.92) 

что соответствует лучевым Представлениям для зоны Фраунго­

фера (рис. 4.14). 
Динамика движения седловой точки описывается законом от­

ражения (4.71) 
sin Фа sinф" (4.93) 

1 + {Jcos Фа 1- (Jcos ф" · 

Например, для расширяющейся сферы ({J > О) при измене­
нии (} от 7Г до 7Г/2 + arcsin{(1 - {12 )/(1 + ,82

)} седловал точка 
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находится на первом листе римановой поверхности функции 

Ф,. и движется по нижней части контура 1 1 (см. рис. 4.13 и 
рис. 4.14) от точки fl = О к точке fl = р0 . Если (} убывает от 
7r/2 + arcsin{(1- (Р)/(1 + ,82 )} до О, то седловая точка движется 
по второму листу от точки р0 к точке ветвления fl = Jlкp асим-
птотики функции Ф~2 )(r). Возрастание угла падения от 7r/2 до 
7r-arcsin .jl - (32 связано с тем, что граница догоняет уходящую 
от нее падающую волну. 

для асимптотических расчетов на плоскости (lt) удобнее ис­
пользовать контур наибыстрейших осцилляций Г0 , где Re 'P(It) = 
Re t.p(Jlo). Контур Го на участке О < fl < р0 проходит по берега.м 
разреза, идущего вдоль вещественной оси; затем он удаляет­

ся от нее и на бесконечности стремится стать параллельным 

мнимой оси (рис. 4.14, пунктир). Такой контур на бесконечно­
сти переходит с одного листа римановой поверхности функции 

Ф,.(r) на другой подобно исходному контуру 11 + /2· 
Очевидно, что контуры Го и 11 + ·-у2 могут быть совмещены. 

При вычислении второй производной от фазы t.p~ = -i('ф~ + .,Р~) 
дифференцирование по fl следует также осуществлять по фор­
муле (4.90). Связь производных Ф;, и ·ф~ находится на основании 
закона отражения (4.93): 

d1/• 1, siп 1/J,. d'Фо дjЗ siп О (дtа) 
dJt = siп1/;o d~t- дtа (cos'l/•o+f3) д~t т' (

4
·
94

) 

где учтены положение седловой точки Jlo, описываемое ( 4.92), и 
тот факт, что (3 явно не зависит от р. Из выражения flo = ро siп Фа 
найдем: 

d'Фо 1 ( . дtа) 1-fЗwasш.,Pa-8 (4.95) 
d~t Ро cos 'Фо fl 

и, решая совместно (4.91), (4.94) и (4.95), получим 

(V'~ + 1/->~)l'o = 

[(siп 'Фо + siп Ф,.)(1 + j3 cos 'Фа)- ~ (
8
8f3) 8~112 'Фо si; (}] х 

С ta + COS о 

х { Ро siп "Фо [ cos 'Фо + j3 cos2 'Фа - j3 siп'lj;o siп'lj;,.-

_ 2 ~ ( дjЗ) siп'lj;,. siп'Фо cos 'Фо] }-l (4.96) 
С дtа 1- (32 

Это выражение позволяет оценить размер области с:, суще­

ственной при интегрировании в окрестности седловой точки: 
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~ 1/2 
с::...., O([!f'~)- 1 1 2 ). В силу (4.96) с::,...., О(р0 1 cos V'oilf2), что оправды-
вает сделанную ранее в атом параграфе оценку интеграла J1. 
Выпишем главный член коротковолновой асимптотики инте­

грала 12 : 

J<> ~- SJ.Io(т) {F;J.I (·1/ + .t,t )-1/2 exp[t(J ) 
- . 1 · LJ t ~ О 'f ).1 ).lo r ).lo ' 

Jlo v Jlo sш !7 <.О 
(4.97) 

где в выражении для фазы 

<р,.(т) = -i~ {ta + а(:а) cos'I/Jo} + iJ1(7r- 1/>,.- '1/Jo)- iрд 
два последних слаFаемых взаимно уничтожаются в седловой 

точке J1 = Jlo в силу (4.92). Множитель Sl'(т) дается форму­
лой (4.87) и при учете зависимости ~о и ~1' от углов '1/Jo и Ф,. 
представляется в виде 

s,.(т) = Ru (~0)1/2 (COSV').I)l/2 S~l1V'O х 
~J.I cos !/Jo sшl/'1' 

х [1 + (~)2 siн '1/;1' tg V' (дwv) ] 1/2 
с J.l ).1 дт ).1 

I'O 

Здесь через Ru обозначен коаффиuиент отражения Френеля для 
волн рассматриваемой (ТМ) поляризаuии, 

cos 1/'о- w 
Ru = --'---

cosфl' + w 

Производнан (дwv/дт) , входящая в выражение для 511-, может 
1' 

быть найдена так: 

( дwv) = (дwv) (дtа) , 
дт 1' Ola 1' ОТ 1' 

причем производная ( дwv / дtа) 1' находится на основе формулы 

для частоты отражениной волны (4.72): 

1 + (J cos t/Jo 1 + 2 (J cos t/Jo + (12 

Wv = wo = c.vo 
1 - (J cos tjJ 1' 1 - (J2 

( 4.98) 

и равна 

( дwv) _ 2c.vo sin t/Jo (~ ,~2 , 1, д/3 ,1, ) 
дtа J.l- 1-(12 а~-' tg'f/o+ дtа ctg'f/1' . (4.99) 
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Производпая (дrjдta) вычисляется путем дифференцирования 
р. 

уравнения характеристики ( 4. 77), отнесенной к седловой точке 
J.Lo: 

( дr) sin 2
7f)p. адjЗ 

-
8 

= 1- f3 eos'I/Jp.- {3--- 2--
8 

ctg '1/Jp.· 
ta Р. COS '1/Jo с ta 

(4.100) 

Укажем области неприменимости асимптотической формулы 
( 4.97), ато 

1) область IJ.Lol < р~13 малы~ значений р0 и малых углов па­
дения волн 1 sin Фоl < р~ 213 , где несправедливы приближенные 
решения интегродифференциальных уравнений ( 4.62); 

2) область IP- Pol < р~13 углов падения волн, близких к сколь­
зящим 1 cos Фоl < р~ 113 , когда следует использовать функции Эй­
ри; 

3) область значений J.Lo, близких к точке J.lкp = Ро~, ко­
то рая определяет положение линии тени, проходящей по поверх­

ности сферы перемениого радиуса (см. далее рис. 4.15) при 

cos Вкр = -jЗ. (4.101) 

При медленных движениях, когда ifЗP~/ 3 1 ~ 1, второе и третье 
ограничения фактически совпадают. Резкое различие между 

ними имеет место в ультрарелятивистском режиме, когда j3-+ 1 
и допустимы углы падения V'o > т. /2. Подчеркнем, что принuи­
пиальная неприменимость асимптотической формулы имеет ме­

сто только у линии тени; другие области веприменимости свя­

заны с несовершенством асимптотического расчета. 

Структура отраженного поля в освещенной области. Вы­
пишем главные члены асимптотического представления отра­

женного поля (4.80) в освещенной области зоны Фраунгофера, 
учтя вклад и от второго потенциала Дебая v: 

sin 10 с 2 ( 1) Е'Р ~-Не~---. -p0 l2 - . 
1' ZWv W 
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Компоненты поля несущественН'о отличаются друг от друга и 
достаточно рассмотреть одну из них, например Ее: 

Ее~_ cosr.p ;:__ (Pa~in1/Jacosф~') 112 (dф~' + d'Фa)-l/2 х 
r z""a sш () cos Фа d{J d{J /Jo 

х [н Ш''':;• tg~" (В:;).[ R"ехр(~,.(т)). 
В последней формуле естественно перейти от угла ф" к вели­

чинам, характеризующим падающую волну. Это громоздкое 
преобразование можно проделать, пользуясь формулами (4.96), 
(4.99), (4.100) и равенствами, вытекающими из закона отражения 
(4.93) и (4.92): 

sin Фа+ siн ф" 
siп Фа 

2(1 + f3 cos Фа) 

1 + 2/3 cos Фо + /32 ' 

2 tg Фа( cos Фа+ /3) 
tg Фа+ tg ф" = cosфa(l + /32 ) + 2/3' 

sin е= (tg Фо + tg Ф") cos 'Фо cos 'Ф~<· 

Окончательное выражение для компоненты Ее отраженного по­

ля имеет вид 

Е a(t) cos r.p(.l + 2/3 cos ·Фа+ /32
) 

8~ х 
21·( 1 + j3 cos Фо) 

х R [1- ~ 8j3 siп2Фо ]-1/2 х 
u с дtа (1 + j3 cos Фа) 2 

хехр{ -i""a[ta+ а(:а) соs'Фа]}. (4.102) 

Наблюдаемая фаза совпадает с фазой падающей волны 

i""o[ta + (a(ta/c)) cos Фа] в момент взаимодействия ta на поверх­
ности сферы в точке, где угол падения равен Фа. От поверхно­

сти вта фаза распространяется вдоль отраженного под углом 1f;p 
луча согласно уравнению характеристики (4.77), отнесенной к 
седловой точке fJo. Текущая частота волны вдоль отраженного 
луча и в точке наблюдения дается ( 4.98), что отвечает двойному 
аффекту Доплера. Отметим, что при f3 < 1 не возникает nрин­
ципиальных затруднений с продолжением поля в пространство 

при r > a(ta) по характеристике (4.77). 
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Усложнение амплитудных закономерностей по сравнению со 

случаем дифракции нанеподвижной сфере связано с изменением 

закона отражения ( 4.93). Полученная формула ( 4.102) находит­
ся в полном количественном согласии с результатом, вытекаю­

щим из евристического правила вычисления лучевых амплитуд 

в задачах отражения волн от движущихся границ, сформулиро­

ванного в §3.2. Там предлагалось при расчете интенсивности на 
фиксированном фазовом фронте рассматривать не мгновенное, 

а кажущееся положение границы, соответствующее взаимодей­

ствию с ней данного фазового фронта. По отношению к кажу­

щемуел положению угол падения волны равен углу отражения, 

и расходимость лучей описывается обычным способом. 

Таким образом, формула (4.102), по существу, обосновыва­
ет принцип кажущегося положения границы на базе волновой 

теории. Из (4.102) следует также, что коеффициенты отраже­
ния Френеля для мгновенного и кажущегося положения границы 

одинаковы. 

В случае дифракции плоской волны на равномерно расширя­

ющейся или сжимающейся сфере кажущееся положение грани­

цы является, как показано в §3.2, эллипсоидом вращения, вытя­
нутым вдоль направления распространения волны. Если ао­

радиус сферы в момекr первого касания данного фазового фрон­

та ее поверхности, то большая (В) и малая (А) полуоси равны 

fl+i 
А= аоу Н' в= __!!:!}__ 

1-;3 

(на рис. 4.15 область тени заштрихована). 
При произвольнам законе движения сферической поверхно­

сти ее кажущееся положение может быть достаточно сложным. 

Единственное ограничение на характер движения поверхности, 

означающее медленность изменения функции S"(т) по сравне­
нию с фазовым множителем, заключается в неравенстве 

1 

8;3 1 а - -~1, 
дtа С 

т.е. изменения относительной скорости ;3 должны быть малыми 
за времена порядка afc; на саму величину f3 никаких ограниче­
ний, кроме условия ;3 < 1, не накJiадывается. 

Следует заметить, что хотя лучевая картина в рассматривае­

мой задаче является нестационарной, но семейство отраженных 
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Рис. 4.15. 

лучей осуществляет простое покрытие физического простран­

ства в освещенной области, так как Wv в ( 4.98) остается везде 
конечной величиной при f3 < 1. 

Рассмотрим поведение поля в предельных случаях движения 

границы. При малых скоростях, учитывая принятую степень 

точности, достаточно не равенства /fЗI ~ р~ l/З для отбрасыва­
ния членов порядка f3 по сравнению с единицей. При этом 

a(ta) [ . ( a(ta) )] Ее ~ -~ cos t.pRu ехр - Zwo ta + -с- cos 'Ра , ( 4.103) 

амплитуда волны определяется так же, как при дифракции ко­

ротких волн на сфере с фиксированным радиусом. Наблюда­

ются лишь медленное изменение амплитуды отраженной волны 

и незначительный сдвиг текущей частоты вследствие эффекта 

Доплера. Эффекты, обусловленные движением границы, выра­

жены наиболее сильно в режиме ультрарелятивистского расши­

рения: 

когда граница тени (4.101) стягивается к теневому полюсу сфе­
ры. При атом угол отражения ф,_. много меньше угла падения 
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Фа всюду в области /Фа/ ) (1- /3) 114 , т.е. отраженные лучи при 
/3--+ 1 распространяются независимо от угла падения по норма­
ли к границе. В атом случае отраженное поле имеет вид 

a(ia) ( . ( a(ta) )] Ее ~ --r- cos cpRu ехр - twa ta +-с- cos Фа , 

отличающийся от (4.103) множителем 2. Увеличение вдвое по­
лей, отраженных от быстро расширяющихся сфер, происхо­

дит из-за резкого уменьшения области тени и отражения лучей 

практически от полной поверхности сферы; разумеется, и коаф­

фициенты Френеля Ru могут отличаться. 
для сферы, сжимающейся со скоростью, близкой к скорости 

света: р~/\1 + /3) ~ 1, отражение волн происходит в малой 
области в окрестности освещенного полюса, что приводит к ано­

мально слабому отражению во всю освещенную область. Пре­

дельный переход к "невидимости" объектов, схлопывающихся 

со скоростью света, является плавным. 

Резюмируя содержание данной главы, отметим, что в ней 

развит математический аппарат, позволяющий асимптотиче­

ски исследовать отраженное поле в задачах дифракции волн на 

сфере с практически произвольно изменяющимся во времени ра­

диусом; 

сформулированные в §3.2 <~вристические законы взаимодей­
ствия лучей с произвольно движущимиен криволинейными гра­

ницами (принцип кажущегос.я положения) получили теперь вол­
новое подтверждение. 

Аналогичный подход, естественно, оказывается <~ффективным 

и в задаче дифракции волн на круговом цилиндре с переменным 

радиусом, что отражено в цикле работ- см. публикации [7 4-
76). 
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Глава 5 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ 

В РЕЗОНАТОРАХ 

С КОЛЕБЛЮЩИМИСЯ ГРАНИЦАМИ 

Параметрическое возбуждение колебаний в системах с сосре­

доточенными элементами достаточно полно было исследовано 

в "ешоху Мандельштама" -время, когда формировалась совре­

менная теория колебаний (77]. Интерес к волнам в параметри­
ческих средах проявился в начале 60-х годов, причем в первую 

очередь изучался случай заданной бегущей одномерной волны 

параметра (80-84]. Несколько позднее были исследованы одно­
мерные волны в резонаторе с плоско-параллельными идеально 

отражающими стенками, одна из которых движется по извест­

ному закону. При этом, как правило, рассматривались режимы 

однонаправленного движения, когда резонатор расширялея или 

схлопывался [85-92]. Основные аффекты при этом проявляются 
в изменении формы (в частности, частоты) КОJiебаний в резона­
торе [93] и увеличении энергии поля. По такому принцилу дей­
ствовал взрывамагнитный генератор, предложенный А.д. Саха­

ровым [94] для получения сверхсильных магнитных полей; см. 
также [95]. Общий подход к теории консервативного одномер­
ного резонатора с подвижной стенкой разработан КА. Барсу­

ковым и Г.А. Григоряном [96]; к сожалению, он не обобщается 
на случай иенулевого импеданса границы. 

В эти же годы появился цикл работ автора [97-99], где, во­
первых, были проанализированы резонаторы с периодически 

колеблющимися границами, а во-вторых, выявлена специфика 

процессов, протекающих в объемных (не одномерных) резона­
торах. Со сходных позиций написана и данная глава. Подчерк­

нем, что не все рассмотренные далее модели могут быть реа­

лизованы в земной лаборатории. Но, по нашему убеждению, 

поведение электромагнитного поля в полости с вибрирующи­

ми стенками интересно, прежде всего, само по себе. К тому же, 
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использованные приемы анализа оказались впоследствии небес­

полезными при рассмотрении электротехнических [100] и меха­
нических аналогов одномерного алектродинамического резона­

тора. Особенно примечательны работы А.И. Весницкого и его 
коллег [101-104], детально изучивших (в том числе и экспери­
ментально) одномерные механические системы с изменяющими­
ел во времени размерами. 

В первых параграфах (§5.1-§5.3) анализируются параметри­
ческие процессы в одномерном резонаторе с периодически ко­

леблющейся стенкой. Показано, что при оптимальном выборе 
частоты и амплитуды колебаний границы в резонаторе генери­

руются импульсы типа Б-функций, характеризующиеся распро­

странением волны возбуждения по спектру в область все более 

высоких частот. Если условия параметрической генерации не 

выполнены, то возможен режим "адиабатического" управления 

полями в резонаторе. 

В §5.4 показываетсл, каким образом метод разложения полей 
по нестационарным волнам может быть применен для анализа 

процессов в цилиндрической и сферической полостях с движу­

щейся границей. 

На примере дипольных ТМ-колебаний в сферическом резона­

торе устанавливаютел (в §5.5 и §5.6) общие закономерности па­
раметрической генерации в трехмерных резонаторах. Основное 

отличие от одномерного случая состоит в необходимости раз­

личать две области в частотном спектре: низкочастотную, в ко­

торой существенна неаквидистантность собственных частот ре­

зонатора, и высокочастотную, где упомянутая неэквидис-rан-r­

ность уже не имеет большого значения. Процессы параметриче­

ской генерации в этих двух частотных диапа.зонах оказываются 

принципиально разными. 

§5.1. Одномерный резонатор 
с колеблющимся зеркалом 

Сложность описания полей в резонаторах с колеблющимиен 

границами побуждает нас остановиться сначала на простейшей 

одномерной модели; пока пренебрежем и дисперсией свойств 

резонатора. Это позволит получить с помощью метода далам­

бера легко интерпретируемые результаты. Учет дисперсии бу­

дет осуществлен в следующем параграфе. 
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х 

х=О х = a{t) 

Рис. 5.1. 

Для рассматриваемых резонаторов интересны две задачи: 

с начальными условиями, когда решается вопрос о возмож­

ной раскачке или затухании колебаний; 

о вынужденном режиме, когда колебания границы как-то ис­

кажают резонансные свойства объема. 

Второй тип задач: имеет смысл только для резонаторов, в ко­

торых не выполнены условия параметрического нарастания ко­

лебаний. Поэтому мы прежде всего уделим внимание задаче с 

начальными условиями. 

Постановgа задачи. Неэлектро,цивамические аналоги. 
Пусть имеются два параллельных зеркала, одно из которых не­

подвижно и расположено в плоскости х = О, а другое движется 
по известному закону х = a(t) (рис. 5.1). 

Электродинамические свойства среды между зеркалами бу­

дем считать совпадающими со свойствами пустоты (с:= Jt = 1). 
Будем интересоваться той частью поля в резонаторе, которая 

зависит только от координаты х, а из двух независимых поля­

ризаций ограничимся рассмотрением линейно поляризованного 

поля с вектором Е, параллельным оси у: 

Е == Е(х, t) еу, Н = Н(х, t) ez. (5.1) 

Для поля (5.1) внутри резонатора имеют место уравнения 
Максвелла 

дЕ 

дх 

1 дН 
с Тt' 

д Н 

дх 
(5.2) 
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Мы предполагаем также заданными начальные значения полей 

Е(х, О) = Ео(х), Н(х, О) = Но(х) (5.3) 

и условия на границах. Относительно последних сделаем сле­

дующее допущение: движущуюся стенку будем считать иде­

альным зеркалом ( приписывая ему бесконечную проводимость). 
Тогда граничное условие будет иметь вид 

v 
Е- -Н = О 

с 
при х = a(t), (5.4) 

где v = dа/dt-мгновенная скорость движения зеркала. Все же 
потери, существующие в нашей системе, мы отнесем к неидеа.ль­

ности отражающих свойств покоящегося зеркала и припишем 

ему отличный от -1 коэффициент отражения R (по электриче­
скому полю). Задание коэффициента отражения R эквивалентно 
импедансному граничному условию 

Е(О, t) = -шН(О, t), ш = 1+R 
1- R' 

где величина поверхностного импеданса вещественна и не зави­

сит от частоты. Физически такая ситуация реализуется, напри­

мер, на границе диэлектрического полупространства. 

Заметим, что к точно такой же задаче приводят и несколько 

иные физические модели. Электротехническим аналогом резо­

натора оказывается идеальная длинная линия, нагруженная в 

начале (при х = О) на некоторое активное сопротивление и за­
мкнутая на конце идеальнЬiм проводником, причем место замы­

кания х = a(t) меняется во времени. Если описывать процессы 
в линии с помощью напряжения (U) и функции (V), связанной с 
током (I) прямой пропорциональностью: V = LI (L- погонная 
индуктивность линии), то уравнения и граничные условия для 
Е и Н в электродинамической задаче оказываются тождествен­

ными с уравнениями для И и V в электрической. 
В одномерных задачах возможен подбор и механического 

аналога.* Примерам могут служить колебания струны, дли­
на которой меняется из-за перемещения по векоторому закону 

х = a(t) места зажима, препятствуюшего поперечному смеще­
нию. Для того, чтобы убедиться в тождественности такой си­

стемы нашему резонатору, нужно подходящим образом выбрать 

*В трехмерных за.да.ча.х для механических волновых процессов движе­
ние гра.ницы с неизбежностью влечет за. собой движение среды, что прин­

ципиа.льно отличается от ситуа.ции в алектродина.мике (где нет афира.!) 
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переменные, описывающие процессы в струне. Вместо традици­

онного смещения u(x, t) следует перейти к каноническим пере­
менным р(х, t) и q(x, t): 

д и 

р = дt' 
Где Т-натяжение струны, ар-масса на едИНИЦУ ДЛИНЫ; 8ТИ 

параметры определяют скорость распространения волн вдоль 

струны 

Смех = VТ/Р. (5.5) 

Уравнения колеба1Iия струны в канонических переменных име­

ют вид, аналогичный (5.2): 

др 1 дq 
-д +---д ::::0, 
Х Смех t 

дq + _l_др :::: о. 
дх Смех дt 

Остается только показать, что условие на подвижном зажиме 

соответствует формуле (5.4). Дифференцируя обычную форму 
записи граничного условия и( а, t) =О по времени и принимая во 
внимание равенство da/dt = v, имеем 

du д11 ди da v 
dt = дt + дх dt :::: р + Смех q = О при х = a(t), 

что совпадает с граничными условиями (5.4). Стоит подчерк­
нуть, что реализовать механическую систему нетрудно. При 

втом можно достигнуть скоростей движения границы v поряд­
ка скорости самого волнового процесса Смех, в то время как для 

электродинамической модели отношение v/c весьма мало. 
Построение фундаментальных решений. Вернемся к ана­

лизу основной системы уравнений (5.2). Она сводится к одно­
мерному волновому уравнению для функций Е(х, t) или Н(х, t). 
Отсутствие дисперсии в граничных условиях позволяет весь­

ма просто сконструировать решение задачи, используя метод 

даламбера. Действительно, начальное возмущение (5.3) поро­
ждает в системе две волны- бегущую вправо: 

Е_ (t- ~) = ~ [Еа(х- ct) + Н0(х- ct)] (5.6) 

и распространяющуюся влево: 

Е+ (t + ~) = ~ [Е0(х + ct)- Н0(х + ct)]. (5.7) 
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Эти волны вступают во взаимодействие с границами, в резуль­
тате чего образуются отраженные волны, которые, в свою оче­

редь, взаимодействуют со стенками резонатора, и т.д. Каждый 

:<JЛементарный акт отражения может быть описан весьма про­

сто-волна Е~тр(t- xfc), отраженная от неподвижной (х = О) 

стенки, связана с падающей на нее волной Е~ад(t + xfc) так: 

(5.8) 

Процесс отражения плоской волны, падающей нормально на 

движущееся по закону х = a(t) зеркало (см §3.1), описывается 
следующим образом: 

Е ( a(ta)) __ 1- v(ta)/c ( _ a(ta)) 
отр ia + С - 1 + v(ta)/c Епад. ta С · (5.9) 

Последняя формула определяет отраженное ~оле Еотр(t + xjc) 
на самой движущейся границе. Дальнейшее двЙ~~ние отражен­
ной волны внутрь резонатора осуществляется по характ~ристи-
ке волнового уравнения 

х a(t ) 
t+- = ia+--a-, 

с с 
(5.10) 

в то время как падающая волна подходит к границе по характе­

ристике, определяемой уравнением 

х a(ta) 
i-- = ta- --. 

с с 
(5.11) 

В формулах (5.10) и (5.11) ta есть момент взаимодействия рас­
сматриваемой фазы волны с границей. Ограничимся анализом 

случая v(t) < с, что естественно в алектродинамических зада­
чах. Тогда характеристики (5.10) существуют всегда; иными 
словами, граница не может обогнать отраженную ею волну или 

убежать от падающей. 

Из соотношения (5.9) видно, что коаффициент отражения от 
движущейся стенки 

v = c-v 

c+v 
(5.12) 

определяется мгновенным значением скорости се движения, и 

модуль его больше единицы при движении стенки навстречу па­

дающей волне (v < 0). Кроме того, уравнения характеристик 
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(5.10) и (5.11) явно указывают на изменение (вследствие двойно­
го аффекта Доплера) временных маештабов в отраженной волне 

по сравнению с падающей, а именно: 

( dioтp) dinaд t. 

c+v(ta) 
c-v(ta). 

Относительное изменение запаса анергии в отраженной волне 

пропорционально 

v2 (dtoтp) = с- v 
• dtnaд С+ V' 

(5.13) 

т.е. может иметь место передача анергии от колеблющейся 

стенки алектромагнитному полю. 

Вместо того, чтобы рассматривать интересующую нас зада­

чу при произвольных начальных условиях (5.3), мы подвергнем 
детальному изучению поведение простейших ( фундаменталь­
ных) решений. Назовем фундаментальным решением Е1(хо, х, t) 
решение нашей задачи при начальных условиях, имеющих вид 

( х) ( х-хо) Е_ t - -;: = Б t - --с- , 

Аналогично второе фундаментальное решение Е2(х0 , х, t) стро­
ится при начальных условиях, обеспечивающих равенства 

( х) ( х- хо) Е+ t + -;: = Б t + --с- , 

Знание функций Е1 (х 0 , х, t) и Е2 (х0 , х, t) позволяет в силу линей­
ности задачи построить точное ее решение, отвечающее произ­

вольным начальным условиям, поскольку любая функция <р(х) 
представима в виде суперпозиции Б-функций: 

00 

<р(х) = j <р(хо)Б(х- x0 )dxo. 

-оо 

Изучение фундаментальных решений в задаче без дисперсии 

существенно облегчается тем обстоятельством, что функции 

Ek(x 0 , х, t) при любых временах остаются Б-локализованными на 
характеристиках волнового уравнения. 

Отметим, что между функциями Е1 (хо, х, t) и Е2(хо, х, t) нет 
значимого отличия, так как, учтя отражение поля Е2(хо, х, t) от 
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неподвижной стенки (х = 0), мы можем согласно (5.8) записать, 
что 

Е2отр(хо,х,t) = RE1(-xo,x,t). 
Поскольку фундаментальное решение является импульсом с ну­

левой длительностью, то физический интерес представляют 

только два обстоятельства: где в данный момент времени етот 

импу лье находится и как меняется связанный с ним запас анер­

гии. 

Ответ на первый вопрос в принципс вытекает из использова­

ния уравнений характеристик (5.10) и (5.1 1). Например, первое 
отражение поля Е1 (х 0 , х, t) будет иметь место в момент tl(xo), 
определяемый уравнением 

хо a(t1) = tl- --, 
с с 

где a(t1)- расстояние между стенками резонатора в момент от­
ражени.а. Время же k-го отражения t~.:(xo) связано со временем 
предыдущего отражения t~.:_ 1 (xo) рекуррентной формулой: 

a(tk) a(tk-1) 
tk- -- = tk-1 + . 

с с 
(5.15) 

Наиболее неприятным с расчетной точки зрения является неяв­

вый характер соотношений (5.15). Конкретизация закона коле­
баний стенки, как правило, превращает (5.15) в трансцендент­
ные уравнения. 

Если же интересоваться относительным изменением анергии 

импульса, например после N отражений от колеблющейся стен­
ки (обозначим ату величину KN(x0 )), то, учитывая (5.13) и по­
тери анергии при отражении от неподвижной границы, мы ока­

зываемся перед необходимостью вычисления произведения N 
сомножителей: 

N 
[( (х) ='R2пп c-v(t~.:) 

N ° c+v(t~.:)' 
k=l 

(5.16) 

каждый из которых может быть определен только после нахо­

ждения времени соответствующего отражения tk(xo). 
Физический интерес, однако, представляет не запись точного 

решения в виде рекуррентно зацепляющихся формул, а картина 

протекающих явлений в целом. Поетому дальнейшее исследова­

ние формулы (5.16) мы будем проводить, сделав ряд естествен­
ных предположений. 
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Исследование фундаментальных решений. Выражение 
(5.9) показывает, что для многократного энергетического усиле­
ния волнового процесса закон колебания зеркала должен быть 

согласован со временем пробега фундаментального решения от 

стенки до стенки и обратно- иначе значения v(tk) равноверо­
ятно могут оказаться как положительными, так и отрицатель­

ными, и в среднем усиление не будет иметь места. Поатому 

функцию a(t) следует выбирать периодической. Мы подробно 
остановимся на наиболее интересном случае 

a(t) = ао + Ьо coswt; v(t) = -wbo siпwt. 

Очевидно, что выбор •. начальной фазы колебаний зеркала не 
принципиален. Поскольку для обеспечения аффективного уси­

ления время пробега фундаментального решения (равное при­

мерно 2аа/с) должно быть кратным (или почти кратным) целому 
числу периодов колебаний стенки, то мы положим 

W = '-<.Im + Q, 
?ГС 

Wm = -1n, 
а а 

т= 1,2,3, ... ' (5.17) 

причем частотная расстройка (Q) считается малой величиной 
( IПifw", ~ 1 ). Естественно ввести еще два малых па.раметра. 
Скорость колебания зеркала будем считать нерелятивистской, 

что приводит к малому безразмерному параметру 

!За = wba/c ~ 1. (5.18) 

Заметим, что, учитывая (5.17), мы можем переписать (5.18) в 
виде mb0 ~ аа. другим малым параметром будет величина, 

характеризуюшал потери в системе, определяющиеся коэффи­

циентом отражения R от неидеального зеркала: 

€ = 11 + Rl ~ 1. (5.19) 

Ясно, что раскачка колебаний возможна лишь при условии 

€ ( !За, поатому неравенство (5.19) имеет место в наиболее ин­
тересной области значений параметров. 

Ограничиваясь членами первого порядка малости по пара­

метрам !За и €, мы можем переписать относительное изменение 

анергии фундаментального решения (5;16) в виде 

N 

1\N(xo) с:= ехр [- 2No + 2f3a L sin \C'k(xo)], (5.20) 
k=l 
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где через lf'k(xo) = wtk(xo) обозначена фаза колебаний стенки 
в момент k-го взаимодействия с нею поля, определяемого фун­
даментальным решением. Фазы удовлетворяют рекуррентному 

соотношению, вытекающему из (5.15): 

2wao 
if'k+1-ipk = --+fЗ(cos~pk+cos~pk+l)· 

с 
(5.21) 

Учитывая формулу (5.17), запишем (5.21) следующим образом: 

2а0 
if'k+I - if'k = 2r.m + -r2 + !Зо( cos 'Pk + cos 'Pk+I ). 

с 
(5.22) 

Изменение фазы на целое число периодов (2r.m) не представля­
ет никакого интереса; исключая его из рассмотрения и учиты­

вая малость fЗо и w/r2, мы убеждаемся, что фаза взаимодействия 
стенки с волной есть медленно меняющаяся функция k. Павто­

му вместо изучения ура.внения в конечных разностях (5.22) мы 
можем перейти к дифференциальному уравнению, рассматри­

вая ip как функцию переменной k; носледняя nрактически прямо 
пронорциональна времени (k ~ ci/(2ao)): 

d~p 2ао 
dk = -с-0 + 2{30 cos~p(k). (5.23) 

Этот переход стал возможен только из-за наличия малых пара­
метров fЗо и w/rl. и свJван с пренебрежением величинами второ­
го порядка малости. Начальным условием к уравнению (5.23) 
служит значение фазы при первом отражении, вытекающее из 

формулы (5.14): 

ipk(xo)! = :::_(ао- хо). 
k=1 с 

(5.24) 

Разным фундаментальным решениям Е(х0 , х, t), следовательно, 
будут отвечать интегралы уравнения (5.23) при различных на­
чальных данных ~р 1 (х 0 ). дифференциальное уравнение (5.23) 
легко интегрируется. Но его точное решение мало пригодно 

для качественного анализа явления. Проще непосредственно 

рассмотреть само уравнение (5.23). Тогда естественно выделя­
ются два случая. 

1. Случай болыРой частотной расстройки: 

J :а aJ > fЗо . 
При втом правая час;ть уравнения (5.23) сохраняет знак, совпа­
дающий со знаком 1-'t~,"стройки а. Фаза 'Р монотонно меняется с 
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ростом k, не стремясь к определенному конечному пределу. По-
кажем, что в этом случае в среднем энергия от колеблющегося 

зеркала полю не передается. Как видно из (5.20), для передачи 

необходимо, чтобы сумма L~=l sin 'Pk была положи~ельной. Из­
за медленности изменения фазы взаимодействия сумму можно 

приближенно заменить интегралом: 

n N 

L sin 'Pk ~ 1 siн r.p( k )dk. 
k=l 

(5.25) 

При больших временах (N ---> оо) в интервал интегрирования 
попадет много периодов функции sin rp(k). Очевидно, что нара­
стание энергии воз~-ожно только тогда, когда интеграл (5.25) в 
пределах одного периода оказывается положительной величи­

ной. Но, используя связь между drp и dk, даваемую уравнением 
(5.23), мы убеждасмся, что этот интеграл равен нулю, а именно: 

[
2

" sin ер dcp 
) 0 2ао/(сЩ + 2,80 cos ер 

о. (5.26) 

Итак, в случае большой расстройки ни одно из фундамен­

тальных решений в среднем не увеличивает своей анергии при 

взаимодействии с колеблющейся стенкой. Из-за наличия потерь 

возмущение в резонаторе затухает. 

2. Случай малой частотной расстройки, когда имеет место 
неравенство 

laorlj <,Во. 
с 

Заметим, что его можно переписать в виде ()rl)jw) < (Ь0/а0), по­
казывающем, что относительная частотная расстройка меньше 

относительной пространствеиной вариации размера резонато­

ра. В этом случае правая: часть уравнения (5.23) обращается в 
нуль при значениях фазы 

aorl 
rp; = (2р + l)?Т ± arccos -Ь -, 

о"-' 
где р- целое число, все значения которого совершенно равно-

правны; для оnределенности рассмотрим р = О. На интерва­

ле изменения <р от О до <р0 (рис. 5.2) правая часть уравнения 
(5.23) положительна и с ростом времени фаза взаимодействия 
растет, асимптотически приближаясь к r.p0. На интервале от от 
ср0 до 'Pci производная drpjdk отрицательна и значения фазы со 
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(J k 

Рис. 5.2. 

временем уменьшаются, опять-таки стремясь к <fo. На отрезке 
( <pt, <р)) производная d<pjdk снова положительна и фаза возра­
стает, стремясь к предельному значению <pj = 271" + <p(J. Ка­

чественный ход функции <p(k) иллюстрируется рис. 5.2. Линии 
<р = <p'J; являются сепаратрисами в общем семействе интеграль­
ных кривых уравнения (5.23). 

Начальное условие (5.24) определяет конкретную интеграль­
ную кривую, относящуюсяк определенному фундаментальному 

решению Е(х0 , х, t). 

Из сказанного следует весьма важный вывод- в с.лу'Чае .ма­

лой 'Чacmomuoii paccmpoii'!.:u в систе.ме и.меет .место са.мореzу­

лировх:а фазы взаи.лtодеiiствия. для всех фундаментальных ре­

шений (за исключением тех, у которых начальная фаза взаимо­
действия равна или весьма мало отличается от <pt) по проше­
ствии времен порядка 2a0 /(f30 c) значение фазы взаимодействия 
оказывается близким к <р;. При подсчете относительного запа­

са анергии для такого фундаментального решения сумму (5.26) 
можно заменить на N siп <р;. Отметим, что sin <р; - всегда по­
ложительная величина, т.е. колеблюшалея стенка увеличивает 

запас анергии в поле. Для изменения относительного запаса 

анергии после N отражений имеем 
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Рис. 5.3. 

Он возрастает при выполнении порогового условия 

(aor.?) 2 

1- -- > Е:. 
b0w 

(5.27) 

В противоnоложность атому, фундаментальное решение, зна­

чение фазы взаимодействия которого совпадает с t.pt, допол­
нительно ослабляется из-за взаимодействия со стенкой, ибо 

siп t.pt < О. 9то решение не интересно с точки зрения параметри­
ческой раскачки колебаний в резонаторе. Отмеченное саморе­

гулирование фазы взаимодействия, следовательно, способству­

ет усилению поля. 

Механизм саморегулирования фазы имеет очевидную геоме­

трическую природу. У двоеиное расстояние между стенками ре­

зонатора в момент времени, соответствующий фазе t.pt", в точ­
ности равно пути, проходимому волной за время, равное nери­

оду колебаний границы. Если, к примеру, О < t.p < 'Рр, то рас­
стояние между зеркалами оказывается больше (см. рис. 5.3), и 
фундаментальному решению потребуется время, большее nери­

ода колебаний стенки, для пробега взад-вперед по резонатору. 

В таких условиях каждый последующий акт отражения: будет 

совершаться во все более поздней фазе колебаний стенки. С ро­

стом числа отражений t.p ---+ 'Рр; а та динамика фазы отражений 
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указана стрелками на рис. 5.3. Точно так же можно убедить­

ся, что на интервале ip; -;- IP% резонатор короче "нормы" и фаза 
последующих отражений опережает предыдущую. 

Учитывая сказанное, можно утверждать, что отмеченные в 

случае малой частотной расстройки аффекты должны иметь ме­

сто при произвольнам периодическом законе движения границы, 

а не только в случае синусоидальных колебаний. 

Информации, полученой нами о поведении фундаментальных 

решений, достаточно для описания общей картины процессов, 

протекающих в системе при произвольнам начальном возбужде­

нии. Изменение фазы взаимодействия влечет за собой деформа­

цию произвольнаго начального распределения поля со време­

нем. Импульс "сжимается" к характеристикам, пересекаюшим 

колеблющуюся стенку в моменты ip;. Его форма все время обо­
стряется, и при условии (5.27) амплитуда нарастает во времени 
неограниченно. Образно выражаясь, система оказывается ге­

нератором Б-функций. Легко показать, что число растущих во 

времени волновых сгустков равно 1n- отношению времени про­

бега волны по резонатору с~ 2ао/с) к периоду колебаний стенки. 
Характер трансформации волнового процесса указывает на 

возрастание относительпой роли высокочастотных компонент 

спектра. Поатому весьма важно учесть дисперсию, т.е. рассмо­

треть более близкую к реальным условиям модель. Это мы сде­

лаем в следующем параграфе, а в заключение данного укажем 

на принципиальную невозможность построения интересующего 

нас резонатора на базе мошного источника уJJьтразвуковых ко­

лебаний. Как видно из условия (5.9), fЗо должно быть больше 
характерного параметра потерь (с:). Максимально допустимые 

скорости ультразвуковых колебаний твердых тел, при которых 

еще не происходит их механического разрушения, по крайней 

мере на порядок меньше скорости звука. Даже для титана Vmax 

составляет примерно 104 -;- 105 см/с [105], поатому в резонато­
ре с зеркалом, совершающем ультразвуковые колебания, невоз­

можно получить значения (30 , большие 10-6 -;- 10-5 . Параметр 
с: при отражении волн от металлического зеркала оказывает­

ся меньше 10-5 только для частот не выше 10 МГц. Объемные 
резонаторы в столь низкочастотном диапазоне нереальны из-за 

огромных размеров, а переход к сосредоточенным колебатель­

ным системам приводит нас к классическим параметрическим 

генераторам Л.И. Мандельштама и Н.д. Папалекси [77]. 
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§5.2. Спектральный ""анализ процессов 
в одномерном резонаторе 

Спектральный анализ процессов в резонаторе с колеблющей­

ся стенкой позволяет учесть дисперсию свойств нашей системы. 

Естественно рассматривать только такой случай, когда условие 

нарастания колебаний (5.27) выполнено хотя бы внекоторой по­
лосе частот. Наш анализ показал, что при втом наличие малой 

частотной расстройки (!J) качественно не сказывается на раз­
витии процесса. Павтому для упрощения дальнейших выкла­

док мы допустим точный синхронизм (!J == О) и будем считать 
период колебаний границы в точности равным 2а0 /с, где ао­
средний размер р~зонатора: 

a(t) = ао + Ьо sinwt, w == 1ГС/ао. (5.28) 

Закон преобразовапия спектра. Спектральный подход бу­

дет заключаться в том, что через каждый период колебаний 
стенки мы б у д ем рассматривать пространствеиное распределе­

ние поля в резонаторе и интересоваться его разложением в ряд 

Фурье. Моменты анализа (tk) образуют дискретный ряд 

2ао 
tk = -k при k = О, 1, 2,... . (5.29) 

с 

В каждый из моментов tk резонатор имеет размер ао и на отрез­
ке (0, а 0 ) существуют две функции координаты х: волна, иду-

щая вправо, Ek- )(tk- xjc), и волна, идущая влево, Ek+)(tk + х/с). 
Удобно вторую из них рассматривать как распростраияющую­

ся вправо, но иаходящуюся в .мо.меит аиализа в области отри­

цательных знa'leuuil х -па отрез'/Се (-ао,О). Тогда имеем при 

-ао < х < ао функцию 

при х >О, 
5.30 

при х <о. 

В дальнейшем вту функцию будем считать кусочно-непрерыв­

ной; подобной степени гладкости вполне достаточно для целей 

физического анализа. В модели без дисперсии переход к значе­

нию поля (5.30) в следущий момент tk+l очень прост. За время 
от tk до tk+l волна (5.30), распространяясь по характеристикам 
волнового уравнения, испытывает однократные отражения от 

неподвижной и движущейся стенок резонатора. Причем в по­

следнем случае происходит переход с характеристики (5.11) на 

223 



характеристику (5.10) согласно формуле (5.9). Все ато сумми­
руется в следующий закон преобразования: 

Eнt(tkн-~) = Eнt(ta+ а(~а)) = RV(ta)Ek(ta- а(~а)); (5.31) 

причем уравнения характеристик 

х a(ta) 
tk+l-- = ia + --, 

с с 

х a(ta) 
tk-- = ta- --

С С 
(5.32) 

связаны с моментом взаимодействия ta рассматриваемой фазы 
волны с колеблющейся стенкой; R- коаффициент отражения от 

неподвижной, а V(ta)- от движущейся стенки, определенный 
формулой (5.12). Правило преобразования (5.31), являющееся 
разностным функциональным уравнением, справедливо для мо­

ментов tk+l > ta > tk. 

Представим функцию (5.30) рядом Фурье: 

(5.33а) 

где амплитуда гармоники с номером s 

t•+aafc 

A(k) = _с_ 
• 2ао 

J Ek(~k)eisw(,•d6" (5.33Ь) 

lk -а о/ с 

а частота w равна частоте колебаний границы в силу условия 
синхронизма (5.28). 

Преобразование распределения поля от момента tk к момен­

ту tk+l можно выразить через изменение спектра A~k)-+ A~k+l)_ 
действительно, разностное уравнение (5.31) на основании раз­
ложений (5.33) и с учетом соотношений для характеристик (5.32) 
может быть записано в виде 

00 00 I: A~+le-isw(ta+a(ta)/c) = V(ta) I: А~ Rse-isw(t.-a(ta)/c)_ 

s==-oo s=:-oo 

(5.34) 
В модели без дисперсии коаффициент отражения от непо­

движной стенки считался одинаковым на всех частотах ( Rs = R). 
Уравнение (5.34) допускает простой учет дисперсии: величина 
Rs может быть произвольной функцией частоты (или номера 

гармоники). В случае отрицательных s коаффициент отраже­
ния, как обычно, находится из условия R-s = R;. 
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Умножим (5.34) на exp{ip"-'(ta +a(ta)/c)}, где р-целое число, 
и проинтегрируем по ta + a(ta)/c в пределах от tk+t - ао/с до 
tk+t +a0jc. В результате благодаря ортогональности акспонент 
поJтучим 

tk+1 +aofc 

A~k)R, J V(ta)exp [- is"-'Ca ~а)+ 
s=::-oo tk+I-ao/c 

00 

I: 

+ ipw ( ta : а)] d (t + ~). (5.35а) 

При отсутствии коз:тебаний границы a(ta) = ао, V не зависит от 
времени, а (5.53а) вырождается в тривиальное соотношение 

(5.35Ь) 

указывающеенанезависимое существование спектральных ком­

понент. 

Для движущейся стенки преобразование спектра имеет бо­

лее сложный вид, и мы будем, как и ранее, проводить расчеты с 

удержанием только членои первого порядка. малости по параме­

тру {30 , в частности положим V(ta) ~ -1+2fЗо coswta. Перепишем 
систему сотношений (5.35) в виде 

00 

Ak+t - ""' Т. R A(k) 
р - ~ ps s ;, , (5.36) 

s=-oo 

где р- любое целое число, а коэффициенты Tps представимы 

интегралами 

Tps = - __!!__ ( -1 )P+s 
2ао 

(2k+l)aofc 

J (1- 2f3o coswta) х 

(2k-1)a0 /c 

х ехр [ i"-'(P- s)ta + i,Во(Р + s) sin wta} d(ta + Ьо sin wta). 

Перейдем к новой переменной интегрирования rz = w(ta - tk+l) 
и учтем интегральное представление для функции Бесселя: 

J ( ) ~ j+" e-in1J+iz sin '~dn. n Z = ., 
271" -1Г 
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В итоге коаффициенты Tps преобразуются в сумму трех функций 
Бесселя (106]: 

Т"s = -{ lp-s [,Во(р + s)] + ~о lp~s+1 [,Во(Р + s)]+ 

,Во } + 2lp-s-1[,8o(P + s)] . 

А использование рекуррентной формулы 

окончательно приводит Tps к виду 

2n 
-Jп(z) 
z 

2р 
Тр = ---lp-s[Po(P+ s)]. 

p+s 

Величина коэффициентов Tps определяет степень nреобразова­
ния гармоник из-за параметрического взаимодействия поля с 

колеблющейся стенкой. Малость функнии Бесселя при аргумен­

тах z, малых по сравнению со значком n, позволяет высказать 
следующие утверждения: 

1. для гармоник с номером р ~ ,80
1 в сум:-.ле (5.36) имеет 

смысл удерживать только три члена: s = р, s = р + 1, s = р- 1. 
Остальные слагаемые при принятой нами точности (пренебре­

жение членаl\Н1 порядка ,Вif и выше) лежат за пределами погреш­
ности расчета. Взаимодействие непосредственно осуществля­

ется только между ближайшими компонентами спектра и явля­

етсярелятивистскималым аффектом (,80 ). 

2. для высокочастотных гармоник, номер которых р ~ ,801
, 

эффективное взаимодействие осуществляется уже с целым ря­

дом соседних компонент; число их порядка 2р,Во. Но во всяком 

случае в сумме (5.36) число членов, которые надо учитывать, 
весьма мало по сравнению с номером рассматриваемой гармо­

ники. Усиление в.заимодействия компонент спектра в его вы­

сокочастотной области связано с ростом фазовых сдвигов, об­

условленных изменением размеров резонатора (5.28). 
Высказанные соображения носят общий характер (закон пре­

образования спектра в виде (5.36) не дает более конкретной ин­
формации); необходимы дальнейшие его преобразования. 

Трансформация спектра колебаний в резонаторе с коле­

блющейсл стенкой. В наших рассуждениях снова будут ис­
пользованы основные малые параметры задачи ,Во и lc:l, причем 
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в наиболее интересной"ttасти спектра: ic:l ~ fЗо. Малость потерь 
и параметрических аффектов гарантирует нам малое изменение 

спектра импульса за один период колебаний стенки, т.е. A~k) 
можно рассматривать как медленно меняющуюся функцию вре­

менного параметра k. Сложнее обстоит дело с зависимостыо от 
номера гармоники s. Но заметим, что интересны преобразова­
ния спектра при больших временах для сигналов вполне опре­

деленного типа. Изучение задачи без дисперсии (см. §5.1) пока­
зало, что в результате саморегулировки фазы взаимодействия с 

колеблющейся границей фундаментальные решения, подвержен­

ные аффективному усилению, спустя число отражений порядка 

1/ f30 становятся близкими к Б-функции, падающей на колеблю­

щееся зеркало в моменты tk + aofc.* Позтому из всевозможных 
сигналов (5.30) при t = tk следует рассмотреть близкие к функ-
ЦИИ 

(5.37) 

по крайней мере, при небольших значениях k. Импульсы же, 

мало отличающиеся от 

~ ( х) ( х- ао) Е tk - -;;- = Б - --с- , (5.38) 

не интересны, ибо они ослабляются при взаимодействии с гра­

ницей. Спектр поля, описываемого (5.37), согласно формуле 

(15.6а) равен A~k) = с/(2а0 ), а для волны (5.38) A~k) = ( -l)'c/(2a0 ). 

В свете вышеизложенного можно искать спектр интересую­

щего нас решения в виде 

A(k) - B(k s) 
s - ' ) 

где функцию B(k, s) можно считать медленно меняющейся и по 
параметру s. Аналогично для затухающего сигнала, прообра­
зом которого служит волна (5.38), спектр разумно представить 
как 

A~k) = (-l)"B(k,s), 

где на фоне огибающей спектра B(k, s) явно выделен быстро ме­
няющийся сомножитель ( -1 )". Медленность изменения функций 
В( k, s) при малых значениях k всегда может быть обеспечена на­
чальными условиями; сохраняется ли она при k -+ оо, покажет 

дальнейший анализ. 

*Последнее утверждение учитыва.ет точный синхронизм колеба.ния 

гра.ницы. 

227 



Следующий атап наших рассуждений состоит в преобразова­

нии системы соотношений (5.36), описывающей дискретное пре­
образование во времени компонент дискретного спектра к урав­

нению в частных производных для медленно меняющейся огиба­

ющей спектра B(k, s), рассматриваемой в качестве непрерывной 
функции на плоскости (k, s). 

Перепишем в явном виде систему (5.36) и введем попутно но­
вый индекс суммирования- n = р - s: 

00 2 
B(k+l,p)= 2: (l-c:s) 2p~nB(k,p-n)Jn{fЗo(2p-n)}. (5.39) 

n==-oo 

Из-за быстрого убывания функций Бесселя с ростом значка n 
в области, где он больше аргумента, в формуле (5.39) сколько­
нибудь заметный вклад в сумму вносят члены с индексом \n\ < 
2;3ор. Поэтому во всех существенных для вычисления членах 
ряда (5.39) можно провести разложения функций по степеням 
njp, что аквивалентно разложению по степеням ;30 . При атом 
учету подлежат члены не выше первого порядка малости. В 

результате ряд принимает вид 

00 

B(k+l,p)= 2: B(k,p-п){(l-c:p-n)J.,(2;3op)+ 
n=-oo 

+ .!!_J"(2;3op)- fЗonJ~(2f3op)}. 
2р 

(5.40) 

дальнейшие преобразования рассмотрим на примере одной 
из сумм, входящих в правую часть (5.40): 

00 

sl = L (1- С:р-п)В(k,р- n)Jn(2f3op). (5.41) 
n=-oc 

Поскольку в (5.41) номер n существенных при суммировании 
слагаемых релятивистски мал по сравнению с р, то, считая па­

раметр потерь медленно меняющейся функцией частоты,* мы 

можем заменить E:p-n на С:р. Группируя слагаемые с четны­

ми и нечетными индексами и используя тождество J -n ( z) = 
( -1)" Jn(z), получаем 

S 1 = (1- t:p){ B(k,p)Jo(2f3op)+ 

*Т.е. (8ef8p) < E:p-n· 
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00 

+ L [B(k,p +2m)+ B(k,p- 2m)]J2m(2,8op)-
m=l 

00 

- L[B(k,p+2m+l)-B(k,p-2m-1)]J2m(2,8op)}. (5.42) 
m=O 

В силу плавности B(k,p) как функции параметра р мы можем 
записать соотношения 

B(k,p+2m)+B(k,p-2m) ~ 2B(kp), 

B(k 2 1) B(k 2 1) 2(2·n+1)дB~kp·,p). ,р+ m+ - ,р- т- , v 

В результате 

00 

sl == (1- ~p)B(k,p)(Jo(2,8op) + 2 L J2m(2,8ov))-
m=l 

дВ(k,р) ~ 
-(1-с:р) д 2L.,..(2m+l)J2m+l(2,8op). (5.43) 

р m=O 

Суммы, входящие в (5.43), известны в теории функций Бесселя 
[115]: 

00 00 

Jo(z) + 2 L }zm(z) == 1, 2 L)2m+ l)J2m+l(z) = z, 
m=l m=O 

что окончательно позволяет записать (5.42) в виде 

дВ(k,р) 
S1 = (1- Ep)B(k,p)- (1- ~р)2,8ор fJp . (5.44) 

Аналогичные преобразования убеждают нас в том, что 

~ n 2 fJB(k, р) 
S2== L.,.. B(k, р- n)21n(2,8op) ~ ,8oB(k,p)-2,80 p [) , 

n=-oo р р 
(5.45) 

Sз= f: B(k,p- n),8on1~(2,8op) ~ -,80 B(k,p)+4,86p fJB~k,p). 
n=-oo р 

Основной закон иреобразования спектра (5.39) принимает после 
учета (5.44) и (5.45) вид 

дВ(k,р) 
B(k + 1, р) == (1- ~p)B(k, р)- 2,8ор f)p [1- ~Р- ,8о]. 
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два последних члена в квадратных скобках должны быть опу­

щены при припятой точности расчета. В духе проводимых пре­

образований и следующая замена: 

дВ(k,р) 
B(k+l,p)-B(k,p) ~ дk . 

После чего закон преобразования спектра (5.39) сводится к ли­
нейному дифференциальному уравнению в частных производ­

ных первого порядка: 

дВ дВ 
дk = -2f3oP др -ЕрЕ. (5.46) 

Переменная k пропорциональна времени (tk = 2ka0jc), а огиба­
ющая спектра сигнала при tk = О служит начальным условием 
для уравнения (5.46): 

В(О, р) = Во(р). 

Функция Во(р) должна быть медленно меняющейся для того, 
чтобы анализ процесса можно было осуществить с помощью 

уравнения для огибающих. 

Перенос возбуждения по спектру в параметрическом ре­

зонаторе. Решение уравнения (5.46) очень просто записать с 
помощью метода ха.рактеристик. Уравнения последних имеют 

вид 

(5.47) 

Изменение огибающей спектра вдоль характеристики описыва­

ется формулой 

k 

B(k,p) -- В0 (р)ехр (-J c(k',p')dk'), (5.48) 

о 

где интеграл берется вдоль характеристической кривой, про­

ходящей через текущую точку (k,p) и соответствующую ей на­
чальную точку (О,р). 

Семейство характеристик представлено на рис. 5.4 в области 
р > О; для отрицательных значений р ход кривых может быть 

получен симметричным отражением относительно оси р = О. 
Решение (5.48) позволяет сделать следующие заключения о 

характере трансформации спектра усиливаемого в резонаторе 

сигнала. 
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k 

о р 

Рис. 5.4. 

1. Процесс параметрической раскачки колебаний в спектраль­
ной области носит волновой характер: возмущения распростра­

няются по характеристикам из области более низких частот 

в область более высоких; скорость атого переноса возрастает 

пропорционально номеру гармоники. 

2. Если проследить за преобразованием части спектра, нахо­
дившейся сначала (при k =О) в полосе шириной t:J.po, то видно, 
что с течением времени ата полоса экспоненциально расширя­

ется по закону, вытекающему из (5.47): 

t:J.p = t:J.poexp{2,8ok}. (5.49) 

Этот процесс, в частности, способствует сглаживанию спектра 

со временем, что принципиально необходимо для применимости 

используемого метода анализа при больших временах. 

3. Формула (5.48) ясно показывает, что ни на одной частоте 
даже при полном отсутствии потерь нельзя получить нараста­

ние амплитуды колебаний по сравнению с максимальным на­

чальным значением о-гибающей спектра В(О,р). Поэтому не 
имеет смысла обеспечивать малость потерь в некоторой полосе 

частот- а то, не приведет к выделению сигнала квазисинусои­

дального типа. 

4. Энергетическое усиление фундаментальных решений, об­
суждавшееся в §5.1, нетрудно истолковать и со спектральной 
точки зрения. Начальный запас Еmергии в полосе t:J.p0 около 

частоты ро пропорционален B 2 (0,po)t:J.po. А спустя k периодов 
колебаний стенки он оказывается про по рциональным В2 ( k, р )t:J.p. 
Отношение атих величин с учетом (5.48) и (5.49) 
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B2 (k,p)D..p 
B 2 (0,pa)D..pa 

k 

ехр (2Pok-2 J E(k',p')dk'). 
о 

При f3o > Е(р) рост числа компонент спектра пересиливает (в 
анергетическом смысле) потери и анергия сигнала возрастает. 
Полученный критерий есть уже известное нам условие параме­

трической раскачки (5.27), взятое для случая точного синхро­
низма. 

5. Высказанно~ в конце §5.1 утверждение, что рассматри­
ваемый резонатор является: "генератором Б-функций", теперь 

может быть уточнено. Поскольку в области высоких частот 

(р-+ оо) принципиально нельзя создать сколько-нибудь удовле­
творительно отражающих поверхностей (Rp -+ 0), то бесконечно 
долго работающий параметрический резонатор с колеблющей­

ся: стенкой, по сути дела, накачивает анергию в область высоких 

частот, где она расходуется на потери. При атом длительность 

генерируемых импульсов и их анергия будут зависеть от то­

го, на.сколько далеко в высокочастотной части спектра удается 

осуществить условие f3o > с::(р). 

У становивmийсл режим в параметрическом резонаторе. 

Хорошо известно (107], что в линейных системах с сосредоточен­
ными алементами возбуждаемые параметрическим способом ко­

лебания нарастают неограниченно и установившегася режима 

(кроме состояния неустойчивого равновесия) для них не суще­
ствует. В одномерном параметрическом резонаторе без диспе­

рсии мы тоже отмечали неограниченное накопление анергии у 

генерируемого импульса. для резонатора с дисперсией потерь 

закон изменения огибающей спектра B(k, р) (5.48) вдоль харак­
теристики формально указываетнанеисчезающую зависимость 

от безразмерного времени k. Однако при некоторых условиях 

установившийся режим оказывается возможен, и генерируемый 

в резонаторе импульс при больших временах стремится к неко­

торой предельной форме. 

Будем искать установившуюся (не меняющуюся со временем 
k = ct/(2a0 )) огибающую спектра В00 • Из уравнения (5.47) еле-
дует, что 

2f3oP дВоо = -Е(р)Воо, 
др 

и, стало быть, функция Воо(Р) представима в виде 
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р 

Воо(Р) = С ехр ( - -
1 J <.:(р') dp'), 

2f3o р' 
(5.50) . 

о 

где постоянная интегрирования С имеет смысл огибающей спек­

тра B(k,p) на нулевой частоте при предельно больших време­
нах. Из общих формул (5.47) и (5.48), описывающих поведение 
B(k, р), следует, что на нулевой частоте характеристика выро­
ждается в вертикальную nрямую р =О, а функция B(k, О) на ней 
равна: 

k 

B(k,O) ·= В(О,О)ехр (- J c:(O)dk'). 
о 

Очевидно, что существование нетривиального установившега­

ся решения (5.50) обеспечивается условием <:(О) = О, т.е. отсут­
ствием потерь на нулевой частоте; тогда С= В(О). Если потери 
анергии связаны с отражением волн от металлического зеркала, 

то вплоть до оптических частот ('""' ~ 1015 Гц) модуль функции 
с:("") мал по сравнению с единицей: 

(5.51) 

здесь IJ и р- проводимость и магнитная пр оницаемость метал­

ла, а Ри- безразмерный параметр, характеризующий его свой-

с тв а, 

Ри - (5.52) 

Причем этот параметр-весьма большая величина, определяю­

щая тот интервал безразмерных частот р (номера гармоник), на­
чиная с которого проводимость металла перестает играть опре­

деляющую роль в его электродинамических свойствах. При 

условии (5.51) интеграл в формуле для Воо(Р) вычисляется, и 
мы имеем для спектра предельное распределение, описываемое 

формулой 

В00 (р) = Во(О) ехр (- f3l Гfe-i1r/ 4 ). 
о v -р--; (5.53) 

В соответствии с известными свойствами спектра вещественно­

го сигнала на комплексной плоскости (р) нужно провести разрез 
из начала координат на отрицательную мнимую бесконечность 
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и фиксировать ветвь ..jP так, чтобы arg ..jP ::= О при argp ::= О. 

Ширина спектра установившегася процесса на основании (5.53) 
оценивается как l:!..p ::= f35Ри· На более высоких частотах уже за­
метно проявляется затухание импульса из-за. конечной проводи­

мости материала зеркал. Предельная форма периодически по­

вторяющихся импульсов также находится без труда. Ряд Фурье 

(5.33) определяет функцию Ek на временном отрезке длительно­
стью 2ао/с около текущего момента наблюдения tk. Используя 
ато представление для установившегася режима и учитывая ме­

дленность изменения спектра В(р) от одного члена ряда к дру­
гому, заменим в (5.33) суммирование интегрированием. Тогда 

00 

Еоо(т) ::= _с_Во(О) j ехр (-iр1ГСТ ~ _!_ !J!:.e-i"f4)dp, 
2ао ао f3o V Pcr 

·-00 

где для краткости момент наблюдения обозначен как tk == О; 

одному периоду в последовательности одинаковых импульсов 

Еоо( т) будет отвечать интервал -aofc < т < a0 jc. Выписан­
ный интеграл вычисляется точно; использование леммы Жорда­

на превращает его в интеграл по берегам разреза для функции 

..jP, последний же простыми заменами приводится к табличному 
(108]. В результате имеем: 

Е00 ::= ~~~ (~)
312 

ехр (- ~) [11(т+ :о) -17(т- аса)], (5.54) 

здесь ry- функция включения; введен естественный временной 
масштаб т0 для анализируемого сигнала: 

то = ао 1 
С 47Гf3бРи. 

Отметим, что временной множитель т0 обратно пропорционален 
безразмерной ширине спектра l:!..p ::= f3б hu. Если процесс пара­
метрической генерации охватывает много гармоник (l:!..p ~ 1), 
то т0 «: a0 jc и генерируется периодическая последовательность 
весьма коротких импульсов. Амплитуда атих импульсов прямо 

пропорциональна постоянной составляющей начального возму­

щения в резонаторе Ва(О) и ширине генерируемого спектра l:!..p. 
Своеобразна временная зависимость установившихся пери­

одических импульсов поля: это однополярный импульс, пока­

занный на рис. 5.5. Несколько неожиданным оказывается от­

сутствие сигнала в первую половину периода. Переход через 
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-aofc 

Рис. 5.5. 

точку т = О из-за специфического поведения ехр( -т0 /т) осуще­
ствляется без разрыва прои:шодных любого порядка. 1'v1акси­

мум достигается при т = Зт0 /2. Степенной спад на "хвосте" 
сигнала сильно выражен, если то ~ ао/с. В точке т= ао/с при 
переходе к последующему периоду процесса у функции Еоо( т) 
имеется скачок от значения Е00 (а0 /с) до нуля. 
для объяснения предельного вида сигнала учтем, что при 

его формировании сколь угодно долго действуют два фактора. 

Один из них, названный в предыдущем параграфе механизмом 

саморегулирования фазы взаимодействия, имеет чисто кинема­

тическую природу. Он приводит к тому, что начальное рас­

пределение сигнала с течением времени сжимается к моменту 

устойчивого взаимодействия; в анализируемом случае точного 

синхронизма-ато центральная точка периода: т= О. Концы 

интервала т= ±а0 /с отвечают неустойчивой ситуации и как бы 
"отталкивают" от себя алементарные импульсы. 

Второй фактор- учет дисперсии при отражении волн от 

металлических зеркал- действует в силу причинности всегда 

вниз по течению времени. При атом даже при однократном взаи­

модействии 6-функции с границей в отраженном поле возникает 

плавный отклик, близкий по форме к функции Еоо( т) (5.54), но 
имеющий другой масштаб времени-не то, а Tq ~ l/u ~ т0 . 

В отрицательной половине периода расплывание импульса 

при отражении действует однонаправ.ленн.о с механизмом его 

сжатия к точке устойчивого взаимодействия (т= 0), но в проти­
воположность последнему переносит сигнал через ату точку в 
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область т > О. На положительном полупериоде факторы дей­

ствуют в разные стороны-эффект саморегулирования фазы 

перемешает элементарные сигналы против хода времени. Тем 

самым начальное распределение сигнала с течением времени 

"выметается" из интервала -a0 f с < т ::::; О. У станавливающийся 
при 0том баланс количественно выражается в предельной фор­

ме сигнала Еоо(т..). 

В заключение скажем несколько слов об изменении спектра 

ослабляющегося фундаментального решения (5.38). Для огиба­
ющей спектра в этом случае можно вывести уравнение 

дВ дВ 
дk = 2{3ор др - (рВ, 

отличающееся от (5.46) только знаком при производной дВ/дk. 
Это различие приводит к тому, что волна возбуждения в спек­
тре идет из высокочастотных областей к низшим гармоникам. 

Спектр сигнала сужается, и его 0нергия падает даже при от­

сутствии потерь. 

§5.3. Вывуж,ценый режим 
в резонаторе с колеблющимся зеркалом 

Если условия параметрической раскачки не выполнены, то 

для резонатора с колеблющейся стенкой важен анализ выну­

жденного режима, когда энергия поля поддерживается некото­

рым источником. При этом может возникнуть обширный круг 

частных задач, но наиболее интересен случай монохроматиче­

ского вынуждающего воздействия и синусоидальна колеблю­

щейся границы. 

Пусть между зеркалами резонатора на векоторой плоскости 

х = х 0 имеется сторонний ток, поверхностная плотность кото­
рого 

i = io ехр{ -ir.vot}ey 

не зависит от координат. Этот источник порождает в простран­

стве две плоские линейно поляризованные волны с частотой r.v 0 , 

в которых электрическое поле 

. { ехр [- ir.vo(t- (х- х0)/с)}, 
Е= -27rz0ey 

ехр [- ir.va(t + (х- ха)/ с)], 
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Волна, идущая влево, nри отражении от неnодвижной стенки 

(х = О) резонатора создает nоле 

(5.56) Е1 = -27rioRoexp [ -iw0 (t- х~хо)]еу, 

удовлетворяющее вместе с (5.55) граничным условиям nри х =О 
(R0 -коаффициент отражения на частоте wo). Однако остается 
не выnолненным граничное условие на колеблющейся стенке, 

закон движения которой возьмем в виде 

a(t) = а0 + Ьо sinwt, 

где частота колебаний границы (w) пока произвольна по отно­
шению к частоте источника (w0 ). Ясно, что в результате вза­
имодействия волн с колеблющейся границей возиикнут комби­

национные частоты i.l)k = 1.1) 0 + kl.l), где k-любое целое число; 
поэтому дополнительное поле следует искать в виде 

00 

Е2 = еу L Ake-i"'kt (e-i"'kx/c + Rke;"'kx/c) (5.57) 
k::::-oo 

(Ak -не известные пока комплексные амплитуды, а Rk-ко­
аффициенты отражения от неподвижной стенки на частоте i.l)k)· 

Структура формулы (5.57) обеспечивает выполнение гранично­
го условия при х = О; условие же (5.4) на подвижной стенке 
х = a(t), записанное в явном виде, выглядит так: 

00 

+ 2: Ake-iwkt ( e-iwoa/c + RketWoafc) 

k=-oo 

= v(t) 27rioe-iwat+iwaafc(e-iwaxa/c _ Roeiwaxofc) _ 
с 

_ v~) f Ake-iwkt(e-iwaafc _ Rkeiwaafc). 

k::::-00 

(5.58) 

Исnользуя конкретную зависимость a(t) и известную формулу 
[106]: 

00 

e±iz sin Ф = L (±l)nesnФ Jn(z), 
n=-oo 
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мы можем правую и левую части уравнения (5.58) после сокра­
щения на ехр( -iwot) записать в виде рядов Фурье по акспоненци­
альным сомножителям ехр( inwt); равенство коаффициентов атих 
рядов приводит к следующей бесконечной системе линейных ал­

гебраических уравнений: 

f А~:(1+ (m:kk)w)lm-k(Wkcbo){e-i'Pk +(-1)m-kRkei'Pk}+ 
k=-oo 

( mw) (wobo) +Со 1 + wo J -т -с- = О, (5.59) 

где т- любое целое число. В (5.59) используются обозначе­
ния: Wk = wo + kw; 'f'k = Wkao/c; коаффициент Со определяется 
источником поля, 

Аналитическое исследование системы (5.59), дающей форма­
льно точное реЦiение при произвольных соотношениях параме­

тров, невозможно. Коаффициенты в уравнениях системы содер­

жат не только бесселевы функции, но и "резонансные" сомно­

жители { ехр( -it.pk) + ( -1 )m-k Rk ехр( it.pk)}; последние на некото­
рых частотах могут оказаться весьма малыми, что осложняет 

анализ решения. Правда, если ярко выраженных резонансных 

аффектов нет, то можно утверждать на основании известных 

свойств функций Бесселя, что число боковых полос в спектре 

сигнала, возбужденных соизмеримо с основной линией спектра 

wo, есть величина порядка wobofc. для последнего параметра 

удобна несколько иная форма записи: 

откуда видно, что число аффективно возбужденых гармоник мо­

жет быть значительным, если частота колебаний границы до­

статочно низка (w ~ wo). 
В частных случаях удобно решать задачу приближенным 

способом, обходя систему (5.59) и используя различные малые 
параметры. Именно так мы поступим при рассмотрении наи­

более интересной с практической точки зрения ситуации, когда 

частота вынуждающего воздействия w 0 близка к одной из соб­

ственных частот WN резонатора, но вибрация границы как-то 

нарушает резонансные свойства системы. 
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Если стенка неподвижна (Ьо = 0), то из (5.59) вытекает, что 
комбинационных тонов нет и дополнительное поле 

Е2 = Aoe-iwat(e-iwaxafc + Roeiwoxofc) еу, 

где амплитуда Ао дается формулой 

Со 
Ао = . . 

е-•'Ра + Roe''Pa 

(5.60) 

(5.61) 

Наиболее интересен случай добротного резонатора, когда ко­

вффициент отражения близок к -1: 

R0 = -1 + с:' + ic:", (5.62) 

параметры с:', с:" малы ГJО сравнению с единицей, но по крайней 
мере 

Е1 ~ /Зо = Vmaxfc. (5.63) 

Неравенство (5.63) естественно, ибо мы в втом параграфе пред­
полагаем, что условий для параметрической раскачки колеба­

ний в резонаторе нет. 

Амплитуда Ао имеет резкие максимумы в окрестности частот 

r...;N, приблизительно равных 1rcNjao (N = 1,2, ... ). Если счи­
тать, что частотная расстройка QN = r...; 0 - r...;N мала, т.е. 

(5.64) 

то с точностью до членов первого порядка малости по параме­

тру (5.64) выражение (5.61) может быть переписано в виде 

(-l)NicCo 
А о с:: ( ) . , , ( 5.65) 

2ао r...;o - r...; N + zcE 

где собственная частота r...;N = 1rcN Jao + c:"cj(2ao). Ширина ре­
зонансной кривой определяется величиной, обратной времени 

релаксации: 

(5.66) 

последнее является характерным временем затухания колеба­

ний в резонаторе из-за потерь при отражении от неидеальной 

стенки. При малой частотной расстройке- условие (5.64)­
амплитуда дополнительного поля (Ао) значительно больше ам­
плитуды первичного (Со) и полное поле в резонаторе практиче­

ски совпадает с (5.60). 
Если стенка резонатора колеблется, то при достаточно низ­

кой частоте ее вибрации (r...;) можно ожидать, что решение бу­
дет иметь вид (5.60), где в формулу (5.65), определяющую А0 , 
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вместо постоянного размера резонатора а0 войдет переменпая 
величина a(t). Важно лишь установить, при каких значениях w 
возможен такой "адиабатический" режим перестройки резона­

тора. 

Итак, считаем, что дополнительное поле Е2 является квази­
синусоидальным колебанием с .медлеиио .меилющеiiсл а.мплиту­

доii Ao(t). В пространстве между стенками резонатора поле Е2 
б у д ем искать в виде 

Е2 = ( Ао (t + ~)e-iwo(t+x/c) + RaAo (t- ~)e-iwo(t-xfc))ey; (5.67) 

в силу узости спектра поля Е2 (5.67) в ко3ффициенте отраже­
ния Ro мы пренебрегаем дисперсией и берем его значение по 
(5.62) на частоте w 0 . Граничное условие на подвижной стенке 
выглядит теперь так: 

Cae(iwobo/c)sinwt + Ао (t + a~t) )e-iw0 a(t)fc+ 

+ RoAa(t- a~t))eiwoa(t)/c =О, (5.68) 

при его записи мы пренебрегли членами порядка fЗo/t:', ибо ана­

лиз ведется в предположении справедливости (5.63). 
Если в (5.68) пренебречь изменением функции A 0 (t) за време­

на порядка ао/с, то граничное условие примет вид 

Cae(iw 0 b0 Jc)sinwt + Aa(t)(e-iwoa(t)fc + Raeiwoa(t)fc) ==О, (5.69) 

откуда сразу вытекает для A(t) формула (5.65) с переменным 
a(t). Она может быть записана в виде 

А _ ( -1 )N icC0 
о- ' 2ao(wo- WN(t)) + icE' 

(5.70) 

7rC f
11

C 

WN(t) = a(t) N + 2ао' 

так как в условии малой частотной расстройки (5.70) фактиче­
ски содержится неравенство a(t) ~ ао ~ Ь0 • По-прежнему в пол­
ном поле можно пренебречь первичными волнами (5.55) и (5.56). 
Очевидно, что замена (5.68) на (5.69) возможна только тогда, 
когда имеет место неравенство 
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Если частота wo попадает в полосу пропускания перестраива­
ющейся резонансной кривой нашей системы, то величина, стоя­

щая Б круглых скобках Б левой части нераБенства (5.71а), име­
ет минимальное значение, равное по модулю r::', в то время как 
модуль скобок, стоящих справа, близок к 2. Вспоминая опре­

деление времени релаксации (5.66), условие (5.7la) мы можеl\I 
переписать в виде 

\
dAo \ dt Tt· ~ IAol. (5.7lb) 

Перестройка резонатора должна совершаться настолько плав­

но, чтобы относительн;е изменение амплитуды за время Tr было 
мало. Подобное женеравенство характерно и для резонансных 

систем с сосредоточенными постоянными, если мы желаем плав­

но перестраивать их частоту без заметных искажений формы 

резонансной кривой [1 09]. 
Конкретизация (5.7la) для наших условий осуществляется пу­

тем дифференцирования формулы (5.70) для A 0 (t). Наиболее 

жесткие ограничения возникают при прохождении максимума 

резонансной кривой; при атом 

! dw N \ 2 _ т!!.!:_ тг - 41Т J\ ( ~ ~ 1. 
dt r::')-

(5.72) 

Неравенство (5.72) }ШЛяется более сильным, чем ранее сделан­
ное предположение (5.63). Его следует учитывать при проек­
тировании тех анализаторов сантиметрового диапазона, основ­

ным алементом которых является полый резонатор с перестраи­

вающимся размером. Например, для основного тона (r::' ~ 10-4
) 

неравенство (5.72) означает, что скорость колебания стенки не 
должна превышать 10 с.м/с. Амплитуда атих колебаний 60 (для 
перестройки резонатора на интервал частот, не меньший поло­

сы пропускания) должна быть порядка r::' а о оо-з -:- 10- 4 с.м). 
Максимальное число (П ,...., 1'max/bo) циклов анализа за 1 с со­
ставляет 104 -:- 105 с- 1 . 

Рассмотренный режим медленной перестройки собственной 

частоты является практически наиболее важным, хотя и очень 

частным, случаем вынужденных колебаний в резонаторе с коле­

блющимся зеркалом. Но на анализе других ситуаций мы оста­

навливаться не будем. 
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§5.4. Описание электромагнитных полей 
в сферических и цилин,цричес:ких полостях 

В предыдущих параграфах мы выяснили условия параметри­

ческой раскачки электромагнитного поля в одномерном резо­

наторе при колебаниях ограничивающего его зеркала. Волны 

в таком резонаторе распространяются по законам геометриче­

ской оптики (плоские волны). Представляющие принципиаль­

ный интерес дифракционные (волновые) свойства поля проявля­
ются только в пространствеиных полых резонаторах. Метод 

разложения полей по нестационарным волнам позволяет опи­

сать эволюцию электромагнитных колебаний в цилиндрической 

(двумерный случай) и сферической полостях, радиус которых 
меняется по векоторому произвольному закону a(t). 

Из всевозможных аспектов этой проблемы мы уделим основ­

ное внимание изменению поля от векоторого начального (в мо­

мент t =О) значения 

E(r, О)= Eo(r), H(t·, О)= Ho(r) (5.73) 

в условиях параметрического взаимодействия с границей. В 

данном параграфе мы опишем способ построения соответствую­

щего решения. Допустим, что резонатор не заполнен веществом; 

тогда в его объеме поля подчиняются уравнениям Максвелла 

ДЛЯ пустоты: 

1дН 
гоtЕ+ --=О 

с дt ' 
!дЕ 

гоtН- --=О. 
с дt 

(5.74) 

На поверхности резонатора мы наложим импедансные гранич­

ные условия 

(5.75) 

Здесь er- орт сферической (r, 6, !f') системы координат; в дву­
мерном- цилиндрическом (р, z) случае в ( 5. 75) нужно заменить 
er на е" и рассматривать граничное условие при р = a(t). Вели­
чина поверхностного импеданса для движущейся границы раз­

дела равна: 

1- fЗ/wa 
w = wa 1 f3 , + wa 

(5. 76) 

где f3 = (1/c)(da/dt), а w 0 -значение поверхностного импеданса 
в системе отсчета, относительно которой граница раздела непо­

движна (при идеальной проводимости стенки w 0 = 0). Частот­
ную дисперсию поверхностного импеданса мы учтем в следую­

щем параграфе, пока же формула (5.75) допускает возможную 
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его зависимость только от времени. Как следует из содержа­
ния §4.1, решение гранично-начальной задачи (5.73)-(5.75) един­
ственно. 

Поля в сферическом резонаторе. Прежде всего перейдем 

от полей Е и Н к потенциалам Дебая u(r, t) и v(r, t): 

1 д 
Е= rotrot{ruer}- --;::-rot{rver}, 

cdt 
1 д 

H=rotrot{rver}+--д rot{ruer}, 
с t 

(5.77) 

первому из которых- u(r, t)- отвечает поле ТМ, а второму­
v(r, t)- поле ТЕ-типа по отношению к радиальной координате. 
Потенциалы Дебая удовлетворяют внутри резонатора однород­

ным волновым уравнениям и согласно Приложению могут быть 

представлены в виде следующих рядов по сферическим функци­

ям Yn(B, if>): 

00 

и= L Ln { Фn(t- r/c)- Фn(t + 1'/с)} Yn(B, if>), 
n=l 
00 

(5.78) 

V = L Ln { Фn(t- 1·jc)- Wn(t + r/c)} Yn(B, t.p), 
n=l 

где функции Фn и Wn пока произвольны, а оператор Ln взят в 
форме 

"(д)"1 п Г(n+k+1) (-1)k дп-k 
Ln = 1' 1'07' ;: = L Г(k + 1)Г(n- k + 1) 2k1.k+l д1'n-k · 

k=O 

Член с n = О в суммах выражений (5. 78) опущен, ибо соответ­
ствующее ему электромагнитное поле тождественно нулю. 

Для описания конкретного поля в резонаторе необходимо за­

дать два бесконечных набора функций Фn и W71 • Напомним, что 

ати функции не выбираются однозначным образом; добавление 

к любой из них какого-либо решения fn однородного диффе­

ренциального уравнения Ln (fn) = О не меняет величины самого 
электромагнитного поля. 

Переформулируем начальные (5.73) и граничные (5.75) усло­
вия в терминах вспомогательных функций Фп и W71 • Значения 

полей Е и Н при t = О будут заданы, если мы будем считать 
известными функции Ф" и Wn в интервале изменения аргумента 
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-aofc-'o-ao/c (ао- радиус резонатора в начальный момент време­
ни). Следовательно, с точностью до физически несушественных 
слагаемых начальные условия эквивалентны соотношениям 

при -ао/с < ~ < a0 jc, n 1,2,3, ... (Ф~ и W~-заданные 
функции). 

Пересчет граничных условий мало чем отличается от уже 

проделанного в гл. 4 при решении задачи о дифракции волны на 
импедансной сфере с переменным радиусом. Не останавливаясь 

на деталях выкладок, укажем основные результаты: 

1) поля ТЕ и ТМ остаются не зависящими друг от друга, 
поскольку мы не допускаем зависимости поверхностного импе­

данса от угловых координат; 

2) парииальвые поля, отвечающие разным сферическим гар­
моникам, не взаимодействуют друг с другом на границе резо­

натора; 

3) функции Ф" и w" удовлетворяют следующим уравнениям, 
непосредственно вытекающим из (5.75) 

(5.79) 

Г(п+k+1) 
B"k= Г(k+1)Г(n-k+l)' n = 1, 2, 3, ... , 

a(t)- переменый радиус резонатора, а символ ns означает про­
изводную порядка s от функции по ее полному аргументу. 

Уравнения (5.79) в принципе определяют функции Ф" и Ф". 
Любой набор их частных решений, согласующихся с начальны­

ми условиями (5.5), описывает в силу единственности решения 
нашей задачи после использования формул (5.77) и (5.78) инте-
ресующее нас электромагнитное поле. 
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Анализ уравнений (5.79) мы отложим до следующих парагра­
фов, а пока подчеркнем, что приведенный метод описания поля 

как бы перенес дифракционные эффекты в условия на грани­

це. Функции Фn и Фn являются решениями однородного вол­

нового уравнения, но зато граничные условия (5.79) для них 
существенно усложнились по сравнению с рассмотренным од­

номерным резонаторол1. Вместо разностного функционального 

уравнения (5.31) мы имеем теперь дело с дифференциально-раз­
ностным уравнением (п + 1)-го порядка с переменными коэффи­
циентами. 

Полл в цилиндрическом резонаторе. Перейдем теперь к 

описанию электромагнитных колебаний в цилиндрическом ре­

зонаторе с переменны'м радиусом. Электромагнитные поля в 
атом случае удобно описывать с помощью однокомпонентных 

векторов Герца Пв = Пв(р, <р, i)ez, Пн = Пн(р, <р, t)ez, первому 
из которых отвечает поле типа ТМ, а второму- типа ТЕ по 

отношению к оси цилиндра (оси z): 

1 д 
Е = rot rot Пвеz - -;:- дt rot Пнеz, 

1 д 
Н= rotrotllнez +--д rotПвez. 

с t 
Функции Пв и Пн, удовлетворяющие двумерному однородному 

волновому уравнению, представимы в виде 

00 

Пв = ~ L(l){ф (t- 1!..) }eim<p 
~ nt 111. ' 

с 
m=-oo 

Пн = f L~){wm(t-~)}eim<p, 
tn=-oo 

где Фm и Фm -произвольные пока функции, а оператор L~) за­
дан интегральной формулой- см. (П.24): 

(l) . _ 1 J F(~, p)d~ Lm {F(p)}- 21Гipm (~2- 1)m+l/2' (5.80) 

1 

где замкнутый контур l обходит точки ~ = ±1 на комплексной 
плоскости (0 указанным на рис. 5.6 способом. 

Как следует из явного вида формулы (5.80), для вычисления 
электромагнитных векторов Е и Н в момент t на расстояниирот 
оси цилиндра необходимо знать функции Фm и Wm в интервале 
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Im 

-1 о +1 Re 

Рис. 5.6. 

значений их аргументов от t- pfc до t + pjc. Поетому началь­
ные условия (5.73) для электромагнитного поля эквивалентны 
соотношениям 

(5.81) 

1 
_ , (О) (О) 

при -ао с<~ < ао/с, т- 1, 2, 3, ... (Фm и Фrn -известные 
функции, а0 - начаJIЫIЫЙ радиус цилиндра). 

Граничные условия (5.75) приводят к интегродифференциаль­
ным уравнениям для отыскания функций Фrn и \}Im 

(5.82) 

при р = a(t), т= 0,±1,±2,±3, .... 

В уравнениях (5.82) сначала следует выполнить операции диф­
ференцирования и лишь затем положить р = a(t). 

Наличие параметрических процессов не нарушает отрого­

вальности парциальных волн ТЕ- и ТМ-типа с разной угловой 

зависимостью. Любой набор решений уравнений (5.82), удо­
влетворяющий начальным условиям (5.81), определяет рещение 
основной электродинамической задачи. 

Нужно признать, что в общем случае вряд ли возможно успеш­

ное аналитическое исследование уравнений типа (5.82) или (5.79). 
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Но все-таки целый ряд небезынтересных частных случаев под­

дается рассмотрению. Особенно просты ситуации, когда ре­

лятивистские аффекты несущественны, а закон движения гра­

ницы достаточно прост. В качестве иллюстрации остановимся 

на алементарной теории простейшего магнитокумулятивного* 
генератора. Как известно, впервые взрыв для получения сверх­

сильных магнитных полей был использован в работах, прово­

дившихся под руководством А.д. Сахарова (см. [94]). Экспери­
ментальная схема генератора (получившего впоследствии на­
именование МК-1) в основных чертах сводилась к следующему. 
Внутри полого металлического цилиндра создавалось импульс­

ным методом продольное магнитное поле. Uилипдр акружался 

слоем взрывчатого вещества, в котором возбуждалась сходяща­

яся ударная цилиндрическая волна, что обеспечивало скорости 

сжатия свыше 105 с.м/с. Кумуляция (сжатие) магнитного потока 
приводила к резкому усилению магнитного поля внутри цилин­

дра. 

Принцилы действия МК-1 были разработаны А.д. Сахаро­

вым еще в 1952 году. Поэтому рассматриваемый пример аресле­
дует методические цели- показать, как с помощью предлагае­

мого математического аппарата может быть получено описание 

электродинамической стороны эффекта кумуляции магнитного 

потока. 

Пусть внутри полости идеально проводящего цилиндра с ра­

диусом ао было создано параллельное его оси однородное маг­

нитное поле Hoez. далее пусть в момент t = О начинается сжа­
тие цилиндрической оболочки и радиус полости уменьшается 

по закону a(t). В силу симметрии и очевидной поляризации воз­
никающего поля нам достаточно рассмотреть ТЕ-колебания с 

индексом т = О. для них 
Н = _ _!_~ J Фа(t- рЦс) d~ 

z с2дt2 ~ ' 
1 

Е = _!_~ J Фо(t- рЦс) d~ 
'Р с2 дtдр ~ ' 

1 

а остальные компоненты поля равны нулю. Начальное условие 

имеет вид 

Hz(P, О)= Но, Е'Р(р, О) = О, 

*И ног да. та.кже уnотребляется 0квива.лентный термин- вз рывомагнит­

ный генератор. 
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а интегродифференциальное уравнение, учитывающее взаимо­

действие поля: с движущейся: границей, выглядит так: 

{ 
8

2 
_ da ~} J Ф0(t- рЦс) d~ =О. 

дt 2 dt дtдр ~ 
1 

(.5.83) 

Поскольку скорости движения границы заведомо малы по сра­

внению со скоростью света, то разыгрывающийся: в резонаторе 

процесс оказывается квазистатическим, ибо относительные из­

менения: радиуса цилиндра за времена по рядка а/ с весьма малы. 
Действ~тельно, неравенство da/dt «::с равносильно условию 

da а 
~ -«::а. 
dt с 

Вследствие квазистационарности мы можем разложить функ­

цию Фо(t- pUc) в ря:д: 

"W 0 (t- р;) = 1Jt 0 (t) + Ф~(t/; + IJ!~(t) (~:;
2 

+ ... 

и ограничиться в формулах для поля только главными членами. 

Тогда 

21Г "( Ifz :::= --:;-Ф 0 t), 
с~ 

где учтены значения интегралов: 

J d~ 
г.----7? = 21Г' v i- <:2 

1 

(5.84) 

Граничное условие (5.83) в атом приближении выглядит так: 

da 
2 dt Ф~(t) + аФ~'(t) =О. 

Учитывая:, что магнитное поле согласно (5.84) определяется 
второй производной функции Ф 0 (t), и домножая (5.84) дополни­
тельно на a(t), мы можем последнее равенство переписать в виде 

Откуда с учетом начальных условий вытекает, что 

а2 

Hz(t) =Но aZ(t). 

248 



Возрастание напряженности поля и увеличение его энергии, 

следующие из (.5.85), являются чисто квазистатическими эффек­
тами, ибо 

dHz а 
-d-- ~Hz. 

t с 

Уравнение (Б.8Б) означает, что магнитный поток, заключенный 
в сжимающейся цилиндрической полости, не меняется в процес­

се сжатия. Именно этот факт и лежит в основе элементарной 

теории магпитокумулятивного генератора. 

В заключение оценим эффекты, обусловленные потерями элек­

тромагнитной энергии вследствие неидеальности стенок сжи­

мающегося резонатора. Пусть v- скорость разлета вещества 

после взрыва; тогда a0 fv- характерное время протекания про­

цесса. Обратная величина определяет порядок доминирующих. 

частот (w) в спектре возникающего импульсного поля. Если (J­

проводмимость вещества стенки резонатора, то импеданс (.5.76) 
оценивается формулой 

v~ 
w-:::---;:-+y~· 

Здесь первое слагаемое учитывает положителы1ую работу стен­

ки над полем, а в торое-потери энергии из-за неидеальной про­

водимости. При каждом акте отражения волны от стенки отно­

сительная убыль энергии по порядку величины как раз равна 

импедансу w. 
Для возрастания энергии поля в сжимающейся полости не­

обходимо, чтобы величина w была отрицательной. Условие ма­
лости потерь можно записать в виде неравенства: 

-> --v ~ 
с 47rlJao · 

(.5.86) 

При этом процесс в магвитокумулятивном генераторе развива­

ется практически так же, как если бы сжимающаяся оболочка 

была идеально проводящей. Любопытно, что при фиксирован­

ных свойствах материала стенки и скорости ее движения не­

равенство (.5.86) накладывает ограничение снизу на начальный 
размер цилиндрической полости: 

с2 
а>--. 

47rlJV 
(5.87) 
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Например, для меди при скоростях разлета продуктов взрыва 
v ::::: 105 с.мjс следует, что а0 ~ 10-2 с.м (в опытах с МК-1 а0 
выбиралось порядка 1 с.м). 

Условие (5.87) с иной точки зрения требует, чтобы процесс 
возрастания поля шел достаточно медленно, так как только в 

области низких частот, как ато уже отмечалось нами ранее, воз­

можно преобладание аффекта параметрического усиления над 

потерями электромагнитной анергии при отражении от реаль­

ных проводников. 

§5.5. Преобразование спе:ктра 
в сферическом резонаторе 

с перемепным радиусом 

При изучении волновых процессов в сферическом резонато­
ре, радиус которого меняется со временем, приходится иметь 

дело с уравнениями (5.79). Последние не принадлежат к чи­
слу тех счастливых исключений, когда возможно построение 

решения дифференциально-разностного уравнения в аналити­

ческой форме. Поатому сейчас мы поставим более узкую за­

дачу- выяснить общую физическую картину процессов, про­

текающих в резонаторе в режиме параметрической генерации. 

При атом оказываетсяудобным испоJJЬзовать анализ явлений со 

спектральной точки зрения; для одномерного резонатора такой 

подход оказался достаточно аффективным. 

За:коп иреобразования спе:ктра. Остановимся для опреде­

ленности на ТМ-колебаниях дипольнога типа, которым соот­

ветствует член с номером n = 1 в первом из рядов (5.78). Отве­
чающая ему сферическая функция У1 (В, 'Р) = cos В. Заметим, что 
излагаемые далее расчеты могут быть проделаны и для других 

типов колебаний; усложнение формул при атом с принципиаль­

ной точки зрения не существенно. 

Дифференциально-разностное уравнение для выбранного ти­

па поля имеет вид 

(1 + w) Ф" (t + ~) - (1 + w) Ф' (t + ~) + 2_Ф (t + ~) = 
с2 с са с а2 с 

= (1
- w) Ф" (t- ~) + (1

- w) Ф' (t- ~) + 2_Ф (t- ~). (5.88) 
с2 с са с а 2 с 
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Индекс n = 1 у функции Ф мы в дальнейшем опускаем. Нужно 
найти кахое-либо решение атого уравнения, удовлетворяющее 

условию* 

при - а0 /с < ~ < а0/с (5.89) 

(Ф(о)- известная функция). 
Заметим, что в области достаточно высоких частот('"'-'~ cja) 

в уравнении (5.88) главную роль играют члены со старшими 
производными. При атом компонента поля Ее в окрестности 
границы резонатора nриближенно представима в виде 

siп(J{ "( r) "( r)} nад( r) отр( 1') Ее с::: с2 а Ф t - ~ - Ф t + ~ = Е8 t - ~ - Е8 t + ~ , 
(5.90) 

а условие (5.88) может быть переписано в форме 

Еотр (t + ~) =- 1- W Е~ад (t- ~)' 
8 с l+w с 

полностью эквивалентной граничному условию в задаче об од­

номерном резонаторе (§5.1). Это указывает на то, что в вы­
сокочастотной части спектра процессы в сферическом и в од­

номерном резонаторах должны развиваться по одним законам. 

В частности, следует ожидать переноса энергии по спектру в 

область высоких частот в режиме параметрического усиления 

колебаний в сферическом резонаторе. При этом оптимальным 

будет точный синхронизм периода колебаний со временем про­

бега волны до центра резонатора и обратно. Поатому мы выбе­

рем закон движения границы в виде 

a(t) = а0 + b0 siн'-'it, '"'-' = 1rc/ao. (5.91) 

Сразу же оговорим нерелятивистский характер колебаний стен­

ки, что позволяет ввести в рассмотрение малый параметр f3o = 
'-'ibo/c = 1rbo/ao «:: 1. Другим малым параметром мы будем счи­
тать величину поверхностного импенданса wo, описывающую 
потери в стенке резонатора: w0 «:: 1. Тогда функция w(t), вхо­
дящая в основное уравнение (5.88), в линейном приближении по 

*Решение уравн~ния (5.88) будет единственным, если кроме условия 
(5.89) наложить доnолнительные требования: Ф(а/с) == О1 и Ф'(а/с) == О2, 
где 0 1 и 0 2 -некоторые числа. Но легко убедиться, что функциям Ф(О и 

Ф(~) + С1 + С2(. отв~чают одинаковые влектромагнитные поля. Павтому 
однозначное определение ФЦ) физически излишне. 
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малым параметрам имеет вид w(t) с::: wo + f3o coswt. Спектраль­
ный подход, как и в §5.2, состоит в том, что в дискретные момен­
ты tk = (2aofc)k при k =О, 1, 2, ... рассматривается распределе­
ние функции Ф(t- 1·jc) в резонаторе и находится ее разложение 
в ряд Фурье. В моменты ik радиус резонатора равен а 0 и функ­
ция Ф(~) определена в интервале значений своего аргумента ~ 
от (2k- 1)a0 jc до (2k + 1)а 0 /с. Соответствующее разложение 
Фурье имеет вид 

[)() 

Ф(~) = 2:: (5.92) 
s=-oo 

(2k+!)aofc 

A(k) =_с_ 
s 2ао J 

(2k-! )а о/ с 

Подчеркнем, что в (5.92) w есть частота колебаний границы ре­
зонатора. Коэффициенты ряда Фурье при первом акте анализа 

А~о) (в момент t =О) находятся по известной начальной функции 
ф(0)(0- условие (5.89). 

Уравнение (5.88) позволяет связать значения функции в мо­
мент t + a(t)jc с се значением в предшествующие времена 

t- a(t)jc. В частности, при изменении времени от О до 2а 0 /с 
функции, стоящие справа., известны на основании начальных 

условий, а аргумент ~ функций в левой части l\Iенястся в пре­

делах от aofc до Заоfс. Решив (5.88), мы определим те!\! самым 
функцию Ф(~) в пределах, необходимых при втором акте ана­
лиза (в момент t1 = 2a0 jc). Такой поэтапный переход может 
продолжаться неограниченно, и его удобно записать в виде за­

кона преобразования спектра A~k). Рассмотрим уравнение (5.88) 
в интервале времени от tk до tk+l и подставим вместо функций 

Ф(t + ajc) и Ф(t- ajc) их разложения (5.92). Первой из них соот­
ветствует ряд Фурье с индексом (k + 1), а второй-- с индексом 
k. В итоге получим: 

~ { _ W
2

5
2 

( 1 + w) + iw5 (1 + w) + ]_}A~k+l)e-iws(t+afc) = 
L...! с2 са а 2 

s=-oo 

= ~ {- W252 (1-w)- iw5 (1-w)+]_}A(k)e-iws(t-afc) =О, (5.93) 
L...! с2 са а 2 s 

s=-oo 

а= a(t), 2ао/с < t < 2ao(k + 1)/с. 
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Выражения, стоящие в фигурньiх скобках, могут быть записаны 
более просто, если мы ограничимся членами первого порядка 

малости по параметрам fЗо и w 0 . Тогда уравнение (5.93) прини­
мает вид 

00 

2:::: (g; + fЗob;eiwt + fЗod;e-iwt)A~k+l)e-iws(t+a/c) = 
s:::-oo 

00 

= 2:::: (g; + fЗoЬ;eiwt + fЗod;e-iwt)A~e-iws(t-afcJ, (5.94) 
s::=-oo 

где введены следующие обозначения: 

g;- = 1 ± is1r(l ± шо)- s 2
1r

2 (1 ± ш0 ), 

± . ( 1 1 ) 2 1Г2 1 Ь = ±1S1Г ± - - - ± S - - -
s 2 2т.i 2 1Гi' 

(.5.95) 

± . ( 1 1 ) ., 1Г 2 1 d = ±zsт. ± - + - ± s-- + -
s 2 2т.i 2 т.i 

и учтено, что wao/c =т.. 
Спектр в сферячееком резонаторе с постоянным радиу­

сом. Уместно выяснить связь между гармониками ряда Фурье 

(5.92) и собственными колебаниями идеального сферического 
резонатора с постоянным размером а0 . Положим в дифферен­

циально-разностном уравнении (.5.88) a(t) = ао и w0 = О; тогда 
оно описывает процессы в сферическом резонаторе в отсутствие 

потерь и колебаний стенки. Будем искать его частное решение 

в виде 

(.5.96) 

где Aos и '-<.los- некие постоянные числа. Функция (.5.96) удовле­
творяет уравнению не при любых w 0,, а только если имеет место 

равенство 

2 2 

( 1 '-<.1 0 ,а 0 ) (wo,ao) _ '-<.losao --- tg -- - --, 
с2 с с 

(5.97) 

определяющее дискретный набор чисел w0,, которые, естествен­
но, оказываются собственными частотами, а функции Фо,(О­
собственными колебаниями сферического резонатора. Удобна 

следующая упрощенная формула для собственных частот: 

1ГС 
w=-, 

а о 
(.5.98) 
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вытекающая из (5.97) после применеимя метода последователь­
ных приближений. Она показывает, что собственные частоты 

«~os близки к частотам sw гармоник ряда Фурье (5.92); даже при 
s = 1 относительное расхождение составляет примерно 10%, а с 
ростом номера s оно резко падает. 
Важно также отметить, что собственные частоты сфериче­

ского резонатора (.Vo 8 неэквидистантны; физически это вызвано 

дифракционными эффектами. Напомним, что для одномерно­
го резонатора спектр собственных частот совпадает с гармо­

никами ряда Фурье, и линии в спектре равно отстоят друг от 

друга. Кстати, нами используется разложение в обычный ряд 

Фурье, а не по системе функций (5.96), потому что последняя 
соответствует краевой задаче более сложного типа, чем про­

блема Ш турма~Лиувилля. В частности, для ортогонализации 

системы функций (5.96) потребовалась бы дополнительная про­
цедура. Близость же частот (.Vos и S(.V указывает на то, что при 
разложении в ряд Фурье собственного колебания, описываемо­

го уравнением (5.96), главную роль будет играть гармоника с 
номером s; для целей качественного анализа можно считать, что 
амплитуда этой гармоники и есть амплитуда рассматриваемого 

собственного колебания. 

Интересен закон преобразования спектра (5.89) в случае с 
покоящейся границей. Используя ортогональность экспонент в 

ряде Фурье, можно получить, что 

л<k+l) = A(k) ехр (2ik ао- 2i at"Ct<Y k.ao ) (5.99а) 
s s s ь k2 2 - 1 ' sao 

где ks = s(.Vjc; s -любое целое. Амплитуда отдельной спек­
тральной компоненты сохраняется, а фаза меняется, причем лю­

бопытно, что фазовый сдвиг в точности равнялся бы 27r (т.е. 

был бы несуществен), если бы в формулу (5.99а) вместо ks вхо­
дило бы (.Vo 8 /c, ибо (.Vo 3 есть решение уравнения (5.97). Можно 
утверждать, что фазовый сдвиг в (5.99а) как бы подстраивает 
фазу гармоники s к фазе собственного колебания на частоте (.VOs· 
Учтем, что k8 a0 = 1r; тогда (5.99а) переписываем так: 

A(k+l) = A(k) ехр (- 2i arct.g S?r ) • (5.99Ь) 
s s 8 21r2 _ 1 

Преобразование спектра в сферическом резонаторе с ко­

леблющейся границей. Перейдем теперь к преобразованию 
спектра в параметрическом резонаторе. Умножим правую иле­

вую части равенства (5.94) на ехр i(.Vp(t + aofc) (р- любое целое 
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число) и проинтегрируем по времени от tk до tk+1· Возника­
ющие при этом интегралы аналогично расчету в §5.2 выразим 
через функции Бесселя. Не останавливаясь на детальном описа­

нии промежуточных преобразований, приведем окончательный 

результат: 

fЗо L:A~k+l) { ~~ lp-s[fЗo(s- р)]- к; J~_.[fЗo(s- р)]} = 
si-p 

(5.100а) 

где наряду с обозначениями (5.95) введен ряд новых: 

к;- = ±s- 2i/1Г. 

Учет дисперсии поверхностного импеданса легко осуществить, 

если считать его величину в формулах (5.95) для g"t- зависящей 
от номера гармоники s: 

± ., ±. 1 Yos = -s-7Г2 ts1Г + . 
Несмотря на ряд упрощающих предположений, закон пре­

образования спектра в сферическом резонаторе, выраженный 

соотношениями (5.100а), оказался достаточно сложным. Поэто­
му целесообразно остановиться более подробно на физическом 

анализе процессов, протекающих в низкочастотной и высокоча­

стотной областях спектра. 

Процессы в низ:кочастотной области спе:ктра. Если инте­
ресоваться гармониками, номера которых малы по сравнению 

с l/fЗo, то в рядах, входящих в соотношение (5.100а), функции 
Бесселя заменяются первыми членами своих разложений при 

малых аргументах: 

zn 
ln(z) ~ -

1
• 

2nn. 
П ринятая нами степень точности (учет только линейных чле­
нов по отношению к малым параметрам {30 и wp) оказывается 
обеспеченной учетом не более трех членов в рядах, входящих· 
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в формулу, описывающую закон преобразования спектра. По­

следняя при этом принимает вид 

A(k+ 1)g+- f3 A(k+1)b+ - f3 A(k+l)d+ = A(k)g- + f3 A(k) х 
р р о p+l r+1 о p-l р-1 р р о р-1 

т.е. непосредственно взаимодействуют только соседние гармо­

ники. Явно учтем фазовые сдвиги (5.99Ь), существующие виде­
альном резонаторе с неподвижной границей: 

р1Г 
ар = 2 arctg 2 2 . 

р 1Г - 1 

Для такого резонатора вспомогательная функция A(k, р) от вре­
менного аргумента k не зависит; в интересующем нас случае 

она будет медленно меняющейся функцией от k. При этом есте-

ственно рассматривать, как и ранее, A(k,p) как функцию не­
прерывной переменной k; тогда на основании (5.100Ь) может 

быть написана следующая система дифференциальных уравне­

ний (р- любое целое число): 

оА(р, k) - (r21Г2)2- 1 
дk = -2wpA(p, k) ( " 2 1 )~ -~ -~ + • р-1Г + - + р-1Г-

+ f3o"4(p + 1, k)ei(ap-<>p+l) Нр+1 + f3oA(p- 1, k)ei(<>p-<>p-l) Нр-1· 

Здесь комплексные числа Hs выражаются как 

Н = (d+ ei(<>p-<>p-l) + (р- 1)g- e-i<>p- d- e-i<>p)(g+ )- 1 
р-1 р-1 О,р-1 р-1 О,р ' 

н - (ь+ i(<>p-<>p+!) ( + 1) - -iap ь- -iap)( + )-1 
р+1 - р+1 е - Р 9о,р+1 е - r+1 е 9о,р · 

Выявленный нами параметрический механизм усиления поля 

в одномерном резонаторе в спектральном отношении сводился к 

возбуждению все более высоких гармоник при взаимодействии 

поля с колеблющейся стенкой. Легко показать, что для низко­

частотной части спектра в сферическом резонаторе подобный 

механизм не действует. В силу принципа суперпозиции доста­

точно рассмотреть случай, когда в начальный момент времени 

была возбуждена только одна гармоника с номером р: 

- { 1 A(O,s) = О 
при s = р, 
при s-:/; р, 

и выяснить степень параметрического усиления ее ближайших 

соседей по спектру. По крайней мере, при значениях k, малых 
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по сравнению с (301
, \A(k,p)J ~ Jj\(k, s)J для s =/= р и естественно 

воспользоваться методом последовательных приближений. То­

гда имеем 

(5.101)) 

A-(k l) ~ (3 Н 1- exp[k(iap±l- iap + 2wp±l- 2wp)] 
'р ± - о p±l 2 . . х 

2wp - Wp±l + zap - zap+l 

х exp(-2wp±lk). 

Вторая из выписанных формул показывает, что при выполне­

нии условия Wp < (30 (необходимого для раскачки колебаний в 
резонаторе) максимально Достижимое относительное значение 
амплитуд гармоник спектра, соседних с первоначально возбу­

жденной, равно 

\
A(k,p± 1) \ ~ f3oJHp±ll (5.102а) 

A(k,p) - Jap- Oop±ll. 

Модуль JH,J ~ 1 при s ~ 1, а при s ~ 1 JH,J ~ s. для разности 
Jap- ap+ll может быть использована приближенная оценка 

хорошо согласующаяся с действительностью nри любых значе­

ниях р > 1. В результате (5.102а) nринимает вид 

I A(~,p± 1) \ ~ f3орз1Г. 
A(k,p) 

(5.102Ь) 

Итак, если номера гармоник удовлетворяют неравенству 

(5.103) 

то возбуждение практически не передается от одной спектраль­

ной линии к другой; при этом метод nоследовательных прибли­

жений и вытекающие из него формулы (5.101) справедливы при 
любых значениях k. 

Очевидно, что в низкочастотной части спектра, определя­

емой условием (5.103), невозможна параметрическая раскач­
ка поля в рассматриваемом резонаторе. С формальной точ­

ки зрения ато вызвано слишком большим значением разности 
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(ap+l - ар), что, в свою очередь, объясняется некратностью 
со-бственных частот "-'р сферического резонатора- см. (5.98). 
Разность 

стремится к "-' с ростом р, но в низкочастотной области, описы­
ваемой (5.103), ее отличие от"-' остается значимым. 

Физически неэквидистантность собственных частот сфериче­

ского резонатора связана с дифракционными эффектами, вызы­

вающими в области низких частот заметные отклонения от за­

конов геометрической оnтики. В частности, по концепции спи­

ральных волн Бреммера (см. [110]) нормали к фазовым фронтам 
поля в сферическом резонаторе (лучи) оказываются не прямы­
ми, а спиральными линиями. Степень закрученности спирали 

возрастает с понижением частоты; nри "-' -+ оо сnираль выnря­

мляется в обычный луч. В дальнейшем мы будем называть 

ослабление связи между гармониками в сферическом резонато­

ре с колеблющейся границей, имеющее место в диапа.зоне ча­

стqт (5.103), дuфpa~o:v,uouuы.лt рассоzласоваиием. 
От:.Iетим, что в области низких частот возможен принциnи­

ально иной тип параметрического взаимодействия границы ре­

зонатора с nолем. Действительно, ecJJи частоту колебания гра­

ницы"-' выбрать из условия 

"-' = "-'Ор + "-'Os, 

то два собственных колебания резонатора с частотами "-'ар и 

"-'os окажутся аффективно взаимодействующими. При атом все 
остальные связи между собственными колебаниями из-за не­

аквидистантности частот спектра будут по-прежнему выраже­

ны слабо. Очевидно, что в таком режиме в резонаторе можно 

осуществить преобразование частоты и поставить вопрос о па­

раметрической раскачке колебаний с частотами "-'ар и "-'Os. Ана­

лиз подобного "трехчастотноrо" взаимодействия мы проведем 

отдельно. 

Процессы в высокочастотной области спектра. Если не­

равенство (5.103) не имеет места, то можно в качестве дополни­
тельного большого параметра использовать номер гармоники р. 

Нетрудно при атом показать, что в формуле основного закона 

преобразования спектра (5.10la) при проведении расчета с точ­
ностью до членов порядка 1/р из всех сумм следует удержать 
только первую в правой части; тогда вместо (5.101а) получим 
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00 

A (k+l)g+ - "'""" A(k) 2р - J [{3 ( )] р р - L..-J s --g, p-s О Р + S . 
s:::-oo р + 8 

(5.104) 

Суммирование формально ведется: по-прежнему в беснонечных 

пределах, ибо в ря:ду (5.104) существенно только небольтое чи­
сло членов с номерами s ~ р. Параметры gi; в приня:том при­
ближении (/р/ ~ 1) равны: 

Введем вспомогательную функцию 

подобранную таким образом, что в идеальном резонаторе с не­

подвижной границей B(k, р) не зависит от k. Поскольку в обла­
сти высоких частот компоненты ;электромагнитного поля про­

порциональны вторым производным вспомогательной функции 

Ф(~) в (5.90), то B(k, р) с точностью до фазовых множителей со­
впадает со спектром комnонент поля. Формула (5.104) в терми­
нах функции В( k, р) принимает вид 

( 
2k + 1) B(k+ l,p)(l+wr)exp -i--.­

т.р 

~ 2р ( .2k+ 1) = L..-J B(k, s)(l- w.)-- Х ехр -1-- Jp-s[fJo(p + s)]. 
р + S Т.S 

s::::::-oo 

(5.105) 

Выписанное соотношение во многом напоминает закон пре­

образования: спектра в одномерном резонаторе- см. (5.36), от­
личаясь от него наличием ;экспоненциальных сомножителей. В 

одномерном параметрическом резонаторе наиболее аффективно 

усиливались начальные поля типа 6-функции, которым отвеча­

ет равномерное распределение по спектру В(О, р) = 1. При атом 
соответствующая функция В( k, р) оставалась медленно меняю­
щейся функцией обеих переменных и при k > О. Естественно 

сделать аналогичное предположение и для сферического резо­

натора. 
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Вводя в сумме (5.105) новый индекс суммирования: n = р- s 
и замечая, что основной вклад в значение суммы вносят слага­

емые с малыми значениями n ( ~ р), запишем, что для решения 
интересующего нас типа 

дВ(k,р) 
B(k,p+n)~B(k,p)+n др, 

2k + 1 
!(k,p) = -?-. 

7rp-

Пусть поверхностный импеданс- медленно меняющаяся 

функция частоты (wp+n ~ wp) и мал по сравнению с единицей. 
Тогда 

00 

B(k + 1, р) ~ (1- 2wp)B(k, р) L ln(2f3op)e""'in-y-
n=-oo 

_ дВ(k,р) ~ J (2 (.1 ) -in-y 
д ~ n n I'OP е . 
р n=-oo 

Используя известные равенства из теории бесселевых функций 

[106]: 
00 L:: ln(z)einф = eizsin.P, 

n=-oo 
00 

L nJп ( z )еiпф = z cos 1/Jeiz sin ф 
n=-oo 

и заменив B(k + 1,р)- B(k,p) на дB(k,p)jдk, приходим к сле­
дующему уравнению в частных производных для спектральной 

функции B(k,p): 

~~ = { - 1 + (1- 2wp) exp(-2ipf30 sin 1)} В-

- 2pf30 cos 1 ехр( -2ipf30 sin 1) ~:. (5.106) 

Если ввести в рассмотрение характеристические линии, опре­

деленные дифференциальным уравнением 

др 2k + 1 ( . . 2k + 1) 
дk = 2pf3o cos ~ ехр - 2zpf30 sш ~ , (5.107) 

то уравнение (5.106) описывает изменение функции B(k, р) вдоль 
характеристик. Заметим, что уравнение для функции B(k,p) 
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было получено не при условии р ;;::: /з~l/З, определяющем гра­
ницу низкочастотного диапазона, а при более мягком требова­

нии р ~ 1. Это позволяет с помощью метода характеристик 

исследовать ~шолюцию спектра и при относительно небольших 

номерах гармоник р. 

По сравнению с одномерным резонатором уравнение для ха­

рактеристик существенно усложнилось, в нем не разделяются 

переменвые и появляется комплексность. Поатому процессы 

следует рассматривать как протекающие на комплексной плос­

кости безразмерной частоты р, и, в частности, начальное рас­

пределение В(О,р) аналитически продолжить с вещественной 
оси в комплексную область. Впрочем, в тех ситуациях, кото­

рые представляют физический интерес, комплексность уравне­

ния (5.107) не скажется. 
Прежде всего, если pf30 ~ 1, то акспонента в уравнении для 

характеристик представляется хорошо сходящимся рядом, и 

уже второй член в атом разложении должен быть опущен, ибо 

анализируются аффекты, линейные по (30 . Для атого интервала 

частот следует пользоваться уравнением 

др 2k + 1 
дk = 2pf30 cos --;рг· (5.108) 

При не очень больших р правая часть уравнения осциллирует 

с ростом безразмерного вреМени k; характеристики при атом не 
выходят из области сравнительно низкочастотных значений р; 

переноса возбуждения по спектру в высокочастотную область 

при атом в среднем нет. Механизм параметрической генерации 

заработает, если всюду на характеристике будет выполняться 

условие dpjdk >О. А ато может быть обеспечено опережающим 
ростом величины р на характеристике по сравнению с k. Для 
атого требуется, чтобы всюду на характеристике 

2k + 1 1 
--2-~ . 
1Гр 

(5.109) 

Тогда уравнение (5.108) близко к таковому для одномерного ре­
зонатора, и можно пользоваться уже известным уравнением для 

характеристик: 

р = Ро ехр (2f3ok). (5.110) 

Максимум величины (5.109) на характеристике (5.110) дости­
гается при k/30 ~ 1; по порядку величины он равен (f30p2 )- 1 • 
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Отсюда ясно, что в области спектра, которую мы будем назы­

вать выco'll:o'Чacmomuoil, 

Ро ~ fЗ;; 112
, 

т.е. неравенство (5.109) справедливо при любых k. 
Следовательно, начиная с этих частот возможно эффектив­

ное параметрическое усиление поля в сферическом резонаторе 

и влияние дифракционного рассогласования оказывается пре­

одоленным. 

Заметим, что экспонента ехр [-2ipf30 sin(2k+ 1) j ( 1rp2 )] на харак­
теристиках оказывается весьма близкой к единице и для интер­

вала частот, где рfЗо ~ 1, в рассмотрении комплексных харак­
теристик необходимости не возникает. Эта процедура дала бы 

неправомочно малую поправку к имеющейся формуле. 

Изменение спектральной функции В( k, р) в высокочастотной 
области описывается интегралами вдоль характеристик: 

B(k,p) = В(О,р)ехр{ -21k [w(p')+ip'f30 sin 
2~p~ 1 ]dk'}, (5.111) 

где p'(k') задано соотношением: (5.110). 
В отличие от одномерного случая на характеристиках возни­

кают дополнительныенебольшие фазовые сдвиги. Впрочем, они 

не могут нарушить первоначально заданной плавности функции 

В( О, р0 ). В остальном отличий от разобранной ранее ситуации 

не имеется. Поатому можно утверждать, что склонное при ма­

лых временах к параметрическому усилению поле с ПJiавным 

спектром: увеличивает свою энергию и при любых k, если толь­
ко выполнено неравенство, обеспечивающее преобладание па­

раметрической подкачки над потерями: 

fЗо > wp. 

Последнее неравенство должно иметь место в диапазоне частот, 

описываемом (5.110), в котором дифракционное рассогласование 
уже не в состоянии помешать процессу параметрической гене­

рации. 

Учет высокочастотных потерь ограничивает спектр сигнала, 

генерируемого в сферическом резонаторе, точно так же, как в 

резонаторе одномерном. Если, как и ранее, считать, что они 

обусловлены большой, но конечной проводимостью стенок, то 

спектр сигнала должен простираться примерно от нижней гра­

ницы ВЫСОКОЧаСТОТНОГО диапазона (р = rз-l/ 2 ) ДО ЧаСТОТ ПОрЯДКа 
(З'Др<7, где согласно формуле (5.52) р<7 = 7Г 2 иао/(J1с). 
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Е 

1 

Рис. 5.i. 

Оценка (но не более) временной формы подобного сигнала 
может быть получена путем вычитания сигнала со спектром от 

О до {З~l/'J из сигнала со спектром от О до f36Ри· Аппроксима­
цией отдельных слагаемых может служить полученная нами в 

§5.2 формула для установившегася сигнала в одномерном ре­
зонаторе (5.48). Используя ее, получим, что функция Е(т) на 

интервале -ао/с < т< aofc описывается как 

с .сш. !!!.<. 
Е(т) ~ r.;:(VТOJe- r -JТО2е- r ), при О< т< a0 jc, (5.112) 

ТуТ 

и равна нулю при -aofc <т< О. ЗдесьС--некоторая постоян­
ная, определенная начальными условиями, кроме того введены 

два характерных временных масштаба: 

ао 1 
ToJ =- 4 {32 , 

с 7r оРи 

al/2 
ао fJO 

то2 = -;; 4 71" , 

отвечаюших соответственно верхней и нижней частоте диапазо­

на параметрической генерации. Функция Е( r)- двухполярный 
импульс, локализованный в положительной части интервала. 

Качественно его вид представлен на рис. 5.7. 
Надо заметить, что в сферическом резонаторе из-за неуча­

стия в процессе генерации частот, близких к нулю, не осуще­

ствим установившийся режим. Последний в одномерном резо­

наторе принципиально был обусловлен отсутствием потерь на 

нулевой частоте (постоянная составляющая сигнала не затуха-
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о 
-1/З 

f3o 

Рис. 5.8. 

fi1/2 
tJo . 

р 

л а). В спектре функции Е( r) 8ТОЙ составляющей нет. П о8тому 
с течением времени из-за потерь 8Нергии E(r) ослабляется. 

Параметрический генератор на базе сферического резонато­

ра предпочтительно использовать в нестационарном режиме. В 

начальный момент времени в резонаторе желательно возбудить 

колебания с частотами порядка 1/ro2; а затем спустя некоторое 
время, требуемое для распространения волны возбуждения по 

спектру до частот порядка l/ro1,* воспользоваться высокоча­
стотным импульсом описанн.ого типа. 

Общие закономерности параметрической генерации в 
объемных резонаторах. Все предыдущие результаты данного 

параграфа относились к частному случаю ТМ-колебаний ди­

польного типа в сферическом резонаторе с переменным радиу­

сом. Однако в качественном отношении они могут быть перене­

сены на иные виды колебаний и на резонаторы другой формы. 

Наш основной вывод состоял в том, что в спектре поля выде­

ляются две крайние области: 

1) низкие частоты, где из-за дифракционного рассогласова­
ния параметрическое взаимодействие между гармониками ма­

ло; 

2) высокие частоты, где механизм параметрического усиле­
ния работает беспрепятственно. ' 
Ход характеристик системы уравнений (5.102) таков, что в 

первой области они мало отличаются от прямых (р = coпst), а 

*Можно nока.за.ть, что ато время nорядка. (a0 fc)(pиff3o)ln(3~12 • 
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во второй они приближаются к акспо'tlентам (р = р0 ехр(2,80 k))­
см. рис. 5.8. Критерии, выделяющие эти области спектра, дан­
ные нами в формулах (5.103) и (5.111), можно записать и иначе, 
связав их со спектральной неаквидистантностью собственных 

колебаний резонатора. 

Как следует из (5.98), расстояние между двумя ближайшими 
собственными частотами ТМ-колебаний дипольнаго типа при­

ближенно равно 

7rC 
(5.113) UJ= 

В низкочастотной области неэквидистантная добавка в 

(5.113) tlwp = w/(rr2p 2 ) достаточно велика для того, чтобы за 
характерноевремяпроявленияпараметрическихаффектов,рав­

ное т = a0 j(c,80p), между разностной частотой wp+l - wp и ча­
стотой w возникли сильные биения. :Это условие может быть 

записано так: 

(5.114) 

что после учета обозначений для колебаний рассмотренного ти­

па сводится к критерию (5.103). В высокочастотной области, 

где возмущения спектра распространяются по характеристикам 

(5.110), максимальное значение фазы "рассогласования'' 

(5.115) 

должно быть малым по сравнению с единицей при любых значе­

ниях k (т.е. при всех временах). :Это неравенство равносильно в 
проанализированном случае критерию (5.111). Условия (5.114) 
и (5.115) носят общий характер и базируются на ясных спек­
тральных соображениях. Ими можно пользоваться для колеба­

ний других типов в сферическом резонаторе и для параметри­

ческих процессов в резонаторах иной формы. 

Рассмотрим, к примеру, резонатор прямоугольной формы с 

размерами граней а, Ь и d. Пусть Ь и d фиксированы, а длина 
резонатора в направлении оси х меняется по закону тиnа (5.91), 
причем частота колебаний стенки w = rrcja0 , т.е. имеет место 
точный синхронизм. Собственные частоты идеального резона­

тора снеподвижной стенкой даются формулой [107J 
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где т, l, п-целые числа. Поперечное к оси х сечение резонато­
ра, при вибрации выбранного типа не меняется и поэтому коле­

бания, отвечающие разным значениям индексов п и l, остаются 
невзаимодействующими (подобно колебаниям с разной угловой 

зависимостью в сферическом резонаторе). Зафиксировав числа 
по и lo, т.е. поперечную структуру поля в резонаторе, мы убе­

ждаемся, что аквидистантность частот в бесконечном наборе 

собственных частот Wm,no,lo начинает nроявляться только nри 

т ~(по+ lo). При атом сnраведлива приближенная формула 
для разности соседних частот: 

L\wm = 2~12 { Соьпо) 2 + (а~ о) 2}. 

Используя критерии (5.114) и (5.115), убеждаемся, что в пря­
моугольном резонаторе низкочас-rотна.я. обла.с-1ъ для колебаний 

рассматриваемого типа определяется неравенством 

f]-1/3 з (aono) 2 (aolo)2 
m<if;. о -ь- + d ' (5.116) 

а для высокочастотной области имеет место соотношение 

т~ f]-; 1
;

2 (ао;о) 
2 
+ (а~0 ) 

2 
(5.117) 

При переходе к анализу колебаний с большими поперечными 

индексами n0 и 10 размеры низкочастотной области расширяют­

ся. Параметрическое усиление с переносом анергии по спектру 

для прямоугольного резонатора имеет место только в диапазо­

не частот (5.117) и то, если выполняется условие преобладания 
параметрических аффектов над потерями, которое в общем слу­

чае может быть записано только в виде грубого неравенства 

j30 ~ wp. Зато в низкочастотной области спектра (5.116) воз­
можно осуществление параметрического взаимодействия между 

любой парой собственных частот, практически без возбуждения 

колебаний других типов. 
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§5.6. Трехчастотное взаимодействие 
в сферическом резонаторе с переменным радиусом 

В предыдущем параграфе мы обратили внимание на то, что в 

низкочастотной области спектра, где номера гармоник (р) удо­
влетворяют неравенству 

(5.118) 

неэквидистантность собственных частот Wop в сферическом ре­

зонаторе выражена достаточно сильно. При этом собственные 

колебания не могут быть охвачены единым процессом параме­

трической генерации. Однако можно всегда подобрать часто­

ту вибрации границы резонатора, чтобы осуществлялась эф­

фективная параметрическая связь между конечным числом соб­

ственных частот. 

Наиболее типичным является так называемое трехчастотное 

взаимодействие, когда параметрические процессы эффективны 

только для какой-либо пары собственных колебаний сфериче­

ского резонатора. Именно такой режим мы и будем сейчас ана­

лизировать. С математической точки зрения расчет трехча­

стотного взаимодействия несравненно проще, чем расчет ситуа­

ций, рассмотренных в предыдущих параграфах. Нет недостатка 

и в физических аналогах. Очевидно сходство с проблемой рас­

пространения в параметрической среде двух электромагнитных 

волн в условиях точного (или почти точного) их синхронизма с 

волной накачки [13]. 
Перейдем к постановке задачи. По-прежнему будем анали­

зировать дипольвые ТМ-колебания в сферическом резонаторе, 

радиус которого меняется со временем по закону 

a(t) = ао + Ьо sin wзt, 

где частота вибрации границы (wз) выбрана так, что она почти 
совпадает с суммой или разностью двух собственных частот 

идеального резонатора с постоянным радиусом, номера кото­

рых (Pl > Р2) лежат в интервале значений, удовлетворяющих 
неравенству (5.118): 

(5.119) 

(для краткости запись индексов у собственных частот Wop упро­

щена.) Величина расстройки считается относительно малой; во 

всяком случае 1111 ~ w = 1rcja0 , дальнейшие уточнения отложим 
на конец параграфа. 
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Скорости колебания границы будем считать нерелятивист­

скими: 

f3o = I.Vзbo/c ~ 1. 

С.{{елаем еще одно непринципиальное допущение, а именно: бу­

дем считать, что не рассматриваются гармоники нескольких 

первых номеров. Тогда в нашем распоря:~t<ении будут большие 

параметры: 

при k = 1, 2, 

использование которых несколько упростит вид дальнейших 

формул. Для описания электромагнитных полей по-прежнему 

привлекаем вспомогательную функцию Ф(~); ее связь с вектора­
ми Е и Н была установлена формулами (5.77) и (5.78). Функция 
Ф(~) согласно общей схеме метода удовлетворяет дифференци­
ально- разностному уравнению 

(
1 + w)Ф"(t + ~)- (1 + w)Ф'(t + ~) + ~Ф(t + ~) 

с2 с са с а 2 с 

(
1

-., w)Ф"(t- ~) + (1
- w)Ф'(t- ~) + ~Ф(t- ~). (5.120) 

с- с са с а- с 

Здесь a(t)- переменный радиус резонатора, а w = wo+f3o cos I.Vзt, 
г де ш0 - поверхностный импеданс для неподвижной стенки ре­

зонатора; его величина в рассматриваемом интервале частот 

считается малой вещественной постоянной: w 0 ~ 1. Учет дис­
персии потерь нетрудно было бы осуществить способом, неод­

нократно применявшимен в предыдущих параграфах. Будем ис­

кать решение основного уравнения (5.120) в виде 

Ф(О= L {Ck(~)e-iwkE+Ck(~)eiwk€}+0(f3o), (5.121) 
k=1,2 

предполагая преобладание в поле двух рассматриваемых гар­

моник с частотами I.V 1 и I.V2 . Их амплитуды (Ck), вообще гово­
ря, меняются со временем. Структура решения, предложенная 

формулой (5.121), в начальные моменты времени может быть 
обеспечена надлежащим выбором начальных условий. Как упо­

миналось в §5.4, функция Ф(О должна быть задана в интервале 
-aofc < ~ < aofc. Сохранение структуры решения (5.121) при 
больших временах мы можем проверить после его построения. 

В силу малости потерь и нерелятивистского характера дви­

жения границы естественно ожидать медленности изменения ам­

плитудных функций Ck(0 за время порядка a0 fc (и тем более за 

268 



времена порядка 1/I.J.)k)· Допустим, что действительно имеют 
место неравенства 

1 

дm+lck(~) ао 1 1 дmck(~) 1 
д~m+l С ~ д~m (5.122а) 

(т-целое неотрицательное число). Тогда к решению (5.120) 
можно применить хорошо известный метод медленно меняющих­

ел амплитуд. Мы будем использовать его в форме, обычной при 

рассмотрении проблемы усиления двух алектромагнитных волн 

в среде с бегущей волной параметра [13]. 
Не останавливаясь детально на промежуточных расчетах, 

укажем только на узловые моменты преобразований уравнения 

(5.120). Точность расчетов до членов первого порядка малости 
обеспечивают следующие разложения: 

ехр ( ± ii.J.)k ~) ~ ехр ( ± ii.J.)k :о) ( 1 ± I.J.)kcbo sin I.J.)3t), 

а-• ~ а0 8 (1- s ~: sini.J.)зt) при s = 1, 2. 

К членам основного порядка, как обычно, относятся слагае­

мые, не содержащие в качестве сомножителей малых параме­

тров w0 , (30 и производных от амплитудных множителей Ck. При 
атом с физической точки зрения не учитываются потери в стен­

ках резонатора и движение его границы. Так как акспоненты 

exp(±ii.J.)k~), входящие в решение (5.121), удовлетворяют урав­
нению (5.120) в атих идеальных условиях, то очевидно, что все 
члены основного порядка взаимно уничтожаются (расчеты, под­
тверждающие атот факт, мы опускаем). 

При удержании величин первого порядка малости надо учи­

тывать слагаемые, пропорциональные первой степени параме­

тров w 0 и (30 или содержащие первые производные амплитудных 

функций Ck(t). 
При атом уравнение (5.120) переписываем так: 

- 2:: I.J.)~ [ ( wa + fЗо cosi.J.)зt- i::rзo sini.J.)зt)Cke-iwkt-iwkaofc+ 
k=1,2 

+ ( Wo + fЗо cos I.J.)зt + i:: fЗо sin I.J.)зt) CZ eiшkt+iwk а о/ с+ 
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+ ао dCk e-iw•t-iw.a0 fc + ао dCk eiw•t+iw•aofc] = 
с dt с dt 

L w~ [ ( wo + fЗо coswзt- i~:f30 siпwзt)Cke-iw•t+iw•ao/c+ 
k=1,2 

+ (wo + fЗо coswзt + iWk fЗо siпwзt) Ckeiw.t-iw•ao/c+ 
wз 

+ ао dCk e-iw•t+iw•ao/c + ао dCk eiw•t-iw•ao/c]. (5.123) 
с dt с dt 

Ради большей компактности записи в ковффициентах втого урав­

нения удержаны только главные члены по вспомогательному 

большому параметру (5.121). В частности, учтено, что b0 fa 0 ~ 

fЗо = wзЬо/ с. далее представим siпwзt и cos wзt вкспоненциальны­
ми слагаемыми, учтем формулу связи между частотами (5.119) и 
остановимся для определенности на более интересном случае, 

когда -частота 'ICO.IIeбaниii границы w 3 по-чти равна су.лt.лtе соб­

ственных 'tастот (w1 и w2). Выделим в правой и левой частях 
уравнения (5.123) слагаемые, .содержашие быстро осциллирую­
шие сомножители exp(±iwkt), и согласно схеме метода медленно 
меняющихся амплитуд приравняем ковффициенты при них. В 

результате мы придем к следующей системе укороченных урав­

нений относительно амплитуд Ck: 

dC1 с С (Зое -int w~ cos (w1ao/c) С* 0 -- + wo- 1 + --е -- 2 = , 
dt ао 2ао WJWз cos (w2ao/c) 

dC; с С* fЗос +Шt wi cos (w2ao/c)C 
0 -- + wo- 2 + --е -- J = , 

dt ао 2ао w2wз cos (w1ao/c) 

dC2 с С !Зае -IO.t wi cos (w2ao/ с) С* 
0 -- + Wo- 2 + --е -- 1 = , 

dt ао 2ао w2wз cos (w1ao/c) 

dCi с С* fЗос +Шt w~ cos (w1ao/c) С _ 0 -- + wo- 1 + -е -- 2 - . 
dt ао 2ао WJWз cos (w2ao/c) 

(5.124) 

Амплитудные функции С1 и С2, Ci и С2 оказались попарно свя­
занными. Сделаем замену: 

(5.125) 
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явно учитывающую затухание колебаний вследствие потерь в 
стенках. Для функций Ak(t) из системы (5.124) ветрудно по­
лучить дифференциальные уравнения 2-го порядка, причем для 

At(t) и A2 (t) они оказываются совершенно идентичными: 

d
2
Ak + ;.пdAk _ /36 WtW2 (~) 2Ak =О k 1 2 •. а при • = , . 

dt 2 dt 4 wз ао 
(5.126) 

Решения (5.126) имеют вид 

(5.127) 

где S;- произвольвые константы, а о: 1 и о: 2 -корни характери­
стического уравнения, 

.П 
O:t 2 = -1- ± 

' 2 
_ fl

2 + /36 WtW2 (~) 2 

4 4 wз ао 
(5.128) 

При достаточно малой частотной расстройке П корень о: 1 име­
ет положительную вещественную часть и первое из решений 

(5.127) растет во времени; если атот рост пересилива.ет зату­
хание колебаний вследствие неидеальности границ (5.125), то 
имеет место параметрическая генерация на. ча.s:тота.х w1 и w2. 
Условие ее существования сводится к не равенству 

(5.129) 

Величина. wз/ Jw1w2 по порядку близка. к единице; для собствен­
ных частот с номерами р1 ~ р2 ~ 1 ато отношение стремится 
к 2. Так что не существует каких-либо преимуществ для пара­
метрической раскачки частот определенного номера. Даже при 

П = О условие, обеспечивающее трехчастотный режим параме­
трической раскачки, является несколько более жестким неже­

ли неравенство /30 ~ w0 (5.112), выполнение которого необхо­
димо для процесса параметрической генерации сигналов типа 

Б-функций в высокочастотной области спектра.. Впрочем, если 

учесть дисперсию величины w 0 , то может оказаться, что нера­

венство (5.129) имеет место, а. (5.112) нет. 

271 



о 

Рис. 5.9. 

При отсутствии частотной расстройки колебания на часто­

тах '-<.lt и '-<.12 являются акспоненциально нарастающими во време­

ни. Если же П #- О, то их рост сопровождается биениями с часто­

той П/2. допустимая расстройка Пmах, при которой еще имеет 
место параметрическая генерация, невелика. Отношение Птах к 

w = 1rc/ao (ата величина служит в силу (5.113) оценкой расстоя­
ния между ближайшими собственными частотами wop)- малая 
величина порядка JЗо: 

1 
(5.130) 

Область nараметрической генерации на плоскости (Q, fЗо) для 
фиксированного значения w 0 на рис. 5.9 заштрихована. 

Заметим, что частоты '-<.11 и '-<.12 ничто не мешает нам считать во 

всем предшествующем анализе совпадающими. Тогда частота 

вибрации границы '-<.lз = 2'-Vt + n, и трехчастотный режим па­
раметрической генерации переходит в режим деления частоты, 

когда в резонаторе раскачивается единственное собственное ко­

лебание с частотой, примерно равной половине w3 . 

Более общая ситуация для параметрической раскачки возни­

кает тогда, когда частота собственных колебаний стенки почти 

равна сумме не двух, а большего числа собственных частот: 

'-<.lt + '-<.12 + · · · + (wn + П). Но условия возбуждения п-частотной 
параметрической генерации значительно более тяжелые, чем в 

случае двухчастотного взаимодействия. Грубо говоря, ато аф­

фекты порядка ;З~- 1 . Поетому мы ограничимся только случаем 
n = 2. 
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Мы провели исследование амплитудных функций в ситуации, 

когда wз ~ "-'1 + "-'2· Если же 'Частота -х;олебаиий границы близ­
~~:а -х; разиости двух собствеииых 'Частот, то, используя ту же 

схему рассуждений, мы получили бы вместо уравнений (5.126) 
соотношения 

d
2
Ak T!dA.k /36"-'1"-'2(5_) 2 А.=О 

dt 2 + z dt + 4 w3 а 0 k ' 

Ck = Ake-wactfao при k = 1, 2. 

Даже при отсутствии частотной расстройки мы не имеем нара­

стающих решений, так как корни С\'; характеристического урав­

нения оказываются чисто мнимыми. Наличие параметрической 

связи приводит при атом к биениям между двумя затухающими 

из-за потерь собственными колебаниями. Частоты биений (как 
нетру дно по казать) 

Q 
rlь = -± 

2 ( ~)2 + ;30 (5_)2"-'1~2. 
2 4 ао "-'3 

В теории параметрических систем и сред хорошо известно, 

что для процесса пара:-.1етрической генерации частота измене­

ния параметра должна быть больше частот возбуждаемых ко­

лебаний. Это правило является особенно ясным при квантовой 

трактовке. Стимулированное деление !iwз __, nw1 + !iw2 квантов 

накачки с частотой w3 (в нашем случае фононов) приводит к 

неограниченному росту числа квантов алектромагнитного по­

ля на частотах w1 и w2 . Если же w3 = "-'2 - "-'1, то комбина­

ции nw2 - liwз +-> nwl не приводят к увеличению общего числа 

квантов на частотах w1 и w2 . Трехчастотное взаимодействие 

в параметрическом сферическом резонаторе лишний раз иллю­

стрирует упомянутое правило. 

В заключение данного параграфа остановимся на некоторых 

предположениях, сделанных в его начальной части. Во-первых, 

неравенство (5.122а) действительно имеет место. Из формул 
(5.125) и (5.128) следует, что в области, интересной с точки зре­
ния параметрической генерации, 

(5.122Ь) 

Несколько менее очевидным являлось утверждение о том, что 

решение сохраняет структуру (5.121) при любых временах. По 
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существу, нами предполагалось, что процесс параметрической 

генерации не может затронуть никакую другую пару частот, 

кроме выбранной. Покажем теперь, что это так. Рассмотрим 

на оси частот, кроме выделенной пары частот с номерами Pl 
и р2 , ·две другие, номера которых Pl и pz выбраны так, чтобы 
суммы частот были близкими: 

(5.131) 

При атом можно ожидать, что колебания границы с частотой 

w 3 ::::- w 1 + w 2 могут вызвать параметрическое нарастание коле­

баний и на частотах w1 и w2 . Воспользуемся формулой (5.98) 
для собственной частоты сферического резонатора: 

Wop ::::- pw ( 1 - 1r;p2 ), 
С7Г 

w=-, 
а о 

(5.132) 

второе слагаемое в скобках описывает аффект неэквидистант­

ности собственных частот в спектре сферического резонатора. 

для спектра (5.132) наилучшее выполнение при;о,1ерпого равен­
ства (5.131) мы получим, выбрав Pl = Pl + 1, а Р2 = pz- 1. Если 
условия параметрической генерации на частотах w1 и w2 выпол­

нены, то 

(5.133) 

где lr21 < f3ow/1Г в силу оценки (5.130) ДЛЯ nтах· Частоту коле­
баний границы (5.133) можно также переписать в виде 

(5.134) 

для расстройки Q (по отношению к паре частот Cl 1 и w2 ) из (5.125) 
- (5.127) легко получить выражение 

Второеслагаемоездесь обусловленодополнительнойрасстрой­

кой из-за неэквидистантности частот в спектре резонатора. Па­

раметрическая генерация на частотах w1 и w 2 заведомо невоз­

можна, если 1?21 > fЗow / 7Г или если 
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1ГР1 (Pt + 1 )pz(pz - 1) 

(5.135) 



Поскольку рассматриваются номера р ::» 1, то минимальное 
значение левой части последнего неравенства соответствует 

Р1 = Р2 + 1. Тогда вместо (5.135) имеем: 

2 
- 3 > fЗа. 
1Гр 

Вспомним, что низкочастотная часть спектра в резонаторе, 

для которой мы вели анализ в данном параграфе, была опреде-

ленанеравенством (5.118) р ~ {3~1/3 . Следовательно, в атой 
области спектра осуществление пара.метри'Чес~еоii генерации на 

'/i:ax:oil-лuбo паре собственных 'Частот сферичес'К:ого резонатора 

Hf приводит '/i: за.метно.му возбуждению !Са'К:их-либо других соб­
ственных "t.:олебаний и предположение (5.121) соответствует дей­
ствительному положению вещей. Возбуждение в режиме трех­

частотного взаимодействия только двух узких областей спектра 

поля означает, что условие параметрической раскачки (5.129) 
может быть выполнено только на частотах t..~ 1 и t..~2 . Это, в прин­

ципе, открывает возможность использования граничных поверх­

ностей с резко выраженным минимумом потерь на упомянутых 

частотах. 
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Приложение 

РАЗЛОЖЕНИЕ ПОЛЕЙ 
ПО НЕСТАЦИОНАРНЫМ СФЕРИЧЕСКИМ 

(ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ) ВОЛНАМ 

Общеизвестна схема решения дифракционных задач методом 

разделения переменных. При атом волновое поле по существу 

подвергается спектральному анализу по времени. Однако не 

всегда предположение о монохроматичности источников поля 

упрощает решение задачи. В качестве примера укажем дифрак­

цию волн на сфере с меняющимся во времени радиусом. Стан­

дартная схема разделения переменных нуждается в атом случае 

в модификации, излагаемой далее. 

Основные соотношения. Рассмотрим скалярное поле u(r, t), 
подчиняющееся однородному волновому уравнению 

(П.l) 

где с- скорость распространения волн, предполагаемая посто­

янной. В трехмерном случае можно представить поле в виде 

ряда по сферическим угловым функциям Yn ( (;1, <р): 

00 

u(r, О, <р, t) = 2: Un(1', t)Yn(O, <р), (П.2а) 

n=O 

а в двумерном-в виде рядов по акспонентам У.п('Р) = ехр (im<p): 

00 

u(p, <р, t) = 2: Um(1', t)Ym('f'). (П.2Ь) 

m=O 

Угловые функции образуют полную и ортогональную систе­

му и подчиняются уравнениям 

V}y;, + п(п + l)Yn =О, 
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где V'J_ -угловая часть оператора Лапласа [112, т.2]. Коаффи­
циенты в рядах (П.2), в свою очередь, удовлетворяют уравне­

ниям 

Mn {ttп(r, t)} =О, Mm { Um(r, t)} =О, (П.З) 

где для краткости введены следующие обозначения операторов: 

М = !!:_ + ~ !__ _ (n + 1)n _ ]:_ ~ 
n - д1· 2 r дr r 2 с2 дt2 ' 

д2 1 д m2 1 д2 

М т = др2 + Р др - р2 - с2 дt2. 
Обычно делаемое предположение о монохроматичности процес­

са сводит (П.З) к уравнению для функций Бесселя. Но для на­

ших целей удобнее использовать некоторый вспомогательный 

дифференциальный оператор Lk. (k = т, n), удовлетворяющий 
коммутативному соотношению 

(П.4) 

где О -одномерный волновой оператор по радиальной коорди­

нате, 

д2 1 д2 

D = дr2 - с2 дt2. 
Если такой оператор Lk существует, то заменой Uk = Lk{11k} 
мы сводим задачу интегрирования уравнения (П.З) к решению 
одномерного волнового уравнения 

Dvk=fk, (П.5а) 

где fk- общее решение однородного уравнения 

Lk{!k} =О. (П.5Ь) 

Далее мы увидим, что оператор Lk существует, оказывается не 
очень сложным и, что важно, действует только по радиальной 

координате. Поатому возникающие вспомогательные уравне­

ния (П.5Ь) будут обыкновенными дифференциальными уравне­

ниями или их интегральными аналогами. 

Подробно мы остановимся на более интересном трехмерном 

случае; результаты для плоской задачи будут лишь упомянуты. 

Оператор Ln и его свойства. Прежде всего покажем, что в 

трехмерном случае дифференциальный оператор, имеющий вид 

- n an 1 
Ln- r ----, 

(rдr)n 1· 
(П.б) 
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действительно удовлетворяет требованию (П.4). ото удобно 
сделать с помощью метода математической индукции. Посколь­

ку для любой функции F имеет место равенство 

{ ::2 + ~ :r - :2 ~t
2

2 } ~ = ~ { ::2 - :2 :t2

2 } F, 

то справедливость коммутативного соотношения (П.4) при n = О 
очевидна; при произвольнам n для его выполнения требуется 
существование тождества 

{ 
ап+2 дп+l } F ап { 1 д2 F} 

r2 (rдr)n+2 + (2n + 3) (rдr)n+l ; = (rдr)n ;: дr2 . (П.7а) 

В атом нетрудно убедиться, если вспомнить явный вид операто­

ра Mn (П.З). Пусть (П.7а) справедливо для некоторого n; тогда, 
воздействуя на него операторо)W д/(rдr) и осуществляя почлен­
ное дифференцирование первого члена в левой части, получим 

{ 
ап+з ап+2 } F an+l { 1 д2 F} 

r 2 + (2n + 5) - = --- - -- , 
(rдr)n+З (1·дr)n+2 r (rдr)n r д1·2 

(П.7Ь) 

т.е. то же тождество (П.7а), но только записанное для индекса 
n + 1. Следовательно, оператор (П.б) обладает желательным 
для нас свойством. 

Очевидно, что оператор Ln не является единственным. Ком­
мутат~вное соотношение (П.4) будет иметь место и для опера­

тора Ln = LI<, где J( -любой оператор, коммутирующий с 

волновым, т.е. удовлетворяющий условию Ко = О К. Но в 
дальнейшем мы будем использовать наиболее простую форму 

оператора (П.б). 

Оператор Ln является линейным дифференциальным опера­
тором n-го порядка. Иногда полезно иметь для него явное выра­

жение, включающее в себя производные по r (а не по r 2 /2). Ме­
тодом математической индукции без труда доказывается фор­

мула 

n (n + 1)! ( -1)k an-k 
Ln='""' --. ~ k!(n- k)! 2krk+l дrn-k 

k=O 

(П.8) 

Оператор, обратный к Ln. Паряду с действием основного 

оператора 

(П.9) 
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иногда приходится рассматривать результат применения обрат­

ного оператора (L; 1). Если операция <р = Ln(Ф) является одно­
значным дифференциальным переходом от функции ф к функции 

<р, то обратное действие сводится, по существу, к интегрирова­

нию дифференциального уравнения n-го порядка, и его резуль­

тат определен с точностью до решения Xn однородного уравне­
ния Ln {xn} = О. Из явного вида Ln сразу следует, что 

n 
"'с 2k-1 Xn = L....J kr , (П.lО) 
k=1 

г де Ck- произвольные постоянные, для определения которых 
могут выдвигаться различные условия. Учитывая формулу 

(П.9), распишем подробно обратную операцию: 

r rп r2 

ф = L - 1 (<р) = r j rпdrn j rn-tdrn-1 ... j rr- 1 dr1 + Xn(r). (П.ll) 
Наличие произвольной функции (П.lО) позволяет рассматри­
вать интегралы в (П.ll) как неопределенные. Замена перемен­

ных 1.2 = х сводит (П.ll) к n-кратному интегрированию функции 
<p(..[X)jxn/2. Используя известную формулу, сводящую повтор­
ный интеграл к однократному (112, т. 3], и снова возвращаясь к 
переменной r, мы сможем написать: 

r 

-1 r J (r2- s2)n-1 <p(s) 
L. (<р) = 2n-l (n- 1)! sn-1 ds + Xn(r), (П.12) 

а 

здесь нижний предел в интеграле и коаффициенты полинома 

Хп(r) по-прежнему произвольны. 
Этот произвол исчезает при использовании оператора L;1 в 

конкретных задачах. Так, излучатели, включенные не беско­

нечно давно, не могут создать поля на сколь угодно больших 

расстояниях. Нулевые условия на больших расстояниях будут 

обеспечены, если в (П.12) положить Хп(1·) =О и а= оо. Тогда 

-1 - r Г (r2- s2)n-1 <p(s) 
Ln (<р)- 2n-l Joo (n- 1)! sn-1 ds, (П.lЗ) 

причем L01(<p) = r<p. 
Разложение поля на нестационарные сферичес:кие вол­

ны. для отыскания вспомогательных функций vn(r, t) нужно 
решить неоднородное волновое уравнение (П.5а); стоящая в его 
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правой части функция находится из условия (П.5Ь). Если взять 
оператор Ln в форме (П.б), то становится очевидным, что 

n=l 

fn(r, t) = L Ck(t)r2k+l, (П.14) 

k=O 

где Ck(t) -неопределенные пока функции времени. Однако про­
извол, вносимый в решение задачи функциями (П.14), обусло­
влен искусственным математическим приемом- введением опе­

ратора Ln - и не должен сказываться на оконча.тельном виде 

решения. докажем ато. Вспомогательные функции v" как реше­
ния уравнения (П.5а) имеют вид 

(П.15) 

где О -l_ оператор, обратный волновому. Из коммутационного 
соотношения (П.4) вытекает, что 

Ln = м;: 1 L" о (П.16) 

(М;: 1 - тоже обратный оператор). Перейдем к функциям ип(1·, t), 
непосредственно входящим в решение волновых задач: 

u . ., = Lп { Vn}. 

Учет (П.15) и (П.16) дает 

и"= M;: 1 Ln{fп}, 

но в силу (П.5Ь) Ln{fп} = О и, следовательно, фуи~~:ции и" от 
выбора fn ue зависят. Ограничиваясь поатому только рассмо­
трением однородного уравнения (П.5а), выпишем его общее ре­

шение в форме Даламбера: 

Vn ( r, t) = Ф n ( t - ~) + Ф n ( t + ~) , 
где Фn и Фn -произвольные функции своих аргументов. Тогда 

разложение по сферическим функциям (П.2) примет вид 

00 

и(r, О, ip, t) = L Ln { Фn (t- ~) + Фn (t + ~)} Yn(O, rp). 
n=O 

(П.17) 

Форму л а (П.17) является общим решением трехмерного од­
нородного волнового уравнения (П.l). Отдельный чЛен ряда 

(П.17) может быть назван иестационариоil сферичес11:оil во.лиоil­

он, разумеется, является частным решением уравнения (П.l). 
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для монохроматических полей (e-i"'t) хорошо известно [112, т. 2] 
разложение по стационарным сферическим волнам: 

00 

n=O 

где h~)- сферические функции Бесселя; k = wfc; An, Bn -­
произвольные постоянные. Очевидно, что ато разложение есть 

частный случай формулы (П.17). Если в ней положить 

Фn (t- ~с·) -А i e-i"'t+ikr 
- n(-1)k+l ' 

Фп (t + ~) = Bn (-1;k+l e-iЦJt-ikr, 

вспомнить явный вид оператора Ln (П.б) и учесть, что сфери­
ческие бесселевы функции имееют [106] представления вида 

/!(~)(~)- i(-l)n+l7n ~(e±iz) 
n - - . - (zдz)n z ' 

то ветрудно убедиться, что разложение (П.17) в точности пере­

ходит в формулу (П.18). 
Еще одно замечание следует сделать касательно поведения 

решения (П.17) в окрестности начала координат. Оператор Ln 
включает в себя обратные степени 1·, и поатому, даже действуя 

на аналитическую функцию, он дает результат, обращающий­

ся, вообще говоря, в бесконечность в начале координат. Если 

последнее нельзя исключить из области, где должно иметь силу 

разложение ( П.17), то нужно наложить специальное условие на 
функции Фn и W11 • для выяснения его характера заметим, что 

действие оператора Ln на некоторую функцию F(r) может быть 
представлено в силу (П.б) в виде 

{ } 
n n дn F(r) 

Ln F = 2 r -(д ?) -. r- n r 

Если F(r)/r-четная и ограниченная функция от координаты 
1·, то Ln{F} не обращается в бесконечность при r =О (так как 
F(1·)jr разлагается в ряд по неотрицательным степеням r 2 ). 

Сама же функция F(1·) должна быть ограниченной и нечетной. 
Применительно к разложению (П.17) ато означает, что конечное 
в начале координат волновое поле представимо в виде 

00 

и(1·, В, ip, t) = L Ln { Фn (t- ~) - Фn (t + ~) }Yn(B, tp), (П.19) 
n=O 
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где каждый член ряда содержит уже только одну произвольную 

функцию Фn, предполагаемую ограниченной. 

Интегральные формы операторов Lk. При больших n 
простота выражения (П.б) является только кажущейся и целесо­
образно искать более гибкие формы записи операторов. Явный 
вид формулы (П.6) наводит на мысль о возможности интеграль­
ного представления оператора Ln и подсказывает вероятную 
<;_труктуру последнего. Естественно допустить, что оператор 

Ln, действующий на функцию Ф(1·), имеет вид 

~ rk J Ф(х)dх 
Ln{Ф(r)} = а21Гi (х2 -1'2)Р' (П.20) 

1 

где а,k,р-постоянные, а l-некоторый контур на вспомога­

тельной к~мплексной плоскости х. Основное свойство (П.4) опе­

раторов Ln будет выполнено, если имеет место равенство 

(
82 2 8 (п+1)11) kj Ф(х)dх kj82Ф dx 
8r2 +:; 8r - 1·2 r (х 2 - 1· 2 )Р = 1• 8х2 (х 2 - r 2 )P · 

1 1 

Однако непосредственным дифференцированием при целых n 
можно установить справедливость формулы 

( 
82 2 8 ( n + 1 )п) 1'n _ n 82 1 . 
-8 .,+- -;:-- ., ( ., ., +I - 1' -8 ., ., '') +I. (П.21) 

1'- r 01' 1'- х- - 1·- )" х- ( х- - 1'- n 

Поэтому, если положить в (П.20) k = n, р = 11 + 1 и выбрать 
контур интегрирования так, чтобы при двухкратном интегри­

ровании по частям функции 

Ф(х)~ ( 1 
) 

8х2 (х2 _ 1.2)n+I 

внеинтегральные члены исчезали, то коммутационное соотно­

шение (П.4) будет выполнено. Определим интегральный опера­

тор z~): 

L~){Ф(r)} = 2n!.(2r)n J Ф(х)dх ' 
27ГZ ( х2 _ 1.2)n+I 

1 

предусмотрев возможность выбора разных контуров l;, и введем 
новую переменную интегрирования~= xjr: 

L(i){Ф(r)} = Г(п + 1) (~)n+l J Ф(r0d~ 
n 27Гi r (е- l)n+l. 

(П.22а) 

1; 
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Re 

Рис. П.1. 

Тождество (П.21) сохраняется при замене n на -(n + 1). :Это 
дает возможность осуществить подобную же замену в формуле 

( П.22а) и получить интегральное представление оператора L~i) 
вида 

z~){Ф(1·)} = г;~~)(~) -n j Ф(1·осе- l)"d~. (П.22Ь) 

1, 

Однако каких-либо принципиальных преимуш.еств у оператора 

z~) перед Z~J не имеется, и в дальнейшем МЫ будем опираться 
на определение (П.22а). Функция Ф(r~) в (П.22а) является анали­
тическим продолжением исходной функции Ф(1·), заданной пер­

воначально только на положительной части вещественной оси. 

Наиболее важными в Приложениях оказываются функции Ф(r) 
экспоненциального типа, имеющие на бесконечности секторы 

экспоненциального убывания. 

В этом случае мы получаем возможность определения опе­

раторов Ln не только для целочисленных, но и для любых ком­
плексных значений n. для этого проведем разрезы из точек 

~ = ±1 на бесконечность в секторе убывания функции Ф(rО* и 
зафиксируем ветвь неоднозначного сомножителя условием 

~ > 1. 

*В последующих иллюстрациях считается, что Ф(О акспоненциально 

убывает в нижней полуплоскости ~. что, конечно, несущественно. 
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При нецелых n контур интегрирования в (П.22а) нельзя выбрать 
замкнутым, и на рис. П.1 показавы различные способы его фик­

сации. Так, контур 11 обходит разрез, проведенный из точки 
~ = -1 по часовой стрелке, /2 обходит разрез, проведенный из 
точки ~ = 1 по часовой стрелке, а контур l гомотопен конту­
рам /1 и /2. При целых n контуры оказываются замкнутыми и 
охватывающими полюсы (n + 1)-го порядка в точках~= ±1. 

Вычисляя при этом интеграл по формуле Коши, петрудно 

~становить связь вновь построенных интегральных операторов 

Ln с дифференциальным оператором (П.б). Оказывается, что 
~(1) Ln {Ф(r)} = Ln{Ф(r)}, 
Ц2){Ф(r)} = Ln{Ф(-r)}, (П.23) 

Ln{ФCr)} = Ln{Ф(r)- Ф(-r)}. 

В двумерном случае операторы Lm тоже можно найти из ком­
мутационного соотношения. Если строить их в виде интегралов 

типа (П.20), то получаются сходные с (П.22а) и (П.22Ь) форму­
лы: 

L(i){ФC )} = Г(m+ 1/2) (~)m J Ф(р~)d~ 
m р 2;ri р се- l)m+1/2' 

l, 

l, 

где контуры интегрирования на плоскости ~ и ветвь функции 

Се - 1)m+112 выбираются указанным выше способом. Между 
операторами Lm существует следующая связь: 

Заметим, что при целом m можно два полубесконечных раз­
реза заменить одним, соединяющим точки ветвления второго 

порядка~ = +1 и ~ = -1. В предположении аналитичности 

Ф(р) контур интегрирован~я l м<:_жет быть совмещен с берега­
ми разреза, и операторы Lm и Lm определяются тогда через 
процедуру интегрирования по вещественной оси. Например, 

1 

Lm{Ф(p)} =- Г(-m;r+ 1/2) (~)т j Ф(р~)(1-е)'п-1/2d~, 
-1 
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где arg ~ = О. Наконец, укажем что для чисто монохро­
матических режимов, когда Ф(r{) = exp(ir{), построенные инте­
гральные представления в пределе переходят в известные фор­

мулы теории цилиндрических функций [112, т. 2]. 
Теорема разложения для плоской волны. Пусть в про­

странстве в направлении, совпадающем с полярной осью сфе­

рической системы координат, распространяется плоская волна, 

для которой 

( 
r cos В) 

u(r,B,t) = f t- -с- , (П.25) 

где f(t- rсоsВ/с)-некоторая произвольная (например, кусач­
но-непрерывная) функция. Независимость поля от координаты 
'Р позволяет написать разложение (П.19) в виде ряда по полино­
мам Лежандра Pn(cosB): 

( 
r cos в) 

00 

f t- -с- = 'L:иn(r,t)Pn(cosB). 
n=O 

Сходимость подобного разложения гарантируется соответству­

ющими теоремами теории сферических функций [112, т. 2], а ко­
эффициенты un(r, t) определяются интегралами 

+1 

un(r, t) = 2n; 1 j f(t- r;) Pn(x)dx. (П.26) 

-1 

Здесь х = cosB. для полиномов Лежандра справедлива форму-
ла Родригеса: 

( ) 1 дn ( 2 )n Pn Х = -
2 1 

-
8 

Х - 1 , 
nп. xn 

которая показывает, что, если мы осуществим в формуле (П.26) 
многократное интегрирование по частям, то в силу того, что 

д2n+1 

дx2n+l (х2- 1)n =О, 

мы сведем интеграл (П.26) к сумме из (n + 1)-го внеинтеграль­
ного члена. Результат этой операции имеет вид 
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где использован символический оператор Dx = 8j8x. Согласно 
формуле Лейбница [112, т.1] 

n+k 
D~+k(x2 - 1)" = L C~нD~+k-s(x- 1)" D;(x + 1)". 

s=O 

Но D~+k-•(x- 1)" =О при х = 1 для всех s кроме s = k, причем 
D~(x- 1)" = n!. Аналогично D;(x + 1)" = О при х = -1 для 
всех s, кроме s == n; в последнем случае D;(x + 1)" = n!. Значит, 

D~+k(x2 -1)"\x=l = С~нп!(п -1) .. . (n- k + 1)2"-k, 

D~+k(x2 - 1)"\x=-l = C~+kn!(n- 1) .. . (n- k + 1)2"-k(-1)п-k. 

Сомножители D;;(k+l) f(t - rx/c) удобно выразить с помощью 
символического оператора дифференцирования по времени: 

D = 8fдt. При атом очевидно, что 

D;;(k+l)f(t- r;) = (- ~)k+lD-(k+l)f(t- r;), 
и ряд (П.27) переписываем так: 

Учтем теперь возможность следующего тождественного пре­

образования: 

Используя формулу для числа сочетаний C~+k = (n + k)!/(n!k!), 
мы получим для коаффициентов un(r, t) такое представление: 
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(
. )_2n+l(-)"+1~ (n+k)! (-l)k 

Un r, t - 2 с ~ k!(n- k!) 2krk+l Х 
k=O 

эп-k п-сп+1)!( r) 2п+1( )"+lL" (п+k)! 
х --- t - - + --- -с х 

Ol'n-k с 2 k!(n- k!) 
k=O 

(П.28) 

Если мы теперь вспомним явный вид оператора Ln (П.8), то вы­
ражение (П.28) упростится: 

u"(1·,t) = (n+ ~)(-с)"+ 1 х 
х Ln { п-Cn+l) f(t- ~) - п-Cn+l) f(t + ~) }Р"( cos 8), 

и теорема разложения плоской волны по нестационарным сфе­

рическим гармоникам примет окончательный вид: 

( 1') ~( 1) n+1 f t- ~ = L n + 2 (-с) х 
n=O 

где оператор п-(t>+l) означает интегрирование (n + 1)-й крат­
ности по времени. Может встать вопрос о произвольных посто­

янных, возникающих при осуществлении подобной интеграции. 

Их выбор не должен влиять на конечные результаты. 

Этот вывод следует из непосредственного анализа формулы 

(П.29). Различные функции п-(n+l).f(t±l·/c) отличаются друг от 
друга на полиномы степени n с произвольными коэффициентами 
Ak, так что разность 

имеет в общем случае вид 
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т.е. является полиномом по r степени не выше n и включает в 
себя только нечетвые степени r. В силу своих свойств оператор 
Ln обратит ату разность в нуль, и коаффициенты в разложении 
(П.29) от выбора коаффициентов Ak не будут зависеть .. 

Заметим, что аналогичное разложение плоской волны по не­

стационарным цилиндрическим волнам (двумерный случай) по­
лучено в [7 4]. 
Поле сосредоточенного источника. Пока рассматривались 

лишь решения однородного уравнения (П.l), но представляет 
интерес применение развитого аппарата и к расчету волновых 

полей, обладающих источниками. Пусть в точке r = r 0 распо­

лагается сосредоточенный излучатель, действие которого опи­

сывается произвольной функцией времени f(t). Созданное им в 
свободном пространстве поле g(1·, t) есть частное решение урав­
нения 

? 1 [)2g 
\1-g- -.? ::.t'' = -47Гf(t)б(l' -l'o), 

с- и -
(П.ЗО) 

исчезающее при стремлении f(t) к нулю. Хорошо известно [9], 
что 

( )
_f(t-J-jc) 

g r, t - R , (П.Зl) 

где R- расстояние между точкой наблюдения r и точкой ro. 
Но нас интересует разложение функции (П.Зl) по нестационар­
ным сферическим волнам. Считая источник расположенным на 

полярной оси сферической системы координат-r0 (rо, О, 0), мы 
можем искать g(r, t) в виде 

00 

g(r,t) = LYп(r,ra,t)Pn(cosO). 
n=O 

На основании уравнения (П.ЗО) и факта ортогональности поли­
liОМОВ Лежандра легко показать, что функции 9n являются ре­
шениями уравнений 
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f(t) 
Мп {gn} == -(2n + 1)-2 8(r- ro), 

1' 

где дифференциальный оператор Jl;f" определяется формулой 
(П.З). Используем обычную замену 9n :::: Ln{vn} и основное 
свойство оператора Ln; тогда вспомогательные функции v"(r, t) 
удовлетворяют неоднородным одномерным уравнениям: 

• _ 1{8(1·-r0)} 
О Vn = -(2n + 1)f(t)L., 

1
•2 , (П.32а) 

где L;; 1 - обратный оператор, явный вид которого дается (П.13). 
После его учета (П.32а) запишем так: 

r (1'2- rб)n-1 
О Vn = -(2n + l)f(t) 2"_ 1 ( l)l n+l 1J(1'o- 1·), 

п- .r0 

(П.32Ь) 

8(1·- ro) 
О tlo = - f(t) , ,. 

т.е. для вспомогательной функции Vn источники оказываются 

распределенными в интервале О-:- ro. Частным решением урав­
нений (П.32Ь) является [112,т.2] следующее выражение (ниже 
Ф(t)-первообразная функция для f(t)) при 1' > 1'о: 

1 с ( r- 1·0 ) v0(1·,t) = -Ф t- -- , 
2го с 

ro 

1 _ (2n + 1)с J (х 2 - ~'B)n-l ( 1'- х) 
vn(r,t)- "+1 х ( l)l Ф t- -- dx, 

1·0 2" n- . с 
о 

(П.ЗЗа) 

а при r < ro 
1 с ( r- ro) v0 (r,t) = -Ф t + --

2ro с 

(П.ЗЗЬ) 

r 

1 ( )- (2n+1)c[j (x 2 -r6)n- 1 Ф( _ r-x)d 
vn r, t - +l х ( 1)1 t х+ 

1·~ 2п n- . с 
о 

Jro (х 2 -г6)n-1 ( 1'-Х) ] 
+ х ( )' Ф t + -- dx . n- 1 . с 

r 
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Но решение (П.ЗЗЬ) не обеспечивает конечности поля в нача­
ле координат; поетому к v~(1', t) необходимо добавить решение 
однородного уравнения v~(1', t), такое, чтобы их комбинация: 

vn(r, t) = v~(r, t) + v~(1', t) 

оказалась бы нечетной функцией r; ато обусловит конечность 
поля при r =О. Покажем, что tJ~(r, t) следует брать в виде 

ro 

"( )=-(2n+1)cj (x2 -r6)n-lФ( _r+x)d 
vn r, t n+l х ( 1)1 t Х 

2n1'o n- . с 
о 

(П.34) 

(волну (П.34) можно интерпретировать как созданную вспомо­

гательными источниками, получающимиен путем зеркального 

отражения действительных относительно точки r = 0). Полное 
решение при 1, < r 0 можно записать в виде 

ro 

v(r t) = (2n + 1) с { jx (х2- rб)n-l Ф(t r- x)dx-
' 2п ,n+l ( _ 1)1 +: 1 0 n . с 

о 

•·о 

J (x
2 -rб)n-l ( r+x) 

- х Ф t- -- dx+ 
(п-1)! с 

о 

r 

J (x2-rб)n-l ( r-x) + х Ф t- -- dx-
(n-1)! с 

о 

Jr (x2-rб)n-1 ( r-x) } 
- х (n _ l)! Ф t +-с- dx . 

о 

Очевидно, что первые два интеграла дают в сумме нечетную 

функцию r; для двух последних ато легко доказывается заменой 
переменной интегрирования х на -х. 

Окончательный вид разложения поля точечного источника в 

ряд по сферическим волнам оказывается таким: 
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00 
ro 

(2n + l)c J (х 2 - rб)n-l 
g(r, t) =с 2::: rn+12n х (n- 1)! х 

n=l О О 

с [ ( 7' - ro ) ( r + ro ) ] + 2ro Ф t - -с- - Ф t - -с- при r > ro, 

(П.35) 

~(2n+1)c{/ro (x2 -rб)n-l [ ( r-x) 
g(1·, t) =С~ n+l n Х ( _ 1) 1 Ln Ф t + -- -

r 0 2 n . с 
n=1 0 

( 
r+x)] Jr (x2 -rб)n-l [ ( r-x) - Ф t - -- dx + х Ln Ф t - -- -

с (п-1)! с 
о 

( r - х)) } с [ ( r - ro) -Ф t+-c- dx Pn(cos8)+
2

ro Ф t+-c--

( 
7' + ro)] -Ф t--c- при r<ro. 

Напомним, что функция Ф(t) = J f(t)dt; выбор постоянной ин­
тегрирования, как следует из вида формул (П.ЗЗ), не существен, 
ата постоянная сокращается. Заметим, что сделанное нами до­

пущение о положении излучателя на полярной оси не является 

принципиальным ограничением: простым использованием тео­

ремы сложения для полиномов Лежандра [112, т. 2] мы можем 
записать соотношения (П.35) для произвольно расположенного 
источника. 
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