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Легко видеть, что каждая из этих сил эквивалентна моменту относительно 
центра масс и силе, приложенной к центру масс. Пружине соответствует 

потенциальная энергия, равная 

Обратите внимание, что потенциальная энергия зависит от радиус-векторов 

обеих материальных точек Xsl и Xs2· 
Отметим два полезных тождества: 

Xsl = Ql(Xsl- Х1) + Х1, Xs2 = Q2(Xs2- Х2) + :Х2, 
где Xsa -радиус-вектор точки Xsa тела Ва в его начальной конфигура­
ции. С помощью этих тождеств легко видеть, что силы, моменты и потен­
циальную энергию пруживы можно выразить как функции, зависящие от 
тензоров вращения обоих тел и радиус-векторов их центров масс. 

Центральные rравитационные поля 

Задача о движении тела в центральном силовом поле традиционна для 

небесной механики. Понятие центрального силового поля появилось благо­

даря Ньютону и его силе, изменяющейся по закону обратных квадратов. На­
помним, что речь идет о консервативной силе, с которой на материальную 

точку массы т действует материальная точка массы М: F = - G М Т: __!:____, 
llrll llrll 

где r- радиус-вектор точки т относительно точки М, а G- универсаль­
ная гравитационная постоянная. 

Рассмотрим два тела В1 и В2 , плотности которых равны соответствен­

но Pl и Р2. Со стороны каждой материальной точки тела В2 на каждую 
материальную точку тела В1 действует сила притяжения (рис. 8.11). Ес­
ли проинтегрировать эти силы по всем материальным точкам тел В1 и В2 , 
то мы получим равнодействующую силу, с которой В2 действует на В1 . 
Аналогичные выводы справедливы и для момента и потенциальной энер­

гии этих сил. Равнодействующая гравитационная сила F n и момент Мп. 
приложеиные к телу В1 со стороны тела В2 , равны: 
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Пружина 

постоянной 

жесткости 

Рис. 8.10. Текущие конфигурации двух твердых тел В1 и В2, соединенных пружи­
ной 

Момент Мп рассчитывается относительно центра масс Х 1 тела 8 1 . Данно­
му гравитационному полю соответствует потенциальная энергия 

Пусть тело 8 2 имеет форму сферы массы М. Тогда выражения для грави­

тационной силы, момента и потенциальной энергии упрощаются: 
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Твердое тело В 1 

Твердое тело В2 

~ 

Рис. 8.11. Два твердых тела В1 и В2, между которыми действуют гравитационные 
силы. Точкой С обозначен центр масс этой системы тел 

Важно отметить, что даже в этом упрощенном случае гравитационная сила 

может порождать момент, действующий на тело 8 1 . 

Чтобы максимально упростить эти выражения, используем тот факт, 

что тело 8 1 является твердым. Тогда 

7r = Х} - Х} = QП. 

Кроме того, предположим, что значение 111rll мало по сравнению со зна­
чением \\х1 - х2 \\. Сделанные допущения позволяют найти приближенные 
значения для сил, моментов и потенциальной энергии, соответствующих 

центральному силовому полю. После многочисленных преобразований на­

ходим: 

Fn ~mg, 

Мп ~ ( 3~~) с х (Jc) =- ( 3~~) с х (Ее), (8.25) 



8.7. ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ЭНЕРГИИ, Т<ОНСЕРВАТИВНЫЕ СИЛЫ И МОМЕНТЫ 317 

Ип ~ _G~m- (;;) tr(J) + ( 3~~) (с· (Jc)), 

где J - тензор инерции тела 131 относительно его центра масс, Е - тензор 

Эйлера для тела 131 относительно его центра масс, m- масса тела 81, 

GMm ЗGМ mg =---с- --(2J + (tr(J)- 5с · Jc)I)c 
R2 2R4 

и 
Х1- х2 

с= . 
l/x1- :Х21/ 

Заметим, что вектор с направлен от центра масс сферически симметрично­

го тела 132 к центру масс тела 131 . В силу того, что в задаче присутствует 
тензор инерции J, первое выражение из (8.25) не соответствует гравита­
ционной силе, с которой материальная точка массы М действует на мате­

риальную точку массы m. Почти во всех работах, посвященных динамике 
спутников, используются выражения (8.25) (см., например, работы Белец­
кого [16], Хьюза [97] и Кейна и др. [106]). Выражение для потенциальной 
энергии Ип, в той форме, которая приводится в (8.25), было разработано 
Джеймсом Мак-Куллагом (1809-1847)9. 

Во многих работах, посвященных динамике спутника, вращающегося 
вокруг неподвижной точки О, величину F n обычно аппроксимируют значе-

нием F n = - G ~ m с. Такое приближение эффективно разделяет движение 
R 

центра масс Х1 тела 8 1 и пространствеиную ориентацию тела, в результате 
чего Х 1 движется подобно материальной точке в задаче одного тела. Ориен­
тация спутника рассчитывается как отдельная задача10 . Однако Баркии [12] 
и Вэнг и др. [224] утверждают, что данное приближение нарушает законы 
сохранения кинетического момента и энергии. Динамика спутников, подчи­

няющаяся закону F n = mg, исследуется в работах [12, 164, 224, 225]. Авто­
ры перечисленных работ доказывают, что равномерное движение спутника 

возможно тогда, когда начало координат О лежит вне орбитальной плоско­
сти для Х 1 . Это утверждение противоречит задаче одного тела, в которой 
орбитальная плоскость всегда содержит точку О. 

Постоянные неконсервативные моменты 

Продемонстрируем на примере Циглера [234], что не всякий постоян­
ный момент является консервативным. Циглер рассматривал момент МЕ3 . 
Во время движения твердого тела, которое состоит из поворота вокруг 

9Некоторые замечания, касающиеся построения И n и F n, формулируются в предположе­
ниях 4 и 5 работы [1]. Здесь же вы найдете комментарии по поводу построения Mn. 

10Задача одного тела обсуждалась ранее в разделе 2.8. 
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оси Ез на угол -1r рад, этот момент совершает работу, равную M1r. Од­

нако, та же самая конечная ориентация тела достигается за счет поворота 

вокруг оси Е1 на угол 1r рад с последующим поворотом вокруг оси Е2 на 
угол 1r. 11 При этом, однако, постоянный момент не совершает работы! Сле­
довательно, работа, совершаемая моментом МЕ3 , зависит от «траектории» 

тела, и значит, момент МЕз не может быть консервативным. 
В рамках многих курсов динамики вращение твердого тела рассмат­

ривается как вращение вокруг неподвижной оси, причем вращения вокруг 

осей Е1 и Е2 не допускаются. В этом случае постоянный момент МЕ3 бу­
дет консервативным. Существует альтернативное доказательство того, что 
постоянный момент не является в общем случае консервативным (см., на­

пример, [160]). Доказательство основано на применении взаимного базиса 
Эйлера. 

Общие построения 

На данном этапе удобно перейти к общему рассмотрению консерва­
тивных сил и моментов в динамике твердого тела. Свои рассуждения будем 

строить в контексте двух тел, но их легко упростить до случая одного тела 

и так же легко обобщить на случай N тел. 
Пусть в наиболее общей форме потенциальная энергия задается функ-

цией 

и= и(x.l,x.2,Ql,Q2)· 

Очевидно, что эта функция зависит от движений обоих твердых тел и вре­

мени. Рассчитаем производную по времени от этой функции по форму­

ле (8.10): 

и. ди - + ди - + = д- . VI д - . v2 + uq, . "-'1 uq2 . "-'2, 
Х1 Х2 

где uq"' -вектор, обозначающий производную от и по Q"'. Как говорилось 
в разделе 6.1 О, этот вектор можно представить одним из многочисленных 
способов, самый простой из которых основан на параметризации тензо­

ров Q 1 и Q2 в углах Эйлера. Если обозначить эти углы и векторы взаимного 
базиса Эйлера через { '/' ')'2' 1'3} и {gl, g 2' g3} и {v1

' v2
, v3} и {h1' h 2' h3

} 
соответственно, то векторы uq, и uq2 будут равны 

3 

""""' ди k uq, = L...; д kg ' 
k=l ')' 

11 Этот пример демонстрирует применение теоремы Родрига-Гамильтона (6.51), которая 
обсуждалась в упражнениях к главе 6. 
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Рассмотрим консервативные силы Fкон.а и моменты Мкон.а (относительно 

центров масс), соответствующие потенциалу И. Мы считаем, что соверша­

емая этими силами и моментами работа зависит от начальных и конечных 

конфигураций твердых тел и не зависит от движений твердых тел. Следо­

вательно, 

-U = Fкон.l · У1 + F кон.2 · Vz + Мкон.l · '-"1 + Мкон.2 · '-"2· 

Подставляя вместо U выражение из ( *) и группируя члены, получаем: 

( F кон.l + g~) · V1 + ( F кон.2 + g~) · V2 + (Мкон.l + UQ1 ) · '-"1 + 

+ (Мкон.2 + UQ2 ) • '-"2 = О. 
(8.26) 

Написанное можно интерпретировать как уравнение относительно Fкон.а 

и Мкон.а, которое должно удовлетворяться при всех движениях твердых 

тел. Если предположить, что Fкон.а и Мкон.а не зависят от векторов линей­

ной и угловой скорости, то необходимым и достаточным условием для того, 

чтобы для всех Уа и '-'а удовлетворялось уравнение (8.26), будет следую-
щее: 

(8.27) 

Итак, мы построили выражения для консервативных сил и моментов, со­

ответствующих потенциальной энергии. В качестве упражнения докажите, 

что они не противоречат выражениям, которые мы приводили ранее для 

силы упругости и центральной гравитационной силы. 

Пример с пруживой Iеручения 

Рассмотрим простой пример, иллюстрирующий действие торсионной 

пружины на твердое тело. Применим выражения (8.27) и воспользуемся 
взаимным базисом Эйлера. Даже в этом простом случае пружина обладает 

необычным консервативным моментом. 

Пусть тензор вращения для твердого тела параметризуется в системе 

3-1-3 углов Эйлера; на твердое тело действует торсионная пружина. По­
лагаем, что потенциальная энергия пружины равна И = ~'I/J2 , где Kt -
жесткость при кручении. Тогда с учетом (8.27) и представления (8.9) для 
UQ в углах Эйлера находим, что консервативный момент равен 
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= -Kt'I/Jg1 = 
= -Kt'I/J(ctg(B)(cos(ф)E2- sin(ф)E1) + Ез). 

Этой потенциальной энергии соответствует консервативная сила F кон .• рав­

ная нулю, поскольку потенциал не зависит от х. Интересно заметить, что 

не все составляющие момента М кон. направлены по оси Е3 . 

8.8. Заключение 

Основные результаты, полученные в этой главе, касаются связей и кон­

сервативных сил и моментов. Мы показали, что при отсутствии динамиче­

ского кулоновского трения связи удобно задавать в представлении Лагран­

жа. К примеру, если на движение одного твердого тела накладывается связь, 

уравнение которой имеет вид 

f · v + h · w + е = О, 
то сила и момент окажутся равными 

F с = J.Lf, Мс = J.Lh. 

Если предположить, что функция потенциальной энергии для твердого тела 

имеет вид 

И= U(x1, х2, хз, '!'\ ·/, ·"З), 
где Xi - декартовы координаты вектора х, а 'l'i - углы Эйлера, то этому 
потенциалу будут соответствовать консервативная сила F кон. и консерва­
тивный момент М кон., равные 

3 

М = _ ~ дИ i 
кон. ~д ig' 

i=l '!' 

где gi - векторы взаимного базиса Эйлера, соответствующие углам Эйлера. 

Задачи 

8.1. Пусть на движение твердого тела накладываются две связи 

w . gз = О, w . g2 = О, 

где gi - взаимный базис Эйлера для выбранных вами углов Эйлера. Каков 
физический смысл этих связей? Найдите вектор угловой скорости, вектор 

кинетического момента и кинетическую энергию вращения твердого тела. 
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8.2. Пусть в точке Р твердого тела действует сила Р. Радиус-вектор 

точки Р в текущей конфигурации тела относительно центра масс Х тела 
равен 7rp: 

1rp=Xp-X. 

Кроме того, имеем: 

Vp = Хр = v + I.JJ х 7rp. 

(а) Механическая мощность силы Р равна Р · v р. Докажите, что она также 
равна 

р. Vp = р. v + (7rp х Р). I.JJ. 

Дайте физическое толкование этого тождества с помощью силовой схе­

мы свободного тела. 

(Ь) Сила Р, действующая в точке Р, называется консервативной, если су­

ществует функция потенциальной энергии и= и(хр ), такая что 

р =- ди. 
дхр 

Докажите, что из такого определения силы следует равенство 

-И= р. v + (7rp х Р) ·I.JJ. 

(с) Докажите, что потенциальная энергия и= и(хр) может быть задана 
функцией от х, Q, Х и Пр: 

и= и(хр) = U(x,Q,Пp,X). 

Здесь Q обозначает тензор вращения для твердого тела, а 1r р = QП Р· 
Пользуясь этой эквивалентностью, докажите, что 

Р =- дU 1rp х Р = -uQ. 
дх' 

(d) Пусть Р задает силу, обусловленную действием пружины жестко­
сти К, собственная длина которой равна L. Один конец пружи­
ны закреплен внеподвижной точке О. Чему равны функции и(хр) 

и й(х, Q, Пр, Х) для этой силы Р? 

8.3. Даны два твердых тела. Тензор вращения для первого тела равен 

3 

Q1 = L 1 ei 0 Ei. 
i=l 
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Тензор вращения для второго тела равен 

3 

Q2 = L2ei Q9 Ei. 
i=1 

Оси 1 ei вращаются вместе с первым телом, а оси 2ei вращаются вместе со 
вторым телом. 

(а) Докажите, что тензор вращения второго тела относительно первого 
равен 

3 

R = Q2Q[ = L2ei i&l1ei. 
i=1 

Чему равен тензор вращения первого тела относительно второго? 

(Ь) Докажите, что вектор угловой скорости второго тела относительно пер-
вого равен 

В этом выражении фигурирует коротационная производпая относи­

тельно тензора Q1, которая по определению равна 

о . 
а =а- "-'1 ха. 

(с) Пусть для параметризации тензора Q 1 используется система 3-2-1 уг­
лов Эйлера, а для параметризации тензора R- система 1-3-1 углов 
Эйлера. Докажите, что векторы угловой скорости для двух тел, а так­

же вектор их относительной угловой скорости равны 

"-'1 = ,.;/Е3 + 1'2 1е~ + 1'\е1, 
. 1 . 2 1 • 3 . 1Е . 2 1 • 3 

"-'2 = v 1 е1 + v 2е3 + v 2е1 + 'У 3 + 'У 1 е2 + 'У 1 е1, 
- ·1 . 2 1 • 3 (.r)=ZJ1e1+v2e3 +v2e1· 

(d) Пусть на вращение второго тела относительно первого тела наклады-
вается связь, такая что 

(;; = zi2 2e~. 
Какое шарнирное соединение реализует эту связь? Напишите выраже­

ния для моментов связи, действующих на оба тела. 
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8.4. На рис. 8.12 изображен китайский волчок, представляющий со­
бой осесимметричное тело. Одна из поверхностей волчка может прибли­

женно рассматриваться как сферическая поверхность с радиусом R, а дру­
гая - как цилиндрическая поверхность с радиусом r. Волчок спроекти­
рован таким образом, чтобы его центр масс Х располагался ниже центра 
сферы. Как следствие, волчок может поворачиваться на 180° (рис. 8.13)12

. 

р 

Рис. 8.12. Китайский волчок, движущийся по шероховатой горизонтальной плоско­
сти 

Через Р обозначена мгновенная точка контакта между сферической 

частью волчка и горизонтальной плоскостью. Радиусы-векторы точек Р 

и А относительно центра масс Х равны 

Хр - х = -RЕз + lез, ХА - х = hез. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера, получите выражения для UJi = 

= (.o)·ei и Пi = (.o)·Ei. При каких пространствеиных положениях волчка 

углы Эйлера принимают вырожденные значения? 

(Ь) Докажите, что скорости проскальзывания в точке Р китайского волчка 

равны 

Vsl = ±1- П2(R -l cos(B)) + Пз(l sin(B) соs(ф)), 

Vs2 = ±2 + П1(R -l cos(B)) + Пз(l sin(B) sin(ф)), 

где Vp = VslEl + Vs2E2 и v = l:~=l XkEk. 

(с) Допустим, что волчок скользит. Напишите выражения для реакции свя­

зи F с и момента связи Мс, обусловливающих связь скольжения. 

12 Динамику китайского волчка исследовали многие авгоры, например авгоры работ [20, 154, 
156, 177, 202, 219]. В перечисленных статьях подчеркивается немаловажная роль фрикцион­
ных сил, действующих в точке контакта. 
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Рис. 8.13. Два устойчивых движения волчка: вертикальное положение, в котором 
ез = Ез, и обратное положение, в котором ез = -Ез 

(d) Допустим, что китайский волчок катится. Напишите выражения для 
реакции связи F с и момента связи Мс, обусловливающих связь каче­
ния. 

(е) Пользуясь уравнениями (8.13), докажите, что две из трех связей, кото­
рым подчиняется катящийся волчок, являются неинтегрируемыми. 

8.5. Рассмотрите механическую систему, изображенную на рис. 8.14. 
Она состоит из твердого тела массы m, свободно вращающегося вокруг 
неподвижной точки О. Соединение в точке О таково, что тело не вращается 

вокруг своей продольной оси. На тело действует вертикальная сила тяжести 

mgE1 . Тензор инерции тела относительно его центра масс С равен 

Радиус-вектор центра масс Х тела относительно точки О равен L0 e 1 . 

Параметризуем тензор вращения тела в системе 1-3-1 углов Эйлера: 
ю = Е1, g 2 = е; и gз = е1 . Вектор угловой скорости выражается через 
эти углы следующим образом: 

(.J) = фЕ1 + Ве~ + фе1 = 

= (ф + фcos(B))el + (Bsin('Ф)- фsin(B) соs('Ф))е2 + 
+ (Всоs('Ф) + фsin(B) sin('Ф))e3 . 

(а) При каких пространствеиных положениях тела углы Эйлера принима­

ют вырожденные значения? 

(Ь) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энергий 

свободного твердого тела. 
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е 

Рис. 8.14. Задача о маятнике 

(с) Докажите, что движение твердого тела подчинятся четырем связям: 

. 3 
'ljJ = UJ • g =О, v- UJ х (L0e1 ) =О. 

( d) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энергий 
неевободного твердого тела. 

8.6. На рис. 8.15 показано осесимметричное твердое тело, свободно 
вращающееся вокруг неподвижной точки О. Тензор инерции тела массы т 

равен: 

J = Ла ез ® ез + Лt (1 - ез ® ез). 

Радиус-вектор центра масс этого тела относительно точки О равен 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера, докажите, что вектор угловой 
скоростиw равен 

UJ = Ое~ + ~ sin( В)е~ + ( ф + ~ cos( В) )е~. 

(Ь) Докажите, что кинетический момент Н равен 

Н= ЛtfJe~ + Лt~sin(B)e~ + Ла(ф + ~cos(B))e3 . 

(с) Докажите, что кинетический момент центра масс относительно точ­

ки О равен 
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El 

Рис. 8.15. Твердое тело, свободно вращающееся вокруг неподвижной точки О. Тен­

зор вращения Q для этого тела параметризуется в системе 3-1-3 углов Эйлера 

где (J.Ji =(А)· ei. Чему равен кинетический момент твердого тела отно­
сительно точки О? 

( d) Докажите, что кинетическая энергия Т равна 

(е) На твердое тело действует консервативный момент, обусловленный 

действием пружины кручения. Как следствие, полная потенциальная 

энергия тела равна: 

и = mgx · Ез + ~ 'ljJ2
, 

где К - жесткость торсионной пружины. Чему равны консервативная 

сила Fкон. и консервативный момент Мкон .• действующие на тело? 

8.7. Вспомните пример Циглера, в котором постоянный момент МЕ3 
не являлся консервативным. Выберите систему углов Эйлера { ')' 1 , ')'2 , "Уз} 
и докажите, что не существует функции потенциальной энергии и, такой 

что МЕ = - "'з дИ gi 13 
3 6z=l д"'(' . 

8.8. Пусть один конец пружины постоянной жесткости К и собствен­

ной длины L0 крепится к твердому телу в точке А, а другой конец пружины 

13В [160] есть одно из решений этой задачи. 
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закреплен в неподвижной точке О. Радиус-вектор точки А относительно 

центра масс тела равен 

7rA = Rез. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что 

ХА= (х1 + Rsin(B) sin(ф))E1 + (х2- Rsin(B) соs(ф))Е2 + 
+ (хз + Rcos(B))Eз. 

В этом уравнении х = L:~=l xkEk. 

(Ь) Пользуясь системой 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что потенциальная 
энергияпружиныравна 

где 

и= (х1 + Rsin(B) sin(ф)) 2 + (х2- Rsin(B) соs(ф)) 2 + 

+ (хз + Rcos(B))2. 

(с) Опишите два равнозначных метода расчета консервативной силы F кон. 
и консервативного момента Мкон .• обусловленных пружиной. 

8.9. Рассмотрим случай катящегося диска, описанный в подразде­

ле 8.6.3, и связи (8.21), накладывающиеся на его движение. Требуется дока­
зать, используя теорему Фробениуса, что эта система связей является неин­

тегрируемой. 

Сперва определим семь переменных: 

И1 =хl, И2 =х2, И3 =хз, 

И4 = ф, И5 = ф, И6 =е, И7 = t. 

(а) По формуле (8.15) рассчитайте матрицу W размерности 3 х 7. Найдите 
векторы а1 , ... , ~. образующие ядро этой матрицы. Вы обнаружите, 

что один из векторов равен: 
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(Ь) По формуле (8.15) рассчитайте три кососимметрические матрицы 

S 1 , S 2 и S3 размерностью 7 х 7 каждая. Эти матрицы соответствуют 
связям 1r1, 1r2 и 7Гз соответственно. Вы увидите, что они имеют, самое 
большее, по два иенулевых элемента. 

(с) Пользуясь результатами из пунктов (а) и (Ь), докажите, что из теоремы 

Фробениуса следует наложение неинтегрируемых связей на катящийся 

диск. Поясните, как с помощью этого результата доказать, что сколь­

зящий диск подчиняется интегрируемой связи. 

( d) Пусть на катящийся диск накладываются две дополнительные инте­
грируемые связи: 

xz = O,'lj; =О. 

Это значит, что диск катится вертикально вверх по прямой. Рассчитай­

те матрицу W размерности 5 х 7 и докажите, что ее ядро натянуто на 
векторы а1 и а2 , равные 

а1 =[0000001(, 
az = [-R О О 1 О О О] т . 

Кроме того, докажите, что кососимметрические матрицы S4 и S 5 , соот­
ветствующие дополнительным связям, равны нулю. Наконец, по теоре­

ме Фробениуса докажите, что семейство связей 1r1 = О, 1r2 = О, 7Гз = О, 
xz = О и ф = О является интегрируемым. 

8.10. На рис. 8.16 схематично изображена размалывающая машина 
Гриффина14 • Зерно, которое необходимо перемолоть, помещается в бун­
кер. По внутренней стенке бункера катится без скольжения жернов. Он 

порождает достаточно большую нормальную силу, которая давит на зерно. 

Жернов приводится в действие двумя карданными валами. Вектор угловой 

скорости вала 1 равен w1 = фЕ3 . Два вала соединяются друг с другом 
в точке И посредством карданного шарнира. Жернов крепится к валу 11 
так, что он может вращаться вокруг оси ез второго вала. Базис { е1 , е2 , ез} 
вращается вместе с жерновом. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера {'!j;,7Г- 1,ф}, докажите, что 

вектор угловой скорости для жернова равен 

w = ф(sin(ф) sin(1r- 1)е1 + соs(ф) sin(1r- r)ez + cos(1r- 'У)ез)­

- ')'(соs(ф)е1- sin(ф)ez) + Фез. 
14Рисунок взят из [8] Р. Н. Арнольда и Л. Модера и из [227] Вебстера. 
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Карданный вал 1 

Карданный шарнир 

Карданный вал 11 

р 

длязерна 

Рис. 8.16. Схема размалывающей машины Гриффина 

При каких пространствеиных положениях жернова углы Эйлера при­

нимают вырожденвые значения? Чему равен вектор угловой скорости 

'""п для карданного вала 11 и чему равна угловая скорость жернова от­
носительно карданного вала 11? 

(Ь) Радиус-вектор центра масс Х жернова относительно неподвижной точ­
ки И равен 

х = Нез. 
Получите выражение для вектора скорости v точки Х. 

(с) Радиус-вектор точки Р мгновенного контакта между жерновом и бун­

кером относительно точки Х равен 

(d) 

7rp = -r(cos(ф)e2 + sin(ф)e1). 
С учетом тождества v р = '"" х 1r р + v найдите выражения для состав­
ляющих vp · ei. 

Докажите, что если v р = О, то значение 'У постоянно, а скорости вра­
щения ~ и ф связаны соотношением: 

. ( н ) . ф = cos('Yo)- r sin('Yo) '1/J, 

где 'Уа -постоянное значение угла 'У· 
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Кинетика твердого тела 

9.1. Введение 

В этой главе рассматриваются уравнения движения F = mv и М = 
= ii для твердого тела. Вы узнаете, что, например, компоненты уравнения, 
выражающего закон изменения кинетич~ского момента, на оси коротацион­

ного базиса ei, т. е. выражения M·ei = H·ei, дают систему уравнений (9.9), 
называемых уравнениями Эйлера. В следующей главе мы покажем, что вы­

ражения М · gi = ii · gi дают уравнения Лагранжа. 
После того как мы рассмотрим уравнения движения, вкратце остано­

вимся на теореме об изменении кинетической энергии и покажем, как по­

лучить формулу сохранения энергии для твердого тела. После этого перей­

дем к обсуждению конкретных примеров. В частности, изучим динамику 

тела, вращающегося вокруг неподвижной точки, безмоментное движение 

твердого тела, катящиеся и скользящие сферы, а также динамику бейсболь­

ных и футбольных мячей. В задачах в конце главы будет рассмотрено еще 

несколько примеров. Тем не менее наши рассуждения, касающиеся реше­

ния конкретных задач, нельзя назвать исчерпывающими. В конце главы мы 

поговорим о нюансах решения ряда интересных задач, моделируемых с по­

мощью одного твердого тела. 

9.2. Уравнения движения твердого тела 

Законы Эйлера для твердого тела можно рассматривать как обобщения 

второго закона Ньютона для материальной точки. Речь идет о двух зако­

нах, или постулатах: о производной количества движения и производной 

кинетического момента: 

G = F, Но = Мо, (9.1) 

где Но - кинетический момент твердого тела относительно неподвиж­

ной точки О, а Мо- результирующий момент внешних сил относительно 
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точки О. Трусделл [216, 217] утверждает, что эти законы рассматривают­
ся в нескольких работах Эйлера, посвященных динамике твердого тела, 

а в статье [56], которую Эйлер написал в 1776 году, эти законы даются 
в окончательной форме1 • 

Во многих случаях производную кинетического момента удобно запи­

сывать в альтернативной форме. Получим ее, исходя из тождества 

Но =Н+хх G. 

Продифференцируем его и, используя теорему об изменении количества 

движения, получим: 

Но = Н + v х G + х х G = 

= Н+х х F. 

С учетом теоремы об изменении кинетического момента (уравнения Но = 
= Мо) находим: 

Мо = Но = Н + х х F. 

С другой стороны, суммарный момент сил относительно неподвижной точ­

ки О (М о) и суммарный момент сил относительно центра масс х (М) 

связаны соотношением2 

Мо = М+х х F. 

Следовательно, 

М=Н. 

Это выражение называется теоремой об изменении кинетического момен­

та относительно центра масс х. В такой форме теорема об изменении ис­

пользуется при решении многих задач, в которых твердое тело не имеет 

фиксированной точки О. 

Уравнения движения твердого тела называются законами Эйлера. Эти 

законы можно записать в виде одной и двух эквивалентных систем урав­

нений. В первом случае производпая кинетического момента записывается 

относительно неподвижной точки 0: 

G = F, Но = Мо. (9.2) 

1 В работах [135, 230] есть дополнительные замечания, касающиеся этих законов. Более 
подробно о предварении равноденствий, упомянутом в [230], читайте в работе Хестенса [93]. 

2Это соотношение очевидно из раздела 8.5, в котором речь шла о системе сил и моментов 
сил, действующих на твердое тело. 
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Во втором случае производпая кинетического момента записывается отно­

сительно центра масс х: 

(9.3) 

Заметим, что 

G = mv, Н= Jw, Но = Jw + х х mv. 

Точка О совпадает с началом системы координат, используемой для зада­

ниях. 

Чтобы описать движение твердого тела, достаточно рассчитать х( t) 
и Q(t). Для этого необходимо дополнить уравнения (9.2) и (9.3) данными 
о координатной системе, в которой параметризуется вектор х и тензор Q. 

9.3. Работа и сохранение энергии 

Теорема об изменении кинетической энергии для твердого тела гласит, 

что скорость изменения кинетической энергии равна механической мощно­

сти внешних сил и моментов сил, действующих на тело. Существуют две 

эквивалентные формулировки этой теоремы: 

T=F·v+M·w= 
N 

= L F к . vк + Мр . "-'· 
K=l 

(9.4) 

Вторая форма особенно полезна тогда, когда надо доказать инвариантность 

энергии в конкретной задаче. Докажем эту теорему и рассмотрим закон 

сохранения энергии. 

Доказательство теоремы об изменении кинетической энерrии 

Трудность доказательства этой теоремы кроется в определении кине­

тического момента Н = Jw. Чтобы преодолеть трудность, докажем сначала 
равенство 

(9.5) 

Возьмем более ранний результат j = f!J -Jf! и с учетом тождества nт w = 
= -w х w = О получим: 

(jw) ·w = ((f!J- Jn)w) · w = 
= (f!Jw) · w- (J(w х w)) · w = 
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= JLA.I • (nт LA.I) + (J(O)). (А)= 

=0. 

Далее, поскольку j LA.I • LA.I = О, находим: 

н. (А)= ( J~) . (А)= (Jw). (А)= (JLA.I). w. (9.6) 

На последнем шаге мы учли симметричность тензора J. Из (9.6) заключа-
ем: 

н. (А)= н. w, (9.7) 

чем мы тут же и воспользуемся. 

Чтобы доказать теорему об изменении кинетической энергии (9.4), 
вспомним разложение Кёнига для кинетической энергии Т твердого тела: 

Т= ~mv · v + ~(JLA.~) ·(А). 

Дифференцируя Т и применяя формулы (9.5) и (9.7), находим: 

. . 1 . 
Т= G · v + 2 (н · LA.1 + (JLA.~) · w) = 

= G. v +н. (А). 

С учетом теоремы об изменении количества движения и кинетического мо­

мента теорема об изменении кинетической энергии в форме (9.4) 1 сводится 

к виду: 

Т = F · v +М · LA.I. 

Чтобы доказать эту же теорему в альтернативной форме (9.4)2, рас­
смотрим систему N сил Fк, действующих на N материальных точек Хк 
твердого тела, и главный момент сил Mv, действующий на тело. Для опи­
санной системы сил и моментов справедливы формулы: 

М= Сt1(хк -х) х Fк) +Mv. 

Применяя равенство vк = v + LA.I х (хк - х) и осуществляя ряд преобра­

зований,получаем: 

N 

F · v +М· LA.I = Mv · LA.I + L Fк · vк. 
K=l 

Правая часть этого выражения входит в альтернативную формулировку тео­

ремы об изменении кинетической энергии (9.4)2. 
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Сохранениеэнергии 

В рамках большинства задач на динамику твердого тела, в которых 

не присутствует динамическое трение, полная энергия Е тела - величина 

постоянная. Для доказательства допустим, что к телу пряложены равно­
действующая консервативная сила F кон. и консервативный момент (относи­
тельно центра масс) Мкон .• которым соответствует потенциальная энергия 
и= И(х,Q): 

F - _дИ М кон. - дх, кон.= -uq. 

Кроме того, допустим, что на движение тела накладывается R связей вида 

Lf · v + Lh · (./,) + Le =О (L = 1, ... , R). 

Реакция связи и момент связи в представлении Лагранжа равны: 

R R 

Fc = L f.tL(Lf), Мс = L f.lL(Lh). 
L=l L=l 

Наконец, предположим, что все силы и моменты, действующие на тело, 
являются консервативными. 

Проанализируем теорему об изменении кинетической энергии для 

твердого тела в форме (9.4) 1 : 

T=F·v+M·(./,)= 
= F с · V + Мс · (.1.) + F кон. · V + Мкон. · (.1.). 

С другой стороны, 

Следовательно, 
R 

Т= -U- L f.lL(Le). 
L=l 

. R 
Это значит, что Е= О, где Е= Т+ И, если L:;L=l f.lL(Le) =О. 
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Итак, полная энергия Е не изменяется тогда, когда Le = О, ... , не = О, 
а реакции и моменты связей задаются в представлении Лагранжа. Такая 
ситуация характерна для большинства задач на динамику твердого тела, 
имеющих аналитическое решение. Чуть позже мы рассмотрим несколько 
конкретных примеров. 

9.4. Другие выражения для теоремы об изменении 
кинетического момента 

Уравнение теоремы об изменении кинетического момента Н = М яв­
ляется одним из интереснейших в механике. Его можно записать в раз­
ных компонентных формах, некоторые из которых мы сейчас и рассмотрим. 
Сначала докажем, что оно эквивалентно уравнению 

3 

J = L Wiei + w х Jw = М. 
i=l 

Затем продемонстрируем, как получить знаменитые уравнения Эйлера (9.9) 
при условии, что ei - единичные векторы главных осей инерции J. В каче­
стве промежуточного результата напишем соответствующие компонентные 

формы для этих уравнений при условии, что ei не являются единичными 
векторами главных осей инерции J. 

Прямая форма 

Требуется доказать, что уравнение Н = М эквивалентно выражению: 

Для доказательства проанализируем производные r;., и j. 
В первую очередь вспомним, что 

H=J·w. 

Возьмем производную от этого выражения и найдем: 

H=jw+Jr;.,. 

Далее нам понадобится несколько тождеств. В частности, 

3 

а = r;., = :t L '"-~iei = 
i=l 
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3 

= L::wiei +t..J х 
i=l 

3 

= L::wiei 
i=l 

j = ПJ + JПт, jt..J = ПJt..J- JПt..J = t..J х Jt..J. 

Применяя эти тождества, находим: 

ii = jt..) + Jw = (.,) х Jt..J + Jw = 
3 

= J L wiei + t..J х Jt..J. 
i=l 

Обобщая, приходим к выводу, что ii = М эквивалентно уравнению 

3 

JL::wiei +t..J х Jt..J =М. 
i=l 

В такой форме теорема об изменении кинетического момента особенно по­

лезна тогда, когда J- постоянный тензор (например, при решении задач 

на движение твердых сфер или твердых кубов). Кроме того, на его основе 

строят выражения при сохранении Н. 

Мимоходом заметим, что выражение а= I:~=l wiei предполагает сле­
дующее: чтобы значение t..J бьто постоянным, достаточно постоянства зна­
чений V.Ji. Векторы ei могут и не быть стационарными. 

Компонентная форма 

Выберем произвольный базис {Е1 , Е2 , Е3 } пространства JE3 и запи­
шем выражения для тензоров инерций J 0 и J: 

3 3 

Jo = LLJikEi ®Ek, 
3 3 

J=LLJikei®ek, 
i=l k=l i=l k=l 

где ei = QEi. Следовательно, 

3 3 

н = Jt..J = L:: L:: JikVJkei. 
i=l k=l 
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Дифференцируя Н, находим 

Н= J~ = t, t, Jikwkei +"" х (t, t, Jш.vkei). (9.8) 

Если приравнять это выражение к М, то получим уравнение Н= М в ком­
понентной форме. Однако, за исключением тех случаев, когда выражение 

для r.,; имеет простой вид, применять эту компонентную форму не удобно. 
Уравнение (9.8) применяется, к примеру, в задачах нанесбалансированные 
роторы, в рамках которых r.,; = ВЕз и J1з -1- О и/или J2з -1- 03

• В случаях без 
неподвижной оси вращения для главных осей инерции J 0 целесообразно 

использовать базис {Е1, Е2, Ез}. 

Случай с главными осями инерции 

Если выбрать Ei в качестве главных осей инерции J 0 , то выражение 

для тензора примет знакомый вид: 

3 

Jo = LЛiEi Q9 Ei, 
i=l 

где Ai - осевые моменты инерции. Векторы Ei называют главными осями 
тела в его начальной конфигурации. 

Определяя ei = QEi, приходим к выводу, что тензор инерции J 
= QJ0Qт равен J = :L~=l >чеi Q9 ei. Следовательно, 

3 

Н = Jr.,; = L Ai"-'iei. 
i=l 

Вычисляя производную Н, находим: 

H=J~+r.,; xJr.,; = 

3 

= L Лiwiei + (Л2- Л1)"-'1"-'2ез + (Л1 - Лз)"-'1"-'зе2 + (Лз- Л2)"-'з"-'2е1. 
i=l 

3Пример такой системы описывается в [!59, глава 9, раздел 7]. 
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Итак, компонентные формы уравнения ii = М имеют вид: 

Л1~1 + (Лз- Л2)wзw2 =М· е1, 

Л2~2 + (Л1 - Лз)wзwl =М· е2, 

Лз~з + (Л2 - Л1)w1w2 =М· е2. 

(9.9) 

Эти уравнения называются эйлеровыми. Они представляют из себя три 
обыкновенных дифференциальных уравнения первого порядка относитель­
но UJi. 

Чтобы найти тензор вращения Q, необходимо дополнить уравне­
ния (9.9) тремя обыкновенными дифференциальными уравнениями пер­
вого порядка, связывающими (А) с Q: 

Если, например, тензор Q параметризуется в системе 3-2-1 углов Эйлера, 
то этими дифференциальными уравнениями будут: 

[~] [О sin(ф) sec(O) соs(ф) sec(O)] [w1] 
О О соs(ф) - sin(ф) w2 . 
ф 1 sin(ф) tg(O) соs(ф) tg(O) wз 

(9.10) 

Напомним, что система 3-2-1 углов Эйлера рассматривалась нами в подраз­
деле 6.8.1. Дифференциальные уравнения ( 9.10) можно получить исходя из 
наших рассуждений в этом подразделе. 

9.5. Безмоментное движение твердого тела 

Безмоментное движение твердого тела протекает при М 
описывается решениями уравнений движения 

О. Оно 

для х и Q. Как правило, исследователи концентрируют внимание исключи­
тельно на сохранении кинетического момента и определении Q. Аналити­
ческое решение для Q впервые получил Карл Якоби (1804-1851) в 1849 го­
ду4. Несмотря на это, традиционным считается исследование (A)(t). Еще 

4Решение Якоби подробно рассматривается в работе Уитrекера [228, раздел 69] и работе 
Ландау и Лифшица [125, раздел 37]. 
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одно гениальное решение этой задачи было предложено Пуансо в 1834 го­
ду (172]5 . 

Выражения для составляющих UJi = w · ei вектора угловой скорости 
находятся из трех уравнений Н· ei =О (см. (9.9)): 

Л1w1 +(.Аз - Л2)wзw2 = О, 

Л2w2 + (>.1 - Лз)wзwl =О, 

Лзwз + (>.2- Л1)w1w2 =О. 

(9.11) 

Легко видеть, что из этих уравнений следует инвариантность кинетической 

энергии вращения Твр. = ~Н · w и вектора кинетического момента Н. 
Из нескольких возможных случаев достаточно рассмотреть три: 

• симметричное тело: >.1 = Л2 =.Аз; 

• осесимметричное тело: >.1 = Л2 =J: .Аз; 

• асимметричное тело: >.1 < Л2 <.Аз. 

Осесимметричное тело, для которого Л1 < .Аз, называется сплюсну­

тым. В случае >.1 = Л2 > .Аз тело называется вытянутым. Для асиммет­

ричного тела ось е1 называется малой главной осью инерции, ось е2 -

промежуточной главной осью инерции, а ось ез - большой главной осью 

инерции. Рассмотрим подробнее каждый из случаев и решения wi(t). 

Симметричное тело 

Для симметричного тела уравнения (9.11) сводятся к виду Wi = О. 

То есть составляющие вектора w постоянны. Поскольку~ = L:;~=l Wkek, 

вектор w постоянен. Если положить Q(t0 ) = I, то ось вращения q тела 
будет фиксированной6 , и значит, мы можем найти 

Q(t) = cos(v)(I- q 0 q)- sin(v)щ + q 0 q, 

где ось вращения и угол вращения равны 

w(to) 
q = llw(to)ll' v = llw(to)li(t- to) 

и w(t) = w(to). 
5 Решение Пуансо анализируется во многих учебниках, например в работах Марсдена и Ра­

тиу [138] иРауса [184]. 
6Возможны и другие варианты для Q(to), которые, однако, не гарантируют постоянства 

оси вращения q для тензора Q. 
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Для симметричного тела все оси являются главными. Следовательно, 

такое тело можно построить вращением вокруг любой оси с постоянной 

скоростью. Чуть позже мы придем к аналогичным результатам для осесим­

метричного и асимметричного тел. 

Осесимметричное тело 

Для осесимметричного тела удобно определить >ч = Л1 = Л2 и Ла = 
= Лз. Управляющие уравнения для составляющих угловой скорости (9.11) 
сводятся к виду 

где f2 = ~з(tо)- константа, а 

w1 = ktf2~2, 
w2 = -ktf"l~l, 
~3 = п, 

(9.12) 

Дифференциальные уравнения (9.12) имеют простое аналитическое реше­
ние: 

[~l(t)] _ [ cos(ktЩt- to)) sin(ktЩt- to))] [~1 (to)J 
~2(t) - - sin(ktЩt- ta)) cos(ktЩt- to)) ~2(to) · 

Итак, мы рассчитали ~i(t). 

(9.13) 

Остановимся на нескольких частных случаях. Во-первых, заметим, что 

тело можно вращать с постоянной скоростью либо вокруг оси е3 , либо во­

круг любой оси в плоскости е1- е2 . Все эти оси являются главными осями 
тела. Значит, движение тела можно построить в виде вращения с постоян­

ной скоростью вокруг главной оси. 

Интересной особенностью осесимметричного тела является то, что со­

ставляющая вектора (А) по оси симметрии е3 всегда постоянна. Это утвер­
ждение верно даже в том случае, когда функция e 3 (t) достаточно сложна. 
Объяснением служит инвариантность кинетического момента Н· е3 . Инва­

риантность составляющей ~3 ( t) является ключом к решению многих задач 
динамики твердого тела, а также широко используется в проектировании 

маховиков. 

Асимметричное тело 

Если тело асимметрично, то его осевые моменты инерции отличны 

друг от друга. Если заново проанализировать уравнения (9.11) для этого 
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случая, то мы увидим, что если все, кроме одной, составляющие v.Ji равны 
нулю, то иенулевая составляющая всегда будет постоянной. К примеру, ес­

ли UJ2 = О и v.Jз = О, то составляющая UJ1 может иметь любое значение, ин­

вариантное для уравнений движения. Следовательно, тело можно вращать 

с постоянной скоростью вокруг главной оси при отсутствии приложеиного 

момента сил М. Как и в двух предыдущих случаях, движение тела можно 

построить в виде вращения с постоянной скоростью вокруг главной оси. 

Импульсная сфера 

Чтобы наглядно изобразить решения уравнений (9.11), воспользуемся 
графическим методом, который был разработан в середине 19-го века. В ос­

нове метода лежат два факта: решения v.Ji(t) уравнений (9.11) оставляют 
неизменными величину вектора Н и кинетическую энергию вращения Твр .. 

Следовательно, решения 

лежат на пересечении поверхностей h = h0 и Твр. =Тв, где 

h2 = hi + h~ + h~, 
hi h~ h5 

Твр. = 2.>.1 + 2.>.2 + 2Лз ' 

а значения ho и Тв определяются из начальных условий v.Ji(to). 
Поверхность h = ho в трехмерном пространстве h1 - h2 - hз соот­

ветствует сфере и называется импульсной сферой. Поверхность Твр. = Тв 
в трехмерном пространстве h1 - h2 - hз соответствует эллипсоиду и на­

зывается ЭJUlиnсоидом энергии. Пересечением эллипсоида со сферой будет 

либо дискретный набор точек, либо набор кривых 7 . Эти пересечения яв­
ляются траекториями функций hi(t). На 9.1а показавы пересечения для 
осесимметричного тела, а на рис. 9.1 Ь - соответствующие пересечения для 

асимметричного тела8 . Эти рисунки весьма популярны в динамике. 
На рис. 9.1а видно, что эллипсоид энергии имеет ось вращения (в на­

шем случае это третья ось). В случае симметричного тела эллипсоид энер­

гии вырождается в сферу, которая совпадает с импульсной сферой, из-за 

чего применение графического метода для иллюстрации решений hi(t) 
(и v.Ji(t)) теряет смысл. Однако нам уже известно, что для симметричного 

7Более подробно об этих пересечениях читайте в работе Синга и Гриффита (207). 
8Рисунки нам любезно предоставил весной 2007 года Патрик Кесслер. 
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тела wi(t) = wi(to). Следовательно, любая точка на поверхности импульс­
ной сферы соответствует равномерному вращательному движению твердо­

го тела. 

Устойчивость и неустойчивость равномерных вращений 

Проанализируем кривые AiWi ( t) на импульсной сфере и сделаем 
кое-какие выводы о характере равномерных вращений твердого тела. Наши 

рассуждения будут носить качественный характер; более детальное иссле­

дование этого вопроса можно найти в других учебниках. Устойчивость рав­

номерных вращений анализируется, например, в работах Хана [85], Хью­
за [97] и Марсдена и Ратиу [138]. 

Из анализа траекторий, изображенных на рис. 9.la, следует, что рав­
номерное вращение вокруг оси е3 является устойчивым. Под устойчиво­
стью мы понимаем то, что если слегка отклонить вращательное движение 

тела от невозмущенного состояния, то решения hi(t) (или, что эквивалент­
но, решения wi(t)) останутся в непосредственной близости от состояния 
(h1(t), h2(t), hз(t)) = (0, О, h38 ), где h38 - значение величины h3, соответ­
ствующее равномерному вращению9 . С другой стороны, по рис. 9.1а видно, 
что равномерные вращения вокруг произвольной оси в плоскости е1 - е2 
не удовлетворяют этому условию. Значит, такие равномерные вращения не 

устойчивы. 

Анализ траекторий на рис. 9.1Ь, характерных для асимметричного слу­

чая, подтверждает сделанные ранее заключения о возможном существова­

нии шести равномерных вращений. Четыре вращения вокруг осей е1 и ез 

являются устойчивыми, тогда как два вращения вокруг оси е2- неустойчи­

выми. Таким образом, вращение вокруг промежуточной главной оси инер­

ции не устойчиво, а вращения вокруг большой главной (ез) и малой (е1) 

осей инерции устойчивы. 

Ориентация вращательных движений 

Та информация, которую мы извлекаем из импульсной сферы, не дает 

полного описания движения твердого тела. Мы до сих пор ничего не мо­

жем сказать о свойствах тензора Q. Чтобы получить необходимую инфор­
мацию, можно воспользоваться аналитическими решениями Якоби, речь 

о которых шла ранее, или параметризовать Q с последующим численным 
интегрированием уравнений, связывающих Wi с выбранными параметрами. 
Если, например, тензор Q параметризуется в системе 3-2-1 углов Эйлера, 

9Поскольку hi = >ч"•Ji, результаты, справедливые для hi, можно отнести и к Wi. 
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(а) 

(Ь) 

Рис. 9.1. Траектории составляющих Л;w; на импульсной сфере. Кривые и точки на 

поверхности сферы соответствуют пересечениям импульсной сферы с эллипсоидом 

энергии. На рисунке изображены два отличных друг от друга тела: (а) Л1 = >..2 = 4 

и Лз = 5 и (Ь) Л1 = 2, >..2 = 4 и Лз = 5. Для каждого рисунка справа показа­

но безмоментное движение вектора е2, вращающегося одновременно с движением 

параллелепипеда, которое соответствует одной из траекторий на сфере. При постро­

ении рисунков были численно проинтегрированы уравнении (9.10) и (9.11) 

то, помимо интегрирования уравнений (9.11), надо проинтегрировать урав­
нения (9.10) и найти ф(t), O(t) и 'lj;(t). После этого мы сможем построить 
ei ( t) и визуализировать движение тела. 
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(а) (Ь) 

~(i) 
6 

Рис. 9.2. Безмоментное движение твердого тела: (а) твердое тело и его главные оси, 
(Ь) составляющие wi(t) = w · ei, соответствующие двум разным наборам началь­
ных условий: (i) w(O) = О, 5Е2 + 5, ОЕз и (ii) w(O) = 5, ОЕ2 +О, 1Е3 • Рисунки 
построены по результатам численного интегрирования уравнений (9.10) и (9.11) 
при начальных условиях Q(O) = 1 и значениях параметров Л1 = 2, >.2 = 4 и >.3 = 5 

На рис. 9.2, 9.3 и 9.4 показаны результаты для двух примеров чис­
ленного интегрирования уравнений (9.10) и (9.11). Первый пример соот­
ветствует возмущению равномерного движения твердого тела, вращающе­

гося вокруг главных осей. При таком вращении возникает максимальный 

момент инерции. Результирующее поведение векторов wi ( t) соответству­
ет траектории (i) на рис. 9.2Ь. Поведение векторов коротационного базиса 
показано на рис. 9.3. Из первого рисунка должно быть очевидно, что воз­
мущение равномерного вращения не ведет к существенному отклонению 

векторов ei ( t) от их поведения при равномерном вращении. Проще всего 
визуализировать полученные результаты следующим образом: подбросьте 

вверх книгу с начальным вращением вокруг оси е3 и вы заметите, что, хо­

тя книга будет покачиваться, ее мгновенная ось вращения не отклонится 

существенно от начального состояния. 

На рис. 9.4 показано поведение векторов ek(t), соответствующее тра­
ектории Wi ( t), проходящей вблизи невозмущенного движения ( w1 , w2 , w3 ) = 
= (0, w0 , 0). Это невозмущенное движение обозначено на рисунке звездоч­
кой. На рис. 9.4Ь видно, что вектор ez(t), изначально близкий к вектору Е2 
в момент времени t = О, существенно отклоняется от своего начально­

го значения. Такая ситуация противоположна ситуации, изображенной на 

рис. 9.3, и говоритонеустойчивости равномерного безмоментнога движе­
ния твердого тела вокруг промежуточной оси инерции. Проще всего про­

демонстрировать эту неустойчивость следующим образом: возьмите книгу 

и задайте ей начальную угловую скорость вокруг оси е2 . Вы увидите, что 
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Рис. 9.3. Результаты моделирования, иллюстрирующие устойчивость равномерного 

вращения твердого тела вокруг главной оси, соответствующей максимальной оси 

инерции. (а) Составляющие Е; вектора e 1 (t), (Ь) составляющие Е; вектора e 2 (t) 
и (с) составляющие Е; вектора ез(t). Эти результаты соответствуют траектории (i) 

на рис. 9.2Ь 

книга будет покачиваться, при этом l.tJ • е2 будет поочередно принимать то 
положительные, то отрицательные значения. Вы, действительно, сможете 

пронаблюдать это движение и сделать так, чтобы книга повернулась на 

180° вокруг оси е1 или е3 . Это крутящее движение было замечено лишь 

недавно и проанализировано в работе Эшбауха и др. [11] 10 • 

10В работе [11] используются две разные системы углов Эйлера, что позволяет избежать 
сингулярностей при параметризации тензоров вращения в углах Эйлера. Для примеров, изоб­

раженных на рис. 9.3 и 9.4, использование второй системы углов Эйлера не обязательно. 
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Рис. 9.4. Результаты моделирования, иллюстрирующие неустойчивость равномер­
ного вращения твердого тела вокруг главной оси, соответствующей промежуточной 

оси инерции. (а) Составляющие Ei вектора e1(t), (Ь) составляющие Ei вектора 
e2(t) и (с) составляющие Ei вектора ез(t). Эти результаты соответствуют траекто­
рии (ii) на рис. 9.2Ь 
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9.6. Бейсбольный и футбольный мячи 

Рассмотрим сферу массы т и радиуса R, брошенную в пространство 
с начальной скоростью v(t0 ) и угловой скоростью "'-'(t0 ). Начальная ори­
ентация сферы задается тензором Q(t0 ). Требуется описать движение век­
торах и рассчитать Q сферы. Как утверждается в статье Тейта [211], еще 
Исаак Ньютон знал о том, что в результате вращения сферы при ее движе­

нии в атмосферном воздухе траектория центра сферы искривляется. Из-за 

этого свойства мы наблюдаем необычную динамику во многих видах спор­

та, таких как гольф, бейсбол и футбол. Наша цель - проанализировать 

искривление траектории сферы. Будем опираться на материал нескольких 

классических работ, главным образом, на статью Тейта [211]. 

Сила Магиуса 

Ключевая сила, действующая на сферу, называется подъемной силой 

или силой Магиуса (рис. 9.5)11 : 

Fм =тВ""' х v, 

где В - положительная константа. Знак В определяется по уравнению Бер­
нулли12. Ясно, что эта сила моделирует взаимодействие вращения с ли­
нейной скоростью. Недавние исследования, построенные на результатах 

штрафных ударов в футболе, показали, что поле течения может переходить 

от турбулентного к ламинарному, из-за чего траектория полета мяча суще­

ственно изменяется (см. Карре и др. [25]). Согласно Айресону [100], для 
нескольких свободных ударов в футболе llvll = 25 м/с и тВ~ 0,15716 кг. 

Помимо силы тяжести и силы Магнуса, на сферу действует сила со­

противления, равная 

В этом выражении Cd- коэффициент сопротивления, Р!- плотность жид­

кости, в которой движется сфера, а А -- фронтальная площадь сферы, со­

прикасающейся с жидкостью: А= 1rR2 . 

11 Она была названа так в честь немецкоm ученоm Генриха Густава Магиуса (1802-1870) 
в 1851 mду (см. [133, 134]) 

12Уравнение Бернулли применяется к течению невязкой жидкости и гласит, что сумма дав­
ления р и величины ~ р f U2 постоянна. Здесь И обозначает скорость движения жидкости, 
а PJ- плотность жидкости. 



348 ГЛАВА 9 

Fм Fм 

Рис. 9.5. Сфера, центр масс которой движется вправо с вектором скорости v. Когда 
мяч вращается по часовой стрелке, скорость воздуха, движущегося поверх мяча, 

оказывается меньше скорости воздуха, соприкасающегося с нижней поверхностью 

мяча. Из уравнения Бернулли следует, что давление на верхушку мяча больше дав­

ления на нижнюю часть мяча, в результате чего возникает направленная вниз си­

ла F м. Когда мяч вращается против часовой стрелки, сила Магиуса направлена 
вверх 

Уравнения движения 

Для рассматриваемой системы М= О и Н= 2"'r,R2 

VJ, откуда заключа-
ем, что VJ постоянна: 

VJ(t) = VJ(to). 

Иначе говоря, угловая скорость сферы не изменяется. Как и в случае сим­

метричного тела, можно легко рассчитать тензор вращения сферы, если 

положить, что Q(t0 ) = 1: 

Q(t) = cos(v)(I- q ® q) - sin(v)eq + q ® q, 

где единичный вектор оси и угол вращения равны 

Чуть позже мы увидим, что решение этой задачи о движении центра масс 

сферы вовсе не тривиально. 

Пусть тензор вращения Q = L:%=1 ek ® Ek для твердого тела пара­
метризуется в системе 3-1-3 углов Эйлера (см. подраздел 6.8.2). Векторы 
базиса Эйлера при этом равны 

cos( ф) sin( В) 
- sin(ф) 

о 

cos( В)] [е1] 
О е2 = 
1 е3 



9.6. БЕЙСБОЛЬНЫЙ И Ф'!ТБОЛЬНЫЙ МЯЧИ 349 

= [ соs~ф) sin~ф) 6 ] [~~]. (9.14) 
sin( 8) sin( ф) - sin( 8) cos( ф) cos( 8) Е3 

Далее, на углы Эйлера накладываются ограничения: ф Е [О, 2п), 8 Е (0, п) 
и 'lj; Е [0, 2п). Используя эти углы Эйлера, получаем 

w = П1Е1 + П2Е2 + ПзЕз = 
= (iJcos('lj;) + Фsin(8) sin('lj;))E1 + (iJsin('lj;)- фsin(8) cos('lj;))E2+ 

+ (~ + фсоs(8))Ез. 

Если задать радиус-вектор центра масс в декартовых координатах (х · Ei = 

= Xi), ТО ПОЛУЧИМ 

Из предыдущих рассуждений, касающихся теоремы об изменении кинети­

ческого момента, мы знаем, что составляющие Пi постоянны. 

Из теоремы об изменении количества движения для сферы строится 

уравнение движения центра масс. Рассчитывая в декартовых координатах 

F = G, находим 

mx1 = (Fv + Fм) · Е1, 
mx2 = (F D + F м) . Е2' 
m:Тз = -mg + (Fv + Fм) · Ез. 

Пренебрегая силой сопротивления и применяя (9.15), получаем три диф­
ференциальных уравнения для Xi ( t): 

mx1 = mВ(±зП2 - ±2Пз), 

mx2 = mВ(±1Пз - ±зП1), 

m:Тз = mВ(±2П1 - х1П2) - mg. 

(9.16) 

В общем случае эти уравнения численно интегрируют и находят x(t). 

Траектория мяча 

Рассмотрим простой случай, в котором w(t0 ) = П10Е1 . Из предыду­

щих рассуждений известно, что для твердого тела вектор w постоянен. Сле-
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довательно, уравнения (9.16) сводятся к виду: 

mxl =о, 

mx2 = -тВхзП10, 

mхз = mВх2П1о - mg. 

Если допустить, что ВП1о =1- О, то решением этих дифференциальных урав­
нений будет: 

где 

[

t- to 
А= О 

о 

о 
sin(Bfl1o(t-to)) 

Bfl1o 
l-cos(Brl1o (t-to )) 

вn1о 

(9.17) 

_ l-cos(1nlo(t-t0 ))] 

Bfl1o · 
sin(Bf!lo(t-to)) 

вn1о 

По уравнению (9.17) можно определить траекторию движения центра масс 
сферы. Обратите внимание на два важных свойства: спин П1о оказывает 
влияние на скорость ±2 сферы и, кроме того, изменяет положение сферы 
и скорость по вертикали. Сравним формулу (9.17) с соответствующим вы­
ражением, в котором отсутствует сила Магнуса. В последнем случае траек­

тория центра масс является параболической: 

[

xl(t)- x1(to)] [(t- to)±l(to)] [ О ] 
x2(t)- x2(to) = (t- ta)x2(to) - О . 
хз(t)- хз(tо) (t- to)±з(to) ~(t- to? 

На рис. 9.6 показаны примеры траекторий точки, выпущенной из начала ко­
ординат. При малых значениях ВП10 траектория существенно отличается 
от той, которая рассчитывается при отсутствии силы Магнуса: спин (П 10 ) 
в одном направлении приведет к тому, что мяч «поднимется», а когда на­

правление спина изменится на противоположное, то мяч «опустится». При 

больших значениях IBП1ol траектории начинают носить нефизический ха­
рактер: либо появляется точка заострения, либо знак производной ±3 меня­
ется на противоположный13 . Таким образом, представления силы Магиуса 
применямы не ко всем физическим ситуациям. 

13На рис. 4 в [21 !] видно, что движения такого типа обнаруживаются и в соответствующем 
анализе Тейта. 
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Мы упростили построение уравнений движения в этой задаче за счет 

того, что момент тензора инерции для сферы имеет простой вид. Интерес­

но сравнить полет мяча в нашей модели ·с полетом игрушечной летающей 

тарелки. Уравнения движения летающей тарелки формулируются, к приме­

ру, в работах [95, 97]; подъемная сила и сила сопротивления, действующие 
на летающую тарелку, найдены по результатам экспериментов. 

15 

-20 

30 

(iv) 

Рис. 9.6. Траектории движения центра масс сферы, выпущенной из начала коорди­

нат с начальной скоростью v(to) = 10(Е2 + Ез) и начальной угловой скоростью 
""(to) = П1оЕ1. Траектории соответствуют разным значениям ВП1о: (i)ВП1о = 
= -0,5, (ii) ВП10 = -0,2, (iii) ВП1о = 0,0, (iv) ВП1о = 0,2, (v) ВП1о = 0,5 и (vi) 
ВП10 = 1,0. Все траектории построены для значений периода в 4 с и g = 9,81 м/с/с 

9.7. Движение твердого тела с одной закрепленной точкой 

Задача о движении тела, свободно вращающегося вокруг неподвиж­

ной точки О, которая также является материальной точкой тела, занимает 

важное место в истории механики. На рис. 9.7 изображен пример такого 
тела. Аналогичные системы встречаются в маятниках часов и некоторых 

вращающихся волчках. В этих системах на движение тела накладываются 

три связи. Эти связи реализуются реакциями, действующими в точке О, 

и определяются из закона F = та. Еще один закон изменения, Мо = 
= Но, имеет необычную форму и позволяет найти тензор вращения Q для 
твердого тела. 
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Рис. 9.7. Пример твердого тела, свободно вращающегося вокруг неподвижной точ­
ки О, которая также является материальной точкой тела. В этом примере х- хо = 
= he3 , где h- постоянная. Кроме того, на тело действуют консервативные силы со 

стороны пружины постоянной жесткости и Земли 

Кинематика 

Материальная точка О рассматриваемого тела совпадает с началом ко­

ординат: хо = О. Пусть радиус-вектор центра масс относительно точки О 
равен 

х- ха= L1e1 + L2e2 + Lзез, 
где Li - постоянные. Дифференцируя это уравнение по времени, получаем 

(9.18) 

С помощью этого выражения можно выразить кинетический момент Но 

через тензор инерции J0 тела относительно точки О и построить удобное 
выражение для кинетической энергии Т тела. 

Сначала запишем выражение для Но, зависящее от Н и G: 

Но =Н+хх G= 
= J..., + m(L1e1 + L2e2 + Lзез) х ("'-' х (L1e1 + L2e2 + Lзез)) = 
= Jo...,. (9.19) 

На последнем шаге мы воспользовались тождеством а х (Ь х с) = (а· с) Ь­
-(а· Ь)с14 . Тензор инерции J0 , фигурирующий в (9.19), равен 

J0 = J + m(LI + L~ + L~)I-
14Это тождество мы использовали ранее для того, чтобы получить представление Н = J"" 

(см. (7.20)). 
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Как и следовало ожидать, это выражение согласуется с выражением, кото­

рое мы получили бы по теореме об изменении момента инерции при пере­

носе оси (см. (7.25)). Исходя из разложения Кенига (7.21) и осуществляя 
ряд стандартных преобразований, приходим к удобному выражению для 

кинетической энергии твердого тела: 

(9.20) 

Промежуточные шаги проработайте самостоятельно. 

Можно доказать, что J0 - положительно определенный симметрич­
ный тензор, для которого существует система главных осей. Пусть этими 

осями будут ei, тогда тензор инерции будет равен 

Путем непосредственных иреобразований можно построить выражение, 

связывающее >.f с компонентами тензора J и величинами m, L1 , L2, Lз. 

Реакции и моменты связей 

На движение тела накладываются три (интегрируемые) связи: 

Эти связи возникают в силунеподвижности точки 0: 

(9.21) 

Дифференцируя эти связи, приходим к уравнению (9.18). Если допустить, 
что шарнир в точке О является гладким, то, пользуясь уравнением (9.18) 
и представленнем Лагранжа, мы докажем справедливость формул: 

Здесь F с и Мс эквивалентны силе F с, действующей в точке шарнирного 
соединения О. Напомним, что в подразделе 8.6.1 мы рассматривали ситу­
ацию, в которой шарнир в точке О был цилиндрическим. В этом случае 

момент реакции связи Мс имел бы две дополнительные составляющие. 
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Уравнения движения 

Для рассматриваемой задачи удобно поступить следующим образом: 

используя закон F = ma, найти три неизвестные составляющие силы F с. 
после чего, применяя закон Мо = Н0 , построить уравнения движения 
тела. 

Закон изменения Мо = Но можно записать в компонентной форме, 
используя базис ei. Напомним, что в качестве этого базиса мы выбрали 
оси, параллельные главным осям тензора инерции J0 , поэтому искомыми 
уравнениями будут: 

Лfw1 +(Л~- Л~)wзw2 = Мо · е1, 

Л~w2 + (Лf- Л~)w3w1 = Мо · е2, (9.22) 

Л~wз +(Л~- Лf)wlw2 = Мо · ез. 
Очевидно, что между этими уравнениями и уравнениями Эйлера (9.9) мож­
но провести параллели. Действительно, при М0 = О уравнениями движе­
ния будут слегка модифицированные уравнения безмоментнаго движения, 
которые мы рассматривали ранее. 

Чтобы рассчитать тензор вращения тела, уравнения (9.22) следует до­
полнить уравнениями, связывающими w с Q 15 . Рассчитав тензор вращения, 
можно определить R, исходя из уравнения F = ma, где а = а х х + 
+ w х ("-' х х). 

Уравнения Эйлера-Пуассона 

В случае, когда на тело действует сила тяжести -mgE3 , движение тела 
можно описать уравнениями Эйлера-Пуассона16 • Вместо того, чтобы пара­
метризовать Q в системе 3-1-2 углов Эйлера и дополнять уравнения (9.22) 
выражением (7.28), мы поработаем с тремя из девяти компонентов тензо­
ра Q. 

На подготовительном этапе запишем в компонентной форме уравнение 

Q = Q!10 . Ясно, что относительно базиса Ei 0 Ek искомым уравнением 
будет 

(9.23) 

15В точной дифференциальной форме эти уравнения приводятся в одном из упражнений 
в конце главы (см. (9.36)). 

16В главе 10 мы рассмотрим третью альтернативу- уравнения движения Лагранжа. 
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Первым подобного рода соотношения для производных по времени от ком­

понентов тензора вращения стал использовать Пуассон в начале 19-го ве­

ка 17 , поэтому они называются кинематическими соотношениями Пуассона. 
Важно отметить, что 

(9.24) 

Поскольку сила тяжести порождает момент, в будущем нам потребуются 

компоненты Ез · ei. 
Обратите внимание, что, дифференцируя уравнение (9.24) и используя 

ТОЖДеСТВО ei = W Х ei, МЫ ПрИШЛИ бы К выражению 
3 

Qзlel + Qз2е2 + Qззез =-L Qзk'-" х ek. 
k=l 

Эти соотношения представляют собой три дифференциальных уравнения 

относительно Qзi, которые эквивалентны уравнениям (9.23). Коэффициен­
ты Qзi = ез · Ei часто называют направляющими косинусами вектора ез. 

Уравнениями движения твердого тела являются три уравнения отно­

сительно Qзi и уравнение теоремы об изменении кинетического момента 

относительно точки О. Объединим уравнение теоремы об изменении кине­

тического момента, полученное Эйлером, с кинемати:ческими: соотношени­

ями Пуассона. В компонентной форме уравнения Эйлера-Пуассона имеют 

вид: 

(9.25) 

17 См. раздел 411 в его трактате [173]. 
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Мы учли, что 

3 

Но= :L:>oiei, hOk = Л~r.vk (k = 1, 2, 3). 
i=l 

Более подробно об уравнениях Эйлера-Пуассона (9.25) читайте в работах 
Белецкого [16] и Сударшана и Мукуида [204]. 

Законысохранения 

В рамках рассматриваемой задачи можно воспользоваться представле­

ннем (9.20) для кинетической энергии Т и записать теорему об изменении 
кинетической энергии в следующих формах: 

N 

Т=Мо ·(.J = L Fк ·vк+Мр·""· 
K=l 

Если на систему действуют консервативные силы и моменты, то полная 
энергия тела не изменяется в силу того, что реакция связи F с действует 
в точке с нулевой скоростью. Такая ситуация возникает тогда, когда на тело 
действует сила тяжести. 

Если Мо = О, то Но не изменяется. В типичных формулировках этой 
задачи, однако, силу тяжести, действующую на тело, моделируют равной 

-mgE3 . В этом случаеМо -1- О, а момент М0 не имеет составляющей по 
оси Е3 . Легко видеть, что в этом случае инвариантной оказывается величи­
на Но· Е3 . Если, помимо всего прочего, тело является осесимметричным 
и Лf = Лrj, то с помощью уравнений (9.22) можно доказать, что величина 
Но · ез инвариантна. 

Задачу о движении осесимметричного тела, для которого М0 = х х 
х ( -mgE3 ), часто называют задачей о симметричном волчке Лагранжа18 • 
При движении такого волчка неизменными остаются величины Е, Но · е3 
и Но · Е3 . Симметричный волчок Лагранжа - одна из самых известных 
механических систем. Лагранж пришел к выводу, что уравнения движения 

волчка имеют аналитические решения 19 . Это заключение чрезвычайно по­
лезно, потому как если убрать допущение о симметричности тела (т. е. ис­
ключить из модели равенство Лf = Лrj), то аналитические решения будут 

18В разделе 10.8 мы будем рассматривать эту задачу в контексте уравнений движения 
Лагранжа. 

19См. раздел IX.34 второй части <<Аналитической механики» Лагранжа [121]. Одно из ана­
литических решений получил Уиттекер [228]. 
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существовать лишь в нескольких частных случаях (см. [128, 228]). Попро­
буйте численно проинтегрировать уравнения движения для случая, когда 

Мо = х х ( -mgEз) и значения л? отличны друг ОТ друга. 

Сфера массы т и радиуса R 
о 

Наклонная плоскость 

Рис. 9.8. Движение сферы по наклонной плоскости. Угол наклона плоскости ра­
вен {3, а сила тяжести, действующая на тело, равна -mg соs({З)Ез + mg sin(fЗ)Et 

9.8. Движения катящихся и скользящих сфер 

Решение и задачи о движении сферы, катящейся по плоскости, при­

меняется в нескольких областях, например, в боулинге и бильярде. Самые 

известные исследования этой задачи принадлежат Корполису [41] и Рау­
су [184]. В современной литературе, посвященной изучению тел, на движе­
ние которых накладываются неголономные связи, исследуются обобщения 

этой задачи20 . В этом разделе мы сделаем допущение, что плоскость яв­
ляется шероховатой, коэффициент трения покоя равен f1 8 , а коэффициент 

трения качения равен /1d· Особый интерес для нас представляет переход от 
качения к скольжению. Наши рассуждения будут опираться, главным обра­

зом, на исследования Рауса [184] и Синга и Гриффита [207]. 
Рассмотрим сферу, движущуюся по плоскости (рис. 9.8). Радиус сферы 

равен R, скорость точки контакта сферы с наклонной плоскостью равна 

vp = v+w х (-RЕз). 
20См., например, работы Борисова и Мамаева [19], Фрелиха [66], Хьюстона и др. [99]. В по­

следних статьях рассматривается динамика шаров для боулинга. 
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Обратите внимание, как просто здесь задается 1r р· Поскольку точ­

ка Р - точка мгновенного контакта, то 

vp · Ез =О. 

Следовательно, эта скорость равна 

где и= Jv;1 + v;2 - скорость проскальзывания, а с= v,: -направление 
скольжения. Когда сфера катится, на v р накладываются две дополнитель­
ные связи, в результате чего v81 = О и V 82 = О. Для катящейся сферы 

направление скольжения не определяют. 

Равнодействующая сила и суммарный момент, действующие на сферу, 

равны 

F = -mg соs(,В)Ез + mg sin(,В)E1 + NЕз + F f, М = -RЕз х F f. 

Для катящейся сферы 

F f = 111Е1 + 112Е2, 
где 111 и 112 - неизвестные. С другой стороны, для скользящей сферы 

Для удобства силы трения для катящейся и скользящей сферы будем обо­
значать одинаково, но это не должно вводить вас в заблуждение. 

Катящаяся сфера 

Найдем уравнения качения сферы исходя из уравнений движения 

и уравнения связи Vp = О. Определим радиус-вектор х в декартовой си­

стеме координат и положим (.А)= 2:::=1 ПiEi, тогда искомыми уравнениями 
будут 

х1 = RП2, 
х2 = -RП1, 
хз =О, 

mx1 = mg sin(;З) + /11' 

mx2 = /12, 
О= N- mgcos(,В), 
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2 2" 
gmR П1 = RJ.l2, 

2 2" gmR П2 = -RJ.Ll, 

2 2" gmR Пз =0. 

Прежде чем решать эти уравнения, получим дифференциальные уравнения 
относительно Пi. Из девяти уравнений, приведеиных выше, можно исклю­
чить несколько переменных. В результате будем иметь: 

( 1 + ~) mR
2

tl1 = О, 

( 1 + ~) mR2
tl2 = mgRsin(fЗ), 

2 2" 
gmR Пз =О. 

Решением этих уравнений является: 

"'-'(t) = "'-'(to) + g sin({З~t- to) ( 1 + ~) -1 Е2. (9.26) 

В качестве упражнения рассчитайте x(t). Вы увидите, что при f3 =О сфера 
катится по прямой с постоянной скоростью. 

Скользящая сфера 

В случае скользящей сферы удобно начать с дифференциальных урав­
нений для vp. Продифференцируем скорость и найдем: 

vp = ils1E1 + ils2E2 = 
= v + а х (-RЕз). 

Пользуясь теоремами об изменении количества движен~ и кинетического 
момента, заменяем в предыдущем выражении величины v и а и находим 

mv8 1= (1+~)Ff·E1+mgsin(f3), mil8 2= (1+~)F1·E2. (9.27) 
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Заменяя в этих выражениях силы трения, получаем два дифференциаль­

ных уравнения относительно скоростей проскальзывания21 . Эти уравнения 
удобно выразить как дифференциальные уравнения относительно и и уг­

лах, где 

( ) ( ) ( ) 
Vsl 

с = cos х Е1 + sin х Е2, cos х = и, . ( ) Vs2 
sш х =и· 

Если значение х постоянно, то направление скольжения с также постоянно. 

Преобразуем уравнения (9.27) и построим эквивалентные им выражения22 : 

и= -}ld9 ( 1 + ~) + g sin(/3) cos(x), их= -g sin(,8) sin(x). (9.28) 

Эти дифференциальные уравнения имеют аналитические решения для x(t) 
и и(t). Самостоятельно запишите пять дифференциальных уравнений для 

Х1, Х2 И Пi. 
Рассмотрим простой случай, в котором плоскость горизонтальна. 

В этом случае ,8 = О и дифференциальные уравнения для скорости про­

скальзывания существенно упрощаются до вида: 

Из этих уравнений следует, что значения скоростей Vsl и V 82 всегда стре­

мятся к нулю. К этому же выводу мы придем, если возьмем уравне­

ния (9.28) и положим ,в = 0: 

и= -jldg (1 + ~), х =о. (9.29) 

Решением этих уравнений является 

и(t) = и(tо) - щg ( 1 + ~) (t- to), x(t) = x(to). 

Следовательно, за конечный интервал времени Т скорость и достигнет ну­

левого значения, при этом направление скольжения не изменится: 

Т= и(tо) (1 + §.) -1 

/ld9 2 

21 В качестве познавательноm упражнения приведите уравнения (9.27) к безразмерному 
виду и численно проинтегрируйте их. Вы увидите, как изменяются составляющие скорости 

проскальзываиия с изменением отношения Jld к sin(,В). 
22Чтобы получить эти уравнения, мы продифференцировали выражения u 2 = v;1 + v;2 

и sin(x) = v~2 и применили (9.27) 
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Можно доказать, что траектория центра скользящей сферы является ли­

бо фиксированной, либо прямой, либо параболической дугой. Как только 

значение и становится равным нулю, сфера начинает катиться. Поскольку 

(3 =О, сфера будет катиться по прямой с постоянной скоростью (рис. 9.9). 
Заметим, что сфера, начав катиться, будет продолжать катиться. Переходом 

от параболической траектории во время скольжения к прямой траектории 

во время качения объясняются подкрученные броски в боулинге и особые 

удары (массе) в бильярде23 . Пример такого перехода изображен на рис. 9.9а. 
Множитель ~, фигурирующий в уравнениях движения для катящихся 

и скользящих сфер, связан с тем, что высота <щентра колебаний» Q сферы 
относительно центра масс равна 2{!. В работе Кориолпса [41] говорится, 
что Q есть точка, в которую целится человек, когда ударяет в бильярдный 
шар, так что он начинает катиться без скольжения сразу после соприкосно­

вения с кием. 

9.9. Заключение 

Итак, мы затронули несколько вопросов, касающихся динамики твер­

дого тела. Некоторые аспекты мы не раскрьши, поэтому часть из них будет 

рассмотрена в упражнениях в конце главы, тогда как другая часть раскры­

вается в статьях и учебниках, содержащихся в списке литературы. В част­

ности, мы рекомендуем прочесть монографии Аппеля [7], Папаставриди­
са [169], Рауса [184], Унттекера [228] и прекрасный учебник Крэбтри [42]. 

Важно отметить, что хотя катящиеся сферы и брошенные бейсболь­

ные мячи нееледовались на протяжении столетия, эти задачи богаты для 

дальнейшего изучения. Действительно, малейшее изменение их кинемати­

ческих свойств может привести к неожиданным результатам. Один из са­

мых известных примеров такого изменения мы наблюдаем у сферы Чаплы­

гина, для которой J =1 ~mR21 и 7rp = -RE3 . Отчасти из-за асимметрич­
ности сферы Чаплыгина траектория точки ее контакта с землей может быть 

весьманеобычной (см. [19, 191] и содержащиеся в этих работах ссьшки). 
Приведем еще два примера твердых тел, обладающих интересными 

свойствами движения: диск Эйлера и кельтский камень [42]. Первый со­
стоит из тяжелого кругового цилиндра, который катится и скользит по вы­

пуклому зеркалу. По мере того, как диск принимает все более горизонталь­

ное положение, слышится специфический звук (жужжание), частота кото­

рого усиливается. Затем диск внезапно останавливается, что сопровождает-

23 Cornacнo Фрелиху [66], шары для боулинга обладают смещенным центром масс и мо­
ментом тензоров инерции, которые не кратны I. Вот почему некоторые хитрости совершения 
бросков в боулинге нельзя обьяснить нашей простой моделью катящихся и скользящих сфер. 
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Рис. 9.9. График изменения скорости проскальзывания u(t) от времени для сферы, 
начинающей скольжение по шероховатой горизонтальной плоскости и затем катя­

щейся по ней. На рисунке показалы три типовых траектории центра масс сферы: 

(а) траектория скользящего центра масс есть параболическая дуга; (Ь) траектория 

скользящего центра масс есть прямая; (с) центр масс покоится, хотя сфера сколь­

зит. Когда сфера катится, траектория центра масс есть прямая. Пунктяром показаны 

траектории скользящей сферы 

ся ударом диска о выпуклое зеркало. Первым эту систему исследовал Моф­

фатт [143]. После того, как в свет вышла его спорная статья, было опуб­
ликовано еще несколько работ разных авторов, посвященных альтернатив­
ному описанию неожиданного движения диска Эйлера (см. [110] и ссыл­
ки внутри). Ранее упоминалось, что кельтский камень - это твердое те­

ло, искривленная боковая поверхность которого катится по горизонтальной 
плоскости. На первый взгляд кажется, что криволинейная поверхность тела 
симметрична, но это не так, поэтому мы и наблюдаем необычные измене­

ния направления его вращения. Исследованию кельтского камня посвящено 
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несколько статей (см., например, [129, 171]); разработано несколько моде­
лей его двИJКения. ~еханизм переориентации спина хорошо объясняется 

в статье Блзковиак и др. [17]. 
Последние исследования динамики твердых тел направлены, главным 

образом, на изучение устойчивости и бифуркации семейств установивших­

ся двЕDКений (см., например, [128, 157]). В рамках некоторых исследова­
ний анализируются такие двЕDКения систем, которые, хоть и не являются 

установившимися, но приближенно-установившимися или складываются 

из двух стационарных двЕDКений твердого тела. Среди современных ра­

бот, посвященных анализу динамики твердого тела, мы рекомендуем сле­

дующие: [20, 177, 219], где исследуется двЕDКение волчка, [22, 142, 194], 
где описывается возможное скачкообразное поведение вращающегося яйца, 

и [11], где моделируются положения брошенной теннисной ракетки. Наде­
емся, что содержащийся в этой главе материал сподвигнет вас на новые 

исследования в этой области. 

Упражнения 

9.1. Пусть твердое тело катится без скольжения по неподвижной по­

верхности под действием силы тяжести -mgE3 . Исходя из теоремы об 

изменении кинетической энергии 

Т = F · v +М·'-', 

докажите, что полная энергия Е тела не изменяется. Докажите, что она не 

изменяется и в случае, когда тело скользит по гладкой поверхности. 

9.2. Твердое тело массы т двИJКется в пространстве под действием 

внешней силы F а = Fаез и момента М= О. Опишите алгоритм расчета 
тензора Q и алгоритм построения уравнений движения для центра масс 
тела. 

9.3. Ориентация твердого тела относительно его неподвижной на­

чальной конфигурации определяется тензором вращения Q. В момент вре­
мени to тензор вращения равен Q(to), а в момент времени t1 он ра­
вен Q(t1). Каков физический смысл тензора вращения Q(t1)QT(t0)? При 
ответе на этот вопрос воспользуйтесь понятием коротационного базиса. 

9.4. Пусть тело имеет одну неподвижную точку О. Какие три связи 

накладываются на движение тела? Почему достаточно решить уравнение 

Мо =Но, чтобы описать двИJКение этого тела? 
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9.5. Пусть в задаче на динамику твердого тела известны решения 

wi(t). Как с их помощью найти Q(t)? 

9.6. Потенциальная энергия твердого тела равна и = и(х, '"Yi), где 
1'1 , 1'2 , 'Уз - углы Эйлера, используемые для параметризации тензора Q. 
Докажите, что если консервативная сила F и консервативный момент М 
равны 

-И= F. х +м. (А), 

то справедливы формулы 

3 

F=-LaиE 
а " х· 

i=1 • 

(9.30) 

где Xi = х · Ei, а gi - векторы двойственного базиса Эйлера. Докажите, что 
потенциальная энергия ип твердого тела, вращающегося вокруг неподвиж­

ного сферически симметричного твердого тела, задается функцией и = 
= и(x.,'"'fi). 

9.7. На рис. 9.8 изображена сфера массы т и радиуса R, которая 
катится (без скольжения) по наклонной плоскости. Тензоры инерции сферы 

2mR2 
равны J = Jo = pJ, где f..l = - 5-. 

(а) Какие три связи накладываются на движение сферы? Докажите, что 

они предполагают выполнение равенств 

х1 - RП2 = О, х2 + RП1 = О, хз = О, 
где Xi = х. Ei, а пi = (/.). Ei. 

(Ь) Исходя из теоремы об изменении количества движения для сферы, до­

кажите, что 

Fc = (тRП2- mgsin(,8))E1- mRП1E2 + mgcos(,8Eз). 
(с) Докажите, что из теоремы об изменении кинетического момента для 

сферы и результатов пункта (Ь) следуют равенства 

7 2" 7 2" 2 2" 
5mR П1 =О, 5mR П2 = mgRsin(,8), 5mR П3 =О. 

(d) Исходя из теоремы об изменении кинетической энергии для твердого 
тела, докажите инвариантность полной энергии Е катящейся сферы, 

равной 

Е= 7mR2 п2 + 7mR2 П2 + mR2 П2_ 
10 1 10 2 5 3 

- mgx1 sin(,В) + mgRcos(,В). 



9.9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 365 

(е) Почему кинетический момент Н сферы в направлении Е3 не изменя­
ется? 

(f) Докажите, что если в момент времени t = О сфере задать начальную 
утловую скорость w(O) = 2::7=1 ПiOEi, то угловая скорость w(t) будет 
рассчитываться по (9.26). Чему равен вектор утлового ускорения а для 
сферы? 

(g) Предположим, что сфера помещается на наклонную плоскость и на­
чинает движение из состояния покоя с тензором Q(O) = 1. Докажите, 
что сфера покатится и что результирующий тензор вращения Q для 
нее будет соответствовать вращению вокруг неподвижной оси. 

9.8. В модели тела, летящего в атмосферном воздухе, действуют че­

тыре основные силы: сила тяжести, подъемная сила, сила сопротивления 

и сила со стороны двигателя: 

(а) Докажите, что одна из четырех приложеиных к телу сил является кон­

сервативной. 

(Ь) Докажите, что подъемная сила не совершает работы. 

(с) Пользуясь теоремой об изменении кинетической энергии, получите 

выражение для Е в случае, когда сила со стороны двигателя прило­
жена к точке, радиус-вектор которой относительно х равен 7rt. 

9.9. Решение этой задачи есть почти во всех учебниках по динамике 

спутников (см., например, работы Белецкого [16] или Хьюза [97]). Ниже 
обсуждаются 24 решения, полученные Лагранжем [116, 118] в конце 18-го 
века. В выдающейся работе [ 118] Лагранжа, посвященной этому вопросу, 
перечисляются замечательные свойства этих решений и, в частности, то, 

как использовать их в контексте твердого тела. В этой же работе Лагранж 

исследует систему утлов Эйлера, известную в настоящее время как система 

3-1-3 углов Эйлера. На рис. 9.10 изображено твердое тело В массы m, дви­
жущееся в центральном гравитационном силовом поле вокрут неподвижно­

го тела большой массы М. Центр этого силового поля берется в неподвиж­

ной точке О. Сила, момент и потенциальная энергия поля приближенно 

рассчитываются по уравнениям (8.25). 

(а) Докажите, что Мп = -х х F n· Каков физический смысл этого выра­
жения? 
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Твердое тело В 

Неподвижное тело массы М 

~ 

El 

Рис. 9.10. Схема движения твердого тела массы т вокруг неподвижного симмет­
ричного тела массы М 

(Ь) Почему кинетический момент Но и полная энергия Е спутника не 
изменяются? 

(с) Основываясь на теореме об изменении количества движения, докажи­
те, что тело может двигаться по круговой орбите х = Raer вокруг 
точки О с постоянной угловой скоростью 00 , называемой модифици­
рованной частотой Кеплера Wкm: 

3 1 + -
2
-(tr(J)- Зет· Jer), 

2R0m 
(9.31) 

где частота Кеrшера равна 

w'k = GM rs 
(см. (2.12)). В уравнении (9.31) вектор er = cos(B)E1 + sin(B)E2 явля­
ется собственным вектором тензора J. Это значит, что он параллелен 
одной из главных осей инерции тела. 

( d) Пользуясь результатами из пункта (с), докажите, что равномерное дви­
жение твердого тела (то есть когда~= О) описывается уравнением 

w Х (Jw) = Зw'ker х (Jer)· (9.32) 
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(е) Предположим, что тело асимметрично. Это значит, что главные зна­

чения тензора J 0 не равны друг другу. Найдите решения уравне­

ния (9.32), такие что w · er = О. Докажите, что существует шесть 
возможных решений для w, удовлетворяющих уравнению (9.32), и че­
тыре возможных решения для er. Допустим, что нам известен тензор 
инерции J и, как следствие, тензор вращения Q. Тогда приходим к вы­
воду, что существует 6 х 4 возможных решений уравнения (9.32). 

(t) Предположим, что для тела выполняется равенство J = J-LI, где J-L - по­

стоянная. Докажите, что уравнению (9.32) удовлетворяет любая кон­
станта w, и что в этом случае возможна любая ориентация твердого 
тела. 

(g) Пользуясь результатами из пункта (е), объясните, почему наблюдатель 
на Земле может видеть одну и ту же сторону спутника, вращающегося 

по круговой орбите над Землей? 

9.10. Пусть сфера массы т и радиуса R, тензор инерции которой 
равен J 0 = 2"'r,R

2 
1, движется по вращающемуся диску. Эту задачу реша­

ли, среди прочих, Герстен и др. [70], Льюис и Мюррей [127] и Паре [170]. 
Контакт между сферой и диском является неровным. Центр О диска непо­
движен; диск вращается вокруг вертикальной оси Е3 с угловой скоро­

стью n. 

(а) Допустим, что сфера катится по вращающемуся диску. Радиус-вектор 

точки контакта сферы с диском равен 7rp = -RE3 . Докажите, что 

движение сферы подчиняется трем связям: 

v + w х (-RE3 ) = ПЕ3 х х. (9.33) 

Пользуясь представлениями w = L::~=l ПiEi их = L::~=l XiEi, дока­
жите, что эти три связи предполагают выполнение равенств 

(Ь) Нарисуйте силовую схему свободной сферы при условии, что на нее 

действует вертикально направленная сила тяжести. 

(с) Основываясь на теореме об изменении количества движения и уравне­

ниях связей, докажите, что на сферу действует реакция связи, равная 
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( d) Основываясь на теореме об изменении кинетического момента и ре­
зультатах из пунктов (а)-(с), докажите, что уравнениями движения 

сферы будут 

х1 = RП2- nx2, 
х2 = -RП1 + nx1, 
хз =0, 

Пl = ( mnR 2) xl' 
м+mR 

f!2 = ( mnR 
2

) х2 , 
м+mR 

Пз =О. 

(9.34) 

Здесь 11 = 2~R
2

• Почему уравнений (9.34) достаточно для описания 
движения (х, Q(t)) сферы? 

(е) Докажите, что в частном случае, когда n =О, центр масс сферы дви­
жется с постоянной скоростью по прямой и что вектор угловой скоро­

сти UJ для сферы постоянен. 

(t) Численно проинтегрируйте уравнения (9.34) при разных начальных 
условиях. Может ли сфера упасть с диска радиуса Ro? Выбирая на­
чальные условия (x(to), v(t0 ), t..V(to)), будьте уверены в том, что они 
не противоречат условию качения (9.33). 

9.11. Напомним, что кинетическая энергия твердого тела определяет­

ся по формуле 

Т= ~ J v · vpdv. 
n 

(а) Исходя из определения кинетической энергии, докажите справедли­

вость разложения Кенига 

т 1 - - lн = 2mv · v + 2 · UJ. 

(Ь) Получите следующие промежуточные результаты: 

j = n.J - Jn., JUJ. (А)= н. w, JUJ. (А)= 2ii. UJ, 

где кинетический момент равен Н = J UJ. 
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(с) Пользуясь промежуточными результатами и законами равновесия, до­

кажите теорему об изменении кинетической энергии: 

(d) Докажите, что если 

к 

М= 2:)xi -х) х Fi +Мр, 
i=l 

то 
к 

т= L Fi . Vi + Мр. r..J. 

i=l 

Приведите три примера использования этого выражения для решения 

задач о движении одного тела. 

9.12. Докажите следующую теорему (она рассматривается в разде­

ле 44 работы Эйлера [54]): «Для любого заданного (твердого) тела мы все­
гда можем найти ось, проходящую через центр тяжести тела, вокруг кото­

рой тело может свободно вращаться с постоянной скоростью». Как эта тео­

рема связана с более поздним результатом, полученным Эйлером, согласно 

которому для тела существуют три отличные друг от друга оси, вокруг ко­

торых тело может свободно вращаться с постоянной угловой скоростью? 

Об этом результате говорится в работе [53]; в этой же работе они впервые 
были названы главными осями инерции. 

9.13. На рис. 8.12 изображен китайский волчок, который уже обеуж­
дался в упражнении 8.4. 

(а) Опираясь на рассуждения Ора [156], предположим, что точка Р сколь­
зит по горизонтальной поверхности так, что на нее действуют сила 

трения Кулона и сила вязкого трения: 

где /1k и /1v - коэффициенты трения, N - нормальная сила, а s - на­

правление скольжения. Пользуясь теоремой об изменении количества 

движения, докажите, что нормальная сила, действующая на китайский 

волчок, равна 

N = m(g + zёsin(B) + l02 cos(B))E3 . 
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(Ь) По теореме об изменении кинетической энергии докажите, что полная 

энергия скользящего волчка уменьшается с течением времени, тогда 

как полная энергия катящегося волчка не изменяется. 

(с) Какой вид имеют дифференциальные уравнения, описывающие движе­

ние китайского волчка, при условии, что тензор инерции волчка равен 

(d) Докажите, что кинетический момент Н· 7rp катящегося и скользящего 

волчков не изменяется. Этот интеграл движения был открыт Джеллет­

том (1817-1888) в 1870 году и потому называется интегралом Джел­
летта24. 

(е) Докажите, что если китайский волчок катится по горизонтальной плос­

кости, то инвариантной является не только полная энергия, но и сле­

дующая кинематическая величина: 

где 7rp -радиус-вектор точки мгновенного контакта Р (относитель­

но центра масс Х) между волчком и горизонтальной поверхностью. 
Интеграл движения J1 был впервые получен Раусом (см. раздел 243 
работы [184]) и потому может быть назван интегралом Рауса. Также 
его называют интегралом Чаплыгина [107, 115]. 

9.14. Пусть тело свободно движется вокруг одной из своих мате­

риальных точек О, которая является неподвижной (см. рис. 9.7). Тензор 
инерции тела относительно его центра масс равен J = L7=1 Лiei ® ei, где 
{ е1 , е2, е3}- коротационный базис. Радиус-вектор центра масс Х относи­
тельно точки О равен 

х- хо = hез, 
где h- постоянная. К телу в точке Xs крепится пружина постоянной жест­
кости К, свободная длина которой составляет Lo. Другой конец пружины 
закреплен в неподвижной точке А: 

Кроме того, на тело действует сила тяжести -mgE3 . 

2406 истории открытия этого интеграла (и некоторых друrих) читайте в работе Грэя и Ни­
келя [76]. 
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(а) Докажите, что векторы скорости и ускорения для центра масс равны 

v = h1.JJ2e1- h1.JJ1e2, 

а= h(w2 + 1.JJ11.JJз)e1 - h(w1 - 1.JJ21.JJз)e2 - h(i.JJ~ + i.JJ~)eз, 

где (J) = 2:::~= 1 i.JJkek. 

(Ь) Докажите, что кинетический момент тела относительно точки О равен 

Но= (>.1 + mh2)1.JJ1e1 + (>.2 + mh2)1.JJ2e2 + Лзi.JJзез. 
Докажите, что кинетическая энергия тела рассчитывается по формуле 

(с) Какие три связи накладываются на движение твердого тела? Чему рав­

ны реакция связи F с и момент связи Мс? 

( d) Нарисуйте силовую схему для этого твердого тела. 

(е) Опираясь на закон равновесия количества движения, докажите, что ре­

акция связи в точке О равна 

F с= mh(w2 + 1.JJ11.JJз)e1- mh(w1- 1.JJ21.JJз)e2-

_ mh(i.JJ~ + i.JJ~)eз + mgEз- F s, 

где F s - сила сжатия/растяжения пружины. 

(t) Предположим, что тензор Q = 2:::~=1 ei 0 Ei параметризуется в систе­
ме 3-1-3 углов Эйлера. Докажите, что потенциальную энергию И = 
= И(х, Q) рассматриваемого твердого тела можно задать функцией 
ЭТИХ углов: и= U('lj;, (), ф). 

(g) Докажите, что консервативная сила F кон. и консервативный момент 
Мкон., действующие на тело, удовлетворяют тождеству 

F кон. · V + Мкон. · (J) = Мокон. · (J), 

где Мо'"'"· - суммарный консервативный момент, действующий на те­

ло. С учетом полученного выше результата объясните, почему 

= _ aug1 _ aug2 _ au з 
Мокон. д'lj; д() дф g · 
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(h) Докажите, что вращательное движение тела описывается уравнениями 

(Л1 + mh2)w1 = (Л2 + mh2 - Лз)w2wз + Мо · е1, 
(Л2 + mh2)w2 = (Лз - Л1 - mh2)w1wз + Мо · е2, 

Лзwз = (Л1 - Л2)w1w2 + Мо · ез, (9.36) 

[~] [sin(ф) cosec(B) соs(ф) cosec(B) 0о1] [w'w·'~1J . 
(;1 = соs(ф) - sin(ф) ...., 
ф - sin(ф) ctg(B) - соs(ф) ctg(B) 
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Уравнения движения Лагранжа для 

твердого тела 

10.1. Введение 

В 1782 году была опубликована известная статья [118], в которой 
Лагранж исследует динамику Луны, вращающейся вокруг Земли. В этой 

статье Лагранж записывал уравнения движения в следующей форме: 

_4_ ( дТ ) - дТ = - дV (К= 1, ... '6), 
dt аq_к дqк дqк 

(10.1) 

где V - потенциальная энергия Луны, а Т - кинетическая энергия Луны. 

Колебания (либрацию) Луны Лагранж изучает с точки зрения наблюдате­

ля, находящегося на Земле. При этом он не пользуется эйлероными урав­

нениями движения, хотя на момент написания статьи они бьши известны 

Лагранжу. Что было бы, если бы Лагранж, вместо (10.1), использовал урав­
нения м = н и F = mv? в этой главе мы покажем (наряду с прочим), ЧТО 
его уравнения эквивалентны эйлеровым уравнениям движения, поэтому он 

в любом случае пришел бы к одним и тем же заключениям. 

В начале главы мы докажем, что уравнения F = mv и М = Н для 
твердого тела аналогичны уравнениям движения Лагранжа 

~ ( ~~) - ~~ = F · ai, 

:t ( ~~) -~~ = м . gi. 

(10.2) 

Воспользуемся этими уравнениями в классической задаче об орбитальном 

движении спутника вокруг неподвижного тела. На самом деле, эта задача 

эквивалентна той, что решал Лагранж [118]. 
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Существует и другая форма уравнений движения Лагранжа, которая 
позволяет использовать более широкий класс координат. Эта форма являет­
ся более общей и потому весьма полезной при решении задач. Она имеет 
вид: 

(А= 1, ... , 6), (10.3) 

где 

(10.4) 

После того как мы получим уравнение (10.3), мы покажем, как объединить 
его с уравнениями связей, и проиллюстрируем это на примерах катящихся 

дисков, скользящих дисков и вращающихся волчков. 

Вы узнаете, что если система связей, накладываемых на движе­

ние тела, является интегрируемой, а реакции и моменты связей заданы 

в представлении Лагранжа, то при проходящем выборе координат уравне­
ние (10.3) можно разложить в систему уравнений, описывающих свободное 
движение тела, и систему уравнений, задающих реакции и моменты связей. 

Уравнения первой системы называются инертными. Кроме того, мы рас­
смотрим еще один подход к построению уравнений Лагранжа (подход 11). 

Большая часть материала этой главы, касающаяся уравнений Лагран­

жа, основана на исследованиях Кейси (26, 28]. Материал, касающийся ре­
акций и моментов связей, основан на исследованиях О'Рейли и Шринива­
са [163]. 

10.2. Конфигурационное многообразие свободного 
твердого тела 

Движение твердого тела можно разложить на две составляющие: па­

раллельный перенос х центра масс Х и вращение Q. Система всех век­
торов х образует трехмерное евклидово пространство JE3

, а система всех 
тензоров вращений Q- трехмерное пространство 80(3) 1. Таким образом, 
конфигурационное многообразие М для твердого тела - это пространство 
всех векторов х и тензоров вращения Q. Это пространство является произ­
ведением JE3 на SО(З): 

М = JE3 EfJ 80(3). 

Пfоизведение EfJ соответствует топологическому произведению. Например, 
JE = JE Ef) JE2 = JE Ef) JE Ef) JE. Очевидно, что размерность М равна 6, и что 

1 Пространство 0(3)- это пространство всех ортогональных тензоров. Буква S в записи 
80(3) обозначает «особый», так как определитель тензора вращения равен 1. 
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конфигурационное многообразие можно рассматривать как подмногообра­
зие пространства конфигураций S, равного Е3 Е1:Э Е9 . Под трехмерным про­
странством здесь понимается пространство, содержащее радиус-вектор х, 

а под девятимерным пространством - пространство, содержащее тензор 

второго ранга Q. 
Для параметризации М можно использовать любую криволинейную 

систему координат. Для одной из форм уравнений Лагранжа, которые рас­

сматриваются ниже, мы используем координаты q1 , q2
, q3 для параметри­

зации радиус-вектора х центра масс и систему углов Эйлера v1 , v2 , v 3 для 
параметризации тензора вращения Q. Вектор скорости центра масс в на-
шем случае равен 

3 

v= 2::~/ai, 
i=l 

где ковариантные базисные векторы равны 

. - дх 
а,--.. 

дq' 

Напомним, что { ai} - базис пространства Е3 и что углы Эйлера задают ба­
зис Эйлера {gi}, который также является базисом пространства Е3 . В част-
ности, имеем: 

3 

(А)= L:iigi. 
i=l 

Векторы базиса Эйлера не являются линейно независимыми для некоторых 
значений второго угла Эйлера. Важно отметить, что 

Оба эти тождества легко доказываются. 

Для конфигурационного многообразия можно вычислить кинематиче­
ский элемент длины ds. Он находится из кинетической энергии Т. В вы­
бранной системе углов Эйлера и криволинейной системе координат он ра­

вен 

ds= (fi)dt= 
( Jv·v+lnw·(J·w))dt. 
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Чуть позже мы покажем на примере, как получить соответствующее выра­

жение для Т. 

Поскольку движение твердого тела мы описываем с помощью криво­

линейной системы координат и утлов Эйлера, в некоторых точках конфигу­

рационного многообразия параметры принимают вырожденвые значения. 

В этих точках тело может находиться в состоянии движения, хотя соот­

ветствующее значение энергии Т равно нулю. Такая ситуация нарушает 

одно из главных свойств энергии Т, согласно которому Т равно нулю тогда 

и только тогда, когда v = О и r...; = О, то есть когда тело в данный мо­
мент времени покоится. Кроме того, сингулярности ведут к ошибкам при 

численном интегрировании уравнений движения. Чтобы этого избежать, во 

многих компьютерных программах динамика твердого тела описывается 

с помощью двух или более систем криволинейных координат и двух си­

стем утлов Эйлера. 

Выражение для кинетической энергии 

Рассмотрим конкретный пример. Параметризуем радиус-вектор х с по­

мощью сферических координат R, е и Ф, а тензор вращения Q- с помо­
щью системы 3-1-3 утлов Эйлера. Из подраздела 6.8.2 мы знаем, что для 
этой системы утлов Эйлера базис Эйлера равен 

[

gl] [Е1з] [sin(ф) sin(B) соs(Ф) sin(B) cos(B)] [е1] 
g2 = е 1 = соs(ф) - sш(ф) О е2 . 
gз ез О О 1 ез 

С учетом этого выражения можно сразу же рассчитать вектор угловой ско­

рости: 

r...; = -ф Ез + В е~ + Фез = 

= (фsin(ф) sin(B) + Осоs(ф))е1 + (фсоs(ф) sin(B)- Bsin(ф))e2 + 
+ (фсоs(В) + ф)ез. 

(10.5) 
Для удобства будем считать, что Ei являются главными осями инерции 
тела2 • Тогда 

Jo = Л1Е1 181 Е1 + Л2Е2 0 Е2 + ЛзЕз 0 Ез, 

J = QJ0Qт = Л1е1 0 е1 + Л2е2 0 е2 + Лзез 0 ез. 
2В противном случае выражение для кинетической энергии вращения будет иметь сложную 

форму, а именно: ,_.., · (J~N) = Joнwr + Jo22w~ + JоззwШ + 2Jo12w1w2 + 2Jo2зw2wз + 
+ 2J01зw1wз, где Wi = ,_.., · ei и Joik = ei · (Jek) = Ei · (JoEk)· 
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Объединим эти выражения и получим формулу для кинетической энер­

гии Т твердого тела: 

т m- - 1 J = -v · v + -У) · ""' = 2 2 

= т; (.Ю + R2Ф2 + R2 sin2 (Ф)B2 ) + ~1 (~ sin(ф) sin(B) +е соs(ф)) 2+ 
Л2 · · 2 Лз · · 2 + 2 (1/;соs(ф) sin(B)- Bsin(ф)) + 2 (1/;cos(B) + ф) . 

В качестве упражнения подставьте выражение для Т в выражение для ки­

нематического элемента длины ds и найдете меру расстояния, которое про­
ходит тело по конфигурационному многообразию. 

При параметризации движения сингулярности появляются при В = 
= О, тr и Ф =О, тr. Чтобы оценить влияние сингулярностей на значения Т, 

рассмотрим пример, в котором Ф = О и В = О. Предыдущее выражение 

для т сводится к виду 

Т= m(R2 + R2ф2 +О)+ 
2 

+ ~1 (О+ Осоs(ф)) 2 + ~2 (О- Bsin(ф)) 2 + ~3 (~ + ф) 2 . 

Если, кроме того, "j; = -ф, в = R = ф = о и е =1- О, то предыдущее 
выражение для Т будет равно О, хотя действительная кинетическая энергия 

тела не будет нулевой. 

10.3. Уравнения движения Лагранжа: первая форма 

В этом разделе мы получим уравнения Лагранжа для свободного твер­

дого тела. Наш вывод будет основываться на исследованиях Кейси [28], 
но будет носить более частный характер. Кейси первым показал, что урав­

нения (10.6) эквивалентны теоремам об изменении количества движения 
и кинетического момента для твердого тела3 . Об эквивалентности уравне­
ний движения Лагранжа и теоремы об изменении кинетического момента 

для твердого тела говорится также в разделах 8-2 и 8-6 работы Гринву­
да [79]4 . На уравнения (10.6) мы будем ссылаться как на первую форму 
уравнений движения Лагранжа. 

3 См., в частности, теоремы 4.2 и 4.4 в работе Кейси [28]. 
4В построениях Гринвуда отсутствует промежуточный результат g:;; =Н· gi. 
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Начнем с того, что выберем для параметризации вектора х криволи­
нейную систему координат: х = x(q1 , q2 , q3 ). Для параметризации тен­
зора вращения Q твердого тела выберем систему углов Эйлера vi: Q = 
= Q(v1 , v2 , v3 ). Тогда уравнения Лагранжа для твердого тела будут иметь 
вид (позже мы это докажем): 

(10.6) 

где gi - векторы базиса Эйлера, а ai - базисные векторы для JE3
, соответ­

ствующие криволинейным координатам qi. Напомним, что 

3 3 

v = L:riai, 
i=l 

дv 
-=а· 

д('i "' 
w = L::z)gi, 

i=l 

Из уравнений (10.6) очевидно, что уравнения Лагранжа для твердого тела 
схожи с уравнениями, которые встречались нам в контексте материальных 

точек. Главное отличие состоит в добавлении уравнения для кинетического 
момента. 

Если некоторые из сил и моментов, действующих на твердое тело, яв­
ляются консервативными, то эти консервативные силы F кон. и консерватив­

ные моменты Мкон. вычисляются по формулам 

3 
"дИ i Fкон. =-~-ia' 
i=l дq 

3 

М = _" дИ i кон. ~дig, 
i=l l/ 

где функция потенциальной энергии И имеет вид 

(10. 7) 

Заметим, что F кон. · ai = - g~ и Мкон. · gi = - ~~ . Следовательно, вовсе 
не обязательно рассчитывать F кон. и М кон. в уравнениях Лагранжа; доста­
точно рассчитать частные производные от И. Заметим, что соотношения, 
касающиеся потенциальных энергий твердых тел, аналогичны соотноше­

ниям, которые справедливы для потенциальных энергий систем материаль­

ных точек. 
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Уравнения движения Лагранжа можно записать в альтернативной фор­

ме с использованием лагранжиана L = Т - И: 

:t ( ~~) - ~~ = (F - F кон.) · ai, 

:t (~~)- ~~ =(М- Мкон.) · gi. 

(10.8) 

В качестве (несложного) упражнения получите (10.8) из (10.6). 

10.3.1. Вывод уравнений Лагранжа 

Чтобы доказать справедливость уравнений Лагранжа, необходимо при­

менить разложение Кенига и формулу для вектора угловой скорости "-'о = 
= Qт "-'· Прежде чем переходить непосредственно к доказательству, вспом­
ним некоторые промежуточные результаты. 

Доказательство состоит из четырех шагов. На первом шаге мы пара­

метризуем вектор х в системе криволинейных координат и тензор Q в си­
стеме углов Эйлера vi. При этом мы будем предполагать, что кинетическая 
энергия Т задается функцией этих величин и их производных по времени: 

Т Т( i ·i k . k) 1 - _ 1 J = q , q , v , v = 2 mv · v + 2 о"-'о ·"-'о, 

где "-'о = Qт"" - вектор угловой скорости, а J0 = Qт JQ - тензор инер­
ции. 

Далее рассмотрим частные производные от Т: 

дТ д ( 1 - -) - дv -
дqi = дqi 2mv · v = mv · дqi = mv. ai, 

дТ д (1 - -) - дv - . 
дqi = дqi 2 mv · v = mv · дqi = mv . ai, 

дТ = ~ (1Jo"-'o ·"-'о) = Jo"-'o · д"-'о = Jo"-'o · (Qтg·) 
дv' дv' 2 дv' ' ' 

(10.9) 

-. = -. -Jo"-'o ·"-'о = Jo"-'o · --. = Jo"-'o · Q gi)· дТ д ( 1 ) д"-' о ( т . 
дv' дv' 2 дv' 

При построении этих выражений мы применили тождества 

дv . дv д"-'о . д"-'о 
ai = дqi , ~ = дqi , gi = Q дvi ' gi = Q дvi . (10.10) 

Чуть позже мы докажем справедливость этих тождеств. 
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На третьем шаге, используя первое и второе уравнения (10.9) и полагая 
G = mv, получим: 

!1. (ат) - ат = .!l.(G. а·)- G. а = 
dt дq" дq" dt • • 

=G·ai= 
= F·ai. 

Итак, мы вывели первые три уравнения движения Лагранжа. 

На четвертом шаге заметим, что для любого вектора Ь выполняется 

равенство: 

Н· Ь = J"' · Ь = QJ0QтQ"-'o · Ь = Jo"-'o · QтЬ. 

Объединяя это выражение с третьим и четвертым уравнениями из (10.9), 
находим: 

!1. ( ат ) _ ат = !1. (Н . g.) _ н . g· . = 
dt дil" дv" dt " " 

= ii. gi = 
=M·gi. 

Таким образом, мы получили последние три уравнения движения Лагран­

жа. 

10.3.2. Четыре тождества 

При выводе уравнений Лагранжа мы воспользовались тождества­

ми (10.10). Первые два тождества аналогичны тем, с которыми мы имели 
дело при рассмотрении одной материальной точки. В третьем и четвер­

том тождествах следует обратить внимание на наличие Q. К сожалению, 
д<.оJ--'-. 
дvi т gi. 

и 

Сначала получим более простые тождества: 

3 

= Lдikak = ai 
k=l 
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= t,qk д;2~k = t,qk д~k ( ~;) = 

3 
""' ·k даi . = L....q --k = ai. 
k=l дq 

Обратите внимание, что ai не зависят как от qk, так и от производных х по qi. 
Далее докажем простейшее из двух оставшихся тождеств: 

дi.IJo = _2_(QT1.1J) = дQТ I.IJ + QT (дi.IJ) = 01.1J + QT( ·) = 
дii дvi дvi avi g, 

= Qтgi. 

Преобразовывая, получаем: 

д~.~Jо 
gi = Q дvi. 

Мы учли, что Q не зависит от vi. 
Чтобы доказать последнее тождество, необходимо также принять во 

внимание, что Q зависит от углов Эйлера vi, но не зависит от их производ­
ных vi. Сначала запишем: 

gi = ~~ = д~i ( -~e[QQт]) = д~i (-~Е [t, vk ~~ qт]) = 

= _le [дQQт]. 
2 дv' 

Дважды продифференцируем выражение QQT = 1 относительно углов Эй­
лера и найдем5 : 

Учитывая предыдушие результаты, получаем четвертое тождество: 

5На самом деле в двукратном дифференцировании нет необходимости. Первое тожде­
ство доказывается однократным дифференцированием тождества QQт = 1, а второе тож-

дество является простым следствием первого и доказывается цепочкой равенств ~ 88~~ = 

_ aq тQаqт _ (- ~) (- aq т)_ аqт aq т _ 
- дvi Q дvk - Q дvi дvk Q - Q дvi дvk Q . Прим. ред. 



382 ГЛАВА 10 

= _le [QдnoQт] = 
2 дv' 

= Q (-~Е [ ~~?]) = 

= Qдwo. 
дv' 

На последнем шаге мы учли, что w0 - аксиальный вектор тензора 0 0 = 
= QтQ = QтnQ. Кроме того, мы воспользовались тождеством 

e[QBQт] = det(Q)Q(e[B]). 

Это тождество позволяет связать w0 с w. Мы ссылались на него ранее, 
когда рассматривали векторы угловой скорости (см. (6.7)). 

1 0.4. Задача о движении спутника 

В качестве примера задачи динамики твердого тела, в которой отсут­

ствуют связи, рассмотрим вращение спутника массы т вокруг сферически 

симметричного тела массы М (рис. 10.1). Допустим, что сферически сим­
метричное тело покоится и что относительно его центра масс измеряется 

радиус-вектор центра масс спутника. 

Предварительные расчеты 

Движение центра масс твердого тела мы параметризуем в сферической 

системе координат: 

х= Rен = 
= Rсоs(ф)Ез + Rsin(ф)er = 
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= Rсоs(ф)Ез + Rsin(ф)(cos(O)E1 + sin(O)E2) 

и 

v = Rен + Rsin(ф)Beo + RфеФ. 
Из этого уравнения вам должно быть очевидно, чему равны ковариантные 

базисные векторы а;. 

Тензор вращения Q мы параметризуем в системе 1-2-3 углов Эйлера: 

"-' = zi1E1 + zi2e~ + ziзез. 
Заметим, что ei = QEi. Вектор угловой скорости тела также равен 

где 

"'-'1 = zi2 sin(vз) + zi1 cos(v2) cos(vз), 

"'-'2 = zi2 cos(vз) - zi1 cos(v2) sin(vз), 

wз = zi1 sin(v2) + ziз. 
Попробуйте получить выражения для gi из этих уравнений. 

В качестве главных осей тела в его начальной конфигурации выберем 

оси Ei. Тогда кинетическая энергия тела будет равна 

Т= r; ( R2 + R2ф2 + R 2 sin2 (ф)02 ) + 

+ ~1 
(zi2 sin(vз) + zi1 cos(v2) cos(vз)) 2+ 

+ ~2 (zi2 cos(vз)- zi1 cos(v2) sin(vз)) 2+ 

Лз (. . ( . )2) + 2 V1 SШ V2 + Vз . 

Если тело имеет ось симметрии, такую что >.1 = >.2 , то выражение для 

кинетической энергии вращения существенно упрощается. 

На твердое тело действуют только сила и момент, обусловленные цен­

тральной силой гравитационного воздействия тела массы М на тело мас­

сы m. Эти силы и моменты являются консервативными; соответствующая 
им потенциальная энергия равна 

GMm GM 3GM И=----- tr(J) + --(Jен) · ен. 
R 2R3 2R3 

(10.11) 
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Рис. 10.1. Твердое тело, вращающееся вокруг сферически симметричного тела мас­
сы М. Угол (3 = ~ - ф 

Чтобы выразить эту потенциальную энергию через углы Эйлера vi, необ­
ходимо учесть, что 

ен = соs(ф)Ез + sin(ф) cos(B)E1 + sin(ф) sin(B)E2, 

Е1 = cos(v2) cos(vз)el - cos(v2) sin(vз)e2 + sin(v2)eз, 
Е2 = - sin(v2) cos(vз)el + sin(v2) sin(vз)e2 + cos(v2)eз, 
Е3 = (sin(v1) sin(vз)- cos(v1) sin(v2) cos(vз))e1 + 

+ (sin(v1) cos(vз) + cos(v1) sin(v2) sin(vз))e2 + cos(v1) cos(v2)eз. 

С помощью этих выражений можно выразить ен через векторы коротаци­

онного базиса, а затем построить выражение для (Jен) · ен. После этого, 
применяя (10.7), можно вывести формулы для силы и момента, которые 
соответствуют этой потенциальной энергии. Также можно воспользоваться 

альтернативным методом и применить уравнения (8.25), описанные в гла­
ве 8. 

Уравнения движения 

Уравнения движения для рассматриваемого тела формулируются сле­

дующим образом: 

mv=F= 
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GMm 3GM = ---2-ен- --4 (2J + ((Л1 + Л2 + Лз)- 5ен · Jен)I)ен, 
R 2R 

Н=М= 

= ( 3~~) ен х (Jен). 
Для консервативных сил и их моментов мы использовали представле­

ния (8.25). Следует отметить, что если е н- собственный вектор тензора J, 
то Jен параллелен вектору е н. В этом случае так называемый вращающий 

момент гравитационного градиента М равен О. Кроме того, если R = 

= Roer и iJ = w0 , где Ro и wo- постоянные, то центр масс твердого тела 
вращается по круговой орбите с постоянной скоростью w0 . 

Уравнения движения Лагранжа 

Уравнениями движения Лагранжа для спутника являются ai компонен­
тов уравнения для количества движения и gi компонентов уравнения для 
кинетического момента: 

!l_ (дТ)- дТ = F · ен = 
dt дR дR 

=- 30м;:п(ф) (ен. Jeo), 

!l_ ( дТ) - дТ = М . gi = 
dt дvi дvi 

= ( ( 
3~~) ен х (Jен)) · gi. 

В последнем уравнении i = 1, ... , 3. В качестве упражнения рассчитайте 
частные производные от Т по координатам и их скоростям. Либо запишите 

уравнения Лагранжа по (10.8) в терминах лагранжиана L =Т- И. 
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Законысохранения 

Поскольку на твердое тело действуют только консервативные силы 

и моменты и поскольку на движение тела не накладывается никаких свя­

зей, полная энергия Е = Т + И не изменяется. Кинетический момент Но 
также не изменяется. Чтобы это доказать, заметим, что 

Но = Мо = Rен х F +М. 

Подставляя вместо F и М соответствующие выражения, находим, что 

Мо=О. 
Обратите внимание, что, хотя значение Н не изменяется при нулевом 

вращающем моменте гравитационного градиента М в конкретном частном 

случае, эта величина не является инвариантной для произвольного движе­

ния твердого тела. 

10.5. Уравнения движения Лагранжа: вторая форма 

Ранее мы сделали допущение, что вектор х и тензор Q параметризу­
ются в системе координат q1 , ... , q6 : 

- - ( 1 3) x=xq, ... ,q, (10.12) 

Этим координатам соответствуют ковариантные базисные векторы 

av-a·=-
' Шi' 

i = 1, 2, 3. 

Докажем, что в этом случае уравнения движения Лагранжа имеют вид: 

(10.13) 

Нетрудно заметить, что эти уравнения можно записать более компактно: 

.!i ( ат) _ а~ = F. av- +м. а~ (А= 1, ... , б). 
dt aqA aq aqA aq 

(10.14) 

Уравнения Лагранжав форме (10.14) особенно полезны в ряде случаев: 
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1) когда на движение твердого тела не накладывается никаких связей; 

2) когда связи (и соответствующие им реакции и моменты), ограничива­

ющие движение твердого тела, не связывают между собой вращатель­

ную и поступательную степени свободы. 

В других случаях необходимо оперировать уравнениями Лагранжа 

в более общей форме. 

Параметризуем радис-вектор и тензор в других координатах: 

_ -с 1 б) X=XU , ... ,U , (10.15) 

Покажем, что и в новых координатах уравнения движения Лагранжа будут 

иметь вид: 

.!l:_(дТ)_дТ_Ф 
dt дuА дuА - А, 

где обобщенные силы равны 

ф дv мдw A=F·-+ ·-
дuА диА 

(А= 1, ... ,6). 

(10.16) 

Чуть позже мы применим уравнения Лагранжа в этой форме к решению 

конкретной задачи. 

Чтобы получить уравнения (10.16), необходимо применить следующие 
тождества6 : 

где 

w = Qwo. 

С помощью этих тождеств и разложения кинетической энергии7 после ряда 
преобразований получаем уравнения (10.16): 

( 
дТ _ дv (дwо)) 

- диА = mv. диА + Jowo. диА 

6Доказательство этих тождеств вытекает из (10.15); оно аналогично тому, как мы доказы­
вали четыре тождества в подразделе 10.3.2. 

7Напомним, что Jw · w = QJ0 wo · w = QJ0 wo · Qwo = Jowo · wa. 
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(10.17) 

В этой форме уравнения Лагранжа служат отправной точкой для решения 

многих задач. Кроме того, на основе этих уравнений строится подход 11. 
Далее рассмотрим некоторые аспекты, связанные с применением вто­

рой формы уравнений Лагранжа к описанию связанного движения твердого 

тела при наличии связей. 

10.5.1. Изменение координат: одно тождество 

Итак, мы используем две координатные системы: u 1 , ... , u6 и q1 , ... , q6 . 

Мы неявно предположили, что они связаны обратимыми функциями: 

Тогда, поскольку 

заключаем, что 

А А( 1 6) q =q u, ... ,u. 

6 д А 
·А_"" _q_ ·В q-L..- ви, 

В=1 дu 

(А= 1, ... ,6,В= 1, ... ,6). 

Эти тождества часто называют «сокращением точею>. 

(10.18) 

В качестве полезного упражнения докажите, что тождества (10.18) 
справедливы и тогда, когда преобразования координат зависят от времени: 

А А( 1 6 t) q =q u, ... ,u,. 

Результирующие тождества применяются в литературе в рамках подхода 11 
к построению уравнений Лагранжа. 
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10.5.2. Связи и соответствующие им реакции и моменты 

Пусть на движение твердого тела накладывается интегрируемая связь 

Ф(ql, ... , q6
, t) =О. 

Допустим, мы вправе выбрать такие координаты и 1 , ... , u6 , чтобы уравне­
ние связи получило более простую форму, например такую: 

и6 - f(t) =О. 

Возникает вопрос: как это отразится на правой части уравнений Лагранжа? 

Связь Ф = О предполагает, что Ф = О. После некоторых преобразова­
ний приходим к выводу, что уравнение Ф = О можно свести к виду 

где 

f · v + h · w +е = О, 

3 

h - """ __QL i 
- ~ дq(i+З)g' 

д\II 
е= 7ft· 

Для нас сейчас удобнее иметь выражения для f и h в координатах, которые 
используются для параметризации х и Q, а не в координатах u 1 , ... , u6 . 

Чтобы ответить на поставленный вопрос, предположим, что реак­

ция и момент связи, которые нам не известны, задаются в формулировке 

Лагранжа: 
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3 3 д ·k 3 3 д ·k+З 
= ""'""' дЧ! _q_бk + ""'""' дЧ! _q -8~ = 

J.t ~ ~ д i д· А ' J.t ~ ~ д i+3 д· А ' 
i=1 k=1 q и i=1 k=1 q и 

3 . 3 . 3 
дЧ! дi/ дЧ! дrу+ 

=мL:-д iд·А +мL:д i+3-д·А = 
i=1 q и i=1 q и 

3 дЧ! дqi 3 дФ дqi+3 
= J.t L дqi диА + J.t L дqi+3 диА = 

•=1 •=1 

(10.19) 

На предпоследнем шаге мы воспользовались тождеством (10.18) и вырази­
лиФ как функцию от иl, ... , и6 и t: 

Ф = Ч!(ql, ... ,q6,t) = Ф(иl, ... ,и6 ,t). 

Во избежание путаницы (там, где это возможно) будем употреблять сим­

вол ф со знаком л' если он обозначает функцию от и 1 ' ... ' и6 и t. 
Итак, мы готовы сделать ряд важных заключений. Для уравнения связи 

Ф =О, где Ф = Ч!(ql, ... , q6, t) = Ф(иl, ... , и6 , t), 

справедливо выражение 

(10.20) 

при условии что реакции и моменты связи задаются в представлении Лаг­

ранжа. 

Таким образом, получаем ответ на наш вопрос: связь Ф = О и соот­
ветствующие ей силы реакции и моменты реакции обусловливают наличие 

в правой части уравнений Лагранжа члена м/!. Такая ситуация аналогич­
на той, с которой мы встречались ранее в контексте одной материальной 

точки и систем материальных точек. 

10.5.3. Следствия представления Лагранжа и интегрируемых связей 

Рассмотрим некоторые следствия уравнения (10.20). Допустим, инте­
грируемую связь можно представить в виде 

и6 - f(t) =О. 
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Тогда 
av- м а(А) .-6 

Fc. аиА + с. аиА =/ША-

Таким образом, сила реакции связи и момент реакции связи появляются 

лишь в уравнении Лагранжа, соответствующем u6 . Аналогичное разделе­
ние мы встречали и для материальной точки и систем материальных точек! 

10.5.4. Потенциальная энергия и консервативные силы и моменты 

Пусть потенциальная энергия тела равна 

Этой потенциальной энергии соответствуют консервативные силы и мо­

менты, равные 

Выберем теперь новую систему координат. Если положить в (10.19) Ф 
=-И, а f.1 = 1, то получим 

Итак, консервативные силы и моменты появляются в правой части уравне­

ний движения Лагранжа в уже знакомой форме. 

10.5.5. Механическая мощность и сохранение энергии 

Если на движение твердого тела накладывается единственная интегри­

руемая связь, а потенциальная энергия тела равна И, то суммарная механи­

ческая мощность Р этих сил и моментов равна 

Р = F с · v + Мс · (А) - U = 

( 8Ф) · =J.L -дt -И, 
(10.21) 
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где реакция связи и момент связи задаются представленнем Лагранжа. Сле­

довательно, если интегрируемая связь не зависит от времени, т. е. ~~ = О, 
и если все приложеиные силы и моменты являются консервативными, то 

по (10.21) приходим к заключению, что 

т= Р =-И. 

Это значит, что полная энергия Е = Т + И не изменяется в случае, ко­
гда интегрируемая связь не зависит от времени, а все приложеиные силы 

и моменты являются консервативными. 

Уравнение (10.21) выводится путем прямых преобразований: 

( о 8\fl) о = JL \fl - дt - и. 

Выражение, полученное на последнем шаге, т. е. Р 
и соответствует (10.21). 

10.5.6. Заключительные выводы 

о дw о 

JL(W - дt) - И, 

Пусть все силы и моменты, приложеиные к телу, являются консерва-
тивными: 

а и F = F с - дх, М = Мс - UQ· 

Кроме того, предположим, что на движение тела накладываются две связи: 

\fl = u6
- f(t) =О, f · v + h ·"-'+е= О. 
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Первая связь является интегрируемой, а вторая - неинтегрируемой. Допу­

стим, что соответствующие им реакции связей и моменты связей задаются 

представленнем Лагранжа: 

3 
'"'дiJ! i Fc = /11 L.J -.а + 112f, 
i=l дq' 

3 

'"' дiJ! i Мс = f.Ll L.J ---н=зg + f.L2h. 
i=l дq 

Уравнения движения Лагранжа (10.16) примимают вид 

(10.22) 

(10.23) 

Поскольку все неконсервативные силы, действующие на тело, обусловлены 

реакциями и моментами связей, член Q А равен 

(А= 1, ... , 6). 

Пользуясь лагранжианом L = Т - И и Представлениями (10.22) для F с 
и Мс, приходим к выводу, что уравнения (10.23) можно записать в виде 

В этих уравнениях В = 1, ... , 5. Обратите внимание, что правые части 
этих уравнений Лагранжа аналогичны правым частям уравнений Лагранжа 

для систем материальных точек; исключение составляют дополнительные 

члены, обусловленные моментами. 

10.6. Уравнения движения Лаrранжа: подход 11 

Рассмотрим подход II к построению уравнений Лагранжа, описыва­
ющих движение твердого тела, ограниченное связями. Как и в подразде­

ле 10.5.6, допустим, что на движение тела накладываются одна интегри­
руемая и одна неинтегрируемая связи. При необходимости наши рассужде­

ния можно будет легко обобщить на случай множественных интегрируемых 

и неинтегрируемых связей. Результат, который выводится в этом разделе, 
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первым получил Кейси (28]. В этой форме уравнения Лагранжа часто при­
меняются в физике и ИIIЖенерно-технических областях. 

На первом шаге ВЬ!берем шесть координат и 1, ... , и6 , в которых инте­
грируемая связь \[1 = О имеет простой вид 

\[1 = и6 - f(t). 

Накладывая на движение тела эту связь, рассчитываем кинетическую Т 

и связанную потенциальную (J энергии системы с учетом связи. Первая 
задается функцией от u1 ' ... 'и5 ' и1 ' ... 'и5 и t, а вторая- функцией от 
и 1 , ... , и5 и t. Неинтеrрируемая связь 7!'2 = О, выраженная через новые 
координаты и их скорости, имеет вид 

5 

11'2 = LРвив +е, 
B=l 

где Pl, ... ,р5 и е- фунiЩии времени t и координат и1 , ... , и5 . Соответству­
ющие реакции связей и моменты реакции связей зададим в представлении 
Лагранжа (см. (10.22)). 

Рассуждая так же, как при построении уравнений Лагранжа для ма­

териальной точки, находим уравнения, описывающие движение твердого 
тела: 

5 

L рвив +е::: О, 
B=l 

d(дт) дт дv дw 
dt див - диВ ::: F. див + м. див = 

::: - дй . дv м . дw 
див + F п.нек. див + п.нек. див + f..L2PB· 

(10.24) 
Здесь В = 1, ... , 5. Обратите внимание, что в этих уравнениях отсутству­
ют реакции и моменты реакции интегрируемой связи, а силы и моменты, 

действующие на тело, мы разложили на составляющие: 

F = F п.нек + F с + F кон., 

М = Мп.нек. + Мс + Мкон., 
где F п.нек. - приложеннЬiе неконсервативные силы. Примером такой силы 
является сила Магиуса F м = mBw х v, которая рассчитывается при ис­
следовании траектории полета бейсбольного мяча. 
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1 О. 7. Катящиеся диски и скользящие диски 

В качестве примеров неевободных твердых тел рассмотрим круглый 

диск массы т и радиуса R, который катится без скольжения по шерохова­
той горизонтальной плоскости (рис. 10.2) или скользит по гладкой горизон­
тальной плоскости. Пусть тензор инерции J0 равен 

(10.25) 

Это значит, что осью симметрии диска в его начальной конфигурации явля­

ется ось Ез. Главные моменты инерции равны Л3 = 2Л и Л = m_f2
, но мы 

не делаем соответствующих подстановак для упрощения алгебраических 

преобразований. 

Предварительные расчеты 

Радиус-вектор центра масс диска зададим в системе декартовых коор-

динат: 
3 

Х= LXiEi. 
i=l 

Тензор вращения диска опишем в системе 3-1-3 углов Эйлера: 

~..J = .фЕз +де~+ Фез. 

Согласно выражению (6.33) из подраздела 6.8.2, векторы gi базиса Эйлера 
равны 

[

g 1 = Е3] [sin(ф) sin(O) соs(ф) sin(O) cos(O)] [е1] 
g2 =е~ = соs(ф) - sin(ф) О е2 . 
gз = ез О О 1 ез 

(10.26) 

Кроме того, углы Эйлера удовлетворяют ограничениям: 'ljJ Е [0, 27Г), О Е (0, 1r) 
и ф Е [0, 21Г). 

Угол О обозначает угол наклона диска. При О = ~ диск вертикален. 

С другой стороны, при О = О или 1r диск горизонтален. В обоих случаях 
диск всей своей поверхностью соприкасается с плоскостью, так что урав­

нения движения, которые мы строим, оказываются не применимыми. 

Связи 

В подразделе 8.6.3 говорилось, что катящийся диск подчиняется трем 
связям, поскольку вектор скорости точки контакта Р равен нулю: 

Vp = V + I..J Х 7rp = 0. (10.27) 
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Рис. 10.2. Круглый диск, движущийся по горизонтальной плоскости, соприкасаясь 
с ней одной своей точкой 

Ранее мы доказывали, что эти уравнения соответствуют трем уравнениям 

связей: 

1Г1 = О, 1Гz = О, 1Гз = О 

(см. (8.21)). Кроме того, мы знаем, что третья из этих связей является ин­
тегрируемой: 

w = хз- Rsin(e) =О. (10.28) 

Другие две связи неинтегрируемые8 . Очевидно, что все три связи, накла­
дывающиеся на качение диска, можно выразить в виде f · v + h · r..J = О, что 

позволяет задать F с и Мс в представлении Лагранжа. 

Координаты и энерrии 

С учетом интегрируемой связи хз = R sin( е) определим систему коор-
динат: 

u 1 =x1 , u2 =Xz, U
3 ='1/J, 

u4 =е, u5 = ф, и6 = Хз- Rsin(e). 

Если известны значения u 1
, ... , u6 , то с помощью отношений, 

отношениям (10.29), можно найти Xi и углы Эйлера: 

х1=и\ хz=и2 , xз=и6 +Rsin(u4 ), 

'l/J=u3, е=и4 , Ф=и5 . 

(10.29) 

обратных 

(10.30) 

8Это уrверждение доказЬJвается по теореме Фробениуса в одной из задач в конце главЬI 8. 
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Ясно, что координаты и1 , ... , и5 являются обобщенными координатами для 
катящегося и скользящего дисков. С перспектиной на будущее рассчитаем: 

v = u1E 1 + u2E2 + (u6 + Ru4 cos(и4))E3, 
·3Е ·4 1 ·5 IN = и 3 + и е1 + и е3. 

(10.31) 

Заметим также, что IN не зависит от координаты и6 и ее производной по 
времени. 

Нам понадобятся производные от v и IN по координатам и1 , ... , и5 . 9 

Рассчитаем их по (10.31): 

и 

дv_Е дv_Е 
аи1 - 1, аи2 - 2, 

;; = Rcos(O)E3, ::5 =О, 

дv =0 
дu3 ' 

дv -Е 
аиб- 3 

дiN =о дiN =о дiN 
дu1 ' дu2 ' дu3 = Е3, 

дiN - е' д~N - е дiN = О. 
аи4 - 1, аи5 - 3, аиб 

Эти векторы будут фигурировать в будущих уравнениях Лагранжа. 

(10.32) 

(10.33) 

Если задан тензор инерции (10.25), представления (10.31) и выраже­
ния (10.5) для IN · ek, тонетрудно найти кинетическую энергию свободного 
диска: 

Т= т; ( ±i + х~ + (u6 + RBcos(0)) 2
) + 

+ ~ (~2 sin2 (0) +02
) + ~3 (ф+~соs(О))2 • 

Кроме того, потенциальная энергия диска равна 

И= mg(и6 + Rsin(O)). 

Обратите внимание, как сильно упрощается выражение для кинетической 

энергии вращения в силу симметричности рассматриваемого тела. 

Реакции и моменты связей 

Реакции связей и моменты связей, действующие на катящийся диск, 

можно задать представленнем Лагранжа. С помощью выражения для 1r i 

9Видимо, имеется в виду производные по обобщенным скоростям it 1, ... , itб. - Прим. ред. 
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находим: 

Fc = /lзЕз + 111Е1 + 112Е2, 
Мс = ~Jз( -Rcos(B)g2

) + 
+ 111 (Rcos(B) cos(-ф)g1 - Rsin(B) sin(-ф)g2 + Rcos(-ф)g3 ) + 

+ 112(Rcos(B) sin(-ф)g1 + Rsin(B) cos(-ф)g2 + Rsin(-ф)g3 ). 

Векторы двойственного базиса Эйлера рассчитываются по (6.34) из разде­
ла 6.8. 

Если выразить векторы двойственного базиса Эйлера gi через е~' и раз­
ложить выражения для Мс, то получим Мс = 7r р х F с· Следовательно, F с 
и Мс эквивалентны силе R = F с, действующей в точке мгновенного кон­
такта Р. Составляющая этой силы по оси Ез есть нормальная сила, а дру­

гие две составляющие образуют силу трения. Таким образом, представле­

ние Лагранжа дает физически реалистичное описание реакций и моментов 
связей. 

Наложение интегрируемой связи 

Если наложить интегрируемую связь, то u6 = О, а энергии (потенци­
альная и кинетическая) неевободного диска будут равны 

U = mgRsin(B), 

Т = т; (xi + х~) + ~ ( ~? sin2( В)) + ~(Л+ mR2 cos2(8) )t'P+ 

+ ~3 (ф + -ф cos(B))2
. 

Важно отметить, что Т= Т(х1 ,х2 ,х 1 ,х2 ,В,ф,iJ,-ф). Таким образом, мы 
исключили координату u6 . 

Уравнения движения катящегося диска 

Теперь петрудно получить уравнения движения Лагранжа для катя­
щегося диска. В первую очередь заметим, что равнодействующая сила F, 
приложеиная к диску, равна сумме реакции связи и консервативной силы: 

F = Fc- mgEз. Результирующий момент М равен моменту связи: М= 

=Мс. 
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Пользуясь формулами (10.6), (10.32) и (10.33), находим: 

.!1_ ( дТ ) _ ( дТ ) = Ф1 dt дх1 дх1 ' 

.!1_ ( дТ ) _ ( дТ ) = Ф2 dt дх2 дх2 ' 

d (ат) ат 
dt д-ф - д'lj; = Фз, 

:t (~~)- ~~ = Ф4, 
d (ат) ат 
dt аф - дФ = Ф5, 

.!1_ (дТ) _ (дТ) -Ф 
dt дu6 ди6 -

6
' 

Ф1 = F · Е1 + М · О = f11, 

Ф2 = F · Е2 + М · О = f.J,2, 

Фз = F ·О+ М· Ез = Rcos(B)(f.11 cos('lj;) + f12 sin('Ф)), 

Ф4 = F · Rcos(B)Eз +М· е~= 

= -mgRcos(B) + Rsin(B)(f.12 cos('lj;)- fJ,l sin('Ф)), 

Ф5 = F ·О+ М· ез = f.11Rcos('lj;) + f.12Rsin('lj;), 

Фб = F · Ез + М · О = f.J,з - mg. 

399 

(10.34) 

Рассчитывая в (10.34) частные производные от Т, накладывая интегрируе­
мую связь u6 =О и преобразовывая, получаем: 

mxl = f.11, 
mx2 = f12, 

:t (Лsin2 (B)-ф + Лз(Ф + -фсоs(В)) cos(B)) = Фз, 

(Л+ mR2 соs2 (В))ё- mR2 cos(B) sin(B)ё2 + 

+ Лз(ф + -фcos(B))-фsin(B)- Л-ф2 sin(B) cos(B) = Ф4, 
d . . 
dt (Лз(Ф + 'Ф cos(B))) = Ф5, 

(10.35) 
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Чтобы построить замкнутую систему уравнений относительно девяти неиз­

вестных х1, ф, (},фи J-li, эти уравнения необходимо дополнить уравнениями 
связей: 

х3 - Rsin((J) =О, 1Г1 =О, 1r2 =О. (10.36) 

Важно отметить, что системы уравнений (10.35) и (10.36) не подда­
ются прямому численному интегрированию. Эти системы нельзя тотчас же 

записать в виде векторного уравнения у= f(y), с которым работают боль­
шинство алгоритмов численного интегрирования, например основанные на 

методе Рунге- Кутта. 

Законы сохранения для катящегося диска 

Полная энергия Е катящегося диска не изменяется. Самый простой 

способ прийти к этому заключению - применять теорему об изменении 

кинетической энергии в дифференциальной форме. На катящийся диск дей­

ствуют две силы: сила тяжести -mgEз и реакция связи F с, приложеиная 
к точке Р. Следовательно, 

T=Fc·Vp-mgEз·V. 

Однако vp =О и mgE3 · v = ft(mgxз), откуда 

:t (Т+ mgxз) = О. 

Поскольку Е= T+mgx3 , полная энергия диска не изменяется. Доказатель­

ство, которое мы только что привели, применимо ко всем твердым телам, 

катящимся под действием силы тяжести. 

Как это ни удивительно, катящийся диск характеризуют еще две ин­

вариантные величины. Их существование бьшо открыто в конце 19-го века 

Аппелем [6], Чаплыгиным [36] и Кортевегам [113] (см. [19, 43, 107, 157]). 
К сожалению, вопрос об их физической интерпретации остается открытым, 

как и вопрос о физическом смысле интегралаРауса (9.35). 

Уравнения движения скользящего диска 

Уравнения, описывающие движение скользящего диска по гладкой го­

ризонтальной плоскости, выводятся из (10.35) и (10.36). Следует положить 
/-ll = /-l2 =О и пренебречь связями 1Г1 =О и 1r2 =О. 
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С другой стороны, полезно применить подход 11. На скользящий диск 
не накладывается никаких неинтегрируемых связей. Реакция связи и мо­

мент связи задаются в представлении Лагранжа, поэтому уравнения (10.24) 
сводятся к виду 

!i ( ат ) _ ат = _ ай + F . av- м . а.., 
dt аил аил аил с аил + с аил. 

Здесь А= 1, ... ,5,Fc = J.LзЕз и Мс = -Re~ Х Fc. 
Объединяя (10.29) с (10.37), приходим к искомым уравнениям: 

mir =О, 

mx2 =о, 

:t (Л sin2 
( О)ф + Лз( ф + ф cos( О)) cos( В)) = О, 

.. . . . 2 sin(20) )..(} + Лзффsin(О) + (Лз- Л)ф 
2 

= -mgRcos(B), 

:t (Лз(Ф + ф cos(B))) =О. 

(10.37) 

(10.38) 

Обратите внимание, что из этих уравнений можно получить уравнения дви­

жения для катящегося диска. Для этого необходимо дополнить их уравне­

ниями связей и добавить в правую часть (10.38) реакции и моменты инте­
грируемых связей. 

Очевидно, что уравнения движения для скользящего диска имеют бо­
лее простой вид, чем уравнения движения для катящегося диска. Эти урав­

нения можно записать в виде у= f(y), гдеу-вектор-столбец из 10 строк. 
Следовательно, они поддаются численному интегрированию стандартны­

ми методами. В рамках любого численного моделирования этих уравнений 

сохраняются следующие величины: количество движения G, проекции ки­
нетического момента Н· е3 и Н· Е3 и полная энергия Е скользящего диска. 

Конфигурационное многообразие 

Конфигурационные многообразия М для катящегося и скользящего 

дисков совпадают и равны 

м = JE2 
EJj 80(3). 

Координатами пространства JE2 являются х1 и х2 , а координатами про­
странства 80(3) являются углы Эйлера. Таким образом, оба диска име­
ют пять степеней свободы и пять обобщенных координат. Кинематический 
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элемент длины ds равен 

где Т - связанная кинетическая энергия, определенная ранее. 

Заметим, что неинтегрируемые связи, накладывающиеся на катящийся 

диск, не влияют на конфигурационное многообразие. С аналогичной ситу­

аций мы встречались при рассмотрении материальной точки, на движение 

которой накладывались неинтегрируемые связи. 

1 0.8. Волчки Лагранжа и Пуассона 

В динамике твердого тела вьщеляют две классические задачи на вра­

щающиеся волчки. В первой задаче исследуется так называемый волчок 

Лагранжа - осесимметричное тело, свободно вращающееся вокруг непо­

движной точки О под действием силы тяжести (рис. 10.3). На этой задаче 
Лагранж иллюстрировал свои уравнения движения в 1789 году 10 . Несколь­
кими годами позднее Пуассон [173] исследовал ту же задачу за тем ис­
ключением, что острие волчка могло свободно двигаться по горизонталь­

ной плоскости (рис. 10.4). Пуассона интересовало решение этой задачи по 
той причине, что вращающийся волчок может, по идее, использоваться для 

определения вертикального направления к палубе корабля в море и, стало 

быть, потенциально полезен для навигации. 

В этом разделе мы не сможем провести полного исследования уравне­

ний движения обоих волчков. Мы лишь сконцентрируемся на выборе коор­
динат и кратко расскажем, как построить для них уравнения движения. 

Волчок Лагранжа: координаты, связи и энергии 

Пусть радиус-вектор центра масс волчка Лагранжа относительно точ­

ки О равен 

х = хо + L1e1 + L2e2 + Lзез, 
где Lk - постоянные. Предположим также, что тензор вращения волчка 

параметризуется в систем~ 3-1-3 углов ~йлера11 . Тогда вектор угловой ско­
рости волчка равен I.AJ = ФЕз + Ве~ + фез. Напоминаем, что углы Эйлера 
принимают вырожденвые значения тогда, когда Е3 = ±е3 , т. е. когда В = О 
или 7Г, а волчок вертикален. 

10См. раздел IX.34 второй части <<Аналитической механики» Лагранжа. 
11 Эту систему yrnoв Эйлера мы уже неоднократно использовали в этой главе и подразде­

ле 6.8.2. 
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El 

Рис. 10.3. Волчок Лагранжа: осесимметричное тело, свободно вращающееся вокруг 

неподвижной точки О. Слева изображен портрет Жозефа-Льюиса Лагранжа 

р 

Рис. 1 0.4. Волчок Пуассона: осесимметричное тело, движущееся по горизонтальной 

плоскости, соприкасаясь с ней одной точкой Р 

У читывая наличие трех интегрируемых связей х0 
систему координат: 

О, определяем 

3 

u
4 = х1 - (~ Lkek) · Е1, 

u
6 

= х3 - (t Lkek) · Ез. 
k=l 

(10.39) 
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В этих уравнениях ek являются функциями углов Эйлера; выражения для 
них имеют громоздкий вид, поэтому мы их не приводим. Для заданных 

значений и1 , ... , и6 можно определить Xi и углы Эйлера с помощью отно­
шений, обратных к (10.39): 

х1 = и4 + (tLkek) · Е1, 
k=1 

х3 = и6 + (tLkek) · Е3, 
k=1 

С помощью отношений (10.40) легко найти: 

3 

- " 4Е " 5Е " 6Е '"'L v =и 1 +и 2 +и 3 + w х L..- kek. 
k=1 

·1Е ·2 , ·3 w = и 3 +и е1 +и е3. 

(10.40) 

(10.41) 

Обратите внимание, что v зависит от углов Эйлера и их производных по 
времени. Эта зависимость объясняется нашим выбором координат. Вме­

сто х и трех углов Эйлера в качестве координат мы используем углы Эйлера 

и три составляющие вектора хо. 

В дальнейшем нам понадобится несколько векторов. Вычислим их 
дt..J_E дt..J_' дt..J_ П · 

с учетом того, что a:;j; - 3, дО - е1 и аф - е3. олучим. 

и 

дw -е' 
дu2 - 1, 

дw =о 
дu5 , 

(10.42) 

(10.43) 

С помощью этих векторов можно получить правые части уравнений дви­

жения Лагранжа. 
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Пусть волчок имеет ось симметрии и пусть тензор инерции J 0 волчка 

равен 

Jo = ЛаЕз 0 Ез + Лt(I- Ез 0 Ез). 

По формулам (10.41) вычислим кинетическую энергию волчка: 

т =r; ((и4? + (u5)2 + (u6)2) + 

+ m(u4E1 + u5E2 + u6Ез) · ((А) х t, Lkek) + 

( Лt + mL~ + mL~) 2 (Лt + mLI + mL~) 2 + 2 wl + 2 w2 + 

( Ла + mLi + mL~) 2 + 2 wз. 

Чтобы не загружать это уравнение, мы не подставили вместо Wi = (А) · ei 

соответствующие выражения в углах Эйлера и их производных по времени. 

Эти выражения даются в разделе 10.2 (уравнения (10.5)). Потенциальная 
энергия волчка равна 

Эта энергия обусловлена действием силы тяжести. 

На движение волчка Лагранжа накладываются три связи: u4 = О, u 5 = 

= О и u6 = О. Это значит, что х0 = О. Эти связи являются интегрируемыми, 
поэтому обобщенными координатами для волчка Лагранжа будут три угла 

Эйлера. Конфигурационное многообразие М для волчка соответствует про­

странству SО(З). Преобразовывая уравнения связей vo · Ek =О, где О­

неподвижная точка волчка, находим реакцию связи F с = I:~=l J-LkEk и мо-
мент связи Мс = - ( I:~=l Lkek) х F с· Как и следовало ожидать, эта 
система сил и моментов эквивалентна силе F с, действующей в точке О. 

С учетом наложенных связей кинетическая и потенциальная энергии 

волчка Лагранжа равны 

- _ ( Лt + mL~ + mL~) 2 ( Лt + mLi + mL~) 2 
Т- 2 wl + 2 w2 + 
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( Ла + mLi + mL~) 2 + 2 wз, 

U = mg (t Lkek) · Ез. 
k=l 

Легко видеть, что 2Т = Но · (J). Кинетический момент Но можно рассчи­
тать по теореме об изменении момента инерции при параллельном перено­

се оси. Чтобы сделать некоторые наши кинематические построения более 

попятными, потребуем, чтобы значения L k были отличными друг от друга 

и не равными нулю. Если же наложить стандартное условие L1 =О= L2, 
то полученные нами выражения для Т и U = mgL cos( О) будут соответ­
ствовать тем, которые применяются во многих учебниках по динамике. 

Волчок Пуассона: координаты, связи и энергии 

Для волчка Пуассона удобно выбрать другую систему координат: 

ul = ф, u2 = (}, из = ф, 

u4 = х 1 , и5 = х2, и6 = хз- (tLkek) · Ез. 
k=l 

Сравните (10.44) с (10.39) и рассчитайте -/& и ~· 

(10.44) 

В отличие от волчка Лагранжа, волчок Пуассона подчиняется од­

ной интегрируемой связи u6 = О. Преобразовывая уравнение связи 
v р · Е3 = О, где Р - точка контакта между волчком и горизонтальной 

плоскостью, находим реакцию связи F с = м1Е3 и момент связи Мс = 
= - ( L:~=l Lkek) х J11Ез. Как и ожидалось, эта сила и момент эквива­
лентны силе F с. действующей в точке Р. 

Выражения для Т и И строятся так же, как и для волчка Лагранжа, 

поэтому приведем лишь их конечные варианты: 

- Лt 2 Лt 2 Ла 2 
т = 2(.<)1 + 2(.<)2 + тwз + 

+ '; ( ("' х t, L,e,) Ее) ' + '; ( ±j +±!), 

U = mg (t Lkek) · Ез. 
k=l 
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Из этих выражений очевидно, что обобщенными координатами для волч­

ка Пуассона являются '1/J, (}, ф, х1 и х2 . Следовательно, конфигурационное 
многообразие М для этой системы имеет пять измерений. Оно совпадает 
с конфигурационным многообразием для скользящего диска. 

Замечания к уравнениям движения 

Уравнения движения для волчков Лагранжа и Пуассона можно постро­

ить, применяя подход II и не рассчитывая /!х и /tx. Такая возможность 
объясняется тремя причинами. Во-первых, реакции и моменты реакций свя­

зей совместимы с представленнем Лагранжа. Во-вторых, мы выбрали та­

кие координаты, что каждая интегрируемая связь выражается через одну из 

них. Наконец, все приложеиные силы, действующие на волчки, являются 

консервативными. Следовательно, мы можем построить уравнения Лагран­

жа с использованием лагранжиана L =Т- U. Эти уравнения аналогичны 
уравнениям движения для дисков, поэтому мы их не приводим. 

Легко видеть, что полная энергия Е обоих волчков не изменяется. 

Для волчка Пуассона инвариантными также являются количества движе­

ния G · Е1 и G · Е2. Если на волчки наложить условия L 1 = L2 =О, то 
мы увидим, что для волчка Лагранжа сохраняются кинетические моменты 

Но · Е3 и Но · ез, тогда как для волчка Пуассона неизменными остаются 
кинетические моменты Н· Ез и Н· ез. 

10.9. Заключение 

Мы получили уравнения Лагранжа для нескольких систем, состоящих 

из одного твердого тела. Если на движение тела не накладывается никаких 

связей или если эти связи «идеальны», то уравнениями движения является 

система дифференциальных уравнений, которые можно проинтегрировать 
и тем самым описать движение тела. Если, однако, движение тела подчи­

няется неинтегрируемым связям или если на тело действует сила трения 

движения, то уравнения Лагранжа имеют громоздкий вид, поэтому в этих 

случаях порой удобнее просто проанализировать условия сохранения ко­
личества движения и кинетического момента. Из примеров, которые мы 

обсуждали в главе 9, следует, что подходящие уравнения движения можно 
получить, исходя из законов F = mv и м= Н. Нужно ЛИШЬ приложять 
минимум внимания и терпения. 

Задачи 

10.1. Рассмотрим механическую систему, изображенную на рис. 10.5. 
Она состоит из твердого тела массы т, свободно вращающегося вокруг 
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неподвижной точки О. На тело действует вертикально направленная сила 

тяжести mgE1. Тензор инерции тела относительно центра масс С равен 

Радиус-вектор центра масс Х тела относительно точки О равен L0e1. 

Рис. 10.5. Вращающееся осесимметричное тело 

(а) Параметризуем тензор вращения тела в системе 1-3-1 утлов Эйлера: 

g1 = Е1, g2 = е~ и gз = е1. Докажите, что 

r...J = ~Е1 + Ое~ + фе1 = 
= (ф + ~ cos(O))e1 +(О sin(ф)- ~ sin(O) соs(ф))е2 + 
+(О соs(ф) + 1/1 sin(O) sin(ф))eз. 

(Ь) Поскольку точка О неподвижна, выберем в качестве координат точ­

ки О координаты u 4 , ... , u6 : 

Пусть u1 = ф, и2 =О и u3 = ф. Докажите, что 

(10.45) 



и 
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дw -Е 
аиl - 1, 

дw =о 
аи4 , 

дw -е' 
аи2 - з, 

дw =о 
дu5 ' 

При дальнейшем решении эти выражения нам не понадобятся. 
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(10.46) 

(с) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энер­

гий свободного движения твердого тела. Эти величины должны быть 

функциями координат u 1 , ..• , u6 и, где уместно, их производных по 
времени. 

(d) На движение тела накладываются четыре связи: 

Получите выражения для реакции связи и момента связи, действую­

щих на тело, при условии что шарнир в точке О является гладким. 

(е) Чему равны обобщенные координаты для системы? Почему конфигу­

рационное многообразие имеет форму сферы? 

(t) Докажите, что полная энергия тела не изменяется. 

(g) Докажите, что с учетом наложенных связей кинетическая и потенци­
альная энергии тела равны 

Т= ~ ( Л1 ~2 cos2 (B) + Л(iР + ~2 sin2 (B))), U = -mgLo cos(B). 

(10.47) 
Кроме того, применяя подход 11, запишите уравнения движения 

Лагранжа для твердого тела: 

!i (aL) _ ат = 0 d (aL) aL 0 
dt аё ав ' dt а~ - дФ = ' 

где L - лагранжиан. 

(10.48) 

(h) Покажите, что решения ф(t) и B(t) уравнений (10.48) полностью за­
дают движение твердого тела. Объясните, почему не обязательно рас­

считывать уравнения Лагранжа для всех шести координат? 
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10.2. Рассмотрим просrую модель автомобиля, изображенную на 

рис. 10.6. Она состоит из единственного твердого тела массы m. Момент 
тензора инерции для твердого тела равен J = I:~=l Лiei ® ei. Тензор инер­
ции J и масса т заключают в себе массы и инерции колес, подвески, дви­
гателя и пассажиров. Ограничимся рассмотрением случая, когда передние 

колеса скользят, а задние - катятся. Такая сиrуация возникает после нажа­

тия переднего тормоза. Чтобы смоделировать качение задних колес в этой 

простой модели, допустим, что 

vq · е2 =О, (10.49) 

где 1r Q = - L1 е1 - L2e2 - радиус-вектор точки Q относительно центра 
масс Х твердого тела. Связь (10.49) часто называют связью Чаплыгина 
(см. [151, 165, 186]). 

Твердое тело массы т 

Рис. 10.6. Модель автомобиля, движущегося по горизонтальной плоскости. Автомо­

биль моделируется как одно твердое тела 

(а) Предполагается, что движение центра масс тела является плоским 

и удовлетворяет уравнению связи (10.49), при этом твердое тело по­
ворачивается на угол ф вокруг неподвижной оси Е3 . Параметризуйте 

в любой системе координат радиус-вектор х и тензор Q и запишите 
выражения для четырех связей, накладываемых на движение тела. 

(Ь) Убедитесь, что одна из связей, полученных в пункте (а), является неин­

тегрируемой. 

(с) Задайте с помощью лагранжена представления реакции связей F с и мо­
менты связей Мс, действующие на тело. 

( d) Докажите, что движение тела описывается уравнениями: 

mx1 = -p,4sin(ф), mx2 = р,4соs(ф), Лзф = -p,4L1, 

±1 sin(ф)- ±2 соs(ф) = -L1ф, 
(10.50) 
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(е) Докажите, что, согласно уравнениям (10.50), тело может двигаться по 
прямой, не вращаясь, и что полная энергия тела не изменяется. 

10.3. На рис. 10.7 изображен стержень круглого сечения, масса кото­
рого равна m, длина L, а радиус R. Стержень скользит по горизонтальной 
плоскости. Пусть тензор инерции J0 равен 

На стержень действует единственная внешняя сила- сила тяжести -mgE3 . 

Горизонтальная плоскость 

Цилиндр круглого 
сечения 

Рис. 10.7. Стержень круглого сечения, движущийся по горизонтальной плоскости 

(а) Пусть тензор вращения стержня параметризуется в системе 3-2-3 уг­
лов Эйлера. При каких пространствеиных положениях стержня углы 

Эйлера принимают вырожденвые значения? 

(Ь) Пусть радиус-вектор центра масс стержня параметризуется в декарто­

вой системе координат. Тогда и 1 = x 1 ,u2 = х2,и3 = x3 ,u4 = ф,и5 = 
= ()и u 6 = ф. Рассчитайте для этой системы координат производиые 
-/:!;. и /:1;7:. При каких условиях можно не использовать все 12 векто­
ров в записи уравнений движения этого твердого тела? 

(с) Докажите, что кинетическая энергия свободного стержня равна 

Т= ~(xf + х~ + х~) + ~(Bsin(ф)- ~sin(()) соs(ф)) 2+ 
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+ ~2 (Всоs(ф) + фsin(O) sin(ф)) 2 + 
л . . 

+ 2 (Ф + -ф cos(0))2
, 

где х = х1Е1 + х2Е2 + хзЕз. 
(d) Докажите, что две связи, ограничивающие движение твердого тела, 

могут быть заданы уравнениями 

v · Ез = О, l.tJ • g 3 = О. 

(е) Используя лагранжево представление, запишите выражения для реак­

ции связи F с и момента реакпии связи Мс, которые реализуют эти две 
связи. С помощью силовой схемы для свободного скользящего стержня 

дайте физическое толкование силам F с и Мс. 

(t) Покажите, что шесть уравнений движения Лагранжа для стержня 
включают в себя следующие дифференциальные уравнения: 

(10.51) 

(g) Покажите, что шесть уравнений движения Лагранжа для стержня 
включают в себя следующие выражения для реакпии связи и момента 

реакпии связи: 

Fc = mgEз, 

Выразите g3 через е~ и постройте более простое выражение для Мс. 

(h) Каков физический смысл решений уравнений (10.51)? Докажите, что, 
согласно этим решениям, цилиндр может двигаться с переменным зна­

чениемl.tJ. 

10.4. На рис. 9.8 изображена сфера массы т и радиуса R, свободно 
движущаяся по шероховатой наклонной плоскости. В разделе 9.8 мы уже 
решали эту задачу. Снова решим ее с использованием уравнений движения 

Лагранжа. Символом Р обозначена точка мгновенного контакта сферы с 

плоскостью. Напомним, что 

Vp=V+I.tJX7Гp, (10.52) 

где v - вектор скорости центра масс Х сферы, а тг р - радиус-вектор точ­
ки Р относительно центра масс Х. 



10.9. 3АКШЩ!ЕНИЕ 413 

(а) Применяя систему 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что скорости про­
скальзывания сферы равны 

V 8 1 = ±1- RBsin('lj;) + Rфsin(B) cos('lj;), 

V 8 2 = ±2 + RB cos( 'lj;) + Rф sin(B) sin( 'lj; ), 

где Vp = VslEl + Vs2E2 и v = I:~=l XkEk. 

(Ь) Какая связь накладывается на скользящую сферу? Чему равны реакция 

связи F с и момент реакции связи Мс? 

(с) Докажите, что по крайней мере одна из трех связей для катящейся сфе­

ры является неинтегрируемой. Чему равны соответствующие реакции 

связей F с и моменты реакций связей Мс? 

(d) Какой вид имеют уравнения движения Лагранжа для скользящей сфе­
ры при условии, что кинетическая энергия свободной сферы равна 

(е) Как следует модифицировать уравнения Лагранжа из пункта (d), чтобы 
они описывали движение катящейся сферы? 

(t) Исходя из уравнения (10.52) и применяя законы равновесия количе­
ства движения и кинетического момента, докажите, что 

mvsl = (1+~)Ft·E1+mgsin(j3), 

mils2 = ( 1 + ~) F t · Е2, 

где F f - сила трения, действующая на сферу. Чему равна сила F f 
в случае катящейся сферы? 

10.5. Рассмотрим тело массы m, свободно вращающееся относитель­
нонеподвижной точки О. Радиус-вектор центра масс Х тела относительно 
точки О равен х - ха = Loe3 , где Lo - постоянная. Тензор инерции тела 

относительно его центра масс равен J = I:~=l Лkek®ek. На тело действует 
вертикально направленная сила тяжести -mgE3 . 
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(а) Получите выражение для кинетической энергии вращения Твр. тела, 

используя систему 3-1-3 углов Эйлера. 

(Ь) Какие три связи накладываются на движение тела? 

(с) С помощью представления Лагранжа запишите выражения для реак­

ции связи F с и момента реакции связи Мс, действующих на тело. 

(d) Задайте систему шести координат u 1 , ... , u 6 с помощью углов Эйлера 
и декартовых координат Xk = х · Ek, такую чтобы три интегрируемые 

связи, накладываемые на движение тела, можно было записать урав­

нениями 

где 

Ф1 = и4 , Ф2 = и5 , Фз = и6 . 

Обратите внимание, что обобщенными координатами для твердого те­

ла являются углы Эйлера. 

(е) Вычислите следующие 12 векторов: 

аv­

аил' 
(А= 1, ... , 6). 

Чему равна потенциальная энергия И= U(u1 , ... , u6 ) тела? 

(t) Какой вид имеют уравнения движения Лагранжа относительно обоб­
щенных координат? Докажите, что сумма членов в правых частях этих 

уравнений, обусловленных силой F с и моментом Мс, равна нулю. 

(g) На основании основных теорем динамики покажите, что 

Fc = mgEз + тLоёз. 
Запишите соответствующее выражение для Мс. 

(h) Докажите, что полная энергия Е тела не изменяется. 

10.6. Рассмотрим задачу о спутнике, которая обсуждалась в разде­

ле 10.4. Применям координатную систему, которая часто используется в ди­
намике спутников (см., например, [164, 187, 203]). 

Ссьmаясь на рис. 10.1, параметризуем вектор х в сферической системе 
координат { R, (), ,В}, где ,в - широта, а () - долгота. Для этой координатной 

системы единичными векторами являются: 

er = cos(O)E1 +sin(O)E2, 

е;з = соs(,В)Ез- sin(,В)er, 

ен = cos(,В)er + sin(,В)Eз, 

ее = cos( О)Е2 - sin( О)Е1. 
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Тензор вращения Q спутника задает переход от фиксированного бази­

са {Ei} к коротационному базису {ei}· В динамике спутников тензор Q 
принято параметризовать так, чтобы выделить вращение() вокруг оси Е3 . 

С этой целью разложим тензор в произведение 

где тензор Q1 равен 

Q1 = cos((J)(I- Ез 0 Ез)- sin((J)eEз + Ез 0 Ез. 

Тензор вращения Q 2 мы параметризуем в системе 1-2-3 углов Эйлера. Пер­
вый угол Эйлера соответствует повороту против часовой стрелки на угол v1 

вокруг оси er. Второе вращение соответствует повороту против часовой 
стрелки на угол v2 вокруг вектора cos(v1 )ее+ sin(v1 )Е3 . Третье вращение 
соответствует повороту против часовой стрелки вокруг оси е3 на угол v3 . 

(а) Исходя из представления х = Rен, докажите, что вектор скорости v 
центра масс спутника равен 

v = Rен + Rcos((З)Beo + R/Jef3. 

(Ь) Исходя из представления Q = L~=l ei 0 Ei, докажите, что е1 = 
= Qzer, ez = Qzeo и ез = QzEз. 

(с) Используя выражения для трех векторов относительной угловой ско­

рости, докажите, что вектор угловой скорости t.rJ спутника равен 

( d) Докажите, что вектор угловой скорости спутника также равен 

где 

w1 =В (sin(v1
) sin(v3 ) - cos(v1

) sin(v2
) cos(v3 )) + 

+ v2 sin(v3
) + v1 cos(v2

) cos(v3
), 

"-'2 =В (sin(v1
) cos(v3 ) + cos(v1

) sin(v2
) sin(v3 )) + 

+ v2 cos(v3 ) - v1 cos(v2
) sin(v3 ), 

"-'з =В cos(v1
) cos(v2

) + v1 sin(v2
) + v3

. 

(10.53) 
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(е) Пусть движение спутника определяется координатами u 1 = R, u2 = 
= (), u3 = (3, u 4 = v 1 , u 5 = v2 и u6 = v 3 . С помощью этих координат 
запишите выражения для 12 векторов 

дv 

аил' 
(А= 1, ... , 6). 

(t) Потенциальная энергия, соответствующая гравитационным силам и мо­
ментам гравитационных сил, рассчитывается по формуле Ь10.11). 

С учетом выбранных координат u 1 , ... , u6 докажите, что ~о = О. 
Докажите также, что значение ~~ не изменяется. Докажите, что со­
хранение этой величины означает сохранение кинетического момента 

Но·Ез. 

(g) Исходя из уравнений Лагранжа, получите уравнения движения спут­
ника. 

10. 7. Рассмотрим тело, свободно вращающееся вокруг одной сво­

ей неподвижной точки О (рис. 9.7). Эта система рассматривалась в зада­
чах 9.15 и 10.5. 

(а) С учетом наложенной связи вычислите связанный лагранжиан L и ре­
шите уравнения движения (см. (10.8)) 

(10.54) 

где 1'1 = '1/J, 1'2 = ()и 1'3 = ф- система 3-1-3 углов Эйлера, в которой 
параметризуется тензор Q. 

(Ь) Покажите, что уравнения (10.54) эквивалентны уравнениям Но· gi = 
= Мо · gi, где {g1, g2, gз}- векторы базиса Эйлера. 

(с) Сравните уравнения движения (10.54) с уравнениями (9.36), получен­
ными в задаче 9.14. 

10.8. Напомним, что сила ФА по определению равна 



10.9. 3АIШЮЧЕНИЕ 417 

(см. (10.4)). Допустим теперь, что на тело в точке Хр действует сила Р. 
Докажите, что если радиус-вектор точки Хр равен хр, то12 

avp av - ау; 
Р · - = Р ·-+ ((хр- х) х Р) · -. 

аиА аил аиА 

Как с помощью этого тождества упростить расчет силы ФА? 

12Это тождество широко используется во многих учебниках аналитической механики (см., 
например, работы Кейна и Левинсона [105] и Кейна и др. (106]). 
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Введение в системы многих тел 

11.1. Введение 

В этой главе мы рассмотрим системы твердых тел. Наша цель - по­

нять, как с помощью уже полученных знаний построить уравнения движе­

ния для этих систем. Ясно, что уравнения движения могут оказаться очень 

сложными, поэтому, чтобы их получить, порой необходимо выборочно про­

водить компонентный анализ общих теорем динамики. Такой подход мы 

проиллюстрируем на примере гироскопа с двумя степенями свободы. 

Объем книги не позволил нам в полной мере раскрыть этот вопрос. 

У нас не было возможности обсудить многие интересные системы, состоя­

щие из нескольких тел, такие как двухспиновый космический корабль, ве­

лосипеды, гирокомпасы и тренажер Dynabee. Согласно [86], двухспиновый 
спутник может изменять свое пространствеиное положение в условиях, ко­

гда результирующий момент, действующий на сrг;тник, пренебрежимо мал. 

Это свойство используется в спутниках связи, а в свое время было реализо­

вано в космическом корабле «Галилей», который был запущен в 1989 году 
и шестью годами спустя начал вращаться вокруг планеты Юпитер. Траек­

тории этого корабля бьmи спроектированы таким образом, чтобы он мог 
собирать информацию о самом большом из естественных спутников Юпи­

тера. Миссия Галилея окончилась весьма успешно1 . В начале 1970-х годов 
Арчи Мишлер [141] изобрел тренажер Dynabee (Роллербол), действие кото­
рого направлено на то, чтобы раскрутить ротор до скорости 5 000 оборотов 
в минуту и выше за счет вращения внешнего корпуса. Об этом новом гиро­

скопическом устройстве рассказывается в конце главы. 

11.2. Общие теоремы динамики и уравнения движения 
Лагранжа 

Наша задача - исследовать динамику системы N твердых тел 

В1, ... , BN. Массу тела В к обозначим через mк, его центр масс - че-

1 История запуска космического корабля «Галилей» описывается в недавней работе Мель­
цера [140]. 
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рез Хк, радиус-вектор центра масс- через :Хк, тензор инерции тела отно­
сительно центра масс Х к - через J к, а угловую скорость тела - через у; к. 
С помощью этих величин можно, как обычно, определить кинетическую 

энергию Тк, кинетический момент Нк и количество движения Gк: 

Если положить К = 1, ... , N, то можно найти выражения для кинема­
тических величин, характеризующих каждое из N твердых тел. Алгоритм 
наложения связей на системы тел и расчета потенциальных энергий анало­

гичен алгоритму, который описьiВался в главе 8, поэтому мы не будем на 
нем останавливаться. 

Для системы тел можно определить центр масс Х. Радиус-вектор этой 
точки вычисляется по формуле 

х = --=-"
1
=--- ( t ткхк) · 

L~=l тк K=l 

Количество движения G системы тел равно сумме количеств движения 
каждого тела, поэтому величину G можно назвать импульсом центра масс: 

G = (t тк) х= t ткхк. 
K=l К=1 

Во многих задачах, где присутствуют системы тел, приходится рассчиты­

вать кинетический момент системы относительно какой-нибудь точки, ска­

жем точки А (Ил). В качестве этой точки часто берут центр масс системы 

или неподвижную точку. Величину Нл мы найдем, если применим тожде­

ство (7.15) к каждому телу: 

N 

Нл = L (Нк + (хк- хл) х ткхк). 
K=l 

И наконец, кинетической энергией системы N тел является сумма кинети­
ческих энергий каждого тела: Т = Т1 + ... + TN. Результирующее выра­
жение для Т может оказаться очень громоздким, поэтому для его расчета 

часто используют программные пакеты МАТНЕМАПСА или МАРLЕ. 

Уравнения движения для системы N тел строятся, исходя из теорем 
об изменении количества движения и кинетического момента для каждого 
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тела: 

m1x1 = F1, ... ,mNXN = FN, 

Hl =Ml, ... ,HN =MN, 
(11.1) 

где F к -равнодействующая сила, приложеиная к К -му телу, а М к -сум­
марный момент, вычисленный относительно центра масс Хк тела. Уравне­
ния (11.1) включают в себя дифференциальные уравнения, описывающие 
движение тел, и выражения, задающие реакции и момент реакций связей. 

Согласно [30], общие теоремы динамики (11.1) эквивалентны урав­
нениям движения Лагранжа для системы твердых тел. Обозначим через 

и1 , ... , и6N координаты, в которых параметризуются радиус-векторы Х:к 
и тензоры вращения Qк. Уравнения движения Лагранжа имеют вид 

(А= 1, ... , 6N), (11.2) 

где v = х и 
N -
~ дvк дwк 

ФА= L-JFк· а·А +Мк· а·А" 
K=l и и 

(11.3) 

Еще раз подчеркнем, что мы придем к одним и тем же уравнениям движе­

ния для системы тел, исходя как из (11.1), так и из (11.2). 
Если реакции и моменты реакций связей заданы в представлении 

Лагранжа, если система связей, накладываемая на движение тел, являет­

ся интегрируемой и если координаты и 1 , ... , и6N выбраны правильно, то, 
как и в случае с другими системами, уравнения движения Лагранжа для си­

стемы твердых тел распадаются в две системы уравнений: одна задает ре­

акции и моменты реакций связей, а другая описывает движение системы. 

Доказательство рассматривается в [30], здесь оно не приводится. Прежде 
чем использовать этот результат, сделаем ряд замечаний, касающихся вы­

ражений для обобщенных сил, вытекающих из (11.3). Пусть на систему 
тел накладывается С интегрируемых связей, которые с учетом выбранных 

координат могут быть записаны в виде: 

Кроме того, предположим, что реакции связей F сК и моменты реакций 
связей Мск задаются в представлении Лагранжа. Можно показать, что 

~ дvк ~ дwк 
L-J Fск · --:-::4 + L-J Мск ·~=О 
K=l ди K=l ди 

(А= 1, ... , 6N- С). (11.4) 
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Это значит, что реакции и моменты реакций связей не участвуют в расче­

те обобщенных сил Ф1 , ... , Ф6N-С· Следовательно, выражения (11.3) для 
сил ФА эквивалентны выражениям, которые используются в других рабо­

тах, посвященных исследованию уравнений движения Лагранжа для систем 

тел2 . 

11.3. Два тела, соединенные цилиндрическим шарниром 

В качестве первого примера рассмотрим два тела В1 и В2 , соединен­

ных посредством цилиндрического шарнира. Эту систему мы рассматри­

вали в подразделе 8.6.4 (рис. 8.8). Построим для этой системы уравнения 
движения Лагранжа. 

Начнем с определения кинематических величин. Ранее говорилось, что 

цилиндрический шарнир накладывает на движение тел В1 и В2 пять свя­
зей. С учетом этого параметризуем радиус-вектор х1 в декартовых коорди­
натах, тензор вращения Q 1 - в углах Эйлера ')'1 , ')'2 , "Уз, а относительный 
тензор вращения Q 2 Qf -с помощью угла е. Угол()- зто угол, на кото­
рый поворачивается тело В2 относительно тела В1 ; осью вращения здесь 

является ез. Таким образом, Q 2Qf = L((), ез). Целесообразно определить 
следующие семь координат: 

uk = :Х1 · Ek, uk+З = ')'\ u 7 = (), 

где k = 1, 2, 3. Допустим также, что 

1rp1 = L1e1, 7rP1 = (L2)2e1, 

где L 1 , L 2 - константы. Заметим, что векторами коротационного базиса для 

В1 являются { е1 = 1 е1, е2 = 1е2, ез = 1ез}, а для В2- {2е1, 2е2, 2ез = ез}. 
С учетом выбранных координат имеем: 

з 

v1 = l::±iEi, 
i=1 

v2 = v1 + (1)1 х L1e1 + ((1)1 +Вез) х (L2)2e1, 
з 

(1)1 = 2:: i'igi, 
i=1 
з 

(1)2 = L i'igi +Вез. 
i=1 

2См., например, работы Баруха [14], Гринвуда [80] и Кейна [104]. 
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Используя эти выражения, можно вычислить кинетическую энергию Т си­
стемы с учетом наложения связей. Она равна сумме кинетических энергий 
тел В1 и В2 . В этой главе мы придержива~мся краткости изложения, поэто­
му не приводим полного выражения для Т. 

Реакции и моменты связей, действующие на систему и обусловленные 
цилиндрическим шарниром, рассчитываются по формулам (8.23). Посколь­
ку эти величины задаются в представлении Лагранжа и поскольку мы вы­

брали подходящие координаты, можно применить подход 11 и немедленно 
получить уравнения движения для рассматриваемой системы3 : 

(А= 1, ... , 7), (11.5) 

где 

2 
~ дvк дwк 

ФА= 6 Fк · а·А +Мк · а·А · 
K=l и и 

Обратите внимание, что F cl, F с2, Mcl и Мс2 не участвуют в расчете сил 
Ф1 , ... , Ф7 . В качестве упражнения докажите, что 

дv1 дv2 дw1 дw2 
F cl · -А + F с2 · -А + Mcl · -А + Мс2 · -А = О (А = 1, ... , 7). 

дu дu дu дu 

Вы, должно быть, заметили, что эти тождества являются частными слу­

чаями тождеств (11.4). Если построены выражения для приложеиных сил 
и моментов и рассчитана энергия Т, то движение системы двух тел можно 
описать с помощью семи дифференциальных уравнений (11.5). Результи­
рующая система дифференциальных уравнений может оказаться настолько 
сложной, что потребуется наложить дополнительные связи и сделать ряд 

геометрических упрощений. 

Альтернативный подход к построению уравнений движения заключа­
ется в применении теорем об изменении количества движения и кинетиче­
ского момента для каждого тела: 

m1x1 = F1, 

m2x2 = F2, 

Hl = Ml, 

н2 = м2. 

(11.6) 

3 Ранее мы рассказывали, как применять подход II ко случаям одного тела, одной мате­
риальной точки и системы материальных точек. В работе [30] выводится соответствующий 
результат для системы тел; им-то мы и воспользуемся. 
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В рамках этого подхода мы получим систему связанных уравнений для 

реакций связей р, 1 , ... , р,5 (см. (8.23)) и ii1 , ... , ii7 . В том, чтобы строить 
уравнения Лагранжана основе автоматического выбора линейных комби­

наций уравнений (11.6), есть свои преимущества. 

11.4. Гироскоп с одной измерительной осью 

На рис. 11.1 изображен двухстепенный гироскоп с одной измеритель­
ной осью, закрепленный на платформе Р. Гироскоп состоит из подвеса Q, 
свободно вращающегося относительно платформы Р (подвес поворачива­

ется на угол а вокруг оси е1 ), и ротора R, свободно вращающегося относи­
тельно подвеса Q (ротор поворачивается на угол {3 вокруг оси е2 ). Помимо 

двух опор, соединяющих платформу с подвесом, между Q и Р находится 
пружина жесткости К и амортизатор с коэффициентом затухания с. 

Рис. 11.1. Схема демпфирующего гироскопа с двумя степенями свободы. Гироскоп 

состоит из ротора R, закрепленного с помощью подвеса Q над платформой Р. Когда 
платформа вращается вокруг tз, ротор стремится вниз, чему препятствует пружина 

и амортизатор 

Принцип действия гироскопа заключается в следующем: допустим, 

платформа начинает вращаться вокруг вертикальной оси t 3 с угловой ско­

ростью П. Тогда ротор начнет вращаться вокруг горизонтальной оси е 1 . 
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Это вращение будет компенсироваться действием пружины так, что резуль­
тирующий угол отклонения составит а= а0 . Далее мы увидим, что4 

ао сх П. 

Следовательно, калибровав гироскоп, можно определить П, измеряя угол 
а0 . На практике, однако, измерение а0 чувствительно ко многим другим эф­
фектам, так что П определяется порой неправильно. Арнольд и Моидер [8] 
исследовали этот и другие вопросы, связанные с применением скоростного 

гироскопа. Далее мы посмотрим, как прийти к формуле (11. 7), основыва­
ясь на полученных ими результатах. Но перед этим заметим, что если на 
теле В установить под определенными углами друг к другу три скорост­
ных гироскопа, то с их помощью можно измерить Wi = w · ei. Интегрируя 
wi(t) согласно уравнениям вида (7.28), можно определить тензор враще­
ния Q для тела В. Такая система называется инерциальной навигационной 
системой, жестко связанной с корпусом прибора. 

Кинематика 

Пусть {t1,t2,tз},{el,e2,eз} и {r1,r2,rз} будуткоротационнымиба­
зисами для Р, g и R соответственно. Эти базисы являются правыми. С их 
помощью и с помощью фиксированного базиса {Е1, Е2, Ез} декартовой си­
стемы координат можно определить тензор вращения для каждого из трех 

тел. Допустим, что между ротором и подвесом трение отсутствует, и что 

радиус-векторы центра масс подвеса и ротора совпадают и равных. 

Тензор вращения Qp = 2::=1 ti 0 Ei для платформы параметризуется 
в системе 3-1-3 углов Эйлера. Обозначим вектор угловой скорости платфор­
мы через wp, вектор угловой скорости подвеса через w9, а вектор угловой 
скорости ротора через Wr. По формуле (6.32) легко рассчитать эти три век­
тора угловых скоростей: 

Wp = Фtз + Bt~ + ФЕз, 
w9 =wp+ael, 

Wr = w 9 + iзе2. 
Обозначим тензоры инерции ротора и подвеса относительно их центров 

масс через 

Jr = Л1(I- r2 0 r2) + Л2r2 0 r2, 

J 9 = Pl е1 0 е1 + Р2е2 0 е2 + рзез 0 ез 
-----------------------

4См., в частности, (11.9). 
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соответственно. Заметим, что в силу симметричности ротора его тензор 

инерции можно выразить через векторы коротационного базиса подвеса 

Jr = Л1 (1 - r2 ® r2) + Л2r2 ® r2 = 

= Л1(l- е2 ® е2) + Л2е2 ® е2. 

Кинетический момент ротора относительно его центра масс и кинетиче­

ский момент ротора и подвеса относительно их совпадающих центров масс 

равны 

Hr = JrWr, 

H=Hr+H9 = 
= JgWg + Jr'"'-'r = 
= ((р1 + Л1)е1 ® е1 + (Р2 + Л2)е2 ® е2 + (Рз + Лз)ез ® ез)w9+ 

+ Л2/Зе2. 

Отчасти из-за симметричности ротора выражение для Н имеет простой 

вид. 

Реакции и моменты связей 

На движение подвеса относительно ротора накладывается пять связей: 

Vr = v9 , 

(wr- w9 ) · r1 =О, 

(wr-w9)·rз=O. 

Допустим, что опоры между платформой и подвесом, на котором держится 

ротор, являются гладкими, тогда реакции и моменты реакций связей можно 

задать с помощью представления Лагранжа (8.22): 

3 

Fcr = -Fcg = L f.lkek, 
K=l 

Мет= -Meg = /14el + /15ез. 

Докажите, что сила F er и момент Мет эквивалентны двум реактивным си­

лам R 1 и R2 , действующим на противоположных концах ротора. Отсюда 

следует, что лагранжево представление дает физически реалистичное опи­

сание реакций и моментов связей. 
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Уравнения движения гироскопа 

Из теоремы об изменении кинетического момента, применяемой для 

движения ротора относительно его центра масс следует одно интересное 

свойство. Во-первых, заметим, что Mr = Mcr. причем, этот момент не 
имеет составляющей по оси е2 = r2. Кроме того, легко видеть, что Hr·e2 = 
= О. Следовательно, величина h = Hr · е2 не изменяется, где 

(11.7) 

В силу сохранения этой величины, мы можем изменить относительную ско­

рость /3 ротора за счет изменения угловой скорости платформы в направле­
нии е2 = r2. В общем, мы допускаем, что 

Считается, что скорость /J не изменяется в течение работы гироскопа. 
Глядя на результирующую силу и суммарный момент, действующие 

в системе подвес-ротор, легко видеть, что моменты связи в точках оnо­

ры, где nодвес крепится к платформе, не имеют составляющих по оси е1 . 

Следовательно, будет l?азумно, если мы запишем теорему об изменении ки­

нетического момента Н = М для системы подвес-ротор и проанализируем 
его составляющую по оси е1 . Аппроксимируя момент по оси е1 , обуслов­

ленный пружиной и амортизатором, значением -(Ка+ са)Ае1, где А­
константа, соизмеримая с квадратом длины, находим дифференциальное 

уравнение относительно угла а: 

(Л1 + Pl)a + КАа + сАа =Л2/Jwз- (Л1 + P1)w1 + 
+ (Л2 + Р2- (Лз + рз))w2wз, 

(11.8) 

Действие гироскоnа 

Дифференциальное уравнение (11.8) характеризует изменение угла а 
при движении платформы. Ясно, что угол а чувствителен ко всем состав­

ляющим вектора ""v· На практике ротор обычно раскручивается до боль­
шой скорости /3, так что в правой части уравнения (11.8) доминирует член 
Л2/Jw3 . Следовательно, уравнение (11.8) можно аппроксимировать уравне-
ни ем 

(11.9) 
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Предположим, что изначально а = О (ротор находится в горизонтальном 
положении), значение /3 велико, а w3 =О. Из (11.9) следует, что ротор так 
и останется в горизонтальном положении. Если теперь придать скорости w3 

постоянное неиулевое значение wз0 , то значение a(t) начнет со временем 
изменяться. В качестве упражнения проинтегрируйте уравнение (11.9); вы 
увидите, что если значение >..2/Jwз постоянно, а сА > О, то решение a(t) 
в конечном итоге примет постоянное значение а0 . Из уравнения ( 11.9) 
можно построить соотношение, связывающее это значение с постоянной 

угловой скоростью платформы5 : 

(11.10) 

Это уравнение объясняет принцип работы гироскопа. 

В мире существует множество устройств, аналогичных гироскопу: ги­

рокомпас, гироскопический горизонт, трехстепенный гироскоп (с тремя 

измерительными осями). Объем книги не позволяет нам рассмотреть их 

устройство и действие. Хорошее оnисание есть в работах Арнольда и Мои­

дера [8], Крэбтри [42] и Гинзберга [71]. Хотя в сравнении с современными 
микроэлектромеханическими гироскопами эти устройства выглядят уста­

ревшими, практическая реализация многих механических моделей просто 

поражает своей гениальностью. 

11.5. Заключение 

В этой главе мы на двух примерах продемонстрировали построе­

ние уравнений движения для системы твердых тел. К счастью, в рамках 

большинства физических задач к реакциям и моментам связей применимо 

лагранжево представление, поэтому движение системы может быть описа­

но уравнениями Лагранжа. Эта мысль раскрывается на протяжении всей 

книги и широко используется при формулировке систем многих тел. 

К неголономным системам применимы альтернативные формы урав­

нений Лагранжа. Самыми известными из них являются уравнения Гибб­

са-Аппеля и уравнения Больцмана-Гамеля. Они позволяют исключить из 

модели реакции и моменть1 неинтегрируемых связей. Эти уравнения не 

рассматриваются в настоящей книге; они исследуются во многих других 

учебниках и статьях, например в работах Баруха [14], Гринвуда [80], Гаме­
ля [87], Карапетяна и Румянцева [108], Неймарка и Фуфаева [151], Папас-

5Видимо, в формуле (11.10) опечатка. Должно быть: wзо = (К4) ао.- Прим. ред. 
Л2fЗ 
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тавридиса [167-169] и Удвадия и Калаба [218]. Другие формы уравнений 
движения выводятся из уравнений Лагранжа (11.2). Если вы примените 
знания, полученные в этой книге (а также выражения (11.3)), вы сможе­
те связать эти уравнения с теоремами об изменении количества движения 

и кинетического момента. 

Задачи 

11.1. На рис. 11.2 изображена пластина массы m, шарнирно сочле­
ненная в точке А с тонким стержнем. Длина стержня равна L. Один его 
конец ( 0) является неподвижным. Стержень вращается вокруг оси Ез с уг­
ловой скоростью -ф = n. 
(а) Используя систему 3-1-3 углов Эйлера, докажите, что на движение пла­

стины накладываются пять связей, уравнения которых имеют вид 

(11.11) 

где х -радиус-вектор центра масс пластины, (.А) - угловая скорость 

пластины, а 7r А - радиус-вектор точки А относительно центра масс Х. 

(Ь) При каких пространствеиных nоложениях пластины углы Эйлера при­

нимают вырожденвые значения? 

(с) Заnишите выражения для сил Fc и моментов Мс, соответствующих 
пяти связям. Нарисуйте силовую схему для свободной пластины. 

( d) Докажите, что механическая мощность реакций и моментов связей не 
равна нулю при n =1- о. 

(е) Пусть вектор 1r А и момент тензора инерции J пластины относительно 
его центра масс равны 

3 

7rA = -ае2, J = L Лiei@ ei. 
i=l 

(11.12) 

Получите выражение для кинетического момента Ил и nокажите, что 

Нл =1- JA(.A) при n =1- 06• 

(f) Расскажите, как бы вы строили уравнения движения пластины. 

6Подсказка: можете воспользовmъся тождеством а х (Ь х с) = (а · с) · Ь - (а · Ь) · с. 
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Тонкий стержень длины L 

о 

Прямоугольная пластина 

Рис. 11.2. Твердая пластина, соединенная с тонким стержнем цилиндрическим шар­
ниром в точке А. Один конец стержня закреплен в точке О так, что стержень может 

свободно вращаться вокруг оси Ез. На пластину действует сила тяжести -mgEз 

11.2. Согласно (2.1), теоремы об изменении количества движения 
и кинетического момента для твердого тела в интегральной форме имеют 

вид: 
tl 

G(t1)- G(to) = j F(т)dт, 
to 

(11.13) 
tl 

H(t1)- H(to) = j М(т)dт. 
to 

Применим эти уравнения в задаче о столкновении твердого тела с гладкой 

поверхностью. Имеем t1 - to --> О; в этом пределе значения G(t) и H(t) 
могут быть непрерывными. Предположим, что столкновение происходит 

в момент времени t. Тогда мы должны рассмотреть пределы t 1 = t +а "'. t 
и to = t -а/ t. 

Аналогично тому, как трактуются в механике сплошных сред на­

рушения непрерывности, мы обозначим изменение (скачок) функции 
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f(u(t), u(t), t) в момент времени t следующим образом: 

([!]] = lim f(u(t +а), u(t +а), t +а)- f(u(t- а), u(t- а), t- а), 
О"-+0 

где а> О. 

(а) Пусть движение тела параметризуется в системе координат и 1, ... , u6 . 

При каких условиях выполняются равенства 

[[ дv ]] -о [[~]] -о аик - ' аик - ' (11.14) 

где К = 1, ... , 6. Какой физический смысл имеют эти условия? 

(Ь) При условии, что выполняются равенства (11.14), докажите, что, ес­
ли взять подходящие пределы, уравнения (11.13) можно переписать 
в виде 

(11.15) 

где К = 1, ... , 6, а обобщенные ударные силы равны 

(
t+a ) (t+a ) Фк = lim j F(r)dr · ~ (t) + lim j M(r)dr · д~ (t). 

а--+0 ди а--+0 дu 
-q -(1 

При выводе (11.15) полезными могут оказаться вычисления (10.17). 
В разделе 15.2 работы Синга и Гриффита [207] описывается альтерна­
тивный метод построения (11.15) для системы материальных точек. 

(с) Покажите, что шесть уравнений (11.15) описывают столкновение 
стержня с гладкой горизонтальной поверхностью. 

11.3. Рассмотрим еще раз роботизированную руку, изображенную на 

рис. 7.9. Масса роботизированной руки равна m, а момент тензора инерции 
относительно ее центра масс равен 

Вращение роботизированной руки осуществляется двигателями, которые 

на рис. 7.9 не показаны. Вращение складывается из: 
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1) поворота вокруг оси Ез на угол 'ljJ и 

2) поворота вокруг оси g2 =е~= cos('ljJ)E1 + sin('ljJ)E2 на угол О. 

Другая система приводов описывает движение точки Р роботизированной 

руки. Радиус-вектор центра масс руки относительно точки Р равен 

- L 
х-хр = 2ез. 

(а) Рассматривая углы 'ljJ и О как углы Эйлера системы 3-1-3, для которой 
ф = О, докажите, что векторы g1, g2 и g3 двойственного базиса Эйлера 
не являются ортонормированными. При каких положениях роботизи­

рованной руки эти векторы не определяются? 

(Ь) Какие шесть связей накладываются на движение руки при условии, что 

движение точки Р описывается функпией Хр = u(t), и что вращение 
руки является предопределенным? 

(с) Докажите, что кинетический момент Н (относительно центра масс) 

руки равен 

( d) Нарисуйте силовую схему для свободной роботизированной руки. По­
кажите на ней силу тяжести -mgEз. 

(е) Докажите, что сила, приводящая в движение центр масс руки, равна 

F act = тgЕз + mii + ~L (2фд cos( О) + ;f sin( О) )е1 + 

+ ~L (ф2 sin(O) cos(O)- ё)е2- ~L (tP + ф2 sin2 (0))eз. 

(f) Докажите, что момент Мс, поворачивающий роботизированную руку, 
равен 

mL mL2 . . 
Mact =тез х (gЕз + ii) + - 2-'l/JoOo cos(O)e2-

mL2 ·2 
- -4-'Фо sin(O) cos(O)e1 + I.IJ х Н. 

Во время поворота д = Во, ф = Фо, поэтому угловая скорость I.IJ не 
изменяется. 
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(g) Докажите, что изменение полной энергии Е роботизированной руки 
равно работе, которую совершают сила F act и момент Mact: 

Е= Fact · U + Mact · ФЕз + Mact · ёе1. 

11.4. Ранее мы рассказывали о недавно изобретенном кистевом эс­

пандере, который известен как тренажер Динаби (Dynabee ), Пауэрбол 
(Powerball) или Роллербол (Rollerball). Внутри этого тренажера находит­
ся тяжелый ротор, который катится без скольжения по круговому тре­

ку [82, 94]. Трек является частью корпуса, который человек держит в руке 
и раскручивает. В работе [82] говорится, что nутем эффективного раскру­
чивания корпуса можно заставить вращаться ротор. Чтобы ротор начал вра­

щаться, человек должен постоянно увеличивать момент, в результате чего 

тренируются мышцы руi<И и запястья. Посмотрим, каi<Ие связи накладыва­

ются на движение ротора и корпуса. 

На рис. 11.3 видно, что система векторов { еп, et2, еtз} вращается вме­
сте с треком, а система векторов { er1, er2, еrз} вращается вместе с ротором. 
Определим также промежуточную систему векторов 

Заметим, что эти векторы не составляют коротационный базис. 

(а) Тензор вращения Q = l::~=l etk 0 Ei корпуса параметризуется в си­
стеме 3-1-3 углов Эйлера (ф,В,ф). По рис. 11.3 определите, к чему 
приведет наложение условий ф = -ф и В = В0 , где Во - константа. 

(Ь) Тензор вращения R ротора относительно трека (корпуса) параметри­
зуется в системе 3-1-2 углов Эйлера (а, 'У, J.L :::::: О). Подчеркнем, что 

(11.16) 

Получите выражения для векторов угловой скорости ротора (A)r и тре­

ка (A)t. 

(с) По рис. 11.4 видно, что ротор соприкасается с треком в двух точ­
ках. Для удобства определим четвертую систему единичных векторов 

{ е71"1, е71"2, е71"з}, из которых вектор е71"1 параллелен отрезку прямой меж­
ду точкамиР и Q, а е71"2 = а2. Докажите, что угол (3 между erl и е71"1 
равен 

(3 = tg-1 ( ~:), 
где Ra - радиус оси ротора, а Rt - радиус трека. 
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i 

Рис. 11.3. Схема тренажера Динаби, на которой показав трек Т и ротор n. Углы а 
и 'У характеризуют вращение ротора относительно трека. Рисунок взят из [82] 

( d) Докажите, что условие качения в точках Р и Q накладывает связи: 

где v r и v t - векторы скорости центров масс ротора и корпуса соот­

ветственно. Кроме того, докажите, что эти связи nредполагают выпол­

нение равенства 

. (Rt) . 'У=- - а. 
Ra 

(11.17) 

Как и в [82], мы допускаем, что JL ~О. 

(е) При условии, что движение корпуса является полностью nредоnре­
деленным, докажите, что система тел, состоящая из корпуса и рото­

ра, подчиняется 11 независимым связям. С помощью представления 
Лагранжа задайте реакции и моменты связей, действующие на два те­
лаn и т. 
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(t) Докажите, что е7r 1-компонент уравнения равновесия кинетического 
момента ротора относительно центра масс Х есть дифференциальное 

уравнение, описывающее движение ротора. 

(g) В условиях равномерного вращения ротора выполняется равенство 

ф = а. Объясните, почему из ( 11. 7) следует, что ротор будет вращаться 
быстрее корпуса. 

Рис. 11.4. Схематическое изображение того, I<ак ротор соприкасается с треком в двух 

точках Р и Q. Центры масс ротора R и корпуса Т совпадают и находятся в точке Х. 

Радиус Ra оси ротора и угол /-! преувеличены 

11.5. Пусть тензор вращения Q твердого тела параметризуется в си­
стеме 3-1-3 углов Эйлера ('lj;, (), ф). Допустим, что через интервал времени 
t1 - t0 выполняется равенство 

(11.18) 

(а) Докажите, что вращение тела в интервале времени t1 - t0 описывается 

произведениемтензоров 

(Ь) Докажите, что для определения ф(t1 )- ф(t0 ) недостаточно показаний 

r..,; • ез от одного скоростного гироскопа7 . 

7 Воспользуйтесь выражением (7.22) из задачи 7.4. 
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(с) Для какого движения твердого тела выполняется равенство (11.18)8. 

(d) Рассмотрите движение из пункта (с). При условии что начало вектора 
ез является неподвижным, постройте график изменения координат для 

конца этого вектора. Конец вектора лежит на поверхности единичной 

сферы. С помощью выражения, которое дается в разделе 123 работы 
Кельвина и Тейта [109] и которое независимо от них получили Гуд­
маи и Робинсон [73] и Леви [126], докажите, что площадь, которую 
описывает конец вектора е3 ( t) на единичной сфере, зависит от угла 
ф(t1)- ф(tо). 

(е) Докажите, что выводы, полученные в пункте (d), имеют отношение 
к парадоксу Кодмана, который обсуждался в задаче 6.8. 

8При ответе на этот вопрос полезными могут оказаться статьи Монтгомери [144] 
и О'Рейли [158]. 
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Основы теории тензоров 

A.l. Введение 

Тензор - это линейное отображение, преобразующее вектор в вектор. 

Векторные преобразования принято задавать в матричной форме. В этом 

приложении мы поговорим о другой величине, тензоре, которая служит 

для тех же целей. Тензоры обычно обозначаются полужирными символами 

заглавного регистра (например А). Преобразование вектора а в вектор Ь 

под действием тензора А записывается уравнением 

Ь=Аа. 

Преимуществом тензорного представления является его компактность, 

в сравнении с матричным, и то, что тензоры легче дифференцировать, чем 

матрицы. Кроме того, при изменении базиса составляющие тензора преоб­

разуются очевидным образом. Это свойство особенно полезно в кинемати­

ке твердого тела. В разделе 6.2 главы 6 рассматривается пример, в котором 
сравниваются матричное и тензорное обозначения. В этом примере нагляд­

но демонстрируются все преимущества тензорного представления. 

Заметим, что материал настоящего приложения традиционно изучается 

на курсах механики сплошных сред. Среди работ на эту тему можем назвать 

статьи Кейси [26, 28] и учебники Чэдвика [35] и Гуртина [84]. 

А.2. Базисы, альтернаторы и символы Кронекера 

Пусть JE3 обозначает трехмерное евклидово пространство. Правый 
фиксированный ортонормированный базис этого пространства будем обо­

значать через {Е1, Е2, Ез}. Система векторов {р1, Р2, рз} задает другой 
правый ортонормированный базис, который не обязательно является фикси­

рованным1. Латинские строчные курсивные индексы, например i, j, k, при­
нимают значения от 1 до 3. 

1 Он служит для представления коротационных баз, изменяющнхся во времени баз, таких 
как { er, ее, Ез}, и фиксированных баз, таких как {Е1, Е2, Ез}. 
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Напомним, что система векторов {Ь1 , Ь2 , Ь3 } является ортонормиро­
ванной, если при i =f. k выполняется равенство bi · bk = О, а при i = k 
выполняется равенство bi · bk = 1. Далее считаем, что система векторов 
{Ь1 , Ь2 , Ь3 } является правой, если смешанное произведение векторов 

положительно. 

Поскольку мы очень часто будем использовать скалярное произведе­

ние, удобно определить символ Кронекера дik: 

Ясно, что 

о, i =1- j, 
1, i = j. 

Pi · Pk = дik· 
Определим также альтернирующий символ (Леви-Чивита) Eijk: 

Е123 = Е312 = Е231 = 1, 
Е213 = Е132 = Е321 = -1, 

в противном случае Eijk =О. 

Иначе говоря, Eijk = 1, если ijk соответствует четной перестановке 
чисел 1, 2, 3; Eijk = -1, если ijk соответствует нечетной перестановке чи­
сел 1, 2, 3; Eijk О, если i = j, или j = k, или k = i. Заметим также, 
что 

[Pi, pj, Pk] = Eijk· 

Это выражение легко доказать, воспользовавшись определением смешан­

ного произведения векторов. 

А.З. Тензорное произведение двух векторов 

Тензорное произведение любых двух векторов а и Ь в пространстве JE3 

определяется следующим образом: 

(а0Ь)с= (Ь·с)а, (А.1) 

где с- произвольный вектор пространства JE 3
. Это значит, что произведе­

ние а Q9 Ь проецирует вектор с на вектор Ь и умножает результирующий 
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скаляр на вектор а. Очевидно, что а Q9 Ь иреобразует вектор с в вектор, па­

раллельный вектору а. Можно дать эквивалентное определение тензорного 

произведения 

c(aQ9b)=(a·c)b. 

Оба определения тензорного произведения широко используются в настоя­

щей книге. Обратите внимание, что произведение а@ Ь линейно иреобразу­

ет любой вектор с, на который оно действует. К примеру, если а = Е1, Ь = 
= Ez и с = Ez, то 

Проанализируйте эти выражения, выбрав в качестве с другие векторы. 

Тензорное произведение векторов а и Ь обладает рядом полезных 

свойств. Если о: и {3 - два произвольных скаляра, а а, Ь и с - три про­

извольных вектора, то 

(о:а + {Jb) Q9 с= о:(а Q9 с)+ {З(Ь Q9 с), 

с Q9 (о:а + {Jb) =о:( с@ а)+ {З(с@ Ь). 

Эти свойства вытекают из определения тензорного произведения. Чтобы их 

доказать, достаточно продемонстрировать, что левые и правые части этих 

тождеств одинаковым образом преобразуют произвольный вектор d. 

А.4. Тензоры второго ранга 

Тензор второго ранга А есть линейное преобразование простран­

ства JE3 в себя. Это значит, что для любых двух векторов а и Ь и любых 
двух скаляров о: и {3 выполняется равенство 

А(о:а + {Jb) = о:Аа + {ЗАЬ, 

где Аа и АЬ- векторы пространства JE3
. Чтобы проверить, равны ли друг 

другу два тензора второго ранга А и В, достаточно доказать, что векто­

ры Аа н В а равны друг другу для всех векторов а. Тензор а@ Ь - простой 

пример тензора второго ранга. 

Для тензоров второго ранга традиционно определяют следующие пра­

вила сложения: 

(А+ В)а = Аа + Ва, (о:А)а = о:(Аа), (АВ)а = А(Ва), 

где А и В- произвольные тензоры второго ранга, а- произвольный век­

тор, а о: - произвольный скаляр. 
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Определим также единичный тензор 1 и нулевой тензор 0: 

la=a, Оа=О, 

где а- произвольный вектор. 

A.S. Теорема представления тензоров второго ранга2 

На этом этапе удобно получить представление для тензора второго ран­

га А. Мы должны прийти к выражению 

3 3 

А= LLAkjPk0Pj, (А.2) 

j=lk=l 

где 
3 3 

Aik = (Apk) ·Pi, ai = LAkJPk, А= Lai 0Pj· 
k=l j=l 

Величины Aik называют компонентами тензора А относительно базиса 
{р1, р2, р3}. Удобно интерпретировать тензоры с помощью представления 

А = E~=l aj 0 Pj· Согласно этой записи, тензор А преобразует вектор 
Pk в вектор ak. Следовательно, если мы знаем, как иреобразует тензор А 
три ортонормированных вектора, то мы можем сразу же записать для него 

представление. 

Приступим к доказательству (А.2). Заметим, что Api есть вектор. Зна­
чит, его можно задать линейной комбинацией базисных векторов Pl, Р2 
и р3: 

Ар1 = АнРl + А21Р2 + А31р3, 
Ар2 = А12Р1 + А22Р2 + А32р3, 
Ар3 = А13Р1 + А23Р2 + А33Р3· 

Для скаляров Aik имеет значение порядок индексов i и k. Пусть Ь 
"'3 ь ~ ~ = L...i=l iPi- произвольныи заданныи вектор, тогда 

3 3 

АЬ = LA(Ьjpj) = Lbj(Apj) = 

j=l j=l 

2В современных учебниках цо тензорному анализу для уцрощения обозначений цринято 
оцускатъ знак суммы I; цри наличии в выражении цовторяющегося индекса. Автор исцолъ­
зует несколько устаревшее обозначение, указывая знак суммы I; явно. - При.м. ред. 
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На предпоследнем шаге мы воспользовались определением тензорного про­

изведенщ двух векторов. 

Итак, мы доказали, что 

3 3 

АЬ = L L(AkjPk@ Pj)b. 
j=lk=l 

Поскольку это выражение справедливо для всех векторов Ь и поскольку А 

задает линейное преобразование, мы заключаем, что выражение (А.2) есть 

верное представление тензора А. 

Представление линейного преобразования 

Получим на основе теоремы представления (А.2) выражения, задаю­

щие преобразование под действием тензора второго ранга А. Эти выраже­

ния аналогичны матричному умножению. Вспомним, что 

3 3 

А= LLAkjPk@Pj· 
j=lk=l 

Тензор А иреобразует вектор Ь следующим образом: 

Если определить вектор с= АЬ, то легко видеть, что компоненты ci = c·pi 
вектора с равны 

3 

Ci = i:Aijbj· 
j=l 

(А.З) 
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В матричной форме выражение (А.З) имеет знакомый вид: 

(А.4) 

Из (А.4) следует, что единичный тензор равен 1 = 2::~= 1 Pi 0 Pi· Выберем 
в качестве базиса {р1 , р2 , р3 } известные нам системы векторов и получим: 

1 = Е1 0 Е1 + Ez 0 Ez + Е3 0 Е3 = 
= er 0 er + ее 0 ее + Е3 0 Е3 = 
= eR 0 eR +ее 0 ее+ еФ 0 еФ. 

По ходу книги встречаются и другие примеры представления 1 = 2::~= 1 Pi 0 Pi. 

Произведение двух тензоров второго ранга 

Получим полезное выражение, задающее произведение двух тензоров 

второго ранга. Произведением АВ является тензор второго ранга С. Пусть 

3 3 3 3 3 3 

А= L L AikPi0Pk, в= LLдkPi0Pk, с= .L: .L: cikPi0Pk· 
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1 

Решим уравнения 

Са= (АВ)а, 

где а - произвольвый вектор. В силу произвольности вектора а для девяти 

компонентов тензора С имеем: 

3 

cik = .L:Aijвjk· 
j=1 

Это выражение аналогично тому, которое используется в матричном умно­

жении. Действительно, если определить три матрицы с компонентами 

cik, Aik и вik, то получим: 



А.б. ФУНКЦИИ ТЕНЗОРОВ ВТОРОГО РАНГА 445 

В этом выражении все компоненты трех тензоров выражаются через векто­

ры одного и того же базиса. Представление произведения БА получается 

путем прямого расчета. 

Наконец, рассмотрим произведение двух тензоров второго ранга а Q9 Ь 
и с Q9 d. Используя теорему представления для обоих тензоров и записывая 
их произведение, находим: 

(а Q9 Ь)(с Q9 d) =а Q9 d(b ·с). 

С помощью этого выражения легче всего запомнить, как перемножаются 

два тензора второго ранга. 

А.6. Функции тензоров второго ранга 

Симметричные и кососимметричные составляющие тензора второго 

ранга 

Тензор А т, который получается транспонированием тензора второго 
ранга А, по определению равен 

Ь · (Аа) = (АтЬ). а, (А.5) 

где а и Ь - произвольные векторы. Применяя к тензору второго ранга с Q9 d 
операцию транспонирования, получаем: 

Будет показано, что эти выражения являются весьма полезными. 

Для любых двух заданных тензоров второго ранга А и В можно до­
казать равенство (АВ)т =вт Ат. Если А= А т, то тензор А называется 
симметричным. Тензор А называется кососимметричным, если А = -А т. 
Любой тензор второго ранга В можно представить суммой симметричного 

тензора второго ранга и кососимметричного тензора второго ранга: 

К кососимметричным тензорам, часто встречающимся в настоящей книге, 

относятся тензоры угловой скорости. Эти тензоры имеют непосредствен­

ное отношение к векторам угловой скорости. Примерами симметричных 

тензоров являются тензоры Эйлера Е0 и Е и тензоры инерции J0 и J. 
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Получим представления для симметричной и кососимметричной со­

ставляющих тензора второго ранга А. С учетом определения (Аа) · Ь = 
= (АтЬ) ·а и произвольности векторов а и Ь можно доказать, что 

3 3 3 3 

Ат = LLAkiPi ®Pk = LLAikPk ®pi, 
i=l k=l i=l k=l 

где 
3 3 

А= LLAikPi®Pk· 
i=l k=l 

Поскольку тензор второго ранга А является симметричным при условии, 

что А = А т, получаем 

Это значит, что симметричный тензор второго ранга имеет шесть независи­

мых компонентов. Аналогично если А т = -А, то А - кососимметричный 
тензор: 

Обратите внимание, что кососимметричный тензор второго ранга имеет три 

независимых компоненты. 

Инварианты, определители и следы 

С тензором второго ранга связаны три скалярные величины, которые 

не зависят от правого ортанормированного базиса пространства JE3
. Эти ве­

личины называются (главными) инвариантами тензора второго ранга. Для 

тензора второго ранга А инварианты JA, I IA и I I IA по определению рав­
ныз 

[Аа, Ь, с]+ [а, АЬ, с]+ [а, Ь, Ас]= JA[a, Ь, с], 

[а, АЬ, Ас]+ [Аа, Ь, Ас]+ [Аа, АЬ, с] = ПА[а, Ь, с], 

[Аа,АЬ,Ас] = ПJА[а, Ь,с], 

где а, Ь и с - три произвольных вектора. 

Первый инвариант называется следом тензора, а третий инвариант -
определителем тензора: 

tr(A) = IA, det(A) = lliA. (А. б) 

3Наши рассуждения во многом основываются на рассуждениях Чэдвика [35]. 
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Посмотрим, почему они так называются. Во-первых, вспомним, что 

[Аа, Ь, с]+ [а, АЬ, с]+ [а, Ь, Ас]= tr(A)[a, Ь, с], 

[Аа, АЬ, Ас] = det(A)[a, Ь, с]. 
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Если положить а = Pl, Ь = Р2 и с = р3, где {Pl, Р2, Р3} - правый ор­
тонормированный базис пространства Е3 , то получим промежуточные ре­
зультаты: 

[pl,P2,P3] = 1, 
3 

[Apl, Р2, Р3] + [Pl, Ар2, Р3] + [р1, Р2, Ар3] = L)Api) · Pi, 
i=l 

Принимая их во внимание, находим след тензора А: 

3 

tr(A) = ~)Api) · Pi =Ан + А22 + А33· 
i=l 

Аналогичное выражение справедливо для следа матрицы. Далее, находим: 

det(A) = [Ар1 , Ар2 , Ар3] = 
3 3 3 

= LLLAi1Aj2Ak3[Pi,Pj,Pk] = 
i=l j=l k=l 
3 3 3 

= L L L EijkAilAj2Ak3· 
i=l j=l k=l 

(А.7) 

Напомним, что определитель матрицы размерностью 3 х 3, компоненты 
которой равны Bik, определяется по формуле 

(А.8) 

Сравнивая (А. 7) с (А.8), мы видим, что определитель тензора А можно 
рассчитать, воспользовавшись представленнем тензора в терминах правого 
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ортонормированного базиса и стандартной формулой для матриц: 

([
Ан 

det(A) = det А21 
А31 

Заметим также, что tr(a Q9 Ь) =а· Ь. 

Обратные н присоединенные тензоры 

Тензор А - 1, обратный для тензора второго ранга А, есть тензор вто­
рого ранга, удовлетворяющий уравнению 

А - 1 А= АА - 1 = I. 

Для тензора существует обратный ему тензор тогда, когда det(A) =F О. Если 
транспонировать это уравнение, то получим, что тензор, обратный к транс­

понированному тензору, равен транспонированному обратному тензору. 

Присоединенный тензор А* для тензора второго ранга А есть тензор 

второго ранга, удовлетворяющий уравнению 

А*(а х Ь) = Аа х АЬ, 

где а и Ь - произвольные векторы. Если тензор А имеет обратный тензор, 

то присоединенный тензор также равен 

Если определитель тензора А равен единице, то последнее выражение су­

щественно упрощается. 

Собственные значения и собственные векторы 

Характеристические значения (по-другому, собственные или главные 

значения) тензора второго ранга А называются корнями Л характеристиче­

ского уравнения для А: 

det(ЛI- А) =О. 

Это уравнение имеет три корня Л1, Л2 и Лз. Раскладывая его, получаем: 
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Это значит, что 

Л1Л2Лз = det(A) = IIIл, 

Л1Л2 + Л2Лз + Л1Лз = ~(tr(A) 2 - tr(A2)) = Пл, 

Л1 + Л2 + Лз = tr(A) = Iл. 
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Следует отметить, что если тензор положительно определенный, то все его 

собственные значения строго положительны. 

Собственный вектор (по-другому, характеристическое или главное на­

правление) тензора А есть вектор u, удовлетворяющий уравнению 

Au = Лu, (А.9) 

где Л - корень характеристического уравнения. У тензора второго ранга 

есть три собственных вектора. Чтобы их найти, необходимо преобразо­

вать (А.9) с учетом (А.4) и применить стандартный метод линейной ал­

гебры. 

Рассмотрим простой пример: 

Анализируя данное выражение, приходим к выводу, что собственные зна-
2 ь2 2 

чения тензора J 0 равны ~~ , ~2 и ~~ , а собственные векторы равны 
Е1 , Е2 , Е3 . Отметим также, что если а, Ь и с имеют неиулевые значения, то 

тензор J 0 положительно определенный. 

А.7. Тензоры третьего ранга 

Рассмотрим один пример тензора третьего ранга. Тензор третьего ран­

га преобразует векторы в тензоры второго ранга или тензоры второго ранга 

в векторы. Все построения, полученные выше для тензоров второго ранга, 

можно по аналогии распространить на тензоры третьего ранга. Тем не ме­

нее отметим, что произвольвый тензор третьего ранга А выражается через 

векторы базиса {р1, р2 , Р3} следующим образом: 

3 3 3 

А= 2::::2::::2:::: AijkPi 0 Pj 0 Pk· 
i=l j=l k=l 
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Определим также тензорное произведение: 

(a0b0c)[d0e]=a(b·d)(c·e), (a0b0c)d=a0b(c·d). (A.lO) 

Возможны и другие определения тензорного произведения. Обратите вни­

мание на квадратные скобки []в (A.lO). 
Самый часто используемый тензор третьего ранга называется альтер­

натором Е: 

3 3 3 

Е= I:I:I:щkPi 0Pj 0Pk = 
i=l j=l k=l 

= Р1 0 Р2 0 Р3 + Р3 0 Р1 0 Р2 + Р2 0 Р3 0 Р1-

- Р2 0 Р1 0 Р3- Pl 0 Р3 0 Р2- Р3 0 Р2 0 Pl· 

У этого тензора есть ряд полезных свойств. Первое: если А - симметрич­

ный тензор, то Е[А) =О (попробуйте доказать это свойство самостоятель-

но). Второе: если с= I;~=l CkPk- вектор, то тензор 

3 3 3 

ЕС = I: I: I: EijkPi 0 PjCk = 
i=l j=l k=l 

= с3(Р1 0 Р2- Р2 0 PI) + с2(р3 0 Pl- Р1 0 Р3) + 
+ с1(Р2 0 Р3- Р3 0 Р2) (A.ll) 

является кососимметричным. 

Тот факт, что Е действует на вектор и дает кососимметричный тензор, 

позволяет нам определить кососимметричный тензор С для произвольного 

вектора с, и наоборот: 

С= -Ее, 

Вектор с называется аксиальным вектором тензора С. В качестве упражне­

ния полезно доказать, что если С задается выражением 

то, согласно первому тождеству из (A.lO), имеем 
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Другим важным результатом является: 

Са= ( -Ес)а =с ха. 

Он позволяет заменить векторное произведение тензорным и наоборот. 

Примеры. Приведем несколько примеров. Пусть задан кососиммет-

ричный тензор 

Тогда 

Е[П] = -2ПЕз, 
откуда заключаем, что ПЕ3 есть аксиальный вектор тензора !1. В качестве 
упражнения докажите, что для всех векторов а выполняется равенство 

(П(Е2 ® Е1- Е1 ® Е2))а = ПЕз ха. 

Аналогично для заданного вектора ')'Е 1 можно рассчитать: 

Е')'Е1 = 'УЕ2 ® Ез - ')'Ез ® Е2. 

С учетом этого получаем: 

'УЕ1 х Ь = ('УЕз ® Е2- ')'Е2 ® Ез)Ь 

для всех векторов Ь. 

A.S. Особые тензоры второго ранга 

Выделяют три типа тензоров второго ранга, которые играют важную 

роль в динамике твердого тела: собственно ортогональные тензоры, сим­

метричные положительно определенные тензоры и кососимметричные тен­

зоры. 

Ортогональные тензоры 

Тензор второго ранга L называется ортогональным, если LLт = 

= LтL = 1. Это значит, что транспонированный ортогональный тензор 
совпадает с обратным тензором. Из этого определения также следует, что 

det(L) = ±1. Ортогональный тензор обладает уникальным свойством: 
La · La = а· а, то есть длина вектора, который преобразуется под дей­
ствием ортогонального тензора, остается неизменной. 

Вот некоторые примеры ортогональных тензоров: 

1, -1, Е1 ® Е1 + Е2 ® Е2 - Ез ® Ез. 

Последний пример описывает отражение в плоскости х3 = О. 
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Собственно ортогональные тензоры 

Тензор второго ранга Q называется собственно ортогональным, если 
QQT = QтQ = 1 и det(Q) = 1. Теорема Эйлера гласит, что этот тензор 
эквивалентен тензору вращения (см. раздел 7.2). Собственно ортогональ­
ные тензоры второго ранга относятся к подклассу ортогональных тензоров 

второго ранга. В самом деле, можно доказать, что любой ортогональный 

тензор второго ранга либо уже является тензором вращения, либо может 

быть получен умножением тензора вращения на -1. 
Согласно формуле Эйлера, любой тензор вращения можно задать вы­

ражением 

Q = cos(e)(l- р Q9 р)- sin(e)t:p + р Q9 р, 

где е - вещественное число, а р - единичный вектор. Переменпая е на­

зывается углом вращения (против часовой стрелки), а р - осью вращения. 

В главе б рассматривается несколько примеров тензоров вращения. 

Симметричные, положительно определенные тензоры второго ранга 

Тензор А называется положительно определенным, если Аа · а > О 
для всех а -=/=- О и Аа · а = О при а = О. Из этого определения следует, 

что кососимметричный тензор второго ранга не может быть положительно 

определенным. Примерами положительно определенных тензоров в меха­

нике являются тензоры Эйлера и тензоры инерции. 

Если А - положительно определенный тензор, то все три его соб­

ственные значения являются положительными, а сам тензор может быть 

задан выражением 

где Aui = Лilli· То есть ui есть собственный вектор тензора А, собствен­
ные значения которого равны Лi. Это представление часто называют спек­

тральным разложением. 

А.9. Производвые от тензоров 

По ходу книги нам часто приходится рассчитывать производные тен­

зоров. Пусть тензор А равен 

3 3 

А= LLAikPi Q9 Pk· 
i=l k=l 



А.9. ПРОИЗВОДВЫЕ ОТ ТЕНЗОРОВ 453 

Допустим, что компоненты тензора А и векторы Pi являются функциями 
времени. Производнан от А по времени определяется следующим образом: 

3 3 3 3 3 3 

А= L:L:AikPi 0 Pk + LLAikPi 0 Pk + LLAikPi 0 Pk· 
i=l k=l i=l k=l i=l k=l 

Обратите внимание, что мы дифференцируем как компоненты тензора, так 

и базисные векторы. 

Возьмем, к примеру, тензор 

Если выразить er и ее через векторы Е1 , Е2 и Е3 и продифференцировать, 
то получим: 

А= Вее 0 Е1 - Ber 0 Е2. 

В качестве упражнения докажите, что А есть тензор вращения и что АА т 
есть кососимметричный тензор. 

Определим цепное правило дифференцирования сложной функции 

и правила умножения. Пусть А= A(q(t)), В= B(t) и с= c(t). Тогда 

А- дА. 
- дq q, 

;t(AB) =Ав+ АВ, 
d . 
dt (Ас)= Ас+ Ас. 

Если дана функция 'lj; = 'lj;(A), то производная этой функции относительно 
А является тензором второго ранга: 

Кроме того, если векторы Pi постоянны, то 

3 3 
. "' "' д'lj; . ( д'lj; . т) 

'lj; = ~ ~ дА- Ak = tr дА А . 
i=l k=l •k 

Этот результат мы используем, когда исследуем связи, ограничивающие 

движение твердых тел. 
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Задачи 

A.l. Пусть а = Е1 и Ь = Е2 . Докажите, что для любого вектора 

с= 2:~=1 ciEi справедливы тождества (а® Ь)с = с2Е1 и с( а® Ь) = с1Е2. 

А.2. Пусть а = Е1 и Ь = Е2 . Докажите, что для любого вектора 

с= 2:~=1 ciEi справедливо тождество (а® Ь- Ь ® а)с = с2Е1 - с1Е2. 

А.З. Пользуясь определением транспонированного тензора (А.5), до­

кажите, что (а® Ь)т = Ь ®а. 

А.4. Докажите, что если а= 10Е1 и Ь = БЕ2, то (а®Ь )u = 50Е1 (Е2 · u) 
и (Ь ® a)u = БОЕ2(Е1 · u). 

А.5. Докажите, что если а= er и Ь =ее, то (а® b)u = er(ee · u) 
и (Ь ® a)u = ee(er · u). 

А.6. Пользуясь определением альтернатора, докажите, что 

Где в кинематике твердого тела используется этот результат? Докажите, что 

для любого вектора а выполняется равенство Ез ха= (Е2®Е1 -Е1 ®Е2)а. 

А.7. Докажите, что следующее уравнение, содержащее умножение 

матриц, 

[

er] [ cos(O) sin(O) 
ее = - sin(B) cos(B) 
ez О О 

может быть записано тремя уравнениями 

где 

Р = cos(O)(E1 ® Е1 + Е2 ® Е2) + sin(O)(E2 ® Е1- Е1 ® Е2) + Ез ® Ез = 

= cos(B)(I- Ез ® Ез)- sin(B)eEз + Ез ® Ез. 

Чтобы доказать последнюю строчку, сначала полезно доказать, что 

Проверьте, что тензор Р является собственно ортогональным. 
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А.8. Докажите, что умножение матриц 

[
eR] [cos(O) sin(ф) 
еФ = cos( О) cos( ф) 
ее - sin(O) 

sin( О) sin( ф) 
sin( О) cos( ф) 

cos(O) 

cos( ф) ] [Е1] 
- si~(ф) :: 

эквивалентно трем уравнениям 

где 

R = cos(B) sin(ф)E1 ® Ез + sin(B) sin(ф)E2 ® Ез + соs(ф)Ез ® Ез+ 

+ cos(B) соs(ф)Е1 ® Е1 + sin(O) соs(ф)Е2 ® Е1-

_ sin(ф)Eз ® Е1 - sin(B)E1 ® Е2 + cos(B)E2 ® Е2. 

Чтобы это доказать, полезно сначала получить представление 

R = eR ® Ез + еФ ® Е1 +ее® Е2. 

455 

А.9. Докажите, что тензор R из предыдущей задачи является соб­
ственно ортогональным. 

A.lO. Приведите пример, в котором тензорное умножение является 
некоммутативным, то есть АВ =f. БА. 

A.ll. Докажите, что если В - тензор второго ранга, то 

А.12. Докажите, что 

А.13. Пусть А и В - кососимметричные тензоры второго ранга. До-
кажите, что 

(A.l2) 

где а и Ь- аксиальные векторы тензоров А и В соответственно. 

A.l4. ПустьА-кососимметричный тензор второго ранга, а- его 

аксиальный вектор, а С - симметричный тензор второго ранга. Докажите, 
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что 

-~Е[АС +СА]= (tr(C)I- С)а. 

Исходя из этого тождества, можно получить выражение для кинетического 

момента Н твердого тела, зависящее от тензора Эйлера Е и вектора угловой 

скорости'-<); Н= (tr(E)I- Е)(.о). 

А.15. Пусть А - тензор, а Ь и с - два произвольных вектора. Дока-

жите, что 

(tr(A)I- Ат)(Ь х с)= АЬ х с+ Ь х Ас. 

Подсказка: Легче всего это доказать, если сначала положить Ь = Е3 и с= 
= с1Е1 + с2Е2 , а затем подставить эти выражения в искомое тождество. 
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Независимость связей, 31 
Ньютон И., 41, 58, 347 

Определитель тензора, 446 
Ось вращения, 212, 260 

Парадокс Кодмана, 248, 437 
Параметры Эйлера, 236 
Плоский двойной маятник, 194 
Потенциал момента, 240, 312, 320, 325 

Представление Лагранжа, 49, 134, 135, 
144, 158, 308, 388 

Представление Эйлера, 21 О 
- для вектора угловой скорости, 215 
Прерывистое движение, 78, 170 
Приведение к безразмерному виду, 63, 

69 
Принцип Даламбера, 129, 158 
Принцип Лагранжа, 49 
Принцип Лагранжа- Даламбера, 49 
Принцип виртуальной работы, 158 
Принцип наименьшего принуждении 

Гаусса, 129, 159 
Производные тензора, 452 
Прокрустова задача, 237 
Пространство конфигураций, 142 
Пуанкаре А., 188 
Пуансо Л., 201, 260, 338 
Пуассон С. Д., 260, 402 

Равномерные вращения, 366, 384 
Размалывающая машина Гриффина, 326 
Раус Э. Дж., 88, 305, 357 
Реакции связей, 48, 135, 144, 303, 353, 

388, 398 
Риман Г. Ф. Б., 101 
Риччи М. М. Г., 101, 116 
Роботизированная рука, 432 
Роллербол (Паузрбол), 421, 433 

Связи, 92 
- Чаплыгина, 409 
- в системе материальных точек, 144 
- голономные, 25 
- идеальные, 115 
- интегрируемые, 18, 48, 93, 134, 290, 

352, 398, 404 
-- реономные, 25 
-- склерономные, 25 
- качение твердых тел, 291, 433 
- кусочно-интегриуремые, 28 
- между твердыми телами, 289 
- множественные, 31, 136, 299, 326 
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- неголономные, 26 
- неинтегрируемые, 26, 48, 94, 134, 

136, 297, 307 
- скольжение твердых тел, 291 
- статическое кулоневекое трение, 52, 

70, 78, 119 
- ударные, 72 
- цилиндрические шарниры, 290 
- шаровые шарниры, 290 
Секторная скорость, 5, 33, 58, 81 
Силы 

- Магнуса, 348, 395 
-гравитационные, 45, 164, 173, 313, 

383 
-консервативные, 44, 138, 145, 312, 

321, 390 
-обобщенные, 105,139,155,387,417, 

424 
- обобщенные ударные, 432 
-растяжения/сжатия пружины, 45 
- сопротивления, 347 
- центральные, 81 
Символ Кронекера, 439 
Символы Кристоффеля, 117, 153 
Симметричные параметры Эйлера-

Родригеса, 236, 244 
Система отсчета, 3 
- вращающаяся, 264 
- инерциальная, 3 
Системы связей, 31, 136, 299, 326 
Скачки, 362 
Скользящая сфера, 305, 357, 412 
Скользящий диск, 277, 395 
Скорость проскальзывания, 361 
След тензора, 446 
Собственные векторы тензора, 449 
Собственные значения тензора, 449 
Сохранение 

- кинетического момента, 56, 60, 188, 
355,386,406,416 

- количества движения, 55 
-энергии, 55, 56,188,333,355,386, 

390,400,406,416 

Степени свободы, 104, 402 
Столкновение твердого тела, 431 
Сфера Хобермана, 236 
Сфера Чаплыгина, 362 

Тейт П. Г., 225, 347, 437 
Тензор относительной угловой 

скорости, 219 
Тензор угловой скорости, 207 
Тензорное произведение 

- двух векторов, 440 
- двух тензоров второго ранга, 441, 443 
- тензора второго ранга и вектора, 443 
- тензора третьего ранга и вектора, 449 
- тензора третьего ранга и тензора 

второго ранга, 449 
Тензоры 

- вращения, 201, 210 
- второго ранга, 441 
- кососимметричные, 208, 445 
-обратные, 447 
- ортогональные, 451 
- присоединенны е, 44 7 
- симметричные, 445 
- симметричные положительно 

определенные, 451 
-собственно ортогональные, 205,217, 

451 
-третьего ранга, 449 
- угловой скорости, 207 
Теорема Родригеса-Гамильтона о 

вращении, 248, 317 
Теорема Фробениуса об 

интегрируемости, 31, 300, 326 
Теорема Шаля о вращении, 254 
Теорема Эйлера о вращении, 217, 252 
Теорема о спектральном разложении, 

451 
Теорема об изменении кинетической 

энергии 

- для материальной точки, 56 
- для системы материальных точек, 

130 
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- для твердого тела, 332 
Теорема представления для тензоров, 

441 
Тренажер Динаби (Dynabee), 421, 433 
Третий закон Ньютона, 136, 138, 309 
Тройка Френе, 74, 108 

УглыБрайана,233,235 

Углы Кардана, 233, 235 
УглыТейта,233, 235 
Углы Эйлера 

- асимметричная система, 235 
- вектор угловой скорости, 222 
- двенадцать систем, 233 
- переключении между системами, 344 
- связанные с телом, 248 
- симметричная система, 235 
- система 1-3-1, 248, 321, 324 
- система 3-1-2, 283 
-система 3-1-3,231, 306, 322,324-326, 

395,403,412,413,432,433 
- система 3-2-1, 225, 248, 286, 321 
- система 3-2-3, 241, 280, 411 
Угол поворота/вращения, 212 
Уокер Г. Т., 292 
Уравнение Бернулли, 348 
Уравнения Больцмана- Хамеля, 430 
Уравнения Гиббса-Аппеля, 430 
Уравнения Эйлера, 337 
Уравнения Эйлера- Лагранжа, 160 
Уравнения Эйлера-Пуассона, 354 
Уравнения движения Лагранжа 

- материальной точки, 88 
--в ковариантной форме, 89, 116 

- - в контравариантной форме, 117 
- системы материальных точек, 141, 

148 
--в ковариантной форме, 155 
--в контравариантной форме, 155 
- твердого тела, 378, 386, 393 
Уравнения движения Рауса-Восса, 88, 

96 
Устойчивость движения, 341 
Устойчивость летательного аппарата, 

233 

Фазовая картина, 63 
Формула Эйлера для вращения, 211 
Фробениус Ф.Г., 29, 31,299 
Фуко Ж. Б. Л., 4 

Хаос, 188 

Центр колебаний, 361 
Центр масс 

- системы материальных точек, 132 
- твердого тела, 262 
Циглер Х., 312, 317 

Чаплыгин С. А., 362, 400, 409 
Частота Кеплера, 63, 365 

Шаль М., 254 

ЭйлерЛ.,41, 201,210,248,252,369 
Эйлера тензоры, 266, 451 

ЯкобиК.Г.Я.,29, 101,160,338 
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