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Предисловие 

к русскому изданию 

В предлагаемой читателю книге американского профессора Оливера 

М. О'Рейли дается изложение наиболее содержательных для инженерных 

приложений разделов теоретической механики. Материал книги охватывает 

вопросы кинематики и динамики материальной точки, системы материаль

ных точек, твердого тела и системы твердых тел. Данная книга написана на 

основе многолетнего опыта преподавания автором курса динамики твердо

го тела. Она существенно отличается от имеющихся учебников по механи

ке, как по методике изложения, так и по комплексу рассмотренных в ней 

вопросов. 

С методической точки зрения отличительной особенностью книги яв

ляется применевне автором единого подхода к выводу уравнений движения 

механических систем, а также применение аппарата тензорного анализа для 

изложения вопросов кинематики и динамики твердого тела. Другой харак

терной особенностью данной книги является большое разнообразие приме

ров и задач, охватывающих широкий круг вопросов современной механики 

и иллюстрирующих разработанные к настоящему времени аналитические 

и численные подходы к решению задач инженерной динамики. 

Обширный список литературы, представленный в книге, содержит 

ссылки, как на классические работы по теоретической механике, так и на 

работы многих современных авторов. Ссьшки на литературу даются по хо

ду изложения, что, при необходимости, позволит читателю, познакомиться 

с оригинальными работами и углубить свои знания в интересующих его 

вопросах. К сожалению, ссылки на учебники и научные труды российских 

авторов представлены неполно. В этой связи следует упомянуть «Курс тео

ретической механики» Н. В. Бутенина, Я. Л. Лунца и Д. Р. Меркина, сыграв

ший важную роль в подготовке отечественных инженеров, а также заме

чательный учебник А. П. Маркеева «Теоретическая механика», ориентиро

ванный на подготовку студентов в области прикладной математики и меха

ники. Более полный список литературы по мноmм разбираемым автором 

задачам можно найти в монографиях А. П. Маркеева «Линейные гамиль

тоновы системы и некоторые задачи об устойчивости движения спутника 
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относительно центра масс» и «Динамика тела, соприкасающегося с твердой 

поверхностью». 

В подготовке редакции данной книги принимали участие сотрудни

ки кафедры теоретической механики Московского авиационного института: 

профессора Бардин Б. С., ХолостоваО. В. и доценты Зародов В. К., Прудни

ков В. В., Сухоручкин Д. А. Мы стремились максимально сохранить ориги

нальный стиль автора, указывая при этом на замеченные неточиости из

ложения, некоторые спорные утверждения автора или явные разночтения 

с принятой в русскоязычных учебниках терминологией. 

Данная книга рассчитана на широкий круг читателей: студентов, аспи

рантов, преподавателей вузов. 



Предисловие 

Работа над этой книгой началась более десяти лет назад, когда мне 

впервые поручили вести два курса динамики твердого тела. В рамках пер

вого курса мы изучали уравнения движения Лагранжа, а в рамках второго -
уравнения Ньютона-Эйлера. Я долго пытался объединить эти два подхода 

к построению уравнений движения механических систем. По счастливой 

случайности, в то время один мой коллега, Джим Кейси, проводил иссле

дования замечательных работ Синга [205, 207, 208] и его сотрудников, по
священных этому вопросу. В упомянутых работах частично решается зада

ча объединения подходов Лагранжа и Ньютона- Эйлера. Кейс и пошел еще 

дальше, показав, что уравнения движения для твердого тела, сформулиро

ванные в рамках обоих подходов, эквивалентны друг другу [27, 28]. С его 
результатом несколько перскликается ранняя работа Гриннуда [79], одна
ко доказательство Кейси носит более точный, недвусмысленный характер. 

По ходу моей книги становится очевидно, что, составляя лекпии для сво

их курсов, я во многом опирался на исследования Кейси, которые были 

дополнены и расширены. Помимо Кейси, на мою работу повлияли иссле

дования Папаставридпса [169] и Розенберга [182], а также результаты мо
их собственных исследований динамических систем, полученные в конце 

1980-х гг. в аспирантуре при Корвеллеком университете. Под руководством 

Филипа Холмса, Фрэнка Муна, Ричарда Рэнда и Энди Руина я, будучи ас

пирантом, усвоил, что уравнения движения (часто простых) механических 

систем, состоящих из материальных точек и твердых тел, могут иметь на 

удивление сложные свойства. 

Эта книга отличается от традиционных учебников по инженерной ди

намике несколькими аспектами. Во-первых, в ней явным образом демон

стрируется эквивалентность уравнений движения Лагранжа и Ньютона

Эйлера. При этом более детально рассматриваются вопросы, связанные 

с геометрией и криволинейными координатами, чем это принято в анало

гичных учебниках. Во-вторых, при изучении вращения твердого тела здесь 

широко используются тензоры, подобно тому, как это делается в механике 

сплошных сред. Я считаю, что такой подход позволяет вывести многие фун

даментальные результаты, относящиеся к кинематике твердого тела, более 

понятным образом. 



xvi ПРЕДИСЛОВИЕ 

Я постарался привести как можно больше примеров механических си

стем и ссылок на литературу с самыми последними результатами их ис

следований. Тем не менее моя книга далеко не такая исчерпывающая, как 

работы Папаставридпса [169] иРауса [184, 185]. По ходу книги я довольно 
много цитирую этих и других замечательных авторов разных статей и книг 

по динамике, поэтому надеюсь, что заинтересованный читатель сможет без 

труда продолжить изучение этой полезной темы. 

Как пользоваться книrой 

В этой книге содержится материал, достаточный для проведения двух 

полных курсов инженерной динамики. Материалы обоих курсов развива

ются по своим собственным траекториям (иногда пересекающимся). В рам

ках первого курса изучается подход Ньютона-Эйлера. Эта тема раскрыва

ется в следующих главах: 

1. Кинематика материальной точки (раздел 1.5 можно опустить) 

2. Кинетика материальной точки 

Приложение, посвященное тензорам 

6. Тензоры вращения 

7. Кинематика твердого тела 

8. Связи, накладываемые на движение твердого тела, и потенциалы 

9. Кинетика твердого тела 

11. Системы многих тел 

В рамках второго курса изучается подход Лагранжа. Эта тема раскры

вается в следующих главах: 

1. Кинематика материальной точки 

2. Кинетика материальной точки 

3. Уравнения движения Лагранжа для материальной точки 

4. Уравнения движения Лагранжа для системы материальных точек 

5. Динамика систем материальных точек 

Приложение, посвященное тензорам 

6. Тензоры вращения (особенно раздел 6.8) 

7. Кинематика твердого тела 
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8. Связи, накладываемые на движение твердого тела, и потенциалы 

9. Кинетика твердого тела 

10. Уравнения движения Лагранжа для твердого тела 

11. Системы многих тел 

Изучая на втором курсе вращения, можно ограничится детальным рас

смотрением параметризации тензора вращения в углах Эйлера (из шестой 
главы) и кратким перечием примеров на динамику твердого тела (из девя

той главы). 

Почти все задачи в конце глав являются хорошо структурированными; 

они рекомендуются к самостоятельному решению. К задачам нет ответов, 

но я постарался сделать так, чтобы читатели всегда смогли получить точное 

решение задачи. В некоторых задачах есть элементы численного моделиро

вания; такие задачи можно решать с помощью программных пакетов Matlab 
или Mathematica. Я не сопроводил каждую задачу решением по двум при
чинам: чтобы читатели поняли, почему так полезно строить систему диф

ференциальных уравнений для системы, и чтобы они научились визуали

зировать поведение системы, прогнозируемое моделью. Помимо прочего, 

я настоятельно рекомендую студентам участвовать по ходу семестра в про

ектах, которые могли бы помочь им более детально вникнуть в конкретную 

проблему, например в динамику кельтского камня, полет спортивной ле

тающей тарелки, переориентацию двухспинового спутника. Мои студенты 

участвуют в таких проектах парами, используя при решении элементь1 мо

делирования и анимации; к проектам они приступают после седьмой (из 

пятнадцати) недели семестра. 

Рисунки 

Портрет Уильяма Р. Гамильтона, изображенный на рис. 4.6 в подразде
ле 4.11.3, взят из Королевской ирландской академии в Дублине (Ирландия). 
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се. Например, рисунок 9.1 был составлен Пэтчем Кесслером. Генри Лопез 
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Динамика материальной точки 



ГЛАВА 1 

:Кинематика материальной точки 

1.1. Введение 

Одна из основных целей - научить читателя моделировать физиче

скую систему как совокупность материальных точек или твердых тел и про

водить исследование выбранной модели. Для этого необходимо владеть 

многими техническими навыками и методами. В первую очередь следует 

уметь корректно описывать кинематику материальной точки, иначе освое

ние дальнейшего материала книги может оказаться бессмысленным. 

Многое из того, о чем говорится в первой главе, неоднократно исполь

зуется далее по ходу книги. В начале главы приводится обзор систем коор

динат для частицы, движущейся в трехмерном пространстве. После этого 

мы переходим к обсуждению криволинейных систем координат. К послед

ним относятся все известные вам системы, поэтому данный материал по

лезен и во многих других контекстах. По завершении обсуждения систем 

координат и их применеимя к движению материальной точки читатели на

учатся получать выражения для векторов градиента и ускорения в произ

вольной системе координат. 

Кроме того, большое внимание в настоящей главе уделяется связям, 

ограничивающим движение материальных точек. В рамках менее углублен

ных курсов динамики этот вопрос тесно связывают с вопросом разумного 

выбора подходящей системы координат. В таких случаях, как правило, на

кладывают связь на радиус-вектор точки. В нашей книге мы рассматриваем 

также изменяющиеся во времени связи, накладываемые на вектор скоро

сти материальной точки. Очевидно, что большинство читателей никогда не 

решали задач с наложением связей и не использовали криволинейных ко

ординат, поэтому мы надеемся, что наша книга окажется им полезной. 

1.2. Системы отсчета 

Описывая кинематику материальных точек и твердых тел, мы предпо

лагаем существование пространства, образованного тремя взаимно перпен-
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дикулярными осями, пересекающимися в точке Р. Система осей и точка Р 
составляют систему отсчета. Кроме того, в механике Ньютона предпола

гается существование инерциальной системы отсчета, в которой точка Р 

движется с постоянной скоростью 1 . 

Траектория 

Рис. 1.1. Траектория движения точки в пространстве Е3 . На рисунке показан ра
диус-вектор точки, вектор скорости и вектор секторной скорости точки в момент 

времени t, а также радиус-вектор этой точки в момент времени t + !::J.t 

В зависимости от решаемой задачи часто бывает удобно идеализиро

вать инерциальную систему отсчета. Так, при решении баллистических за
дач пренебрегают вращением Земли и поступательным движением ее цен
тра, а некоторую точку Е на поверхности Земли считают неподвижной. 
В этом случае точка Е и три ортонормированных вектора, исходящие из 
этой точки (т. е. неподвижные относительно Земли), приближенно состав
ляют инерциальную систему отсчета. Такая приближенная инерциальная 
система отсчета, однако, не подходит для объяснения известного экспе
римента с маятником Фуко. В рамках своего остроумного опыта, впер

вые проведеиного в 1851 году, Фуко продемонстрировал вращение Земли 
на примере движения маятника2 • Для объяснения результатов эксперимен
та достаточно допустить существование инерциальной системы отсчета, 

точка Р которой совпадает с неподвижным центром вращающейся Земли, 
а оси не вращаются вместе с Землей. Приведем другой пример использо-

1 Необходимо еще добавить, что оси этой системы движутся поступательно. - Прим. ред. 
2Обсуждение эксперимента и объяснение em результатов можно найти в работах [62, 138, 

207]. Из других достижений Фуко отметим, что именно он ввел термин «гироскоп» [215]. 
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вания идеализированной системы отсчета. При описании вращения Земли 

вокруг Солнца центр S Солнца считают, как правило, неподвижным, по
этому в качестве точки Р берут именно центр S. В этом случае точка S яв
ляется началом инерциальной системы отсчета. При решении других задач 

небесной механики в качестве точки Р инерциальной системы отсчета бе

рут центр масс Солнечной системы. Осями такой системы координат могут 

служить три взаимно перпендикулярные оси, определяемые положением 

конкретных неподвижных звезд (80]. 
Для наших целей достаточно допустить существование неподвижной 

точки О и системы трех взаимно перпендикулярных осей, пересекающих

ся в этой точке (см. рис. 1.1 ). Оси выбираются так, чтобы соответство
вать базисным векторам декартовой системы координат. Очевидно, что эти 

оси и точка О составляют инерциальную систему отсчета. Пространство, 

занимаемое этой системой, является трехмерным. Далее будем называть 

его трехмерным евклидовым пространством и обозначать через Е3 . В про
странстве Е3 можно задавать векторы и вычислять их скалярные произве
дения. 

1.3. Кинематика материальной точки 

Пусть материальная точка массы m движется в пространстве Е3 . Ра
диус-вектор точки, проведенный из неподвижного центра О, обозначим че

рез r (см. рис. 1.1 ). В механике этот вектор обычно рассматривают как 
функцию времени t и записывают следующим образом: r = r(t). 

Векторы скорости v и ускорения а материальной точки определятся 
соответственно как первая и вторая производпая радиуса-вектора r по вре-
м е ни: 

dr 
v = dt' 

а= dv = d
2
r_ 

dt dt2 

Обратите внимание, что векторы v и а являются векторами абсолютной 
скорости и ускорения, так как радиус-вектор r задается относительно непо
движной точки. Вектор скорости равен по определению следующему пре

делу: 

( ) 
_ . r(t + !lt) - r(t) 

v t - l1m 6. . 
дt--+0 t 

Производную по времени также будем обозначать точкой: v = r и а= r. 
Помимо вышеназванных кинематических величин, есть еще две: коли

чество движения G частицы, равное 

G=mv, 
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и кинетический момент Но частицы относительно точки О, равный 

Но= r х mv. 

Покажем, что вектор кинетического момента связан с вектором секторной 

скорости А. 

При решении задач небесной механики за величину вектора секторной 

скорости берут, как правило, скорость, с которой радиус-вектор r частицы 
заметает площадь при вращении вокруг неподвижной точки О (см., напри

мер, работу Мултона [150]). Чтобы найти выражение для расчета этого век
тора, рассмотрим радиус-вектор точки в моменты времени t и t + D.t. Эти 
два радиус-вектора задают параллелограмм площадью llr(t) xr(t+D.t) 11 (см. 
рис. 1.1 ), что в два раза превышает площадь, заметаемую радиус-вектором 

r(t) х r(t + дt) 
за время D.t. Вычисляя предел вектора 2дt при D.t ___, О и учи-

тывая, что r(t) х r(t) =О, приходим к следующему выражению для вектора 
секторной скорости A(t): 

A(t) = lim r(t) х r(t + D.t) = 
дt->0 2D.t 

= -
2
1 r(t) х ( lim r(t + D.t)) 

дt->0 D.t 

= ~r(t) х ( l~~o r(t + ~~- r(t)). 

Таким образом, 

1 
А= 2r х v. (1.1) 

Вектор А играет важную роль при решении ряда задач механики, в кото

рых остается неизменным либо вектор кинетического момента Но, либо 
одна из его составляющих. Другие примеры использования вектора А рас

сматриваются в упражнениях в конце главы. 

Наконец, вспомним определение кинетической энергии Т материаль-
ной точки: 

1 
Т= 2mv·v. 

Перечисленные выше кинематические величины не зависят от выбора ис

пользуемой системы координат в пространстве JE3 . Однако при решении 
большинства задач приходится рассчитывать эти величины применительно 

к выбранной системе координат. Этим мы сейчас и займемся. 
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1.4. Часто используемые системы координат 

В зависимости от поставленной задачи для пространства JE3 можно 
выбрать какую-либо подходящую систему координат. Наиболее популярны

ми и широко используемыми являются: декартова система координат { х = 
= х 1 , у = х2, z = Х3}, цилиндрическая система координат { r, (), z} и сфе
рическая система координат {R, ф, е}. Все они могут рассматриваться как 
частные случаи криволинейной системы координат { q1 , q2 , q3 } простран
ства JE3 . Криволинейную систему координат мы рассмотрим позднее в этой 
главе. 

Декартова система координат 

Для декартовой системы координат зададим набор правых ортонорми

рованных векторов {Е1 , Е2 , Е3 }, тогда произвольвый вектор Ь простран
ства JE3 будет иметь следующее представление: 

3 

Ь= LbiEi. 
i=l 

Для радиуса-вектора r материальной точки получаем: 

3 

r = LXiEi, 
i=l 

где { х 1 , х2 , х3 } -декартовы координаты этой точки. Так как величина и на
правление каждого из векторов Ei не изменяются, их производвые по вре
мени равны нулю: Ei =О. 

Цилиндрическая система координат 

Цилиндрические координаты { r, (), z} можно задать через декартовы 
координаты посредством следующих формул: 

r = Jxi + х~, е= tg-
1 (~~), z = х3, 

где() Е [0, 2п]. При условии, что r =1 О, можно обратить данные выражения 
и прийти к соотношениям: 

х1 = rcos(e), х2 = rsin(e), х3 = z. 
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Другими словами, для каждого заданного набора (х1 , х2, хз), где (х 1 , х2 ) =1-
=1- (0, 0), существует единственный набор (r, (}, z). Если же r =О, координа
та () является неопределенной. 

Рис. 1.2. Цилиндрические координаты r, (}и z 

Пусть r - заданный радиус-вектор материальной точки. Тогда 

r = х1Е1 + х2Е2 + хзЕз = 
= r( cos( fJ)E1 + sin( fJ)E2) + zЕз = 

= rer + zЕз, 
где er = cos(B)E1 + sin(fJ)E2 (рис. 1.2). 

Определим единичные векторы { er, ее, е z}: 

er = cos(fJ)E1 + sin(fJ)E2, ее= cos(fJ)E2- sin(fJ)E1, ez = Ез. 

Заметим, ЧТО er = Вее, тогда как ее = -Ber. Следует также убедиться, 
что набор { er, ее, ez} задает правый ортонормированный базис простран
ства JE3 •3 

Сферическая система координат 

Сферические координаты { R, ф, fJ} можно задать через декартовы ко
ординаты посредством следующих формул перехода: 

3Базис {Рl,Р2,Рз} считается правым, если рз · (Pl х Р2) >О, и ортонормированным, 
если длина каждого из векrоров Pi равна 1 и при этом все они являются взаимно перпенди
кулярными: Pl · Р2 = О, Р2 · Рз = О и Pl · Рз = О. 
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где (} Е [0, 2п) и ф Е (0, п). При условии, что ф -/=- О или ф -/=- п, можно 
обратить эти формулы, получая 

х1 = Rcos((}) sin(ф), х2 = Rsin((J) sin(ф), х3 = Rcos(ф). 

Для рассматриваемого радиус-вектора r можно записать 

r = х1Е1 + х2Е2 + хзЕз = 
= Rsin(ф)(cos((})El + sin((J)E2) + Rсоs(ф)Ез = 
=Rен, 

где ен = sin(ф) cos((J)El + sin(ф) sin((J)E2 + соs(ф)Ез (рис. 1.3). 

Рис. 1.3. Сферические координаты фи(} 

Для дальнейшего нам понадобится задать правый ортанормированный 

базис {е н, еф, ее}. Определим его следующим образом: 

[е н] [cos((J) sin(ф) sin((J) sin(ф) соs(ф) ] [Е1] 
еФ = cos((J) соs(ф) sin((J) соs(ф) - sin(ф) Е2 . 
ее - sin( (}) cos( (}) О Ез 

Чтобы установить взаимосвязь между этими и ранее введенными вектора

ми, запишем сначала промежуточные соотношения: 

sin( (}) 
cos( (}) 

о 
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[::] = [~~~~ :~ ~ ~~~lf J )] [=~] . 
ее О 1 О Ез 

(1.2) 

С помощью этих выражений можно осуществлять переход между тремя 

различными базисами. 

Как и в случае с цилиндрической системой координат, базисные век

торы для сферической системы координат зависят от координат выбранной 

точки. Так, если допустить, что () и ф - функции времени, то после ряда 

тождественных преобразований с использованием (1.2) мы получаем 

[::] = [ _оф t ;~~:~:~] [=:]. 
ее -Osin(ф) -Осоs(ф) О ее 

(1.3) 

Заметим, что соотношения (1.3) имеют интересную форму: фигурирующая 
в них матрица является кососимметричной. В дальнейшем при рассмотре

нии вращений и их производных по времени мы неоднократно встретимся 

с подобного рода матрицами. Позже мы достаточно легко сможем устано

вить справедливость выражения (1.3). 

1.5. Криволинейная система координат 

Описанные выше системы координат можно рассматривать как част

ные случаи криволинейной системы координат. В этом разделе внимание 

концентрируется на векторном исчислении, связанном с криволинейными 

системами координат. Последние используются практически во всех об

ластях механики, поэтому представленный здесь материал имеет широкое 

применение. Наше изложение базируется, главным образом, на классиче

ских работах, поэтому аналогичный материал вы можете найти во мно

гих других учебниках, посвященных тензорному исчислению. Среди них 
наиболее близкой нашей книге по духу (и используемым обозначениям) 

является работа Симмондса [198]; также мы бы порекомендовали рабо
ты [139, 201]. 

Рассмотрим некоторую криволинейную систему координат { q1 , q2 , q3 }, 

координаты которой определяются следующими функциями: 

ql = ql(xl, Х2, хз), 

q2 = q2 (х1,х2,хз), 
q3 = q3 (х1,х2,хз). 

(1.4) 
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Пусть функции qi являются локально обратимыми. Тогда 
х1 = x1(ql,q2,q3), 

Х2 = X2(q\q2,q3), 

Хз = Xз(q1,q2,q3). 

11 

(1.5) 

Условие обратимости функции предполагает, что каждому набору криво

линейных координат произвольной точки в пространстве Е3 соответству
ет единственный набор декартовых координат этой же точки, и наоборот. 

Обычно условие обратимости функции нарушается в нескольких точках 

пространства Е3 . Например, координата () цилиндрической системы коор
динат не может быть однозначно определена в случае, когда xi + х~ = О, 
так как заданное множество точек совпадает с осью х3 . 

Пусть рассматриваемые функции обратимы. Зафиксируем значение од

ной из криволинейных координат, скажем q"IJ, и найдем значения х 1 , х2, Хз, 
удовлетворяющие уравнению 

q~ = q1 (х1,х2,хз). 

Множество всех точек, имеющих такие декартовы координаты, образует ко

ординатную поверхность q1 (рис. 1.4). Двигаясь по этой поверхности, мож
но заметить, что координаты q2 и q3 изменяются. Кривые, принадлежащие 
координатной поверхности q1 и получаемые при изменении координаты q2 

при фиксированном значении q3, называются координатными кривыми q2• 

В общем случае получаем: поверхность, соответствующая постоянно

му значению координаты qJ, называется координатной поверхностью qJ. 

Аналогично, поверхность, получаемая изменением координаты qk при со
хранении двух других криволинейных координат, называется координатной 

кривой qk. 

Ковариантные векторы 

По-прежнему, допуская условие обратимости функции, мы можем вы

разить радиус-вектор r произвольной материальной точки как функцию 
криволинейных координат: 

3 

r = L xi(ql, q2
, q3 )Ei. 

i=l 

Определим ко вариантные базисные векторы а1, а2 и а3 по формулам: 

. = k = ~ дхk Е 
~ д i L..... д i k· 

q k=1 q 
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3 
q координатная кривая 

о 

1 
а 
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2 
q координатная кривая 

1 
q координатная поверхность 

Рис. 1.4. Координатная поверхность q1
, обозначенная символом S. В пекоторой точ

ке, принадлежащей этой поверхности, вектор а 1 перпендикулярен к поверхности, 
а векторы а2 и а3 направлены по касательной к ней. Координатная поверхность q1 

состоит из кривых, соответствующих постоянному значению q2 и постоянному зна
чению q3 

Когда мы берем производную по q2
, то с математической точки зрения мы 

фиксируем значения координат q1 и q3 . Следовательно, направление векто
ра а2 совпадает с направлением роста координаты q2 . В результате вектор 
а2 оказывается касательным к координатной кривой q2 • Таким образом, 
вектор а; направлен по касательной к координатной кривой qi. 

Заметим, что взаимосвязь между ковариантными базисными вектора

ми и базисными векторами в декартовой системе координат можно выра
зить в матричной форме: 

Попробуйте записать аналогичное матричное выражение для разных слу
чаев криволинейной системы координат, например для цилиндрической си

стемы координат. 
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Контравариантные векторы 

В криволинейных системах координат существует еще один набор ба

зисных векторов: {аl,а2 ,аз}. Они называются контравариантными базис
ными векторами. Одним из возможных способов задания контравариант

ных базисных векторов является: 

Следовательно, 
ak = \lqk. 

С геометрической точки зрения вектор ai перпендикулярен к координатной 
поверхности qi. Но, как и в случае с ковариантными базисными векторами, 
контравариантные базисные векторы не обязательно являются единичными 

векторами и могут не образовывать ортонормированный базис в простран

стве JЕЗ. Используя цепное правило дифференцирования сложных функций, 
можно показать, что 

i s:i 
а · aj = uj, 

где Jj - дельта Кронекера. Известно, что Jj = 1 при i = j и Jj = О при i =1- j 

(см. приложение ). Попробуйте доказать это утверждение самостоятельно4 . 

Ковариантные и контравариантные составляющие вектора 

Поскольку наборы векторов { а1 , а2 , аз} и {а1 , а2 , аз} образуют базисы 
пространства JЕЗ, любой вектор Ь можно представить линейной комбина
цией каждого из этих наборов базисных векторов: 

з з 

ь = L:ьi3i = L:ьkak. 
i=l k=l 

Составляющие Ьi называются контравариантными, а составляющие Ьk -
ковариантными. Имеем: 

з 

. ai = L Ьkдf = ьi, 
k=l 

40тправной точкой в доказательстве служит тот факт, что ~ = 8~. 
J 
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ь. ai = (t bkak) . ai = t ьkь1 = bi. 
k=l k=l 

Важно отметить, что в общем случае bk 1- Ь · ak, так как скалярное произ
ведение ai · ak не обязательно равняется дk. 

Рассмотрим более подробно тривиальный случай, когда Xi = qi. Для 
радиус~вектора имеем: r = 2:%=1 xiEi. Следовательно, а; = Ei. Кроме 
того, а~ = Е;, откуда приходим к выводу, что в рассматриваемом случае 

ковариантный и контравариантный базисные векторы равны. 

у 

ql = 3 
q2 =- 4 

q2 = 2 

ql = 1 
х 

-4 
ql =- 1 

q2 = 4 

q1 =- 3 
-4 

Рис. 1.5. Проекции координатных поверхностей q1 и q2 системы координат (1.6) на 
плоскость ху 

Пример 

Несмотря на то, что выше мы уже встречались с тремя примерами 
криволинейных систем координат, будет полезно затронуть еще один при
мер, на этот раз с неортогональными базисными векторами. Рассмотрим 

следующую систему координат трехмерного евклидового пространства: 

(1.6) 

где х = х 1 , у = х2 и z = х3 -декартовы координаты. На рис. 1.5 по
казаны соответствующие проекции координатных поверхностей q1 и q2 на 
плоскость ху. 

После небольших преобразований системы уравнений (1.6) легко ви
деть, что х = q2 + ( q1 )

2 и у = q1
. Тогда для радиуса-вектора получим: 

r = (q2 + (ql)2) Et + q1E2 + qзЕз. 
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Беря производвые от этого выражения по q1, q2 и qз, приходим к соотно
шениям: 

а1 = 2q1El + Е2, а2 = Е1, аз= Ез. 

Данные векторы соответствуют ковариантным базисным векторам. Беря 

градиент по qi, получаем контравариантные базисные векторы: 

Заметим, что а1 · а2 = -2q1 f. О и что векторы а1 и а2 не обязательно 
являются единичными. В качестве иллюстрации на рис. 1.6 изображена ко
ординатная кривая q1 . Вектор а1 направлен по касательной к этой кривой, 
а векторы а2 и аз перпендикулярны к ней. Чтобы подчеркнуть, что век
тор а1 не обязательно параллелен вектору al, на рисунке также показава 
координатная поверхность q1 . В качестве упражнения нарисуйте самостоя
тельно векторы а2 и аз, касательные к координатной поверхности q1. 

-

1 
а 

--· 

3 
а 

2 
а 

1 
q координатная поверхность 

1 
q координатная кривая 

Рис. 1.6. Примеры векторов, направленных по нормали (а2 и а3) и по касательной 
(а1 ) к координатной кривой q1

. Обратите внимание, что вектор а1 перпендикулярен 
к координатной поверхности q1

, но не параллелен вектору а1 

Некоторые пояснения относительно провзводных 

В книге часто будут использоваться некоторые частные производвые 

функции Ф(q1 , q2 , qз, q1, q2 , qз, t). Беря, например, частную производную от 
этой функции по q2 , мы подразумеваем, что t, q1 , q3 и qk - константы. Ана
логичное допущение мы делаем и тогда, когда берем частные производвые 
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от этой функции по скоростям q_J и времени t. Таким образом, получаем: 

дqk = бk дqk 
~=0 (1.7) -.=0, 

дqj J' дqJ дqJ 

и 

дqk дqk = бk ~=0. (1.8) -=0 
дqj ' дqj J' дqJ 

Во всех этих уравнениях индексы j и k принимают значения от 1 до 3. 
Первое уравнение из (1.7) мы уже использовали при расчете а;. 

Следует различать между собой производные ft и gt . Для первой 
предполагается, что qi и qi - функции времени, тогда как для второй пред
полагается, что их значения постоянны: 

3 . 3 2 k 

ф = dФ = """' дФ dq' + """' дФ r!:._:j_ + дФ 
dt f=t. дqi dt t::. дqk dt2 дt . 

Рассмотрим, например, функцию 

Тогда 

Ф = ql + (q3)2 + 10t. 

дФ 2 .3 
дq3 = q ' 

Из этого примера легко видеть, что Ф =f. ~~. 

1.6. Кинематика материальной точки в криволинейной 
системе координат 

Найдем выражения для радиус-вектора материальной точки, векторов 

ее скорости и ускорения в криволинейной системе координат. Для ради

уса-вектора имеем5 : 

r = х1Е1 + х2Е2 + х3Е3 = 

= rer +zE3 = 

=Rен= 
3 

= I:xi(q\q2 ,q3 )Ei. 
i=l 

50шибочно nредполагать, что г= 2::~=1 qia;. 
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Дифференцируя эти выражения, находим 

v = х1Е1 + х2Е2 + х3Е3 = 
= rer + rBeo + zE3 = 
= ReR + RфеФ + Rsin(ф)Beo = 

3 

17 

= :Lqia;. (1.9) 
i=l 

Обратите внимание, насколько простым оказывается выражение для v 
в терминах ковариантных базисных векторов. Если в произвольной кри

волинейной системе координат взять радиус-вектор точки как функцию ко

ординат q1 , q2 и q3 , продифференцировать ее и сравнить полученный ре-
"'3 . зультат с выражением v = L...ti=l q'ai, то мы легко сможем выделить ко-

вариантные базисные векторы. Так, например, анализируя вторую строчку 

уравнения (1.9), можно заметить, что для цилиндрической системы коор
динат справедливы равенства а1 = er, а2 = reo и аз = Ез. 

Еще раз дифференцируя (1.9), получаем 

а =х1Е1 + х2Е2 + х3Е3 = 
=(т- rB2 )er + (rё + 2rB)eo + zE3 = 

=(R- Rф2 - Rsin2 (ф)B2 )eR + (Rф + 2Rф- Rsin(ф) соs(ф)В2 )еФ+ 

+ (R sin( ф )ё + 2RiJ sin( ф) + 2RВф cos( ф) )ео = 
3 3 3 

'"""' ··i + '"""''"""' ·i ·з· да; =~qa; ~~qq - .. 
i=l i=l j=l дqЗ 

Для того чтобы получить последнее выражение для r, следует учесть, что ai 
зависит от криволинейных координат, которые, в свою очередь, являются 

функциями времени, поэтому ak = L~=l W,jfqi. 
Попробуйте самостоятельно получить выражения для количества дви

жения G и кинетического момента Но в различных системах координат. 
Кинетическая энергия Т частицы, выраженная в криволинейных координа

тах, имеет довольно элегантную и красивую запись: 

Т= mv·v= 
2 
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(1.10) 

где 

Попробуйте также рассчитать aik в сферических координатах, а затем, ис
пользуя выражение Т= L~=l I:%=1 ~aiki/i/, доказать, что 

В упражнениях, приведеиных в конце главы, показано соответствующее 

выражение в других системах координат. 

1.7. Связи 

Связь - это кинематическое ограничение, накладываемое на движение 
материальной точки. Связи используются при решении задач на движение 

материальной точки в трех случаях: как упрощающие допущения, в слу

чае предопределенного движения либо при наличии любых жестких со
единений. Связи, ограничивающие движение материальной точки, в значи

тельной степени определяют выбор системы координат, используемой для 
исследования движения материальной точки. В этом разделе рассматрива

ются простейшие связи, накладываемые на движение материальной точки. 

Позднее они будут классифицированы нами как интегрируемые. 

Классические примеры 

Рассмотрим четыре механические системы, изображенные на рис. 1.7. 
Первая из них - это сферический маятник Здесь материальная точка мас

сы т соединена жестким стержнем длины L 0 снеподвижной точкой О. На 
движение точки в этой системе накладывается связь, которая может быть 
записана как 

r · en = La. 

Дифференцируя это уравнение, мы видим, что вектор скорости удовлетво

ряет соотношению v · en = О. Вторая механическая система представляет 
собой rшоский маятник. Здесь так же, как и в предыдущем случае, ма
териальная точка крепится жестким стержнем длины L0 к неподвижной 
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(а) (Ь) 

т 

(с) (d) 

вращающаяся коническая поверхность 

Рис. 1.7. Четыре механические системы, в которых на движение материальной точ
ки накладываются связи: (а) сферический маятник, (Ь) плоский маятник, (с) мате

риальная точка, движущаяся по плоскости и ( d) материальная точка, движущаяся 
по поверхности вращающегося конуса 

точке О, и, кроме того, предполагается, что материальная точка движется 

в вертикальной плоскости. Уравнения связей в этом случае будут иметь вид 

r · er = Lo, r · Ез =О. 

Дифференцируя эти уравнения по времени, мы видим, что вектор скорости 

материальной точки имеет лишь одну составляющую - в направлении ее, 

тогда как v · er = О и v · Е3 = О. Третья механическая система представляет 

собой материальную точку, движущуюся по горизонтальной поверхности, 

которая, в свою очередь, движется с вектором скорости j(t)Eз. На движе
ние частицы в этом случае накладывается связь 

r · Ез = f(t). 
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И наконец, четвертая механическая система состоит из материальной точ
ки, движущейся по поверхности вращающегося конуса. Связь, наклады
ваемая здесь на движение материальной точки, легче всего описывается 

в сферической системе координат: 

ф + o:(t) - Е_ = о. 
2 

Для каждой из рассмотренных механических систем мы выбрали такую си
стему координат, в которой легче всего описываются связи, накладываемые 
на движение материальной точки. 

r 

Поверхность W = О 

о 

Рис. 1.8. Материальная точка, движущаяся по произвольной поверхности W = О. 
В этом случае на движение материальной точки накладывается единственная связь 

Движение материальной точки по поверхности 

Рассмотрим общий случай - движение материальной точки по пекото
рой поверхности. Используя гладкую функцию Ф(r, t), можно допустить, 
что связь, ограничивающая движение материальной точки, выражается 
в стандартной (канонической) форме: 

Ф(r, t) =О. 

В каждый момент времени зто уравнение связи можно рассматривать как 
единственное условие, накладываемое на три независимые декартовы ко

ординаты материальной точки. Следовательно, условие Ф = О задает дву
мерную поверхность (рис. 1.8). 
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Единичный вектор нормали n к данной поверхности параллелен гра
диенту \7\[1 = grad(Ф) (см. рис. 1.8). В зависимости от выбранной системы 
координат вектор \7\[1 может быть записан по-разному: 

(1.11) 

Обратите внимание, насколько простой вид имеет выражение для градиента 

в криволинейной системе координат6 • 
Дифференцируя функцию \[1, мы получаем уравнение связи, наклады

ваемое на вектор скорости: 

ф = д\[1 . v + д\[1 . 
дr дt 

Стоит заметить, однако, что если r удовлетворяет уравнению связи, то 
Ф(r, t) = О и Ф = О. Значит, из условия \[1 = О следует, что вектор ско
рости удовлетворяет уравнению связи 

д\[1 . v + д\[1 =о. 
дr дt 

Полученный результат играет важную роль при изучении вопросов, связан

ных с механической энергией реакций связи. Эти вопросы будут рассмот

рены нами позднее. 

Движение материальной точки вдоль кривой 

Рассмотрим теперь более сложный случай - движение материальной 

точки вдоль пекоторой кривой. Эту кривую можно описать как пересече-

6При выводе этого выражения мы учли, что Ф(q 1 ,q2 ,q3 ) = 'VФ. v и Ф(ql,q2 ,q3 ) = 

= I:f=1 g:, i/. Подставляя вместо v соответствующее выражение и приранпивая правые 

части, мы получаем вторую формулу из (1.11). 
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Поверхность lli1 О 

о Поверхность Ф'2 = О 

Рис. 1.9. Материальная точка, на движение которой накладываются две связи. Пупк
тирпая линия - линия пересечения поверхностей lli 1 = О и lli 2 = О, а вектор t -

это единичный касательный вектор к этой кривой 

ние двух поверхностей. Используя полученные выше результаты, мы мо

жем определить условие, при котором материальная точка движется вдоль 

кривой, двумя (одновременно удовлетворяющимися) уравнениями связи: 

Ф1(г, t) =О, Ф2(г, t) =О 

(рис. 1.9). Здесь предполагается, что нормали к двум поверхностям, прове
деиные из точки их пересечения, не параллельны друг другу: 'VФ 1 х 'VФ 2 =f. 
=f. О. Следовательно, две связи Ф 1 = О и Ф 2 = О являются независимыми. 

Для заданных функций Ф 1 и Ф2 легко получить выражения для век
торов нормали к рассматриваемой кривой. Заметим, что уравнения связей, 

накладываемых на вектор скорости, строятся на основе соответствующего 

результата для случая одной связи: 

дФ2. v + дФ2 =О. 
дг дt 

(1.12) 

Если кривая неподвижна, то Ф 1 и Ф 2 не зависят явно от времени. В этом 

случае с помощью выражений (1.12) можно показать, что вектор v направ
лен по касательной к этой кривой. 
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Заданное движение материальной точь:н 

Заданное движение материальной точки опишем как случай, в кото

ром материальная точка совпадает с точкой пересечения трех заданных по

верхностей. Другими словами, на материальную точку накладываются три 

связи: 

Ф1(r, t) =О, Ф2(r, t) =О, Фз(r, t) =О. 

Эти три связи считаются независимыми, поэтому соответствующие им нор

мальные векторы, проведеиные из точки пересечения поверхностей, обра

зуют базис пространства JE3 : 

Три условия Ф i = О могут рассматриваться как три уравнения, определяю
щие изменение трех составляющих радиус-вектора r. 

К ситуациям, в которых на материальную точку накладываются три 

связи, относятся в первую очередь следующие: 1) движение материальной 
точки полностью контролируется и 2) на материальную точку действует 
сила трения покоя, поэтому она по отношению к кривой или поверхности 

остается неподвижной. 

Координаты н связи 

Все рассмотренные выше связи, накладываемые на движение матери

альной точки, задавались при помощи уравнений поверхностей, в которых 

происходило движение данной точки. Эти поверхности могут быть заданы 

в рамках пекоторой системы координат пространства JE3 . В зависимости 
от выбора системы координат уравнение поверхностей и, следовательно, 

уравнения связи имеют разный вид. Так, например, если движение матери

альной точки ограничено неподвижной плоскостью, то наиболее удобным 

будет выбор декартовой системы координат с началом в точке О, такой что 

уравнение связи будет иметь простой вид х3 = const. Аналогично если дви
жение материальной точки ограничено поверхностью сферы, то очевидным 

выбором будет сферическая система координат. 

Чем сложнее поверхности, по которым происходит движение рассмат

риваемой точки, тем сложнее выбрать подходящую систему координат. За

метим, однако, что поверхности Ф(r) = О, с которыми мы имеем дело 
в рамках настоящей книги, можно описать в подходящей криволинейной 

системе координат простым уравнением q3 = const. Аналогичным образом 
можно задать движущуюся поверхность Ф(r, t) =О уравнением q3 = f(t), 
где f - функция времени. Рассмотрим, к примеру, движение материальной 
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точки по поверхности сферы известного радиуса Ro(t). Уравнение связи 
в этом случае будет иметь вид: 

R = Ra(t). 

В данном примере целесообразным является выбор сферической системы 

координат. 

И снова классические примеры 

Вернемся к четырем механическим системам, изображенным на 

рис. 1.7. Проверим, что во всех этих случаях на движение материальной 
точки накладывается одна или более связей вида Ф =О. Для сферического 

маятника имеем: 

Ф = r · eR- La. 
Действительно, материальная точка сферического маятника может рассмат

риваться как движущаяся по поверхности сферы. Для плоского маятника 

имеем: 

Wl=r·er-Lo, Ф2=r·Ез=О. 

В этом случае материальная точка может рассматриваться как движущаяся 

по окружности, образованной пересечением цилиндра радиуса Lo и гори
зонтальной7 плоскости. Если длина стержня L 0 изменяется со временем, то 
радиус окружности также изменяется. Если материальная точка движется 

по горизонтальной поверхности, то 

Ф = r · Ез - f(t). 

Заметим, что в этом примере Ф = Ф(r, t). И наконец, при движении мате
риальной точки по поверхности конуса соответствующее уравнение связи 

может быть задано выражением Ф = О, а именно 

Ф(r) =Ф+а- i· 
Если бы конус двигался так, что а = a(t), то мы бы получили функцию 
Ф = Ф(r, t). Пусть, например, а= ао + Asin(wt), тогда 

Ф(r, t) = ф- i + ао + Asin(wt). 

Легко видеть, что хотя Ф =О, но ~~ = Aw cos(wt). Случай с вращающимся 
конусом мы не затронули специально. Этот случай является важным при

мером для определения сил трения, действующих на материальную точку. 

Позже мы узнаем, что если материальная точка движется по поверхности 

конуса, то на движение точки накладываются три связи (раздел 2.9). 

70шибка в оригинале: следует писать «вертикальной плоскости».- Прим. ред. 
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1.8. Классификация связей 

Все рассмотренные связи могут быть записаны в общем виде как 

w(r, t) =о. 

Их часто называют позиционными связями. Определим далее еще один вид 

связей: 

1Г =о, (1.13) 

где 

1r = f · v +е, 

а f = f(r, t) и е = e(r, t). Связь вида 1r = О не ограничивает положение 
точки - она накладывает ограничение лишь на вектор скорости точки. По

этому связь вида 1Г = О часто называют связью по скорости. 
Ранее уже говорилось, что мы можем продифференцировать связь вида 

w(r, t) =о и получить уравнение связи для вектора скорости: 

aw ·v+ aw =о. 
8r 8t 

Это уравнение имеет вид (1.13). Таким образом, любая связь вида w(r, t) = 
= О дает связь f · v + е = О. Обратное утверждение не верно. 

Если мы можем проинтегрировать связь 1r = О и получить связь ви
да w(r, t) = О, то первая называется интегрируемой (голономной). Точнее 
говоря, если для заданной связи 1r = О можно найти интегрирующий мно
житель k = k(r, t) и функцию w(r, t), такие что8 

aw k(f · v + е) = Vw · v + -
8t' 

то связь 1r = О называется интегрируемой. В противном случае связь 1r = О 
называется неинтегрируемой (неголономной). Такая терминология введе

на Генрихом Герцем [92] (1857-1894). Согласно Ланцошу [124], дальней
шая классификация интегрируемых связей была осуществлена Людвигом 

Больцманом (1844-1906). Связи вида W = Ф(r, t) он назвал реономными, 
а связи вида Ф = Ф(r) (т. е. когда Ф не зависит явно от времени)- склеро

номными. 

8Более подробно об интегрирующих множителях читайте в работах, посвященных диффе
ренциальным уравнениям или дифференциальным формам, например в работах [61, 64, 114]. 
Известно, что интегрирующие множители не являются однозначными. 
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Особенно важно различать интегрируемые и неинтегрируемые связи 

при решении задач на твердые тела. Однако с методической точки зрения 

правильнее вводить эти понятия на этапе изучения кинематики материаль

ной точки. Далее мы кратко рассмотрим силы, возникающие при наложе

нии свяЗей на какой-либо объект. Эти силы называются реакциями связей. 

Чтобы понять разницу между интегрируемыми и неинтегрируемыми свя

зями, рассмотрим сначала несколько примеров, с помощью которых мы 

сформулируем критерии определения интегрируемости (или неинтегрируе

мости) уравнений связей. 

Рис. 1.10. Движение материальной точки, ограниченное связями ху = с и z = О, 
где с - положительная константа. Стрелками на гиперболах обозначены возможные 

направления движения материальной точки 

Три примера 

В качестве первого примера рассмотрим материальную точку, на дви

жение которой накладываются следующие связи: 

ху - с = о, z = о. 

Такие связи соответствуют движению точки по гиперболе в плоскости ху 

(рис. 1.10). На рисунке также показавы две точки А и В. Легко видеть, что 
материальная точка не может пройти расстояние между А и В, не нарушив 

при этом связь ху - с = О. Условия ху - с = О и z = О также накладывают 
ограничения на вектор скорости материальной точки: 

(хЕ2 + уЕ1) · v = О, Ез · v = О. (1.14) 
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Из этих выражений следует, что вектор v не имеет составляющей, перпен
дикулярной к гиперболе ху =с. Очевидно, что оба уравнения связи (1.14) 
имеют вид f·v+e =О, где е= О и f = хЕ2 +уЕ1 (для первого уравнения) и 
е= О и f = Е3 (для второго уравнения). По определению, обе связи (1.14) 
являются интегрируемыми. 

в 

А 

Рис. 1.11. Движение материальной точки, оrраниченное связями ух = О и z = О. 
Стрелками обозначены возможные направления движения материальной точки 

В качестве второго примера рассмотрим следующие связи: 

(хЕ2 ) · v = О, z = О. (1.15) 

На рис. 1.11 показано движение материальной точки, ограниченное этими 
связями. Заметим, что в этом случае есть возможность пройти расстояние 

между любыми двумя точками А и В, принадлежащими плоскости ху, без 

нарушения связи ух = О. По сути, данное ограничение лишь определяет 

способ перемещения из точки А в точку В, в отличие от связи ху- с = 
=О. Умножая, например, ух= О на~. мы видим, что всюду, кроме оси у, 
рассматриваемая связь является интегрируемой9 . Анализируя возможные 
движения материальной точки, показанные на рис. 1.11, мы действитель
но обнаруживаем, что не существует гладкой функции \[!, такой что можно 

было бы сделать заключение об интегрируемости связи ух = О на всем 
пространстве JE3 . Поэтому связь ух = О классифицируется как кусочно-ин-

9Здесь .! выступает в качестве интегрирующего множителя k(r, t), о котором мы упоми-
х ~ 

нали при определении неинтегрируемои связи. 



28 ГЛАВА 1 

тегрируемая 10 . В разделе 2.10 мы более подробно поговоримонеобычных 
свойствах этой связи. 

В качестве третьего примера возьмем простейшую из возможных 

неинтегрируемых связей, накладываемых на движение материальной точ

ки11. Уравнение связи имеет вид 

(1.16) 

Следовательно, iJ- zx = О. Чтобы продемонстрировать, какие именно огра

ничения накладывает связь у - zx = О, выберем две точки А и В и пара

метризируем расстояние между ними с помощью координаты х. Полагая 

У= f(x), 
df 

z = dx' 

где f ( х) - произвольная достаточно гладкая функция, мы видим, что урав

нение связи - zx + iJ = О удовлетворяется. Чтобы материальная точка могла 
двигаться между любыми двумя точками А и В, функция f(x) должна удо-
влетворять условиям: 

УА= f(xA), 
df 

ZA = dx (хА), Ув = f(хв), 
df 

zв = dx (хв), 

где ГА= XAEl + УАЕ2 + ZАЕз и rв = хвЕ1 + увЕ2 + zвЕз. Графически 
изобразить функцию f(x), удовлетворяющую этим ограничениям, неслож
но. На рис. 1.12 показано несколько соответствующих примеров. Частный 
случай функции f(x) исследуется в работе Парса [170], а несколько моди
фицированный его вариант приводится здесь: 

Х-ХА 
f(x) = (3(ув- УА)- (хв- ХА)(zв + ZA)) 

( )

2 

ХВ -ХА 

- (2(ув- УА)- (хв- ХА)(zв + ZA)) + ( 
Х- ХА ) 
Хв -ХА 

+ с(х- ХА)2 (хв- х)2 + dsin2 (1r(x- ХА))+ 
ХВ -ХА 

10Не считая работы Паnаставридпса [169], такая классификация связей не встречается в кни
гах по классической и аналитической механике. Более подробно о кусочио-интегрируемых 

связях можно узнать в занимательной статье Руина [186]. Согласно этой статье, подобного 
рода связи встречаются во мноmх локомотивных системах, таких как пассивно движущиеся 

вагоны, подвергаемые удару. 

11 Доказательство этого утверждения можно найти в работе Форсайта [64, раздел 163]. Наше 
рассмотрение связи (1.16) основывается на работах Гурса [75] и Парса [170]. 
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+ ZA(X- ХА) +УА, ( хв- х) ХВ -ХА 
(1.17) 

где с и d - произвольвые постоянные. В качестве упражнения докажите, 

что между точками А и В существует бесконечное множество траекторий, 

таких что связь iJ- zx = О не нарушается. Позже мы докажем, что эта связь 
действительно является неинтегрируемой. 

f 

v 

о 

El 
в 

Рис. 1.12. Три возможные траектории движения материальной точки между двумя 
заданными точками А и В; движение ограничено связью у - z± = О. Стрелками 
обозначены направления движения материальной точки; кроме того, показан вектор 

f = -zE1 + Е2. Изображенные траектории движения построены в соответствии 
с функцией (1.17) 

Критерии интегрируемости 

Пусть на движение материальной точки накладывается связь 1Г = О. 

Как отмечалось ранее, эта связь является интегрируемой в том случае, если 

существует функция Ф(r, t) и интегрирующий множитель k, такие что 

Ф = k(f · v +е). (1.18) 

В противном случае связь f · v + е = О является неинтегрируемой. Знать об 
интегрируемости (или неинтегрируемости) связи полезно потому, что тогда 
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мы можем выбрать систему координат { q1 , q2 , q3 }, в которой связь f · v + 
+е = О была бы равнозначна связи q3 + е = О. Последняя, в свою очередь, 
эквивалентна связи q3 = g, 12 где g = е. В такой системе координат дина
мику материальной точки легче анализировать. С учетом вышесказанного 

перейдем к рассмотрению некоторых классических критериев интегрируе

мости как одиночных уравнений связи, так и систем уравнений связи13 . 

Одиночная склерономпая связь 

Первый критерий, который мы рассмотрим, применим для анализа свя

зи вида f·v =О, где f не зависит явно от времени. Используя координатную 
систему { q 1 

, q2
, q3

}, запишем связь 7Г = О в виде 

Необходимым и достаточным условием для интегрируемости связи f · v = О 

является следующее14 : 
(1.19) 

для всех возможных значений qi. В нашем случае 

На этом этапе удобно воспользоваться формулой для вихря векторного по

ля Р, записанной в декартовых координатах: 

12Ошибка в оригинале: надо писать q3 + g = О (или же g = -е). - Прим. ред. 
13 Для более глубокого изучения рассматриваемого вопроса (где приводятся также наглядные 

механические примеры) мы рекомендуем работы Папаставридиса [169] и Розенберга [182]. 
Исторический обзор, данный в этих работах, основан на работе Хокинса [91]. 

14Классическое доказательство этого утверждения можно найти в работах Форсайта [64, 
раздел 151], Гурса [74, раздел 442] и Папаставридиса [169]. Доказательство с использованием 
дифференциальных форм смотрите в работе Фландерса [61], который ссылается на соответ
ствующее утверждение как на теорему интегрирования Фробениуса. 
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где Pi = Р · Ei. С учетом этого выражения критерий ( 1.19) можно записать 
в более компактной форме: 

f · (rot(f)) =О. 

Впервые критерий (1.19) бьш введен Карлом Якоби (1804-1851), поэтому 
будем называть его критерием Якоби. 

Тот факт, что функция f удовлетворяет критерию (1.19), свидетель
ствует о существовании функции Ф(r) и интегрирующего множителя k(r), 
но ничего не говорит нам об их виде. Более того, этот критерий является 

локальным, т. е. не указывает на то, являются ли эти две функции одина

ковыми для всех точек пространства или нет. К примеру, несмотря на то, 

что связи xiJ + ух = О и xiJ = О удовлетворяют критерию интегрируе

мости (1.19), лишь для первой из них существует непрерывно определен
ная функция Ф(r). Для второй связи функция Ф(r) является кусочной (см. 
рис. 1.11). Если проверить связь iJ- z± =О с помощью критерия (1.19), то 
мы получим15 

Ic = -z(O- О)+ 1( -1- О)+ О( О- 0). 

Поскольку Ic = -1 =f. О, связь iJ - z± = О является неинтегрируемой. 

Одиночная реономная связь 

Обобщим критерий Якоби на реономные связи, имеющие вид f · v + 
+е = О. Конечный результат очень схож с результатом для склерономной 

связи, но его вывод более трудоемок. 

Представим связь 1Г = О в виде 

и определим переменные 

Очевидно, что j4 =е. Далее построим функции 

15 Т. е. мы полагаем q1 = х, q2 = у и q3 = z. 
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где целочисленные индексы J, К и L принимают значения от 1 до 4. Необ
ходимым и достаточным условием для интегрируемости связи 1r = О явля
ется следующее: все q1 , q2 , q3 , t удовлетворяют четырем уравнениям 

IJкL =О для всех J, К, L Е {1, 2, 3, 4}, L 1- J 1- К, К =1- L. (1.21) 

Доказательство этой теоремы смотрите в работе Форсайта [64, раздел 161] 
или Фландерса (61). 

Системы уравнений связей 

Если движение материальных точек ограничивается не одной, а не

сколькими связями, необходимо установить, являются ли эти связи незави

симыми. В случае двух связей мы сначала выражаем их в форме 

f1 · v + е1 =О, 
f2 · v + е2 =О. 

Если f1 х f2 =1- О, то связи являются независимыми. Для интегрируемых 
связей данное условие равнозначно условию 'VФ1 х 'VФ2 =1- О, согласно 
которому нормальные векторы к поверхностям Ф1 = О и Ф2 = О не па
раллельны друг другу. Условие независимости трех связей формулируется 
аналогичным образом. Сначала мы запишем все три связи в форме 

f1 · v + е1 =О, 
f2 · v + е2 =О, 
fз · v + ез =О. 

Тогда условием их независимости будет 

(1.22) 

Если связи являются интегрируемыми, то это условие равнозначно условию 

'VФ1 · (\7Ф 2 х 'VФ3) =1- О, геометрический смысл которого следующий: 
нормальные векторы в точке пересечения поверхностей Ф1 = О, Ф2 = О 
и Ф з = О образуют базис. 

Система связей, каждая из которых по отдельности является неинте
грируемой, может стать интегрируемой. Примером служит движение мате

риальной точки с двумя склерономными связями [169] 

fl. v =о, 

f2. v =о, 
(1.23) 
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где f1 и f2 -функции от r, такие что f1 х f2 =1- О. В этом случае система свя
зей является интегрируемой. Доказательство этого утверждения приводит

ся в разделе 8.4; оно основано на использовании критерия, разработанного 
Фердинандом Фробениусом (1849-1917) и рассматриваемого нами в гла
ве 8. С помощью этого критерия можно также показать, что если на движе
ние материальной точки накладываются три связи (1.22), то система свя
зей является интегрируемой. Следовательно, движение материальной точки 

является предопределенным. Другие примеры системы связей, ограничива

ющих движение материальной точки, приводятся в упражнениях в конце 

главы. 

1.9. Заключение 

В этой главе мы рассмотрели ряд кинематических поиятий и методов, 

необходимых для решения задач на динамику материальной точки. Многие 

читатели впервые столкнулись с использованием криволинейных координат 

и кинематических связей. Эти два раздела кинематики точки тесно связаны 

между собой и будут раскрываться в последующих главах. 

Упражнения 

1.1. Пусть движение материальной точки описывается уравнением 

в декартовой системе координат: 

где с - постоянная. Найдите вектор секторной скорости А материаль

ной точки и докажите, что длина этого вектора равна скорости, с кото

рой радиус-вектор точки заметает сектор конкретной площади. Заметает 

ли радиус-вектор материальной точки за одинаковые промежутки времени 

равные площади? При решении задачи рассмотрите также случай с = О. 
1.2. Пусть движение материальной точки описывается уравнением 

в цилиндрической системе координат: 

r(t) = 10er, (}(t) = wt, 

где w =1- О. Найдите вектор секторной скорости А этой точки. При каких 

условиях радиус-вектор материальной точки заметает за одинаковые про

межутки времени секторы равной площади? 
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1.3. С учетом того, что цилиндрическая система координат { r, В, z} 
задается через декартову систему координат { х = х 1 , у = х2 , z = х3 } 
посредством соотношений 

r- Jxz +х2 - 1 z, В= t -1 (Х2) 
g Х1 ' 

z = х3 , 

докажите, что ковариантные базисные векторы, определенные в криволи

нейной системе координат q1 = r, q2 =В, q3 = z, равны 

Кроме того, докажите, что контравариантными базисными векторами будут 

Покажите с помощью рисунка, что вектор az направлен по касательной 
к координатной кривой В, а вектор а2 перпендикулярен к координатной по
верхности В. Наконец, докажите, что в рассматриваемой системе координат 

справедливо равенство 

Т= ;: (r2 + r2 iP + i 2
). 

1.4. С учетом того, что сферическая система координат { R, ф, В} за
дается через декартову систему координат {х = х1, у= х2 , z = х3 } посред
ством соотношений 

R = J xi + х~ + х~, 
В= t -1 (Х2) g Х1 ' 

ф = _1 ( J xi + х~) 
tg хз ' 

докажите, что ковариантные базисные векторы, определенные в криволи
нейной системе координат q1 = R, q2 = ф, q3 =В, равны 

а1 = ен, az = Rеф, аз= Rsin(ф)ee. 

Кроме того, докажите, что контравариантными базисными векторами будут 

3 1 
а = Rsin(ф) ее. 
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1.5. Параболическая система координат {и, v, е} может быть задана 
через декартову систему координат { х = Xl, у = х2 , z = хз} посредством 
следующих формул перехода: 

и= ±Vхз + Jx~ + (xi +х~), 
v = ±V -хз + J х~ + (xi + х~), 
е= tg-

1 (~~). 
Обратные формулы перехода имеют вид 

1 ( 2 2) х1 = иvcos(O), х2 = иvsin(e), хз = 2 и - v . 

(а) Нарисуйте в плоскости координат r, х3 , где r- цилиндрическая коор

дината, равная r = Jxi + х~, несколько наглядных примеров проек
ций координатных поверхностей и и v. Анализируя достаточно боль
шое количество примеров, убедитесь, что координаты и, v и е образу
ют полноценную систему координат. 

(Ь) В пространстве координат х1 , х2 , х3 нарисуйте координатную поверх
ность и. Покажите на рисунке, что эта поверхность состоит из коорди

натных кривых v и е. 

(с) Покажите, что ковариантные базисные векторы для параболической 

системы координат имеют вид 

дr Е 
а1 = ди = ver +и з, 

а2 = g: = иеr- vЕз, 
дr 

аз = де = иvее. 

Используя результаты, полученные в (а) и (Ь), нарисуйте несколько 

примеров этих векторов. 

(d) Покажите, что контравариантные базисные векторы для параболиче
ской системы координат имеют вид 
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a
2 =grad(v)= 

2
1 2 а2, 

и +v 

аз= grad(O) = !vee. 

Используя результаты, полученные в (а), (Ь) и (с), нарисуйте несколько 
примеров этих векторов. 

(е) Где в параболической системе координат находятся вырожденвые точ
ки? Убедитесь, что в этих точках нельзя определить контравариантные 
базисные векторы. 

(f) Выразите в координатах {и, v, О} кинетическую энергию Т и кинети
ческий момент G материальной точки массы т, движущейся в про
странстве Ез. Найдите также их производвые по времени. 

1.6. Рассмотрите классический пример - движение материальной 
точки по винтовой линии (рис. 1.13). Уравнение винтовой линии в цилин
дрической системе координат r, (), z имеет вид 

r = Ro, z = aRo8, 

где Ro и а - постоянные. Для описания движения материальной точки 

используем иную криволинейную систему координат: 

q1 = 8, q2 = r, qз = v = z- ar8. 

Координатная поверхность qз называется прямым геликоидом. 

(а) Покажите, что ковариантными базисными векторами в этой системе 
координат будут 

а1 = r(eo + аЕз), а2 = er + а8Ез, аз= Ез. 

Докажите, что они не являются ортонормированными. 

(Ь) По кажите, что кинетическая энергия материальной точки находится по 
формуце 

т= т; ( (1 + a 282)r2 + (1 + a 2 )r2B2 + v2
) + 

+ т; ( 2vra8 + 2vBar + 2i'Ba2r8). 
Рассчитайте контравариантные базисные векторы для этой криволи
нейной системы координат. 
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Частица массы т 

-----~ 

Рис. 1.13. Движение материальной точки по винтовой линии 

1.7. Простейшей координатной системойснеортогональными базис

ными векторами является следующая криволинейная система координат: 

q1 = х1 sec(o:), q2 = xz- х1 tg(o:), qз = хз, 

ще о:- постоянная. Используя (1.5), вычислите функции xk(q1, q2 , qз). На
рисуйте для этой криволинейной системы координат координатные кривые 

и координатные поверхности и докажите, что ковариантные и контравари

антные базисные векторы будут соответственно равны 

(1.24) 

и 

(1.25) 

Покажите на рисунке направление этих векторов относительно координат

ных кривых и координатных поверхностей. При каких значениях о: векторы 

{ а1, az, аз} не будут составлять базис? 

1.8. Для вектора 

Ь = 10El + 5Ez +бЕз 

найдите его ковариантные bi и контравариантные bi составляющие, исполь
зуя формулы (1.24) и (1.25) для ковариантных и контравариантных базис-
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ных векторов соответственно. Кроме того, докажите, что 

3 3 

Ь = Lbiai = Lbiai. 
i=l i=l 

Далее покажите, что Ь f; 2::;=l biai и Ь f; 2::;=l biai. Для каких значений а 
векторы {а 1 , а2 , а3 } не являются базисом? 

1.9. В этом упражнении показывается, как соотносятся между со

бой ковариантные и контравариантные составляющие вектора. Для начала 

определим через ковариантные и контравариантные базисные векторы сле

дующие скаляры: 

aik = aik(qr) = ai · ak, aik = aik(qr) = ai · ak. 

Обратите внимание, что aik = aki и aik = aki_ Значения индексов i, k, r и s 
варьируются здесь от 1 до 3. 

(а) Покажите, что ковариантные и контравариантные составляющие про

извольного вектора Ь равны 

3 

bi = Laikbk, 
k=l 

3 

bi = Laikbk. 
k=l 

Таким образом, ковариантные составляющие вектора представляют со

бой линейные комбинации контравариантных составляющих, и наобо

рот. В матричной форме эти выражения имеют вид 

(Ь) Полагая Ь = ar и а8 и учитывая симметрию величин akm и ar8 , дока-
жите, что 
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Полезно заметить, что в матричном представлении один из получен

ных выше результатов имеет вид 

1.10. Используя критерии интегрируемости (1.19) и (1.21), докажите, 
что лишь одно из уравнений связи 

хх + уу = -e(t), zy + х =О, cos(z)y- sin(z)± =О 

является интегрируемым. Кроме того, докажите, что эта интегрируемая 

связь накладывается на движение материальной точки по поверхности ци

линдра, радиус которого изменяется во времени. 

1.11. Используя критерий интегрируемости (1.21), докажите, что од
но из уравнений связи 

zx +у= -e(t), z =О 

является неинтегрируемым. Также докажите, что если обе эти связи од

новременно накладываются на движение материальной точки, то система 

связей будет интегрируемой. Дайте геометрическое описание прямой, вдоль 

которой движется материальная точка. 
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Кинетика материальной точки 

2.1. Введение 

В этой главе центральное место занимает уравнение движения F = ma 
для материальной точки. Мы воспользуемся им для исследования моделей 

нескольких физическим систем: от модели планетарного движения до мо

дели аттракциона «американские горки». В рамках моделей, прогнозиру

ющих поведение этих систем, по большей части используется численное 

интегрирование уравнений движения, которые строятся по закону F = ma. 
Предполагается, что читатели уже знакомы с численным интегрированием 

обыкновенных дифференциальных уравнений. 

При решении задач чаще всего приходится иметь дело с консерватив

ными силами и реакциями связей. Типичный пример консервативной си

лы - сила гравитационного взаимодействия между двумя частицами. Про

стейшей же реакцией связи в механике материальной точки является нор

мальная реакция. Очень важно уметь корректно определять и рассчитывать 

консервативные силы и реакции связей, поэтому в данной главе этим во

просам отводится много места. В отличие от большого числа учебников 

по динамике, мы рассматриваем силы трения как разновидность реакций 

связей. 

При рассмотрении большинства задач нельзя получить их точное (т. е. 

аналитическое) решение, поэтому единственным выходом служит исполь

зование численных методов. Для обоснования законности получаемых та

ким образом результатов решающим является наличие в рамках данной 

задачи законов сохранения. Поэтому мы подробно рассмотрим вопросы, 

связанные с законами сохранения количества движения, кинетического мо

мента и энергии и на двух примерах продемонстрируем способы примене

ния закона сохранения кинетического момента. Нельзя сказать, что рассмат

риваемые в этой главе примеры являются исчерпывающими. Упражнения, 

приведеиные в конце главы, содержат несколько других примеров, но и они 

не могут покрыть всего разнообразия задач по механике материальной 



2.2. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 41 

точки. Заинтересованным читателям мы рекомендуем прочитать классиче

ские учебникиРауса [185] и Унттекера [228], а также более поздние работы 
Баруха [14], Муна [146] и Шека [190]. 

2.2. Уравнение движения для материальной точки 

Пусть в пространстве Е3 движется материальная точка массы m. Как 
и ранее, обозначим радиус-вектор этой точки, проведенный из неподвижно

го начала координат О, символом r. Уравнение движения для материальной 
точки называют еще теоремой об изменении количества движения, вторым 

законом Ньютона или первым законом Эйлера. В интегральной форме оно 

записывается следующим образом: 

t 

G(t)- G(to) = j F(т)dт, (2.1) 

to 

где F - равнодействующая всех сил, приложеиных к материальной точке, 

а G = mv - количество движения точки. Заметим, что для такой записи 

уравнения движения величина v не обязательно должна быть дифференци
руемой по времени t. Как следствие, этот закон примелим и для решения 
задач с соударениями. Одну из таких задач мы рассмотрим в разделе 2.1 О. 

Если допустить, что G дифференцируемо по времени, то можно взять 
производную от каждой части уравнения ( 2.1) и получить теорему об из
менении количества движения в локальной форме: 

Полагая, что масса материальной точки не изменяется, приходим к уравне

нию: 

F=mr. (2.2) 

Полученное уравнение задает систему трех (скалярных) уравнений, связы

вающих F со скоростью изменения количества движения частицы. Уравне
ние F = ma мы называем теоремой об изменении количества движения1 . 

Несмотря на то, что в этой главе мы акцентируем внимание на законе 

F = ma, помимо него в динамике принято несколько других принципов. 

1 Точная эйлерона формулировка уравнений (2.2), впервые полученная в работе [51], вос
ходит к «Началам» Ньютона [152]. Более подробно читайте в некоторых работах Клиффорда 
Трусделла [1919-2000], например [216, 217]. 
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С тех пор как 300 лет назад Ньютон сформулировал этот закон, было пред
ложено несколько альтернативных (и часто эквивалентных) принцилов ди

намики. Некоторые из них мы рассмотрим в разделе 4.11. 
Уравнение (2.2) удобно записывать в виде системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка: 

v = r, F = тv. 

При отсутствии ограничений эта система включает в себя шесть скаляр

ных дифференциальных уравнений относительно шести неизвестных r( t) 
и v(t). Для решения этих уравнений необходимо задать шесть начальных 
условий r(t0 ) и v(to). Если же задача формулируется как краевая задача, то 
необходимо задать комбинацию из шести начальных и конечных условий 

для r(t) и v(t). 
Запишем уравнение F = та в декартовой системе координат. Получим 

три уравнения: 

тх1 =F·E1, 
тх2 = F ·Е2, 

тхз = F · Ез. 

Теперь запишем это же уравнение в цилиндрической системе координат, 

получим: 

т (r- r82
) = F · er, 

т (rё + 2re) = F ·ее, 
тz = F·Ез. 

В сферической системе координат будем иметь: 

т ( R- Rф2 - Rsin2 (ф)02 ) = F · eR, 

(2.3) 

т(RФ+2Rф-Rsin(ф)cos(ф)02 ) =F·еф, (2.4) 

т ( Rsin(ф)ё + 2ROsin(ф) + 2RОфсоs(Ф)) = F ·ее. 

Заметим, что все эти уравнения являются разными проекциями векторного 

уравнения F = та на систему базисных векторов пространства JE3
. 

Записать закон F = та в компонентной форме для разных систем 

координат не так просто. Однако уравнения движения Лагранжа позволяют 

сделать это достаточно легко. Рассмотри~ их в разделе 3.2. 
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2.3. Работа и мощность 

Механическая мощность Р силы Р, действующей на материальную 

точку массы т, равна 

P=P·v. 

Очевидно, что если вектор силы Р перпендикулярен вектору скорости v, 
то мощность силы равна нулю. 

Траектория материальной точки 

А 

о 

Рис. 2.1. Сила Р, действующая на материальную точку при ее движении из точки А 

в точку в 

Пусть материальная точка движется из точки А в точку В (рис. 2.1). 
Предположим, что в момент времени t = t А материальная точка находится 
в точке А, т. е. r( t А) = r А. Аналогично в момент времени t = t в ма
териальная точка находится в точке В, т. е. r(tв) = rв. Предположим, что 
в течение интервала времени, за который материальная точка проходит путь 

от А до В, на нее, помимо прочих сил, действует сила Р. За это время сила 

Р совершает работу WАв, равную интегралу по времени от механической 

мощности: 

tв 

WАв = j P·vdt. 
tл 

Обратите внимание, что это линейный интеграл, в котором для параметри

зации траектории материальной точки используется время t. В зависимости 
от выбора системы координат интеграл в этом выражении может иметь раз

ные представления, но все они будут эквивалентными. 



44 ГЛАВА 2 

В качестве примера рассмотрим силу Р = Рее, действующую на 
материальную точку, движение которой описывается уравнением r(t) = 

= Le"'t(cos(wt)Ex+siп(wt)Ey), где L, а и w = iJ- постоянные. С помощью 
непосредственных вычислений получаем, что мощность рассматриваемой 

силы равна 

Р · v = wPLe"'t, 

а совершаемая этой силой работа определяется выражением 

tв 

WАв = J wPLe"'tdt = w~L (е"'tв - eatA ), 

tA 

где при вычислении интеграла мы допустили, что а i=- О. 

2.4. Консервативные силы 

Сила Р, действующая на материальную точку, называется консерватив

ной, если совершаемая этой силой работа во время движения материальной 

точки не зависит от траектории материальной точки. С точки зрения век

торного исчисления независимость от траектории означает, что сила Р есть 

градиент скалярной функции И= U(r): 

р =-'\!И. 

Функция И называется потенциальной энергией, соответствующей силе Р, 

а знак минус, фигурирующий в уравнении, связывающем Р с градиентом 

функции И, есть историческое соглашение. В уравнении (1.11) мы встре
чались с разными представлениями градиента. 

Следует заметить, что если сила Р консервативна, то ее механиче

ская мощность равна -U. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим величину U 
и воспользуемся определением консервативной силы: 

. дИ 
-И=- дr · v = -( -Р). v = Р. v. 

Это выражение справедливо для всех возможных движений материальной 

точки, но особенно полезно в том случае, когда необходимо вычислить ско

рость изменения полной энергии Е материальной точки. 

Один из методов проверки, является ли сила Р консервативной, заклю

чается в отыскании функции потенциала И, такой что для всех возможных 
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движений материальной точки справедливо выражение 

Р. v =-И. 

45 

Этот метод сводится к решению системы связанных дифференциальных 

уравнений в частных производных для и. Если, например, используются 

цилиндрические координаты, то получаем три дифференциальных уравне

ния в частных производных для и(r, fJ, z): 

д и 
Pr =- дr, 

lди 
Ре= --т дfJ, (2.5) 

где Р = Prer+Peee+PzE3 . Заметим, что потенциальная энергия и(r, fJ, z), 
являющаяся решением системы уравнений (2.5), находится с точностью до 
аддитивной постоянной. Значение этой постоянной определяется, как пра

вило, условием и = О, при котором координаты точки имеют конкретные 

значения. 

Другой способ проверки, является ли заданная сила Р консерватив

ной, заключается в анализе ее вихря. В основе этого метода лежит тожде

ство rot(grad(V)) = О, где V = V(r) - произвольпая скалярная функция 
от r. Ясно, что если сила Р консервативна, то rot(P) = 0.2 Следователь
но, если rot(P) =О, то декартовы составляющие вектора силы Р должны 
удовлетворять следующим выражениям: 

дРз 

дх2 

2.5. Примеры консервативных сил 

В инженерной динамике выделяют три основных типа консервативных 

сил: постоянные силы, силы упругости и силовые гравитационные поля. 

Постоянные силы 

Все постоянные силы являются консервативными. Чтобы убедиться 

в этом, обозначим через С постоянную силу и положим ис =-С· r. Тогда 
'ilиc = -С и, следовательно, ис будет потенциальной энергией, соответ

ствующей силе С. Наиболее типичными примерами постоянных сил слу

жат силы земного тяготения -mgE2 и -mgE3 , а также соответствующие 

им потенциалы mgE2 · r и mgE3 · r. 
2Выражение для вихря векторного поля приводилось ранее в (1.20). 
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Силы упругости 

Рассмотрим пружину, изображенную на рис. 2.2. Один конец пружины 
закреплен в неподвижной точке А, а к другому концу пружины прикреп

лена материальная точка массы m. Собственная длинапружины равна L 0 . 

Очевидно, что в растянутом состоянии длина пружины будет равна llг
- г А 11, а растяжение/сжатие пружины составит 

t=llг-гAII-Lo. 

Потенциальная энергия Иs пружины равна 

Иs = f(t), 

где f - функция изменения длины пружины. Вычисляя градиент величи
ны U8 , находим силу упругости F 8 : 

F s = -дИв = -д f г - г А . 

дг дt llг- ГAII 

При этом мы воспользовались тождеством 

дt д (ll 
1 

Г- ГА 
дг = дг г-гАI -Lo) = llг-гAII 

В качестве упражнения попробуйте получить это тождество самостоятель
но3. 

Самой простой пружиной в инженерной динамике является пружина 

с линейной характеристикой (коэффициент жесткости таких пружин не из

меняется). Для нее справедливы равенства 

Г- ГА 

Fs = -K(IIг- ГAII- Lo) llг _ ГAII 

Это значит, что потенциальная энергия такой пружины есть квадратичная 

функция изменения ее длины. Примерами пружин с переменной жестко

стью служат пружины, для которых f является многочленом от величины t. 
Например, 

f(t) = At2 + Bt4
, 

где А > О и В - постоянные. При В > О пружина называется затвердева
ющей, а при В < О - смягчающейся. 

3Подсказка: для удобства сначала докажите, что д~ = Jxx = 11 ~ 11 . Этот результат 
эквивалентен доказательству того, что градиент величины llrll равен е н 
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Рис. 2.2. Пружина, один конец коrорой закреплен в неподвижной точке А, а к дру

гому концу прикреплена материальная точка 

Сила rравитации Ньютона 

Со времен Ньютона, т. е. с конца 1600-х гг., силу, с которой одно тело 

массы М действует на другое тело массы m, определяют по формуле 

Fn = mg, 

где 

Считается, что тело массы М находится в начале координат О; G- универ

сальная гравитационная постоянная. Ilpи таком задании гравитационной 

силы оба тела моделируются как материальные точки. Ilозже в разделах 4.5 
и 8.7 мы обобщим это силовое поле на случай систем материальных точек 
и твердых тел соответственно. Ilоскольку величина F n зависит от квадрата 

расстояния между двумя телами, ньютоново силовое поле часто называют 

законом обратных квадратов. Сила F n консервативна, а ее потенциальная 

энергия равна 

и GMm 
n = --1-lrl-1 . 

Из выражений для Ип и F n видно, что эти величины достаточно просто 
записываются в сферических координатах. 

Силовое гравитационное поле Ньютона является притягивающим: оно 

стремится притянуть тело массы т к телу массы М. Отсюда возникает 

вопрос: что удерживает два тела от столкновения? Из других курсов вам 
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известно, что ответом служит изменение импульса тела m. Именно этот 
хрупкий баланс позволяет телу m равномерно вращаться вокруг тела М по 
круговой орбите. 

2.6. Реакции связей 

Реакция связи F с - это сила, появляющаяся при наложении связи. 
Примерами реакций связи служат силы реакции, нормальные силы и силы 
натяжения в нерастяжимых нитях. Пусть на движение материальной точки 
накладывается связь Ф(r, t) = О. Для соответствующей реакции связи не 
существует универсального представления. Выбор корректного представ
ления зависит от физической ситуации, в которой реализуется связь. При 
решении задач на движение материальной точки, подчиняющееся закону 

F = ma, необходимо решить шесть уравнений 

r=v, v= ~F 
при условии, что r и v удовлетворяют связям 

Ф( t) О дФ · v + дФ =О. r, = ' дr дt 

Чтобы система уравнений была полной, введем дополнительную неизвест
ную, реакцию связи F с· Тогда F с должна задаваться так, чтобы удовлетво
рялось уравнение F = ma, а для определения F с и r( t) можно использовать 
Ф(r, t). 

Для реакций связей не существует единого представления. Наиболее 
часто используется способ, предложенный Джозефом-Луисом Лагранжем 
(1736-1813). Согласно О'Рейли и Сринивасе [162] такой способ обеспе
чивает условие, необходимое и достаточное для того того, чтобы движе
ние материальной точки удовлетворяло уравнению связи. Можно, однако, 
включать в него и другие произвольные, направленные не по нормали, со

ставляющие. Вот почему следует относить к реакциям связей фрикционные 
составляющие. 

Одиночная связь 

Рассмотрим случай, когда на движение материальной точки наклады-
вается единственная связь: 

Ф(r, t) =О. 
Напомним, что единичный нормальный вектор n к этой поверхности 
(рис. 2.3) определяется формулой 
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Поверхность \[т = О 

о 

Рис. 2.3. Движение материальной точки по поверхности \[т =О. Векторы s1 и s2 яв

ляются единичными касательными векторами к этой поверхности в точке контакта 

материальной точки с поверхностью 

Зная n, можно построить единичный касательный вектор s 1 к этой поверх

ности. Определяя, кроме того, еще один единичный касательный вектор 

s2 = n х s1, мы получаем правый ортанормированный базис {s1 , s2 , n} 
в пространстве JE3

. В общем случае он не является постоянным; по мере 
продвижения от одной точки поверхности к другой система базисных век

торов меняется. Обозначим вектор скорости точки поверхности (с которой 

контактирует материальная точка) через V 8 • 

У читывая все вышесказанное, рассмотрим теперь два представления 

для реакции связи F с· Первое именуется представленнем Лагранжа и имеет 
вид 

Fc = Х'\7Ф, 
где необходимо определить Л= Л(t), используя закон F = ma. Здесь Л есть 
неопределенный множитель Лагранжа. Согласно Кейси [27] реакция свя-
1И F с перпендикулярна к поверхности \[! = О и соответствует виртуальной 
работе. Такое представление иногда называют принцилом Лагранжа или 

принцилом Лагранжа-Даламбера. С физической точки зрения представле

ние Лагранжа применимо в том случае, если материальная точка движется 

по гладкой поверхности. 
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N = \7\ll 

vотн. n 

sl 

Рис. 2.4. Реакция связи F с, действующая на материальную точку при ее движении 
по шероховатой поверхности. Вектор скорости v отн. = v - v s - это вектор скорости 

материальной точки относительно точки ее контакта с поверхностью 

В случае шероховатой поверхности используется альтернативное пред

ставление, разработанное Чарльзом Августином Кулоном (1736-1806)4: 

F с = Л У'Ф + F f, 

где N = Л У'Ф - нормальная сила, а сила трения определяется по формуле 

Здесь J.ld - коэффициент динамического трения. Заметим, что тангенци

альные составляющие реакции связи F с определяются вектором v отн. = 
= Vотн. 1 St + Vотн.2 s 2 и препятствуют движению материальной точки относи

тельно поверхности (рис. 2.4). Скорость llv- Vsll иногда называют скоро
стью проскальзывания. 

Механическая мощность реакции связи F с равна 

F с· v = Л У'Ф · v + F f · v = 
дФ 

=-Л- +FJ ·V 
дt ' 

где мы воспользовались тождеством 

. дФ 
Ф = У'Ф · v + дt = О. 

4Это представпение часто называют трениемАмонтона-Кулона в честь Гийома Амонтона 
(1663-1705). 
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Для лагранжевого представления имеем F f = О, поэтому если материаль

ная точка движется по неподвижной поверхности (в этом случае \[1 = w(r)), 
то F с не совершает работы. В противном случае можно ожидать, что ре
акция связи совершает работу, так как ее нормальная составляющая долж

на обеспечить, чтобы часть вектора скорости материальной точки равня

лась v 8 • Если мы используем представление Кулона, кроме случая v 8 =О, 

мы не можем предсказать, совершает ли реакция связи работу по пере

мещению материальной точки. Мы можем это сделать лишь тогда, когда 

v 8 =О. 

В качестве первого примера рассмотрим движение материальной точки 

по шероховатой сфере радиуса L0 с центром в начале координат О. Для 

рассматриваемой поверхности уравнение связи имеет вид w(r) = r · ен
- Lo = О. Следовательно, '\7\[1 = ен. Кроме того, v - V 8 = LаФеФ + 
+ L 0 sin( ф )Вее. В итоге получаем 

Здесь /Л/ обозначает величину нормальной реакции, действующей на ма
териальную точку со стороны сферы. Если же взять сферический маятник, 

то F с будет иметь по Лагранжу следующее представление: F с = Лен. Для 
сферического маятника величина -Л соответствует усилию в стержне, со

единяющем материальную точку с неподвижным началом координат О. 

Две связи 

Если на движение материальной точки накладываются две связи 

w1 (r,t) =О и w2 (r,t) =О, то материальную точку можно рассматривать 
как движущуюся вдоль кривой, образованной пересечением двух поверх

ностей. Эти поверхности определяются уравнениями связи. 

В каждой точке кривой можно провести единичный касательный век

тор t. Чтобы задать этот вектор, заметим, что '\7\[1 1 и '\7\[12 перпендикулярны 

к поверхностям, которым принадлежит кривая (см. рис. 1.9). Следователь
но, 

t = '\7\[11 х '\7\[12 . 

//Y'W1 х V'W2/I 
В каждый момент времени точка кривой, с которой контактирует матери

альная точка, имеет некоторую скорость. Обозначим эту скорость через v с· 
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Вектор скорости материальной точки относительно кривой равен v - v с = 
= vt. 

Вернемся теперь к заданию реакции связи. В лагранженой записи бу
дем иметь 

Fc = Л1У'Ф1 + Л2У'Ф2, 
где Л1 = Л1 (t) и Л2 = Л2(t) подбирается так, чтобы удовлетворялось усло
вие F = ma. Как и в случае одиночной связи, представление Лагранжа 
применимо тогда, когда материальная точка движется вдоль гладкой кри

вой. При этом возникающая реакпия связи перпендикулярна к этой кривой. 

В случае шероховатой кривой используется кулоновское представление: 

где сила трения равна 

Сила трения препятствует движению материальной точки относительно 

кривой, а нормальная реакпия N равна Л1 У'Ф1 + Л2 У'Ф2 . 
В рассматриваемом случае механическая мощность реакпии связи F с 

равна 

F с · v = Л1 У'Ф1 · v + Л2 У'Ф2 · v + F f · v = 
дФ1 дФ2 = -Л1--- Л2-- +Ft · v 
дt дt ' 

где мы снова воспользовались тождествами 

· дФ1 
Ф1 = У'Ф1 · v + -- = О 

дt ' 

Для представления Лагранжа справедливо выражение F f = О, поэтому ес
ли материальная точка движется вдоль неподвижной кривой (Ф 1 = Ф 1 ( r) 
и Ф2 = Ф2 ( r) ), то реакпия связи F с не совершает работы. В противном 
случае следует ожидать, что она совершает работу, так как нормальная со
ставляющая вынуждает часть вектора скорости материальной точки при

нять значение, равное v с· Если используется кулоновское представление, 
то, как и в случае одиночной связи, мы не можем предсказать, соверша

ет ли реакпия связи работу по перемещению материальной точки. Прогноз 
возможен лишь в случае Vc =О. 
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Рассмотрим теперь несколько примеров. Напомним, что плоский ма

ятник это материальная точка массы m, Rоторая при помощи стержня дли
ны L 0 подвешена к неподвижной точке О. Движение материальной точки 

ограничено вертикальной плоскостью. Таким образом, Ф' 1 = r · er - L 0 = О 
и Ф'2 = r · Ез = О. Путем несложных вычислений находим, что У'Ф'1 = 
= er и У'Ф'2 = Ез. Для этой механической системы применимо лагранжево 
представление: 

Здесь Л1 er интерпретируется как усилие в стержне, а Л2Ез - как нормаль

ная реакция, действующая на материальную точку со стороны плоскости. 

Если положить L0 = L0 (t), то представление реакции связи не изменится. 
К плоскому маятнику имеет отношение и следующая система: матери

альная точка, движущаяся по шероховатой окружиости радиуса L 0 = L 0 (t). 
Здесь на движение материальной точки накладываются те же связи, что 

и в случае плоского маятника, но представление Лагранжа неприменимо. 

Вместо него мы используем представление 

где учитывается тот факт, что v- Vc = L 0Bee. 

Три связи 

Вы, должно быть, уже заметили, что выражения, полученные нами 

для реакции связи в кулонавеком представлении, не применимы тогда, ко

гда материальная точка неподвижна относительно поверхности или кривой, 

по которой она движется. Все дело в том, что такая ситуация рассматри

вается нами как движение материальной точки с наложением трех связей: 

Ф'i(r, t) = О, i = 1, 2, 3. Ранее говорилось, что в случае, когда па матери
альную точку накладываются три связи, решение r(t) задачи на движение 
материальной точки сводится к решению трех уравнений Ф'i(r, t) =О. Обо
значим результирующее решение через f(t), т. е. r(t) = f(t). Это случай 
предопределенного движения, и единственное, для чего нам нужен закон 

F = ma, это вычислить с его помощью реакцию связи F с· 
В случае трех связей лагранжево представление реакции связи и пред

ставление с использованием статического кулонопекого трения оказывают

ся эквивалентными. Эти две записи равнозначны даже несмотря на то, что 

относятся к двум разным физическим ситуациям. 
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Чтобы убедиться в их эквивалентности, рассмотрим сначала лагранже

во представление 

Fc = Л1\7\[11 + Лz\7\[Jz + ЛzУ'Фз. 
Здесь Л1, Лz и Лз - функции времени. Поскольку по умолчанию предпо

лагается, что три связи являются независимыми, {У'Ф1, У'Фz, У'Фз} об

разуют базис пространства JE3
. Следовательно, вектор F с, записанный по 

Лагранжу, имеет три независимые составляющие. Кулонавекое представ

ление с использованием статического трения для частицы, неподвижной 

относительно поверхности или кривой, на которой она лежит, имеет вид 

Fc=N+Ft, 

где величина вектора F f удовлетворяет критерию статического трения: 

где J.Ls - коэффициент трения покоя. Вектор F с, записанный по Кулону, 
опять же наделяется тремя независимыми составляющими. Получается, что 

обе записи предполагают один и тот же факт: реакция связи F с складыва
ется из трех независимых неизвестных функций времени. 

Если допустить, что равнодействующая сила F имеет вид F = F с + 
+ F а, где F а - отличные от реакций связи силы, то получим, что вектор 

F с находится по закону F = ma, а именно: 

F с = - F а + ma = - F а + mf. 

Решение F с будет одинаковым, независимо от того, используем мы для него 
лагранжево или кулонавекое представление. 

Неинтегрируемые связи 

До сих пор мы рассматривали реакции связи для случаев интегрируе

мых связей. Если же на движение материальной точки накладывается неин

тегрируемая связь 

f · v +е= О, 

то перед нами опять встает вопрос, как записывать соответствующую реак

цию связи. Воспользуемся консервативным подходом и запишем ее в виде 

Fc = Лf. 

Мы выбрали это представление по следующей причине: если случится так, 

что неинтегрируемая связь окажется интегрируемой, то выбранное нами 

представление совпадет с лагранжевым, речь о котором шла выше. 
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Рассмотрим далее движение материальной точки, удовлетворяющее 

двум связям, одна из которых является интегрируемой: 

Ф(r, t) =О, f · v +е= О. 

Используя лагранжево представление, мы получим реакцию связи, действу

ющую на материальную точку, в виде 

Допустим, что к материальной точке приложела сила F а· Тогда уравнения
ми движения материальной точки будут 

Ф(r, t) =О, f · v +е= О, 

r = v, v = ~ (F а+ Л1 V'Ф + Л2f). 

Полученная система уравнений состоит из восьми уравнений относительно 

восьми неизвестных: >.1, >.2, r и v. 

2. 7. Законы сохранения 

Кинематическая величина, характеризующая материальную точку и си

стему сил, действующих на материальную точку, называется инвариантной, 

если она не изменяется во время движения материальной точки. Инвари

антные величины часто называют интегралами движения. Решение многих 

задач механики материальной точки основано на том факте, что импульс 

и/или энергия материальной точки сохраняется. На данном этапе изуче

ния вопроса почти все законы сохранения являются очевидными и выво

дятся путем анализа. Для дальнейшего изложения, однако, полезно полу

чить и понять соответствующие условия сохранения. Позже мы рассмотрим 

множество примеров сохранения кинематических величин. 

Сохранение количества движения 

Количество движения G материальной точки определяется по формуле 
G = mv. В интегральной форме теорема об изменении количества движе
ния записывается как 

t 

G(t)- G(to) = J F(т)dт. 
to 
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Мы видим, что величина G(t) остается неизменной в интервале времени 
t 

(to, t), если J F(r)dr =О. Простейший случай подобного сохранения име
tо 

ет место при F(r) =О. 
В несколько иной форме этот закон сохранения применим к составля

ющей вектора G, направление которой совпадает с направлением заданного 
вектора b(t). В этом случае ft(G · Ь) =О. Это равенство выполнено при 
условии 

G · Ь = G · Ь + G · Ь = F · Ь + G · Ь = О. 
Таким образом, если F · Ь + G · Ь = О, то величина G · Ь сохраняется. 

Свойство сохранения количества движения материальной точки встре

чается в рамках многих задач. Рассмотрим, например, материальную точку, 

на которую действует сила тяжести F = -mgE3 . Здесь составляющие Е1 
и Е2 вектора G остаются неизменными. Возьмем другой пример - столк

новение материальной точки с гладкой вертикальной стеной. Здесь неиз

менными остаются составляющие вектора G в двух касательных направле
ниях. В обоих примерах вектор Ь является постоянным. 

Сохранение кинетического момента 

Кинетический момент материальной точки относительно неподвижной 

точки О определяется по формуле Но = r х G. Чтобы выяснить, как из
меняется вектор Но во время движения материальной точки, необходимо 

выполнить простые расчеты: 

Но= v х G + r х G = v х mv + r х F = r х F. 

Заметим, что в расчетах мы воспользовались законом F = ma. РезулЬтиру
ющую формулу называют теоремой о кинетическом моменте материальной 
точки: 

Но =r х F. 

Она гласит, что скорость изменения кинетического момента равна моменту 

равнодействующей силы, приложенной к материальной точке. 

Сохранение кинетического момента проявляется, как правило, в двух 

формах. Во-первых, неизменным может оставаться сам вектор кинетиче

ского момента. Во-вторых, может сохраняться какая-либо его составляю

щая, направленная вдоль некоторого вектора, скажем c(t). В первом случае 
из теоремы о кинетическом моменте следует, что Но сохраняется тогда, 

когда вектор F параллелен вектору r. Задачи, в которых имеет место такой 
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случай, называются задачами о движении под действием центральной си

лы. Со времен Ньютона они занимают важное место в истории динамики. 

Применяя теорему о кинетическом моменте, легко видеть, что вторая фор

ма закона сохранения, при которой неизменной остается величина Но · с, 
имеет место при r х F · с + Но · с = О. 

Сохранениеэнергии 

Прежде чем переходить к закону сохранения энергии, познакомимся 

с теоремой об изменении кинетической энергии. Эта теорема является след

ствием закона F = та; она связывает изменение кинетической энергии 

с механической мощностью силы F: 

T=F·v. 

На основе этой теоремы выводятся результаты, касающиеся сохранения 

энергии для одной материальной точки. 

Теорема об изменении кинетической энергии доказывается очень про-

сто. В первую очередь вспомним, что Т ~mv · v. Дифференцируя Т, 
находим 

т. d (1 ) 1 ( . . ) . = - -mv · v = - mv · v + mv · v = mv · v & 2 2 . 

С другой стороны, mv = F, так что заменяя в приведеиной выше формуле 
mv на F, получаем Т= F · v, что и требовалось доказать. 

Для исследования задач на сохранение полной энергии материальной 

точки представим действующие на материальную точку силы как сумму 

равнодействующей консервативной силы Р = - ~~ и равнодействующей 
неконсервативной силы Р некон. : F = Р + Р некон .. Здесь И обозначает сумму 
потенциальных энергий консервативных сил, действующих на материаль

ную точку. По теореме об изменении кинетической энергии находим: 

T=F·v= 

= Р · V + Р некон. · V = 
д И 

=- дr · V + Рнекон. · V = 

= -U + Рнекон. · V. 

Определяя полную энергию материальной точки как 

Е=Т+И, 
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получаем 

Е= Рнекон. • V. 

Полученный результат гласит, что если во время движения материальной 

точки неконсервативные силы не совершают работы, то полная энергия 

материальной точки не изменяется. 

Чтобы узнать, изменяется энергия или нет, достаточно, как правило, 

проверить, выполняется ли равенство Рнекон. ·v =О. Рассмотрим, например, 
сферический маятник с длиной L 0 = L 0 (t). Имеем 

Р = -mgEз, Рнекон. = Лен. 

Следовательно, 

Е =Т+тgЕз ·r 

и 

Рнекон. · V = Лен· V = LоЛ. 

Значит, если длина маятника неизменна (Lo = 0), то энергия Е остается 
постоянной. С другой стороны, если L 0 f. О, то реакпия связи Лен совер
шает работу, так как она сообщает материальной точке скорость в направ

лении ен. 

2.8. Динамика материальной точки, находящейся 
в гравитационном поле 

В «Началах» Ньютона5 одной из центральных задач является задача 
о вращении одного тела массы т вокруг второго тела массы М. Столе

тие спустя подобного рода задачи были детально рассмотрены в знамени

том трактате Лагранжа <<Аналитическая механика» 6 . К исследованию этого 
вопроса Ньютона частично подтолкнул Иоганн Кеплер (1571-1630) и его 
три знаменитых закона о движении планет Солнечной системы (известных 

к тому времени): 

1. Каждая планета Солнечной системы обращается по эллипсу, в одном 
из фокусов которого находится Солнце. 

11. Радиус-вектор, соединяющий Солнце и планету, заметает за равные 
промежутки времени секторы орбиты равной площади. 

5 См. [152, том 1, раздел III]. 
6См. [121, часть вторая, раздел VII]. 



2.8. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 59 

III. Если обозначить через а большую полуось эллиптической орбиты, 
а через Т - период обращения планеты по этой орбите, то для лю-

аз т2 
бых двух планет получим ::t = -т:z1 • 

а2 2 

Более подробно о законах Кеплера читайте в работах [150, 175, 188, 220]. 
Авторы некоторых из перечисленных работ отмечают, что эти законы ос

новываются на астрономических данных, полученных невооруженным гла

зом. 

у 

а 

р 

А х 

h <о h > о 

Рис. 2.5. Схема движения материальной точки массы m относительно неподвижной 
точки О по эллиптической траектории. Один из фокусов эллипса находится в точ-

ке О, эксцентриситет эллипса е = V 1 - 5- меньше единицы, а и Ь - большая 
и малая полуоси эллипса соответственно. Точка А называется апоцентром, а точ

ка Р - перицентром 

В наших рассуждениях мы допускаем, что тело массой М является 

неподвижным. Из упражнения 4.6 к главе 4 следует, что это ограничение 
легко устранить и применить полученные выше результаты к решению за

дачи о движении тел с массами m и М. Используемая при этом терми
нология во многом связана с эллипсами, поэтому для удобства мы при

водим рис. 2.5, в котором поясняются многие термины, характеризующие 
эллипс, такие как эксцентриситет е, оси7 а и Ь. Площадь, которую заметает 
радиус-вектор материальной точки, определяется интегрированием вектора 

секторной скорости ( 1.1): А = 2~ Но. 
7 Слово «осю> стоит в оригинале. Точнее, речь идет о полуосях эллипса. - Прим. ред. 
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Согласно [188] большая полуось а и орбитальный период Т для плане
ты Меркурий равны 0,387 астрономических единиц (AU) и 0,241 года; для 
планеты Земля- 1 AU и 1 год; для Юпитера- 5,203 AU и 11,862 года; для 
Марса- 1,524 и 1,881 соответственно. Замечаем, что 

0,3873 = 1 00 
0,241 2 ' ' 

5,2033 = 1 00 
11,8622 ' ' 

1,5243 
--2 = 1,00. 
1,881 

Эти результаты согласуются с третьим законом Кеплера. 

Итак, начнем с определения координат и построения уравнений дви
жения для рассматриваемой задачи. Анализируя далее уравнения движе

ния, мы применим закон сохранения кинетического момента и докажем, 

что движение должно быть плоским. Зная это, можно свести уравнения 
движения к единственному дифференциальному уравнению второго поряд

ка, которое затем делается безразмерным и численно интегрируется8 . Также 
мы рассмотрим альтернативный подход, который наиболее часто использу
ется в учебниках. Описанный алгоритм позволяет классифицировать все 

пять возможных типов траекторий материальной точки. 

Кинематика 

В качестве начала координат О возьмем неподвижную материальную 
точку массы М. Тогда радиус-вектор r другой материальной точки, имею
щей массу m, будет удобно выразить в цилиндрических координатах: 

r = rer + zE3. 

Выражения для векторов скорости и ускорения, зависящие от цилиндриче

ских координат, мы приводили ранее. 

Уравнения движения 

Уравнения движения материальной точки находятся по закону F 
= ma, где F - сила тяготения Ньютона, равная 

8Используемая нами процедура упрощения эквивалентна так называемому алгоритму при
ведения Лагранжа или Рауса, с помощью которого учитывается закон сохранения импульса 
в различных механических системах: от рассматриваемой нами до волчков Лагранжа и Пуас
сона. Более подробно об этой процедуре читайте в работах Гантмахера [67], Карапетяна и Ру
мянцева [108, глава 2], а также Марсдела и Ратиу [138]. 



2.8. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 61 

Напомним, что она является консервативной, а ее потенциальная энергия 

обозначается через И n. 

Используя (2.3), запишем уравнение F n = ma в компонентной форме. 
В результате получим три дифференциальных уравнения: 

( .. в·2) GMmr mr-r =-
3

, 

(vfr2 + z2) 

m(rё + 2rB) =О, (2.6) 

mz=-

Для заданного набора из шести начальных условий9 эти уравнения дают 
r(t), B(t) и z(t), поэтому они могут быть использованы для расчета поло
жения материальной точки массы m. 

Законысохранения 

При решении дифференциальных уравнений (2.6) неизменными оста
ются две важные кинематические величины: полная энергия Е = Т + И, 
где И= Ип, и кинетический момент Но материальной точки. Предлагаем 

читателю самостоятельно прийти к этому результату с помощью теоремы 

об изменении кинетической энергии и теоремы о кинетическом моменте. 

Из условия сохранения кинетического момента следует, что 

r(t) х v(t) = r(to) х v(t0 ). 

Начальный радиус-вектор r(t0 ) и начальный вектор скорости v(t0 ) зада
ют в общем случае плоскость, в которой происходит движение материаль

ной точки. Эта плоскость называется орбитальной. Нормаль к орбитальной 

плоскости параллельна вектору Но. Допустим, мы можем выбирать век

тор Е3 . Тогда выберем его так, чтобы Но = hE3 , где h = mr2B. В этом 
случае векторы r и v будут иметь составляющие лишь в направлениях Е1 
и Е2, т. е. z(t) = о и z(t) = О. Таким образом, мы убеждаемся, ЧТО кине
тический момент не изменяется и что движение происходит в плоскости. 

Поскольку Но и вектор секторной скорости - синонимы, условие сохра

нения кинетического момента в этой задаче часто называют «интегралом 

площадей»10 • 

9Шесть необходимых начальных условий это: r(to), O(to), z(to), r(to), ё(tо), z(to). 
10См., например, работу Моултона [150, раздел 86]. 
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Мы по умолчанию проигнорировали случай r(to)llv(to), в котором век
тор Но является нулевым и должен таковым оставаться. Значит, движение 

материальной точки здесь происходит по прямой. Для удобства допустим, 

что эта прямая принадлежит плоскости векторов Е1Е2 . Можно показать, 

что движение материальной точки приведет в конечном итоге к столкно

вению с материальной точкой массы М, находящейся в начале координат. 

Следовательно, для системы, не обладающей начальным кинетическим мо

ментом, столкновение неизбежно. 

Решение уравнений движения материальной точки 

В силу сохранения кинетического момента выберем Ез так, чтобы для 

материальной точки выполнялись равенства z(t) =О и i(t) =О. В этом слу
чае направление вектора Но будет совпадать с направлением вектора Е3 . 

В результате уравнения движения сводятся к следующей системе: 

( .. 0·2) GMm mr-r =---
2
-, 

r (2.7) 

m(rё + 2rB) = О. 

Второе из этих уравнений можно выразить в виде 

d 2" 
dt(mr 0)=0. (2.8) 

Полученное уравнение эквивалентно сохранению величины Но· Е3 . Опи

раясь на это условие, мы можем исключить iJ из (2.7) так, что в конечном 
итоге придем к единственному определяющему дифференциальному урав-

нению: 
л2 .. h GMm mr--- = ----

mr3 r 2 · 
(2.9) 

Здесь h находится по начальному положению и начальной скорости мате-
риальной точки: 

h =Но· Ез = (mr(to) х v(to)) · Ез. 

Если материальная точка не обладает кинетическим моментом, то из урав

нения (2.8) следует, что iJ =О и, следовательно, r = -~. Ветрудно заме
тить, что при увеличении t получаем r(t) ~ О. Происходит столкновение, 
о котором мы говорили ранее. 
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Для заданных r(t0 ) и v(t0 ) можно найти h и затем проинтегриро
вать (2.9), чтобы найти r(t) 11 • Затем можно вычислить координату O(t), 
интегрируя уравнение 

. h 
0=--2. 

mr 
(2.10) 

Далее мы находим выражения для x(t) r(t) cos(O(t)) и y(t) 
= r(t) sin(O(t)) и строим орбиту материальной точки. 

Простейшее решение уравнения (2.9) достигается при r = const: 
r(t) = ro И r(t) = Q. В ЭТОМ случае уравнение (2.9) удовлетворяется ПрИ 
условии, что 

ro = GMm2. (2.11) 

С помощью (2.10) покажем также, что В= const: 

e(t) =VJк =- = -. · h fjм 
mrб r~ 

(2.12) 

Частота VJ к называется частотой Кеплера. С физической точки зрения по
лучаем, материальная точка движется по круговой орбите радиуса r0 с по

стоянной скоростью roVJк относительно неподвижноготела массы М. 

При численном интегрировании (2.9) временной интервал интегриро
вания оказывается очень большим, поэтому для удобства лучше сделать 

уравнения движения безразмерными. Возьмем в качестве безразмерных пе

ременных величину w = .I... и время т = VJ кt. Используя тождества r = 
то 

_ dr _ dт dr _ dr (2 9) (2 10) 
- dt - dt dт - VJ к dт, упрощаем . и . , приводя их к виду 

1 1 de 
dт 

1 
w2· 

(2.13) 

Обратите внимание, что мы свели задачу о движении материальной точки 

к интегрированию двух дифференциальных уравнений. 

Первое дифференциальное уравнение из (2.13) является дифференци
альным уравнением второго порядка для w(т). Вместо того, чтобы рассчи

тывать w(т) для нескольких наборов начальных условий, можно восполь

зоваться качественным методом представления решения этого уравнения. 

11 Дифференциальное уравнение (2.9) имеет аналитическое решение, которое можно вы
разить с помощью эллиптических функций Якоби. Этот вопрос, однако, выходит за рамки 

нашего рассмотрения, поэтому за соответствующими пояснениями касательно такого инте

грирования мы отсылаем читателя к работе Унттекера [228]. 
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Этот метод заключается в построении так называемого фазового портре

та, когда ~~ изображается на графике как функпия от w (т) 12 • Равновесные 
точки дифференциального уравнения второго порядка соответствуют таким 

точкам фазового портрета, в которых ~~ =О и w(т) = const. Чтобы найти 

эти точки, положим ~~ = О и ~ = О в дифференциальном уравнении 
второго порядка для w( т) и решим его для конечных постоянных значений 
w(т). Позже в этой главе мы приведем несколько примеров дифференци
альных уравнений, имеющих множество равновесных точек. 

dw 
dт 

2~~--~~~----~-==-~-~-==---~~--------~--~ ---;;----------

1 

-1 

-2L--L----~~~--~~~-~-~-~-~-~-~-~-~--------------------~-------~ 
w 4 

Рис. 2.6. Фазовый портрет для первого уравнения из (2.13). Траектории е и h соот
ветствуют эллиптической и гиперболической орбитам материальной точки; точка с 

соответствует крутовой орбите; траектория р соответствует параболическим орби

там. Стрелками показаны направления роста т 

Вернемся к нашей задаче. На рис. 2.6 показан фазовый портрет для 
первого уравнения из (2.13). Видим, что равновесная точка ( w, ~~) = (1, О) 
соответствует круговой орбите материальной точки. Замкнутые траектории 

вокруг этой точки соответствуют эллиптическим орбитам13 . Оставшиеся 
траектории на этом рисунке соответствуют гиперболическим орбитам ма

териальной точки: на этих орбитах материальная точка единственный раз 

12Построение фазовых портретов - стандартный метод графического представления реше
ний обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [10, 18, 81, 229]). 

13 Для построения этих орбит необходимо второе интегрирование с учетом уравнения ~~ = 

= ~. Попробуйте провести его самостоятельно. 
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проходит вблизи равновесной точки и больше никогда к ней не возвращает

ся. На рисунке также показав интересный случай -движение материальной 

точки по параболической траектории. Она отделяет эллиптические орбиты 

от гиперболических 14 . 

Орбитальные движения 

Существует альтернатива описанному в предыдущем разделе подходу, 

причем ей следуют в большинстве учебников по динамике. Этот альтер

нативный подход заключается в построении решения как функции от е, 

а не t. 
Воспользуемся сначала цепным правилом дифференцирования слож

ной функции, записав второе уравнение системы (2.13) в виде (2.10). В ре
зультате получим: 

. hd 1 .. h d 1 л ( ) л2 2 ( ) 
r = - т d() r ' r = -т 2r2 d()2 r . 

Перепишем с помощью последнего выражения первое уравнение из (2.7) 
и получим дифференциальное уравнение: 

где r0 находится по (2.11). 

1 1 
+ r = ro' (2.14) 

Уравнение (2.14) представляет собой линейное обыкновенное диффе
ренциальное уравнение, позволяющее найти ~ как функцию от (). Точное 
решение имеет вид 

r = r(()) = r 0 (1 + ecos(()- Op))-I, (2.15) 

где е и ()Р -постоянные (определяемые начальными условиями для коорди

наты и скорости материальной точки). Чтобы найти аналитическое выраже-

ние для (J(t), можно проинтегрировать уравнение mr~(O)d(J = dt. Попробуй
те сделать это самостоятельно. Решение (2.15) есть коническое сечение. Из 
теории конических сечений известно, что при е= О орбита (r(O)) является 
круговой, при О < е < 1 - эллиптической, при е = 1 - параболической, 

'2 

а при е> 1- гиперболической. Из рис. 2.5 следует, что Ь = cl:fm2. 
14На языке теории динамических систем это означает, что гомоклиническая орбита, про

ходящая через точку ( w, ~":,:) = (0, 5; 0), соединяется с неподвижной точкой ( w, ~":,:) = 

= ( оо, О) и соответствует параболической орбите материальной точки. 
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(а) (Ь) 

о х= xt 

(с) 

(d) (е) 

Рис. 2.7. Схематичное изображение четырех типов орбит для материальной точки 
массы m, движущейся относительно неподвижной точки 0: (а) прямая, (Ь) круговая 
орбита (е = 0), (с) эллиптическая орбита (О < е < 1), (d) параболическая орбита 
(е = 1) и (е) гиперболическа орбита (е > 1). Для каждой из орбит (с)-(е) берутся 
разные значения 8р 
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Чтобы получить решения для е и Вр, сделаем допущение, что нам из

вестны значения r( t0 ) и v( to). Далее найдем Но и определяем Ез и h. 
Чтобы рассчитать Вр, сначала надо найти r, используя (2.15) и цепное пра
вило дифференцирования сложной функции: 

r(t) =- ( G1m) esin(B(t)- Вр)· (2.16) 

Вычислим также полную энергию Е0 материальной точки: 

Ео = r;v(to) · v(to)- ~~~~~· (2.17) 

Поскольку полная энергия не изменяется, значение этой кинематической 

величины при()= Вр также равно Е0 . Комбинируя (2.15) и (2.16), получаем 

G2M2 2 
Ео = л т ( е2 - 1). 

2h2 
(2.18) 

Таким образом, по заданным начальным условиям находим значения е и Вр. 

Метод заключается в том, чтобы при помощи (2.17) рассчитать Е0 , а затем 

по (2.18) вычислить е ~ О. Зная е, находим далее ()Р при помощи (2.16). 
Наконец, рассчитываем r(B) и B(t). В зависимости от значения е резуль
тирующие траектории будут иметь один из четырех типов: окружность, 

эллипс, парабола или гипербола (рис. 2. 7). 
Для полноты уравнение (2.14) можно было бы получить в безразмер

ной форме: 

(2.19) 

где и= ~ = ~·На рис. 2.8 показан фазовый портрет для этого уравнения. 
В отличие от фазового портрета, который мы приводили ранее, параболи

ческая орбита здесь замкнутая. Как и в предыдущем случае, чтобы понять 

физический смысл траекторий, изображенных на рис. 2.8, необходимо по
строить радиус-вектор материальной точки для каждой конкретной орбиты. 

Замечания 

Рассмотренная задача - редкий случай, когда можно составить пол

ную классификацию движений материальной точки. Позже нам встретится 

немало задач, в которых такая классификация не проведена и, более того, 

невозможна. Поэтому наши предыдущие результаты будем считать эталон

ными. 



68 ГЛАВА 2 

1 и 4 
Рис. 2.8. Фазовый портрет для уравнения (2.19). Траектории е и h соответствуют эл
липтической и гиперболической орбитам материальной точки, точка с соответствует 

круговой орбите, а траектория р соответствует параболическим орбитам. Стрелками 

по казан о направление роста значений В. Для параболической траектории значения 

угла варьируются от -JГ до 7Г 

Теме данного раздела посвящено огромное количество учебников, из 

которых, в частности, можно подробнее узнать о скоростях отрыва и пе

реходных орбитах; см., например, книгу Баруха [14]. В литературе также 
встречаются обобщения этой задачи, два из которых мы рассмотрим поз

же в книге. Прежде чем переходить к следующему разделу, покажем, что 

эллиптические (и круговые) орбиты согласуются с законами Кеплера. Сра

зу заметим, что для первого закона Кеплера это утверждение тривиально, 

а для второго - является следствием сохранения кинетического момента. 

Чтобы доказать, что эллиптические орбиты удовлетворяют третьему закону 

Кеплера, необходимо рассчитать период Т прохождения материальной точ-
~ б т 21!' !! ки по эллиптическом ор ите. Покажите самостоятельно, что = ..;сма2, 

и тогда утверждение будет доказано. 

2.9. Динамика материальной точки на вращающемся 
конусе 

Как показано на рис. 1.7d, материальная точка массы m движется по 
поверхности конуса. Она соединена с неподвижной вершиной О конуса 
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пружиной жесткости К. В свободной состоянии длинапружины равна L0 . 

Допустим, что поверхность конуса шероховатая и что он вращается отно

сительно своей оси симметрии с утловой скоростью rl0 . Необходимо полу

чить уравнения движения материальной точки и сделать некоторые выводы 

касательно ее динамики. 

Координаты, связи и скорости 

В разделе 1. 7 говорилось, что при движении материальной точки по 
поверхности конуса на нее накладывается единственная связь \IF = О. Эту 
связь удобно выразить в сферических координатах: 

В будущем нам понадобится градиент функции \IF, он равен \7\IF = ~еФ. 
Так как конус вращается со скоростью rl0 , скорость материальной точки 

относительно конуса равна 

Vотн. = ReR + Rcos(a)(B- flo)eв. 

Случай, когда материальная точка неподвижна относительно конуса, рас

смотрим позже. 

Силы 

На материальную точку действует сила земного тяготения -mgE3 

и сила сжатия пружины, равная 

где К - жесткость пружины, а L0 - длина пружины в свободном состо

янии. Пусть материальная точка движется относительно поверхности ко

нуса, тогда реакция связи F с, действующая на материальную точку, будет 
равна 

Fc=N+Ft, 

где N- нормальная сила, параллельная \7\IF: 

Таким образом, равнодействующая всех сил, приложеиных к материальной 

точке, равна F = Fc + Fs- mgEз. 
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Уравнения движения 

Чтобы получить уравнения движения, запишем уравнение F = та 
в сферических координатах (см. (2.4)) и наложим на движение материаль
ной точки связь Ф =О. Получим: 

m(R- Rcos2 (a)(P) = -K(R- Lo) + F f ·е н- mg sin(a), 

m(Rcos(a)ё+2ROcos(a)) =Ff ·ее, 

"2 л -mRsin(a) cos(a)B = R + mgcos(a). 

(2.20) 
Первые два уравнения представляют собой обыкновенные дифференциаль

ные уравнения для R и В. Третье уравнение можно разрешить относитель
но Л (и следовательно, нормальной реакции) как функцию движения мате
риальной точки. 

Чтобы проинтегрировать уравнения (2.20), следует привести их к без
размерному виду. В качестве меры длины возьмем L 0 , а в качестве меры 

времени {ii-: 
R 

w= La· 

С помощью тождеств вида R = dR = dт dR = G dR можно переписать 
dt dt dт у Lo dт 

уравнения (2.20) следующим образом: 

d
2
w =w cos2 (a) (d8)

2

- c.v2 (w- 1)- sin(a)-
dт2 dт 

dw 
dт 

- J-Lkn , V w2 ( ~~ - c.vo) 2 + ( ~~) 2 

d ( 2 dB ) w ( ~~ - c.vo) -d w cos2 (a)-d =- J-Lkn(wcos(a)) . 
Т Т / 2 ( dl! ) 2 ( dw ) 2 

У w dт- c.vo + dт 

(2.21) 
Постоянные и безразмерная нормальная реакция, фигурирующие в этих 

уравнениях, равны 

2 KLo 
c.v = mg' 

~ 
c.vo =Пу g' 

IINII h2 
n = mg = cos(a) + w + tg(a). 
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Кроме того, можно показать, что полная энергия Е и кинетический момент 

Но · Е3 , приведеиные к безразмерному виду, равны 

~ ( (~~)
2 

+ (~~)
2 

w
2

cos
2
(a)) +~2 (w-1)2 +wsin(a), Е 

mgLo 

h _ Но · Ез _ 2 2 ( ) de 
- !":ТЗ - w cos а d . 

mygLS т 

Заметим, что, обезразмерив уравнения движения, мы уменьшили число ис

пользуемых параметров на два. 

Случай статического трения 

Если материальная точка неподвижна относительно конуса, ее вектор 

скорости равен v = R0П0 cos(a)eo. Кроме того, на материальную точку 
накладываются три связи, при этом сила трения и нормальные реакции 

образуют систему трех независимых сил, которые определяются через эти 

связи: 

л л1 
Fc = -R еФ + ( )ее+ Л2ен. 

о Racos а 

Чтобы найти Л, Л1 и Л2 , применим уравнение F = ma. После некоторых 
преобразований,получаем 

F f =(K(Ro- Lo) + mgsin(a)- mRo соs2 (а)П~)ен + 

+ mRo соs(а)Поео, 

N =- (mg cos(a) + mRoП~ sin(a) соs(а))еФ. 

В таком состоянии материальная точка может находиться лишь при усло

вии, что на нее действует достаточная сила трения. Условием достаточно

сти является критерий статического трения IIFtll::::; JLsiiNII· Если критерий 
удовлетворяется, то материальная точка, покоящаяся на поверхности ко

нуса, останется неподвижной. В противном случае она начнет скользить 

в направлении, параллельном силе F f .15 

Гладкий конус 

Если материальная точка движется по гладкой поверхности конуса, 

можно существенно упростить уравнения (2.21). Как и в предыдущей 

15Чтобы описать начальное движение материальной точки, скользящей по поверхности ко
нуса, необходимо определить начальное направление скольжения. Зная начальное направление 

скольжения, можно рассчитать 11 ~::: ll даже при Vотн. = О. 
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задаче, применим закон сохранения кинетического момента и сведем (2.21) 
к единственному уравнению для w: 

(2.22) 

Интегрируя, находим зависимость w (т). Второе интегрирование с учетом 
выражения w2 cos2 (a) ~~ = h дает зависимость (}(т). Равновесие в точке 
с координатами ( w, ~~) = ( w0 , О), где w0 - решение уравнения 

h2 2 . 
3 2 

-w(wo-1)-sш(a)=O, 
w0 cos (а) 

соответствует круговой орбите материальной точки с радиусом т = 

= Lowo cos(a). На рис. 2.9 показавы некоторые другие траектории w на 

плоскости w, dw. Кроме них, на рисунке изображены возможные траек-
dт 

тории материальной точки, соответствующие w(т). В отличие от задачи 
о движении материальной точки под действием силы F n (раздел 2.8), здесь 
имеет место простая классификация траекторий движения точки по поверх

ности конуса. 

2.10. Ударная связь 

Возвратимся вновь к связи ух = О (см. (1.15)). Построим уравнения 
движения материальной точки с учетом этой связи при условии, что на нее 

также действует сила F а= Р1Е1 + Р2Е2. 
Во-первых, допустим, что реакция связи, реализующая связь ух = О, 

задается традиционным образом как 

Fc = ЛхЕу, (2.23) 

где Л- множитель Лагранжа. Заметим, что если х = О, то F с = О. Из теоре
мы об изменении количества движения находим, что уравнения движения 

материальной точки имеют вид 

ху =о, 

mx = Р1, 

ту= Р2 + Лх, 
mz=O. 

(2.24) 
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Рис. 2.9. Фазовый портрет для уравнения (2.22) и плоские проекпии траекторий ма

териальной точки. Предполагается, что а = 20°, h = 5 и w2 = 10. Равновесная точ

ка, соответствующая круговой траектории, имеет координаты (w0 , О)= (1,58896; О) 

Уравнение движения в направлении оси z интегрируется и интерпретиру
ется элементарно, поэтому впредь будем пренебрегать этим направлением 

и считать движение плоским. 

Если на Р1 и Р2 наложить некоторые ограничения, то легко получить 

точные решения первых трех уравнений (2.24), описывающие прямолиней
ное движение 

и 

t т 

y(t) = Уо, x(t) = хо + ±ot + J J ~ dudт, 
о о 

t т 

Fy 
Л=-

х(t) 

х =О, y(t) = Уо + flot + J J ~ dudт. 
о о 

(2.25) 

(2.26) 
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Здесь ха х(О), ха = х(О), Уа = у( О), ila = iJ(O) - начальные условия. 
Анализируя эти решения уравнений движения, приходим к выводу, что при 

х = О значение Л не определяется. 

Удар 

Возвращаясь к рис. 1.11, вспомним, что ударную связь можно разло
жить на две кусочио-интегрируемые связи: 

iJ = О при х # О и х = О. 

В точках перехода от одной из этих интегрируемых связей к другой вектор 

скорости v не является непрерывным, поэтому соответствующий вектор 
ускорения не определяется. В момент перехода выражение (2.23) для реак
ции связи не применимо. Мы можем рассчитать лишь импульс Ic этой силы 
при помощи формулы (2.1). Если предположить, что переход наблюдается 
в момент времени t =Т, то получим: 

( 

Т+а ) 

Ic = !~ mv(T + lТ)- mv(T -О")- J Fadт . 

Т-а 

Чтобы, к примеру, совершить движение из точки А в точку В (рис. 2.1 ОЬ ), 
материальная точка должна, как минимум, в двух положениях иметь разрыв 

вектора скорости. Это значит, что материальная точка подвергнется ударам, 

обусловленным импульсами Ic1 и Ic2 . На рис. 2.10а показав случай непре

рывного движения материальной точки. В этом случае удар отсутствует и, 

следовательно, Ic = О. 
Если связь не дает импульса Ic, то это значит, что на движение мате

риальной точки накладывается единственная голономная связь. В зависи

мости от начального положения и начальной скорости материальной точки 

эта связь имеет вид у = Уа или х = О. В качестве самостоятельного упраж
нения продумайте, как может быть реализована связь ух= 0: представьте, 
что слева от оси у на рис. 1.11 находится твердая стена. 

2.11. Упрощенная модель американских горок 

Представьте, что вы находитесь в тележке на вершине американ

ских горок. При отсутствии трения легчайший толчок приведет тележку 

в движение. Если будет присутствовать кулоновское трение с прерывистым 
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(а) (Ь) 

в 

А в А 

Рис. 2.1 О. Два возможных движения материальной точки с наложенной связью ух = 
= О. (а) Материальная точка движется из точки А в точку В при отсутствии им
пульса lc в точке х = О. (Ь) Движение материальной точки из А в В, при котором 
вектор скорости v дважды терпит разрыв 

в с 

Рис. 2.11. Схема движения материальной точки по косинусоидальной траектории 

скольжением, то ситуация изменится. В любом случае тележка когда-ни

будь остановится, возможно даже вблизи самой верхней точки горок. При 

наличии достаточно большого статического трения тележка может остано

виться в любой точке трека. Величина, характеризующая как быстро в этом 

случае произойдет остановка тележки, называется коэффициентом динами

ческого трения. 

В этом разделе мы рассмотрим простейшую модель американских го

рок, учитывающую скачкообразное движение при трении16 . Сначала мы 

16Модель была разработана при сотрудничестве с Генри Лопезам [130]. 



76 ГЛАВА 2 

получим дифференциальное уравнение, описывающее движение тележки 

по треку, а затем с помощью численного интегрирования проанализируем 

динамику тележки. 

Уравнения движения 

Чтобы смоделировать движение тележки по американским горкам, 

можно рассмотреть тележку как материальную точку массы m, движущую
ся вдоль неподвижной плоской кривой: у= f(x 1 ), z =О. В этом случае на 
движение материальной точки накладываются две связи Ф 1 =О и Ф2 =О, 
где 

'li1 =У- j(x1), 'li2 = z. 

Эти связи обусловливаются силой F с = N + F f. Рассчитаем единичный 
касательный вектор et, единичный вектор нормали en и вектор бинормали 
еь к этой кривой [159]: 

где знак штриха обозначает провзводную по х1 . Эти три вектора составля

ют тройку Френе, которая рассчитывается при условии х 1 >О. На тележку 
действует нормальная реакция N = Nen + Л2Ез, сила трения Ftet и на
правленная вертикально вниз сила тяжести -mgE2 (рис. 2.11 ). 

Вектор ускорения для материальной точки, движущейся вдоль кривой 

со скоростью v = vet, равен 

где к, - кривизна пространствеиной кривой: 

Взяв составляющие et и en векторного уравнения F = ma, можно легко 
получить уравнения движения тележки и нормальную реакцию: 

(2.27) 
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2.11. УПРОЩЕННАЯ МОДЕЛЬ АМЕРИКАНСКИХ ГОРОК 

N = ~ (sign(f")mg + lf"lmxi) en, 
1 + f'2 

если!"= О. 

если !" '1- О, 

77 

(2.28) 

Эти уравнения применямы тогда, когда тележка движется, а трение носит 

динамический характер. В случае когда тележка неподвижна, на нее дей

ствует сила трения покоя. Тележка останется неnодвижной до тех пор, пока 

удовлетворяется критерий статического трения: 

1 

mgf' 1 J1 + !'2 ~ f.ls IINII· (2.29) 

С учетом (2.28) условие (2.29) можно уnростить до вида 

IJ'I ~ f.ls· (2.30) 

Это уравнение лежит в основе классического эксnеримента по измерению 

коэффициента статического трения: на наклонную плоскость помещает

ся брусок; угол наклона плоскости медленно увеличивают, nока брусок 

не начинает скользить. Тангенс угла наклона равен f.ls· Получим с nомо

щью (2.30) неnрерывную nоследовательность точек, в которых тележка 
продолжает оставаться неподвижной. 

Выберем косинусоидальную траекторию 

( 1ГХt) f(xt) = Acos Lo (2.31) 

и оnределим следующие безразмерные величины: 

Возможны, конечно, и другие траектории; в книге Шоу и Хаддоу [193] 
описывается несколько интересных вариантов кривой f(x). Еще один ин
тересный вариант- сnираль Эйлера (клотоида)- характерный для амери

канских горок типа «мертвая петля». 
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dx 
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Рис. 2.12. Фазовый портрет для уравнений (2.27)-(2.29) при отсутствии трения. 
Точки на оси х = L:J. обозначенные как·, соответствуют равновесным положениям 
тележки. Рисунок построен для to = 0,25 и J.ls = J.ld = 0,0 

Состояния покоя 

Если американские горки имеют гладкий трек, то тележка будет дви
гаться бесконечно; на рис. 2.12 изображена часть фазового портрета для 
этого случая. Мы говорили, что в точке (х = О,~~ = О) тележка нахо
дится в состоянии равновесия. При этом она покоится на самой верхней 
точке американских горок. По рис. 2.13а видно, что такого рода равнове
сия являются седловыми точками. Два равновесных положения в точках 

(х = ±1, ~~ = О) соответствуют случаю, когда тележка покоится в од
ной из нижних точек американских горок. Анализируя фазовый портрет 

на рис. 2.13с, легко понять, что равновесия этого типа являются центрами. 

Равновесные положения в точках (х = ( -2, О, 2), ~~ = О) соответствуют 
случаю, когда тележка покоится в одной из верхних точек трека. 

При наличии трения со скачкообразным движением фазовый порт
рет существенно изменяется (рис. 2.14). Во-первых, седлообразные участ
ки расщепляются; между двумя такими расщеплениями находится область 

прилипания (рис. 2.13Ь). В зависимости от значения х1 в эту область вхо
дят либо ±1 > О, либо ±1 < О. Если тележка войдет в эту область, она 



(а) 

(с) 

0,8 

2.11. УПРОЩЕННАЯ МОДЕЛЬ АМЕРИКАНСКИХ ГОРОК 

dx 
dт 

dт 

х 

х 

(Ь) 

(d) 

dx 
dт 

-0,2 

dx 
dт 

79 

х 

х 

Рис. 2.13. Более подробные фазовые портреты в окрестности равновесных точек 
для уравнения (2.27); функция f рассчитывается по (2.31). Для (а) и (с) /-Ld = О, 
поверхность трека гладкая. Для Ь и d /-Ld = 0,1; область прилипания s показана для 
случая J-Ls = 0,3 

остановится, причем остановится она вблизи верхней точки трека. Анало

гичным образом изменятся равновесные положения тележки в нижних точ

ках пути: они будут соответствовать не дискретным точкам, а их окрестно

стям (рис. 2.13d). Эти окрестности также являются областями прилипания, 
в которых тележка останавливается. 

Размеры области прилипании легко рассчитать по формуле (2.30). Су
ществует и графический метод, изображенный на рис. 2.15. По мере роста 
значений f-Ls область прилипании (или состояния прилипания) вокруг точек 
равновесия при /-Ld = О увеличивается в размерах. В конечном итоге все 
точки (х, О) на оси ~~ окажутся равновесными, в которых тележка будет 
покоиться 17 • Это явление достаточно просто объяснить с физической точки 

17 Для фазовоm портрета, изображенноm на рис. 2.13Ь, областью прилипания s служит от
резок [-0,124755; 0,124755], а для фазовоm портрета на рис. 2.13d областью прилипания s 
является отрезок [1- 0,124755; 1,124755]. 
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Рис. 2.14. Фазовый портрет для уравнений (2.29)-(2.29). Дискретные равновесия, 
характерные для случая без трения на рис. 2.12, заменяются семействами равно
весий, которым соответствуют возможные состояния покоя (прилипания) тележки. 

Рисунок построен для значений ta = 0,25 и J.l,d = 0,1 

зрения. Для полноты картины заметим, что для косинусоидальной траекто

рии f(x) при 
1ГА 

P,s ;;:: Lo 

тележка может остановиться в любом месте. Аналогичный результат дает 

графический метод, изображенный на рис. 2.15. 

2.12. Заключение 

В этом разделе нам удалось охватить огромный объем материала, на

чиная с описания различных сил, рассмотрения законов сохранения и ана

лиза множества примеров. При решении задач мы неизменно сталкивались 

с численным интегрированием обыкновенного дифференциального уравне

ния и последующей интерпретацией его решений. Физическое обоснование 

результатов модели - один из наиболее «благодарных» аспектов динами

ки, который, однако, может занимать много времени. Во многих последу

ющих главах рассматриваются другие примеры подобной интерпретации 
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результатов. Мы настоятельно рекомендуем вам обосновывать получаемые 

результаты с физической точки зрения, когда будете решать задачи в конце 

каждой главы книги или проводить свои собственные исследования. 

s 

1 
1 
11 
11 
11 
11 

! ! -2 

lt' 1 

0,2 
1 
1 
1 
11 
11 
11 

1 

-it~ = 0,3 

2 

Рис. 2.15. Графический метод расчета возможных областей прилипании s для слу
чая, когда тележка движется по гладкому треку американских горок; f.ls = 0,3. 

Метод основан на анализе условия (2.30) для траектории (2.31). То есть 1!'1 = 
= 11~ sin( Уа) 1· Примеры областей прилипании смотрите на рис. 2.13 

Задачи 

2.1. Какие из следующих силовых полей являются консервативными, 

а какие - неконсервативными? · 

Р = х1 Е1 + хзЕ2, 
Р = х2Е1 + х1Е2, 
Р = х1х2Е1, 

Р = -Losin(O)El +Locos(O)E2. 
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Здесь L 0 - постоянная. Чему равны соответствующие потенциальные энер

гии для консервативных силовых полей? 

2.2. Пусть материальная точка массы т движется в пространстве JE3
. 

Допустим, что на материальную точку действуют только консервативные 

силы. Применяя теорему о соотношении работы и энергии, докажите, что 
полная энергия Е материальной точки не изменяется. 

Предположим, что нам известно положение r(t1 ) материальной точки 
внекоторый более поздний момент времени t1. Также известны начальные 
условия r 0 и v0 . Докажите, что скорость llvll материальной точки можно 
найти из условия сохранения энергии. Приведите, как минимум, три физи
ческих примера применении полученного результата. 

2.3. Пусть материальная точка движется по гладкой неподвижной по

верхности. На материальную точку действует сила реакции, которая задает
ся с помощью лагранжена представления. К материальной точке приложе

ны консервативные силы. Докажите, что энергия. Е не изменяется. Кроме 
того, докажите, что если известны начальный радиус-вектор и начальный 

вектор скорости материальной точки, то мы всегда можем найти скорость 
материалЬной точки по известному ее положению r(t1 ). Как применяется 
этот результат в физике? Приведите три разных примера. 

2.4. Материальная точка свободно движется по гладкой горизонталь

ной плоскости х3 = О. Одновременно с этим шероховатая плоскость дви
гает материальную точку в направлении Е1 . Таким образом, на движение 

материальной точки накладываются две связи: W1 = О и W2 = О, где 

Чему равна реакция связи, действующая на материальную точку? 

2.5. Рассмотрите движение материальной точки массы m, радиус-век
тор которой равен r, а вектор скорости равен v. 

(а) Докажите, что вектор секторной скорости А не изменяется в том слу

чае, если равнодействующая F всех сил, приложеиных к материальной 
точке, является центральной силой18 . 

(Ь) Докажите, что условие сохранения кинетического момента Но экви
валентно условию сохранения вектора секторной скорости. 

(с) Пусть материальная точка движется по горизонтальной поверхности 

стола под действием упругой силы, нормальной реакции и вертикально 

18Сила Р называется центральной, если вектор Р параллелен вектору r. 
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направленной силы тяжести -mgEз. Один конец пружины закреплен 

в неподвижной точке О, а другой конец прикреплен к материальной 

точке. Жесткость пружины равна К, а длина пружины в свободном 

состоянии равна L 0 . Какую площадь заметает радиус-вектор матери

альная точка за определенный период времени? 

(d) Получите уравнения движения материальной точки из пункта (с). Ис
пользуя безразмерные параметры 

т=~t, r x=-
Lo 

и условие сохранения кинетического момент, докажите, что движение 

материальной точки можно описать интегрированием следующих диф

ференциальных уравнений: 

где 

h 
f3 = Lб._;кm' 

f3 
2' 

х 

(2.32) 

а h - постоянная, определяемая из начальных условий движения. Для 

ряда значений f3 (например, f3 = -20; -2; -1; О; 1; 2; 20) постройте фа
зовые портреты для первого уравнения из (2.32). Для некоторых тра
екторий из каждого фазового портрета зарисуйте движение материаль

ной точки19 . 

(е) Удостоверьтесь, что вектор секторной скорости при движениях мате

риальной точки, описанных в пункте ( d), не изменяется. 

2.6. Материальная точка массы т вращается вокруг неподвижной 

планеты массы М. Считается, что внешняя сила, действующая на тело, 

является консервативной силой Р. Соответствующая этой силе потенци

альная энергия Ир находится как функция от llrll, где r -радиус-вектор 
материальной точки, проведенный из неподвижного центра О планеты. 

(а) Докажите, что вектор r параллелен вектору Р. 

(Ь) Докажите, что кинетический момент Но материальной точки не изме

няется и что факт его сохранения означает, что движение материальной 

19Полученные результаты будут качественно совпадать с результатами, приведеиными в раз
деле 2.9 для материальной точки, движущейся по гладкой поверхности конуса. 



84 ГЛАВА 2 

точки является плоским. Плоскость, называется орбитальной и содер
жит точку О. Докажите, что за равные интервалы времени материаль
ной точки заметает секторы орбитальной плоскости равной площади. 

(с) Напишите уравнения движения материальной точки в сферических ко

ординатах. 

(d) Применяя закон сохранения Но, докажите, что уравнения из пункта 
(с) упрощаются до вида 

( .. iJ2) дUр 
mr-r =-ат, 

(2.33) 
2. 

mr () = h, 

где h - постоянная. 

(е) Докажите, что для решений системы (2.33) полная энергия Е матери
альной точки сохраняется. 

2.7. Материальная точка массы т свободно движется по внутрен

ней поверхности шероховатой сферы постоянного радиуса R0 . Центр сфе
ры расположен в начале координат О, а материальная точка прикреплена 
к неподвижной точке А, радиус-вектор которой равен аЕх + ЬЕу, пружиной 
постоянной жесткости К. Длинанедеформированной пружины равна Lo. 
На материальную точку действует вертикально направленная сила тяжести 

-mgE3 . 

(а) Применяя сферическую систему координат r = RoeR, получите выра
жения для вектора ускорения а и кинетического момента Но матери
альной точки. 

(Ь) Чему равен вектор скорости материальной точки относительно любой 
точки на поверхности сферы? 

(с) Определите реакпию связи F с. действующую на материальную точку. 

(d) Докажите, что если материальная точка движется по поверхности, то 
уравнения движения имеют вид 

тRо(ф- sin(ф) cos(ф)iJ2 ) =mgsin(ф)- K(llxll- Lo) ~~~~~Ф-

-J-LdiiNII ф , J ф2 + sin2( ф )iJ2 
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1 d ( 2 . 2 ·) ( х ·ее Rosin(ф)dt mRosш (ф)О =-К llxii-Lo)W-

- 11aiiNII sin(ф)B , 

-/Ф2 + sin2(ф)02 

где х = Rоен - аЕх - ЬЕу. 

(е) Докажите, что со стороны поверхности на материальную точку дей

ствует нормальная реакция, равная 

N =- ( mgEз ·е н+ K(llxll - Lo) xll·x~IR) е н
- mRo(ф2 + sin2 (ф)02 )eн. 

(f) Докажите, что если материальная точка неподвижна относительно по
верхности, то реакция связи равна 

Fc = mgEз + K(llxll- Lo) ~~~~~· 

Каково в этом случае условие статического трения? 

(g) Докажите, что если материальная точка движется по поверхности, то 
полная энергия материальной точки со временем уменьшается. 

(h) Уберем из задачи пруживу и допустим, что поверхность сферы глад
кая. Докажите, что кинетический момент Но · Е3 не изменяется. Ис
пользуя факт его сохранения, докажите, что безразмерные уравнения 

движения материальной точки упрощаются до вида 

d() 

dт 
h 

где h = (mk~ J!f) Но· Ез и т= jiit. 
(i) Допустим, что поверхность сферы гладкая. Используя факт сохранения 

полной энергии Е материальной точки, докажите, что материальная 

точка будет оставаться на внешней поверхности сферы до тех пор, 

пока выполняется неравенство 

mg(Зcos(ф)- 2соs(Фо))- mRo (Ф6 + sin2 (Фo)B5) >О, 
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гд~ Фа - значение начальной координаты ф материальной точки, а 00 

и Фа - начальные скорости. Поместим материальную точку на верши

ну сферы. Докажите, что если задать материальной точке начальную 

скорость v0 > ..;gl[O, то она немедленно оторвется от поверхности. 

2.8. Пусть на движение материальной точки массы т накладываются 
две связи: 

(хЕз + Е2) · v =О, (Е2) · v + e(t) =О. (2.34) 

(а) Докажите, что одна из связей является интегрируемой, а другая- нет. 

Для интегрируемой связи определите вид функпни Ф(r, t) =О. 

(Ь) Пусть на материальную точку, помимо реакпии связи 

действует сила тяжести -mgE3 • Исходя из теоремы об изменении ко

личества движения F = ma, получите уравнения движения матери
альной точки и рассчитайте реакпии связи. 

(с) С помощью теоремы об изменении кинетической энергии Т = F · v 
докажите, что полная энергия материальной точки со временем изме

няется. Обоснуйте с физической точки зрения этот факт. 

(d) Используя результаты из пункта (Ь), получите уравнение движения ма
териальной точки и найдите реакцию связи F с· 
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Уравнения движения Лагранжа для 

материальной точки 

3.1. Введение 

Теорема об изменении количества движения материальной точки F = 
= ma была сформулирована Ньютоном в конце 17-го века. Мы уже знаем, 
что это векторное уравнение распадается на три дифференциальных урав

нения, описывающих движение материальной точки. Позже были сформу
лированы альтернативные принцилы механики, некоторые их которых, как, 

например, принцип наименьшего действия, приводили к уравнениям дви

жения, эквивалентным тем, что получаются из равенства F = ma. Другие 
альтернативные принцилы приводим к иным соотношениям. Поэтому до 

сих пор центральное место при изучении динамики занимает вопрос об 

эквивалентности и взаимосвязи принцилов механики. 

В конце 18-го века Лагранж получил уравнения движения для матери

альной точки [121] 1. Уравнения движения Лагранжа имеют ряд привлека
тельных свойств: их можно использовать при наличии интегрируемых свя

зей, и они имеют одну и ту же каноническую форму как для материальной 

точки, так и для системы материальных точек или твердых тел. 

В этой главе рассматриваются уравнения движения Лагранжа для мате

риальной точки. Мы изучим несколько форм записи этих уравнений. Одной 

из форм, например, является (см. (3.2)) 

~ ( ~~) - ~~ = Fнекон. · ai. 

Во многих формах уравнений движения Лагранжа могут использоваться 

динамическое кулоновское трение и неконсервативные силы. Мы особо бу-

1 Знаменитый трактат Лагранжа «Аналитическая механика» издавался четырежды: в 1789, 
1811, 1853 и 1888 годах. Последние два издания выпущены уже после смерти автора. Не так 
давно было опубликовано второе издание книги на английском языке [122]. 
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дем подчеркивать эквивалентность уравнений Лагранжа закону F = ma. 
Об этой эквивалентности хорошо рассказывается во многих классических 

учебниках по динамике, например в работах Синга и Гриффита [207], а так
же Унттекера [228]. В этой главе мы во многом придержинаемся объясне
ний Кейси [27], изложенных четко и понятно. На работу Кейси мы также 
будем ссылаться при изучении систем материальных точек и твердых тел. 

3.2. Уравнения движения Лаграижа 

В разных учебниках используются разные способы вывода уравне

ний движения Лагранжа. Самым популярным способом является исполь

зование вариационного принципа Гамильтона (или принципа наименьше

го действия), хотя сам Лагранж [121] пользовался принципом Даламбера. 
Свои разработки Лагранж осуществлял, рассматривая механические систе

мы, подверженные голономным связям. Впоследствии Эдвард Раус (1831-
1907) и Аурел Босс (1845-1931) обобщили уравнения Лагранжана системы 
с неголономными связями (см. [183, раздел 24 главы IV] и [221]i. 

Мы применим подход, разработанный в дифференциальной геометрии 

и встречающийся, например, в учебнике Синга и Шильда [208]. Вполне 
возможно, что именно из этой книги упомянутый подход был перенесен 

в классический учебник Синга и Гриффита [207] и более поздний учебник 
Кейси [27]. 

Два тождества 

Предположим, что для JE3 выбрана криволинейная система координат. 
Следовательно, вектор скорости v задается следующим образом: 

3 

'"' ·i v = ~q ai. 
i=l 

Кинетическая энергия вычисляется по формуле 

3 3 

Т= r;v · v =т; L L ai · akqiqk. 

i=l k=1 

3 т т( 1 2 3 ·1 ·2 ·3) 
аметим, что = q , q , q , q , q , q . 

2 Более подробно об истории уравнений Лагранжа читайте в работах Папаставридиса [167, 
169]. Второе и третье уравнения движения из (3.8) называют уравнениями движения Рауса
Восса. 
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Рассмотрим теперь частные производвые от Т по координатам и их 

скоростям. Мы должны прийти к следующим результатам: 

дТ . -. =mv·a,; 
дq' ' 

д Т -. = mv·a,;. 
дiJ' 

На основе этих выражений строятся уравнения движения Лагранжа. 

Сначала рассчитаем производную от Т по координате: 

=mv· (~ )· 

Чтобы получить результат g~ = mv · ai, в первую очередь заметим, что 
3 д ·k 

v = Lk=l i/ak и 7/qт = О. Отсюда следует, что 

дТ =mv· (~i/дak)· 
дq' ~ дq' 

Учитывая, что ak =~·получаем: 

дТ -.=mv· 
дq' 

=mv· 

=mv· 

= mv· ai. 

На последнем шаге мы воспользовались формулой j = L:~=l ~i/, где 
f = f ( q1

, q2 , q3 ) - произвольпая функция. 
Частную производную от Т по скорости рассчитать гораздо проще, так 

как базисные векторы а,; не зависят от '/. Получаем: 

дТ =mv· 
дiz' 



90 ГЛАВА 3 

Оба тождества доказаны. 

Уравнения Лагранжа в ковариантной форме 

Важно отметить, что уравнения Лагранжа эквивалентны закону F 
= ma. Уравнения движения Лагранжа в той форме, в которой мы их изуча
ем, выводятся из этого уравнения путем расчета его ковариантных состав

ляющих, получаемых при помощи умножения его на ai. 
Сначала рассмотрим разность: 

.!L (дт) - 8Т: = .!i(mv ·а·)- mv ·а·= 
dt дq' дq' dt ъ ' 

= ma . ai + mv . ~ - mv . ai = 

=ma·ai= 

= F·ai. 

Отсюда имеем ковариантную форму уравнений движения Лагранжа: 

(3.1) 

Чтобы оценить всю красоту этого уравнения, воспользуемся им для вывода 

уравнения F = ma в покомпонентной форме для разных криволинейных 
координатных систем. 

Лаrранжиан 

Если разложить силу F на консервативную и неконсервативную со
ставляющие 

F =-\!И+ Fнекон., 

где И = И ( q1 , q2 , q3 ) - потенциальная энергия, то мы сможем получить 
уравнения Лагранжа в другой форме. Поскольку 

3 

\!И = "' дИ ak L..Jak , 
k=l q 
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уравнения Лагранжа сводятся к виду: 

1t ( ~~ - ~~) - ( ~~ - ~~) = F некон. · 8i · 

Определим лагранжиан L = Т- И. Тогда уравнения Лагранжа будут иметь 

вид: 

:t ( ~~) -~~ = Fнекон. · Вi· (3.2) 

Если на материальную точку не действуют неконсервативные силы, то пра

вая часть уравнений (3.2) равна нулю. Чтобы рассчитать уравнения движе
ния, необходимо провести минимальные вычисления: достаточно найти v 
и И. 

3.3. Уравнения движения свободной материальной точки 

Уравнения Лагранжа очень просто применять. Рассмотрим, например, 

случай, когда движение материальной точки описывается сферическими ко

ординатами: q1 = R, q2 =фи q3 =В. Тогда будем иметь 

и 

а1 = ен, а2 = Rеф, аз= Rsin(ф)ee 

т= m (R2 + R2 sin2 (ф)lP + R2J?). 
2 

Заметим, что Т не зависит от В. 

Чтобы получить уравнения движения Лагранжа в сферических коор

динатах, рассчитаем сначала шесть частных производных от Т: 

~~ = mRsin2 (ф)iP +mRф2 , 
д Т 
дО= О, 

дТ = mR2ф 
дф , 

~~ = mR2 sin(ф) cos(ф)iP, 

дТ =mR 
дR , 

дТ: = mR2 sin2 (ф)B. 
д() 

С учетом этих выражений получаем уравнения Лагранжа в ковариантной 

форме: 

1t (~~ = mR) - ( ~~ = mRsin2 (ф)02 + mRф2) = F. е н, 
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~ ( ~~ = mR2ф) - ( ~~ = mR2 sin2 (ф) соs(ф)В2) = F. Rеф, 

~ ( ~~ = mR
2 sin2 (ф)B) - ( ~~ =О) = F · Rsin(ф)e0 . 

(3.3) 

Очевидно, что эти уравнения гораздо легче рассчитать, чем в альтернатив

ном подходе, где мы дважды дифференцируем r = Rен по t. 
Предположим теперь, что на материальную точку действует только си

ла тяжести: 

F = -mgEз, И= mgEз · r = mgRcos(ф). 

В этом случае лагранжиан L равен 

L=T-U= 

= т; (R2 + R2 sin2 (ф)B2 + R 2(/?)- mgRcos(ф). 

Используя L или подставляя в (3.3) выражение для F, находим уравнения 
Лагранжа 

i!:_ ( дL ) - дL - О 
dt дi/ дqk- . 

Докажите, что оба подхода ведут к одному и тому же результату. 

3.4. Уравнения Лаrранжа в случае наложенных связей 

В предыдущем разделе мы не рассматривали уравнения Лагранжа 

в случае, когда на движение материальной точки накладываются связи. Сде

лаем это сейчас. Если связи являются интегрируемыми, то соответствую

щие реакции связей записываются при помощи лагранжева представления, 

и тогда становится очевидной вся красота и мощь уравнений Лагранжа. 

В рассматриваемом случае можно так выбрать криволинейные координа

ты qi, чтобы уравнения движения распадались на две системы. Первая 
система описывает свободное движение материальной точки, а вторая -
задает реакции связей как функции от свободного движения. 

Существует два подхода к построению уравнений Лагранжа, назовем 

их подход 1 и подход 11. Новичкам рекомендуем использовать первый под
ход. Как и в предыдущем разделе, будем придерживаться объяснений Кей

си [27]. 
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Предварительные расчеты 

Пусть на движение материальной точки накладывается интегрируемая 

связь 

Ф(r, t) =О 

и неинтегрируемая связь 

f · v+ е= О. 
Предположим, что для выбранных криволинейных координат интегрируе-

мая связь имеет вид 

Ф(r, t) = q3 - d(t) =О 

и что реакции связей записываются по Лагранжу следующим образом: 

Fc = Л1а3 + Л2 (t, fiai). 

Заметим, что fi = f · ~. 
Пусть к материальной точке приложела сила F а, которую можно раз

ложить на консервативную и неконсервативную составляющие: 

F а = -\7 И + F анекон. · 

Равнодействующая сила равна 

Суммарная неконсервативная сила, действующая на материальную точку, 

равна F некон. = F с + F анекон .. 
Кинетическая энергия материальной точки определяется по формуле 

3 3 

т т т """""" ( 1 2 3) ·i ·k = 2v. v = 2 L...t L...t aik q 'q 'q q q ' 
i=l k=l 

где aik = ai.ak. Накладывая на Т интегрируемую связь, находим связанную 
кинетическую энергию: 

(3.4) 

где 

2 2 2 

т. т """ """ - . i . k 2 = 2 L...t L...t aikq q , 'Л =т L ai3qid, (3.5) 
i=l k=l i=l 
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Здесь 

есть связанный метрический тензор. Знаком С) мы обозначили наложе

~ие ~нтеrушруемой связи (связей); подстрочные индексы в записи величин 

Т2, Т1 и Т0 указывают на степени величин q•. 

Пусть g = 10t2
. Тогда ддg 1 = 2 · 10 · 5 = 100. Друтими словами, мы 

t t=5 
сначала вычисляем производную g по t и затем в результирующую функ-
цию подставляем t = 5. 

Путем прямых вычислений находим: 

~~~ . ~~' 
q3=d,<J.3=d 

(3.6) 

дтl ...~-дт_о 
дqз . 1 дqз - ' 

q3=d,<j3=d 

В этих выражениях сначала считается частная производпая от Т и только 

затем учитывается уравнение связи q3 = d(t). Из (3.6) следует, что, исполь

зуя Т, можно построить лишь первые два уравнения движения Лагранжа, 
но не третье. Для частных производных от L и L, а также от И и U резуль
таты аналогичны (3.6). 

Обратите внимание, что мы не накладывали на кинетическую энер

гию Т и лагранжиан L неинтегрируемую связь. Это можно сделать, но для 
наших целей не потребуется. 

Подход 1 

В рамках первого подхода частные производные, фигурирующие 

в уравнениях движения Лагранжа (3.2), рассчитываются при отсутствии 
связей: 

d ( дL) дL dt дqk - [)qk = F анекон. · ak + (F с =О)· ak. 
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В явном виде получаем три уравнения: 

( 

з ) з з d ·i т дair ·i ·r дИ 
dt т L aiзQ - L L 2 f)Зq q + 7)3 = F анекон. ·аз. 

~1 ~1~1 q q 

В правых частях этих уравнений нет реакций связей, поэтому F = -\!И+ 
+ F анекон.· 

Наложим теперь интегрируемую связь qз = d(t) и введем неинтегри
руемую связь и реакции связей. Движение материальной точки и реакции 

связей описываются следующими уравнениями: 

qз = d, 

qз = d, 

!1 q1 + !2iJ2 + fзd + е = О, 
з з 

"""""" т дair ·i ·r дИ Л J F - ЦЦ 27)Тq q + [il = 2 1 + анекон. · а1, 
i=1 r=1 q q 
з з 

"""""" т дair ·i ·r дИ , f: F - Ц Ц 2{)2q q + {)2 = Л2 2 + анекон. • а2, 
i=1 r=1 q q 

( 

з ) з з d ·i т дair ·i ·r дИ 
dt L таiзQ - L L 2 f)Зq q + 7)3 = Л1 + Л2fз + F анекон. ·аз. 

i=1 i=1 r=1 q q 
(3.7) 

В последних четырех уравнениях мы опустили знак-над И, fi, ai и aik· 
Важно отметить, что при отсутствии неинтегрируемой связи уравне

ния (3.7) сводились бы к двум системам уравнений. Первую систему со
ставляли бы четвертое и пятое уравнения из (3.7), т. е. дифференциальные 
уравнения для q1 (t) и q2 (t), описывающие свободное движение матери
альной точки. Вторую систему составляло бы шестое уравнение из (3.7), 
определяющее реакцию связи Fc = Л1 аз, действующую на материальную 
точку. 
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Подход 11 

В рамках второго подхода мы непосредственно оперируем лагранжиа

ном L = Т - tJ. Поскольку 
- - 1 2 ·1 ·2 L=L(q ,q ,q ,q ,t), 

частные производные от L по q3 и q3 равны нулю. Следовательно, с уче
том (3.6) и (3.2) получаем всего два уравнения Лагранжа: 

d (aL) 
dt [)q 1 

aL F - F -- oq1 = с· а1 + анекон. · а1, 

d (aL) 
dt 8q2 

aL F - F -- oq2 = с· а2 + анекон. · а2. 

Вводя неинтегрируемую связь и выражение для реакции связи F с. находим 
уравнения для определения Л2 , q1 ( t) и q2 ( t): 

fiq1 + f 2q2 + fзd +е= О, 

d (aL) aL -
dt oi/ - oq1 = Л2/I + F анекон. · а1, 

(3.8) 

d (at) at -dt 8iP - oq2 = Л2f2 + F анекон. · а2. 

Обратите внимание, что в этих уравнениях не фигурирует Л1 . Заметим так

же, что при отсутствии неинтегрируемой связи для расчета q1(t) и q2 (t) 
достаточно использовать дифференциальные уравнения из подхода II. Вто
рое и третье уравнения из (3.8) являются примерами уравнений движения 
Рауса-Босса. 

3.5. Движение материальной точки на сфере 

Для иллюстрации описанных выше подходов рассмотрим движение 

материальной точки по гладкой поверхности сферы. Радиус R сферы -
известная функция времени: R = d(t). На материальную точку действу
ет консервативная сила -mgE3 инеконсервативная сила DRee, где D
постоянная. Позже мы наложим на движение материальной точки неинте

грируемую связь. 
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Для решения этой задачи удобно воспользоваться сферической систе-

мой координат: 

ql =е, qz = ф, qз = R. 

Тогда интегрируемая связь R = d(t) будет иметь вид 

Ф(r, t) = R- d(t) =О. 

Так как поверхность сферы гладкая, запишем реакцию связи с помощью 

множителя Лагранжа: 

Fс=Лен. 

В выбранной системе координат кинетическая и потенциальная энергии 

материальной точки равны 

Связанные кинетическая и потенциальная энергии равны 

Ковариантными базисными векторами являются 

Из этих выражений легко найти связанные составляющие ai базисных век
торов. 

Сначала применим ПОДХОД II и построим уравнения для e(t) и ф(t). 
Эти два уравнения имеют вид: 

~ ( ~;) - ~~ = F . а1 = 

d (aL) 
dt аф 

= F с · а1 + Ddeo · а1 = 
= Dd2 sin(ф), 

= F с · az + Ddeo · az = 

=0. 
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Вычисляя частные производные от связанного лагранжиана, преобразуем 

эти уравнения к виду: 

:ft (md2 sin2 (ф)B) = Dd2 sin(ф), 

d 2. 2 "2 
dt (md ф)- md sin(ф) соs(ф)О - mgdsin(ф) =О. 

(3.10) 

Видим, что в этих уравнениях нет реакции связи Лен. 

Теперь обратимся к альтернативному подходу (подходу I), в рамках 
которого мы оперируем свободным лагранжианом L. Получаем три урав
нения движения: 

!i (д~ = mR2 sin2 (ф)e) - (дL =о) = 
dt дО дО 

= Fанекон. · Rsin(ф)eo, 

:ft ( ~~ = mR2ф)- (~~ = mR
2 sin(ф) соs(ф)В2 + mgRsin(ф)) = 

= F анекон. · Rеф, 

:t (~~ =mR)-(g~ =mRsin2 (ф)B2 +mRф2 -mgcos(ф)) = 

= F анекон. ·е н. 

Накладываем интегрируемую связь и вводим реакцию связи F с· Уравнени
ями движения будут: 

:t (md2 sin2 (ф)B) = Dd2 sin(ф), 

:t (md2ф)- md2 sin(ф) соs(ф)В2 - mgdsin(ф) =О, 

:ft (md)- (mdsin2 (ф)B2 + mdф2 - mgcos(ф)) =Л. 

(3.11) 

Первые два уравнения идентичны уравнениям (3.10), а третье уравнение 
служит для вычисления реакции связи F с· 

Определим еще одну связь: 
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Используя представление Лагранжа, находим полную реакцию связи, дей

ствующую на материальную точку: 

Чтобы получить уравнения движения для случая, когда активна неинтегри

руемая связь, мы должны ввести лишь реакцию связи, соответствующую 

неинтегрируемой связи в правой части уравнения (3.11), и добавить в ре
зультирующие уравнения неинтегрируемую связь: 

л е+ !2Ф + !зd +е= о, 
~ (md2 sin2 (ф)B) = Dd2 sin(ф) + Л2!1, 

;t (md2ф)- md2 sin(ф) соs(ф)02 - mgdsin(ф) = >..2!2, 

;t (md)- (mdsin2 (ф)02 + mdф2 - mg соs(ф)) =Л+ Л2 fз. 

В качестве упражнения попробуйте доказать, что если бы неинтегрируемая 

связь была интегрируемой с Л= О, !2 = 1, fз =О и е= О, то можно было 
бы еще более упростить эти уравнения. В этом случае материальная точка 

двигалась бы по окружности радиуса dsiп(ф0 ). 

3.6. Немного о геометрии и кинематике материальной 
точки 

Прежде чем говорить об уравнениях Лагранжа и их геометрическом 

смысле, рассмотрим некоторые сведения из дифференциальной геометрии. 

Мы ограничимся обсуждением лишь тех аспектов дифференциальной гео

метрии, которые нам понадобится в будущем. Таким образом, мы ни в коей 

мере не претендуем на полноценное знакомство с этой удивительной об

ластью науки. Мы можем порекомендовать несколько превосходных учеб

ников, например [47, 149, 155, 201]. Особенно настойчиво рекомендуем 
прочитать главу 1 из книги Ланцоша [124], в которой рассматривается ки
нетическая энергия с точки зрения дифференциальной геометрии, и более 

позднюю работуЛюцена [132], где имеется исторический обзор о взаимо
действии геометрии и динамики в 19 веке. 

Нас интересуют поверхности и кривые в пространстве JE3
. Допустим, 

что они являются гладкими, т. е. не имеют краев и острых углов. Назовем 
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их многообразиями. Если речь идет о кривой, то для локальной параметри

зации точек Р на этом многообразии необходима единственная координата. 

Такое многообразие называется одномерным. Для параметризации точек на 

поверхности необходимы две координаты, поэтому такое многообразие на

зывается двумерным. Обобщая, найдем, что такие подмножества JE3 , как 
твердые шары и твердые эллипсоиды, являются трехмерными многообра

зиями. 

Ранее в разделе 1.5 мы ввели криволинейные координаты. Для задан
ной поверхности (или кривой) мы использовали эти координаты как для 

задания положений точек на многообразии, так и для определения самого 

многообразия. К примеру, точки на сфере радиуса R0 определяются с помо

щью сферических координат фи О, а сама сфера задается координатой R: 
R = R0 . Аналогично для окружности: точки на окружности задаются ци

линдрической координатой(), а для задания самой окружности используют

ся координаты r и z. Криволинейная система координат, с помощью кото
рой мы определяем точки на многообразии, называется картой. Для неко

торых многообразий, таких как плоскость, прямая, окружность, достаточно 

единственной карты для задания каждой точки на многообразии. Для таких 

поверхностей, как сферы, для которых в полюсах нельзя задать сфериче

ские координаты, нужны по меньшей мере две карты. Набор всех карт для 

многообразия называется атласом (термин заимствован из картографии). 

(Ь) 

Рис. 3.1. Два примера многообразий и касательных пространств в точках на этих 
многообразиях: (а) кривая С и (Ь) сфера S 

В каждой точке Р многообразия М существует касательное простран
ство ТрМ. Если многообразие п-мерно, то касательное пространство ТрМ 

также п-мерно. Для кривой, изображенной на рис. З.lа, касательное про

странство ТрС является прямой, а для сферы S на рис. З.lЬ- плоскостью. 

Если зафиксировать точку Р на сфере, то это эквивалентно фиксированию 
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полярных координат ф = Фо и () = е о. Векторы 

еФ = еФ(Фо, ео) = sin(Фo)(cos(eo)El + sin(eo)E2) + соs(Фо)Ез, 
ее = ео(ео) =- sin(eo)El + cos(eo)E2 

образуют базис для касательного пространства TpS в точке Р, и любой век
тор, касающийся сферы в этой точке, можно выразить через эти базисные 

векторы. То же самое справедливо и для точки на кривой, только касатель

ное пространство здесь определяется единственным вектором. И послед

ний пример: для материальной точки, свободно движущейся в простран

стве М = 18:3, размерность касательного пространства ТрМ также равна 
трем. 

Снова вернемся к сфере радиуса R. Выберем на ней две точки Р1 и Р2 
и рассмотрим траекторию v между ними (рис. 3.2). Найдем длину пути, 
которую необходимо пройти по этой траектории v. Сначала параметризуем 
кривую параметром и, где и= иа в точке Ра. Тогда кривую можно одно

значным образом задать функциями ()(и) и ф( и )3 • Чтобы найти расстояние 
ВДОЛЬ V, МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ ИНТеграл 

tls = l R2 · 2(ф) d() d() + R2 dф dфd 
sш dи dи dи dи и. (3.12) 

С учетом (3.4), (3.5) и (3.9) выражаем подынтегральную функцию в правой 
части уравнения (3.12) через кинетическую энергию материальной точки, 
движущейся по поверхности сферы: 

tz bl tz 

= J у !{)fdt = J llvoтн.lldt. 
Для второго интеграла мы заменили переменную и параметризовали путь 

параметром t, а не и. Попробуйте доказать, что для окружности мера дли
ны, аналогичная (3.12), может быть получена с помощью единственной 

3Если бы, например, кривая была участком экваториальной линии, тогда ()(и) = ()(щ) + 
+ u~;~l и ф(и) = i· 
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угловой координаты е. Для М = Е3 меру длины можно определить стан
дартным образом с помощью декартовых координат: 

Lis= 1 3 
'""'" dxk dxk d 
L..... dи dи и. 
k=l 

t2 /2Т 
Легко видеть, что это выражение сводится к виду J у 'f!i:dt. 

tl 

Рис. 3.2. Кривая v, соединяющая две точки на поверхности сферы S. Вектор скоро
сти v оrн. материальной точки, движущейся вдоль этой кривой, лежит в касательной 
плоскости TpS к кривой в каждой ее точке Р 

Для п-мерного многообразия М меру длины, аналогичную (3.12), 
можно найти по формуле4 

Lis= ]tt 
i=l k=l 

Ul 

Параметризуя путь временем t, а не переменной и, находим 

n n 

L L CLikfi(jk dt. 
i=l k=l 

(3.13) 

4Индекс n здесь равен 1, 2 или 3. В последующих главах мы увидим, что значения n могут 
варьироваться от 1 до ЗN для системы N материальных точек и от 1 до 6 для твердого тела. 
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Следуя Герцу [92], представим себе частицу массы m, движущуюся внутри 
многообразия М, называемого конфигурационным. Скорость частицы от

носительно М равна Vотн. = I:~=l qkiik. Следовательно, выражение (3.13) 
сводится к виду t2 

~s = J llvoтн.lldt. (3.14) 

tl 

Отсюда следует, что, определяя ~s, мы также определяем меру длины век

тора Vотн. Е ТрМ. Такая мера называется метрикой, а многообразие, наде

ляемое метрикой, - римановым многообразием. Этим термином мы обяза

ны Георгу Риману ( 1826-1866) и его значимой работе [ 179]. 
Очевидно, что мера длины (3.13) напрямую связана с кинетической 

энергией материальной точки, поэтому Синг [205] назвал величину 

n n 

ds = 2::: 2::: aikQiqk dt (3.15) 
i=l k=l 

кинематическим линейным элементом. В историю появления этой меры 

длины внесли свой вклад такие выдающиеся фигуры, как Якоби [103], Рич
чи и Леви-Чивита [178]. Возможны и другие выражения для ds (см., напри
мер, [123, 124, 149, 205]), некоторые из которых широко используются в ре
лятивистской механике. Согласно теории относительности Эйнштейна, мы 

вправе выбирать конкретное выражение для ds, как и единицу расстояния, 
будь то метр или фут. 

Чуть выше мы представляли себе частицу массы m, движущуюся 
внутри многообразия М. Ясно, что в случае одной материальной точ

ки такое представление составить легко. Конфигурационное многообразие 

в этом случае соответствует физической поверхности или кривой, вдоль 

которой движется частица. Однако движение системы материальных точек 

или твердых тел, подверженных связям, существенно сложнее, а описание 

движения изображающей точки вовсе не тривиально. Лишь не так давно 

Кейси [27] смог решить эту проблему для системы материальных точек5 . 
Впоследствии он расширил свое построение на случаи одного твердого те

ла [28] и системы твердых тел [30]. 

3.7. Геометрический смысл уравнений движения 
Лагранжа 

Некоторые читатели, возможно, догадались, что уравнения движения 

Лагранжа, получаемые в рамках подхода 11, соответствуют проекпиям урав-

5В разделе 4.7 мы это увидим. 



104 ГЛАВА 3 

нения F = ma на ковариантные базисные векторы для несвязанных коор
динат. Иначе говоря, мы проецируем F = ma на базис касательного про
странства ТрМ. 

Для тех, кто еще не пришел к этому выводу, рассмотрим уже знакомый 

нам пример с движением материальной точки по сфере радиуса R = d(t). 
Мы знаем, что этот случай описывается двумя уравнениями Лагранжа для () 
и ф, которые получаются в том случае, если мы вычислим составляющие 

d sin( ф )ее и dеф векторного уравнения F = ma. Два вектора d sin( ф )ее 
и dеФ образуют базис касательного пространства TpS в точке Р сферы S. 
Более того, поскольку реакция связи, соответствующая интегрируемой свя

зи Лен, перпендикулярна сфере, она не фигурирует в двух уравнениях 

Лагранжа. 

Важной характеристикой неинтегрируемых связей является то, что со

ответствующую им реакцию связи нельзя убрать из уравнений, описываю
щих свободное движение. Этот недостаток уравнений движения Лагранжа 
устраняется в том случае, если использовать альтернативные формы урав

нения F = ma, подходящие для систем с неинтегрируемыми связями. Но 
мы не будем углубляться в этот вопрос, а поговорим более подробно о гео
метрическом смысле уравнений движения Лагранжа. В своих рассуждениях 

будем придерживаться работ Кейси [27], Ланцоша [124] и Синга [205]. 

Движение материальной точки при наличии одной интегрируемой 

связи 

Сначала рассмотрим случай с одной интегрируемой связью: 

Ф(r, t) = q3 
- d(t) =О, 

где d(t)- известная функция. Связь Ф =О задает в пространстве JE3 дви
жущуюся двумерную поверхность, в данном случае есть координатная по

верхность q3 . Ранее говорилось, что такая поверхность называется конфи
гурационным многообразием М (рис. 3.3). Скорость материальной точки 
относительно координатной поверхности равна 

Vотн. = q1a1 + q2az. 

Координаты q1 и q2 называются обобщенными. Число обобщенных коор
динат равно числу степеней свободы материальной точки. Таким образом, 
свободно движущаяся частица имеет три степени свободы, а частица, дви
жущаяся по поверхности, - только две. 

Напомним, что в каждой точке Р многообразия М векторы { а1 , az} 
образуют базис для касательной плоскости ТрМ к М в точке Р. Опреде-
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лим относительную кинетическую энергию Т rлн. = Т2: 

2 2 

т. т "'"""'"" т- - ·i ·k rлн. = 2Vотн. · Vrлн. = ~ ~ 2~ · akq q . 
i=1 k=1 

Теперь рассмотрим движение материальной точки по многообразию М. 

Чтобы найти расстояние, которое проходит материальная точка за интервал 

времени t 1 - t0 , надо проинтегрировать величину вектора скорости Vrлн. по 

времени: 

tl 

s(t1)- s(to) = J VVотн. · Vrлн.dt = 
to 

= J J2
;;·dt. 

to 

Продифференцируем полученный результат по времени t и найдем кинема
тический злемент длины ds: 

2 2 

L L а; . akdqidqk. ds = J2
;;·dt = (3.16) 

=1 k=1 

Как говорилось в разделе 3.6, мера длины определяется кинетической энер
гией Тrлн.· В качестве упражнения докажите, что интеграл в (3.16) есть не 
что иное, как интеграл в (3.12). 

Предположим, что реакции связей, соответствующие интегрируемым 

связям, задаются ПО Лагранжу как F с = Ла3 о Тогда F с о а1 = F с о а2 = О, 
т. е. в первых двух уравнениях Лагранжа реакции связи не будет. Силы 

называются обобщенными. Мы используем для них такие же выражения, 

как в других учебниках по динамике (например, [14, 80]). Кроме того, 
с помощью подхода 11 получаем дифференциальные уравнения для q1 ( t) 
и q2 (t): 

.!i ( aL) _ aL _ F . а 
dt 8i/ 8q1 - анекон. 1' 

.!i ( aL) _ aL _ F . а dt 8iP дq2 - анекон. 2 · 

(3.17) 
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2 
q координатная кривая 

1 
3 q координатная кривая 

а 

3 
q = d ( t) координатная поверхность 

о 

Рис. 3.3. Конфигурационное многообразие М для материальной точки, движущейся 
по поверхности. Координаты q1 и q2 называются обобщенными, а М есть коорди
натная поверхность q3 = d(t) 

Накладывая на движение материальной точки неинтегрируемую связь, мы 

не изменяем М. В общем случае эта связь привносит в уравнения (3.17) 
реакции связей. Наличие этих сил препятствует разделению уравнений 
Лагранжа, характерному для интегрируемых связей. 

Движение материальной точки с двумя интегрируемыми связями 

Рассмотрим случай, когда на движение материальной точки наклады

ваются две интегрируемые связи: 

Ф 1 (r, t) = q3
- d3 (t) =О, Ф2 (r, t) = q2

- d2 (t) =О. 

Заметим, что мы работаем с криволинейными координатами, поэтому свя
зи задаются очень просто. В каждый момент времени пересечением двух 

поверхностей Ф 1 = О и Ф 2 = О в пространстве 18:3 является кривая -
в нашем случае координатная кривая q1 (рис. 3.4). Конфигурационное мно
гообразие М соответствует координатной кривой q1 . Для рассматриваемой 
системы координата q1 является обобщенной. 

Вектор скорости материальной точки относительно М задается также 

легко. Он равен 
·1-

Vorn. = q ~1· 
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3 3 
~ = d ( t) координатная поверхность 

о 2 2 
q = d ( t) координатная поверхность 

Рис. 3.4. Движение материальной точки по кривой. Вектор ii1 касается координат
ной кривой q1 , получающейся при пересечении координатных поверхностей q2 = 
= d2 (t) и q3 = d3 (t). Таким образом, координатная кривая q1 является конфигура
ционным многообразием М. Векторы а2 и а3 (на рисунке не показаны) перпенди
кулярны к М 

Ясно, что а1 касается М. Действительно, вектор а1 , рассчитываемый в точ

ке Р, является базисным для одномерного пространства ТрМ. Кроме того, 

вектору v отн. соответствует относительная кинетическая энергия 

ГГ' т т- - ·1·1 
.Lотн. = 2Vотн. · Vотн. = 2а1 · a1q q . 

С учетом предыдущих построений (см. уравнение (3.15)) находим кинема
тический элемент длины для М: 

ds = V2Т::н. dt = Ja1 · ii1dq1dq1. 

Если реакции связей задаются ПО методу Лагранжа, т. е. Fc = А1 а3 + А1 а2 ' 
то, применяя подход П, мы можем легко найти дифференциальное уравне

ние для q1 (t): 

d ( aL) aL -dt дri - дql = F анекон. · а1, 

где L = L(q1
' q1

' t), а F. а1- обобщенная сила. 
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3.8. Движение материальной точки по спирали 

В качестве иллюстрированного примера рассмотрим движение матери
альной точки по спирали и проведем все необходимые расчеты (рис. 3.5). 
Спираль может быть как шероховатой, так и гладкой; приложеиные силы 
также могут варьироваться. Этот пример представляет для нас интерес по 

нескольким причинам. Во-первых, он позволяет наглядно продемонстриро

вать, как с помощью формул Серре-Фре не и тройки Фре не { et, en, еь} 
описать движение материальной точки вдоль пространствеиной кривой. 
Во-вторых, на этом примере мы продемонстрируем применение неортого

нальной системы криволинейных координат6 . 

направление роста значений s &В 

/ 
-ре-п------~---~~-

Ез 

J.-E2 
El 

Рис. 3.5. Спираль и соответствующая ей тройка Френе {et, еп, еь}, где et- единич
ный касательный вектор, еп - единичный вектор главной нормали, а еь = et х еп -
вектор бинормали 

Криволинейные координаты, базисные векторы и другие 
кинематические величины 

Спираль есть кривая, образованная пересечением двух поверхностей: 
цилиндрической r = R и винтовой (геликоида) z =сО, где с и R- постоян
ные. Эти поверхности удобно задать с помощью криволинейных координат: 

q
1 = О= tg-

1 
( ~~), q2 = r = J XI + х~, 

6Это такая координатная система, в которой ai не обязательно параллельно а;. 
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3 () v 2 2 -1 (Х2) q = 1J = z - ar = хз - 01. х1 + х2 tg х1 . 

Заметим, что 

r = х1Е1 + х2Е2 + хзЕз = 
= r cos( В)Е1 + r sin( В)Е2 + ( 1J + arB)E3 . 

Вводя координаты таким образом, мы минимизируем дальнейшие преоб

разования. Не следует забывать, что при r = О криволинейную систему 

координат задать нельзя. Это значит, что для нее характерны те же случаи 

вырождения, что и для цилиндрической или сферической систем координат. 

С помощью координат(), r и 1J можно задать базис для IE3
: 

Кроме того, зная представление градиента в цилиндрических координатах, 

находим контравариантные базисные векторы: 

Обратите внимание, что ai · aj = дf, как и следовало ожидать. Ни ковари
антный, ни контравариантный базисы не являются ортогональными. 

Согласно [159], тройка Френе для спирали радиуса R равна: 

Кручение т, кривизна к, и параметр длины дуги s для спирали равны: 

Эти же результаты применимы и к спирали с зависимыми от времени 01. 

и R. Проверьте, что вектор а1 параллелен вектору et и что векторы а2 и а3 

принадлежат плоскости, образованной векторами en и еь. 
В случае свободного движения материальной точки в пространстве JE3 

ее скорость рассчитывается по общей формуле v = 2.:::~= 1 qiai, из которой 
немедленно следует, что 

v = B(ree + аrЕз) + r(er + аВЕз) + 1)Ез. 
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Кинетическая энергия материальной точки равна 

На движение материальной точки по спирали накладываются две связи: 

\II1 =О и \IIz =О. Они имеют вид: 

\II1(r,t) = q2 - R, 

\IIz(r, t) = q3. 

Прежде чем записывать выражения для реакций связей, действующих на 
материальную точку при ее движении по спирали, необходимо вычислить 

градиент этих двух функций. В качестве обобщенной координаты будем 
использовать координату О. 

Силы 

Пусть на материальную точку действует приложенпая сила F а· Пред
положим также, что трение носит кулоновский характер. Тогда если мате

риальная точка движется относительно спирали, то 

где 

С другой стороны, если материальная точка неподвижна относительно спи
рали (т. е. значение () постоянно), то 

F = Fa + Л1а2 + Лzа3 + Л3а1 . 

При этом сила трения должна удовлетворять условию статического трения 

где 
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Уравнения Лагранжа 

Случай свободного движения материальной точки в пространстве JE3 

описывается тремя уравнениями Лагранжа: 

!1 (от)_ ат =F·a·. 
dt дiJ' дq' 

2 

В системе координат { (), r, 'ГJ} эти уравнения имеют вид: 

~ ( ~~ = тr2 0 + тar(1j + af() + arB)) -

- ( ~~ = тar(1j + af() + arB)) = F · (а1 = reo + аrЕз), 

:t ( ~~ = тr +та()(?]+ af() + arB)) -

- ( ~~ = тr02 + та0(1] + af{) + arB)) = F · (а2 = er + а()Ез), 

:t (~~=т(?]+ af{) + arB)) - (~~=О) = F ·(аз= Ез). 

Уравнения движения материальной точки по спирали 

Подставляя в предыдущие уравнения соответствующее выражение для 

равнодействующей силы и накладывая связи, получаем уравнения движе

ния материальной точки по спирали. Если материальная точка движется 

относительно спирали, то путем несложных математических преобразова

ний приходим к уравнениям: 

d
d (т(l+a2)R2 ti) =Fa·ai-J.Ldll>.la?+Л2aзlillaiii-t, 
t 1{)1 

d ( 2 ·) 2 ·2 ll 2 зll tia1 · а2 
dt та R(){) - т(1 +а )R() = F а· а2 + Л1 - J.Ld Л1а + Л2а \\tia

1
\l , 

d ( не·) F - , ll' -2 , -зll tia1 ·аз 
dt та = а • аз+ Л2 - Jld Лlа + Л2а jjoalll , 
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где 

Одно из этих уравнений есть дифференциальное уравнение, описывающее 

свободное движение материальной точки, а два других - уравнения отно

сительно неизвестных л1 и л2. 

В случае когда движение материальной точки является предопределен

ным (материальная точка неподвижна относительно спирали), из уравнения 

F = ma получаем три уравнения для трех неизвестных: 

Остается применить критерий статического трения. Проделайте это само

стоятельно. 

Материальная точка на rладкой спирали 

В этом случае будем иметь 

Поскольку F с • а1 = О, уравнения Лагранжа разделяются: 

d 2 2. 
dt (m(l +о: )R В)= F а· а1, 

d 2 • 2 "2 
dt (то: RBB)- m(l +о: )RB = F а· а2 + Л1 , 

d . 
dt (mo:RB) = F а· аз+ Л2. 

Следовательно, искомое дифференциальное уравнение движения имеет 
вид: 

2 2 .. 
m(l +о: )R В= F а · (Reo + о:RЕз), 

а реакция связи равна 

Fc = Л1а2 + Л2а3 = 
= (mo:2 RёВ- mRB2

- Fa · а2)а2 + (то:Rё- Fa · аз)а3 . 

Найдя из обыкновенного дифференциального уравнения В как функцию 

времени, можно затем определить F с как функцию времени. 
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Проиллюстрируем полученные уравнения на примере движения ма-

териальной точки под действием силы тяжести F а -mgE3 . Из этих 

уравнений следует, что 

m(1 + ci)R2ё = -mgaR. (3.18) 

При начальных условиях B(to) = 80 и O(t0 ) L<Jo решением уравне-
ния (3.18) будет 

B(t) =Во+ L<Jo(t- to) - ga 
2 

(t- to)2 . 
2R(1 +а ) 

С учетом этого находим реакцию связи: 

(
mgaB(t) ·2 ) 2 mg 

Fc = 2 
- mRB (t) а + --2 

(Ез- а(Вет +ее)), 
1+а 1+а 

где B(t) получена выше. 

Замечания 

Предположим, нам надо составить уравнение движения материальной 

точки, свободно движущейся по гладкой спирали. В этом случае реакции 

связей нас не интересуют, поэтому искомое дифференпиальное уравнение 

может быть найдено методом наложения связей на выражение для Т: 

Кроме того, 

d (дт) дт -dt дО - дО = F · а1 = F · (Reo + аRЕз) = Fa · (Re0 + aRE3 ). 

Получающееся в результате простых вычислений дифференциальное урав

нение идентично уравнению (3.18). 
Уравнения Лагранжа, которые получаются в рамках подхода II (т. е. со

держащие Т), имеют свои очевидные преимущества. Однако в них нельзя 
учесть динамические силы трения. Тем не менее именно подход 11 тради
ционно используется в учебниках и научной литературе для построения 

уравнений Лагранжа. Заметим что 8 '1: = 8 '1: = эт = эт = О поэто-
, 8т 81) 8т 81) ' 

му, накладывая связи, мы лишаемся возможности получить оставшиеся два 

уравнения Лагранжа. 
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3.9. Заключение 

В этой главе мы рассмотрели разные формы уравнений движения 

Лагранжа для материальной точки. Самой фундаментальной из них являет
ся следующая (см. (3.1)): 

!L (от)_ ат =F· . 
dt дi/ дqi ~· 

В одном из упражнений, которые приводятся ниже, мы получим другие две 

формы этих уравнений, представляя частные производные в виде функций 
координат и их скоростей. Этими формами являются: ковариантная (урав
нение (3.22)) и контравариантная (уравнение (3.23)). Если разложить силы, 
действующие на материальную точку, на консервативные и неконсерватив

ные, то (3.1) сводится к (3.2): 

d (oL) 
dt дq' 

дL - -. = Fнекон · ai. 
дq' . 

Предположим теперь, что на движение материальной точки накладывает

ся интегрируемая связь и что эту связь можно записать в виде уравнения 

q3 - f(t) = О. Предположим также, что соответствующая реакция связи 
равна F с = Ла3 . Тогда уравнениями Лагранжа будут дифференциальные 
уравнения относительно обобщенных координат q1 и q2 : 

d ( aL) aL -dt дqо. - дqо. = F некон. · ао., а= 1,2. (3.19) 

В этих уравнениях фигурирует связанный лагранжиан L, который получа
ется из L путем наложения интегрируемой связи q3 = f ( t), и, что еще 
более важно, не содержится Л. Это значит, что уравнения движения (3.19) 
не содержат реакций связей. Данный случай, в котором все связи являются 
интегрируемыми, а для реакций связей применимо лагранжево представ

ление, является примерам механической системы, на которую наложены 

«идеальные связи». 

В этой главе мы также рассмотрели ситуацию, когда на систему на
кладываются неинтегрируемые связи, и описали метод построения уравне

ний движения. При наложении неинтегрируемых связей число обобщенных 

координат, конфигурационное многообразие и кинематический линейный 
элемент не изменяются. 



3.9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 115 

Аналогичные выводы справедливы и для систем материальных точек, 

твердых тел и систем материальных точек и твердых тел. Главные отличия 

состоят в том, что в этих случаях усложняется расчет кинетической энер

гии и что в правых частях уравнений Лагранжа фигурирует несколько сил 

и моментов. Несмотря на эти отличия, в уравнениях движения выделяется 

система таких уравнений для обобщенных координат, которые не содержат 

реакций связей, при условии, что реакции связей были записаны по ме

тоду Лагранжа. В этом и состоит наиболее значимое свойство уравнений 

Лагранжа для систем, подверженных интегрируемым связям. 

Задачи 

3.1. Из задачи 1.5 главы 1 вспомним, что для параболической систе
мы координат {и, v, О} справедливы равенства: 

дr дr Е 
а1 = ди = ver + иЕз, а2 = дv = иеr - v з, 

дr 
аз=-= иvео 

дО 

и 

2 1 
а = 2 2 а2, и +v 

(а) Пусть на материальную точку массы т действует сила F и она сво
бодно движется в пространстве 1Ез. Докажите, что уравнения движения 
материальной точки имеют вид 

~ (m(и2 + v2 )u)- m(u2 + v2)и- mv2иiP = F · а1, 

~ (m(и2 + v2)v)- m(u2 + v2 )v- mи2viP = F · а2, 

~ ( mи2v28) = F ·аз. 

(Ь) Пусть теперь материальная точка движется по параболической поверх

ности вращения 

с2 = -z + J z2 + r2 , 

где с - постоянная. На материальную точку действует вертикально на

nравленная сила тяжести -mgEз. Используя результаты из пункта (а), 
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получите уравнения, описывающие свободное движение материальной 

точки, и докажите, что на материальную точку действует нормальная 
реакция, равная 

N = - ( mv?c + mu2ciP + mgc) а2 . 

Покажите также, что два дифференциальных уравнения второго по
рядка для обобщенных координат могут быть записаны в виде одного 
дифференциального уравнения второго порядка 

(3.20) 

где h - постоянная (она равна величине Но · Е3, являющейся ин
тегралом движения). Принимая во внимание, что и и с измеряются 
в метрах112 , запишите уравнения движения (3.20) в безразмерной фор
ме. 

(с) Докажите, что для решений уравнений (3.20) энергия 

Е= m(u2 + c2)u2 + h2 + mg (u2- с2) 
2 2mu2c2 2 

сохраняется. Как можно получить это выражение для Е? 

3.2. Для многих механических систем можно построить уравнения 
Лагранжа в канонической форме, которая удобна для численного интегри

рования. В этом упражнении мы получим одну из таких форм (см. (3.2))7. 

Задача взята из работ МакКоннелла [139] и Синга и Шильда [208]. Поль
зуясь случаем, заметим, что уравнение (3.23) встречается в более ранней 
статье Риччи и Леви-Чивиты [178]. 

Начнем с того, что запишем уравнения Лагранжа в ковармант

ной покомпонентной форме, рассматривая движение материальной точ-
3 i ки, под действием внешней равнодействующей силы F = Li=l Fia = 

"3 . 8 = L...-i=l F'ai : 

_rJ_ (ат) _ ат -F·a 
dt дi/ дqk - k, 

7Из последующих глав вы узнаете, что ее можно получить для любой механической си
стемы, в которой действуют склерономные интегрируемые связи, а реакции связей и моменты 
задаются по методу Лагранжа. 

8Значения индексов i, j, k, r и s варьируются от 1 до 3. 



где 

а 
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3 3 

т т( r ·s) т """" ·i ·k = q , q = 2 ~ ~ aikQ q , 
i=l i=l 

aik = aik(qr)ai · ak, aik = aik(qr) = ai · ak. 

Обратите внимание, что aik = aki и aik = aki. 

117 

(3.21) 

Необходимо доказать, что уравнения Лагранжа могут быть записаны 

в двух других эквивалентных формах. Первой из них является ко вариантная 
форма: 

3 3 3 

т Lakiii +т LL[si,k]qiqs = G · ak = Fk, (3.22) 
i=l i=l s=l 

где фигурирует символ Кристоффеля первого рода: 

[ . k] 8as sz, = --. · ak. 
8q' 

Заметим, что [si, k] = [is, k]. Вторая форма уравнений Лагранжа называется 
контравариантной: 

3 3 

тi/ +т LLГ~iqiqs = G. ak = pk_ 
i=l s=l 

Здесь фигурирует символ Кристоффеля второго рода: 

гk. = aai . ak 
'1 8qj . 

(3.23) 

Отметим, что Гt = Гji. Эта форма уравнений Лагранжа используется при 
численном моделировании механических систем9 • 

(а) Покажите, что символы Кристоффеля равны 

[si, k] = 1. (aa~i + 8ask _ 8asi) 
2 8q 8q' 8qk 

9В рамках большинства программных пакетов, выполняющих численное интегрирование, 
предполагается, что дифференциальные уравнения, которые необходимо проинтегрировать, 
имеют внд х = f(x, t). Если определить набор переменных (состояний) Xl = q1 , ... , хз = 
= q3 , Х4 = q1 , ... , Хб = q3 , то уравнения Лагранжа в контравариантной форме легко свести 
к виду х = f(x, t). 
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и 
3 

г~j = :L:>kr[ij, r]. 
r=l 

(Ь) Исходя из уравнений Лагранжа вида 

.!!:._ ( дТ ) - дТ = F . ak 
dt дqk дqk ' 

получите их в ковариантной покомпонентной форме10 

3 3 3 

т Lakii/ +т LL[si,k]qiq_s = G · ak = Fk. 
i=l i=l s=l 

(с) Исходя из уравнений Лагранжа вида 

3 3 3 

т L akiii +т L L[si, k]qiqs = G · ak = Fk, 
i=l s=l i=l 

получите их в контравариантной компонентной форме11 

3 3 

тijk +т L LГ~iqiqs = G. ak = pk_ 
s=l i=l 

(d) В какой системе координат символы Кристоффеля равны нулю? 

3.3. Напомним, что в сферической системе координат { R, ф, О} кова
риантные базисные векторы равны 

10Подсказка: разложите частные производвые от Т, используя для кинетической энергии 
представление (3.21). Затем возьмите производную по времени и иреобразуйте результирую
щее уравнение с учетом рассмотренных выше симметрий. Чтобы прийти к желаемому резуль

тату, вам, возможно, придется переименовать некоторые индексы. 

11 Подсказка: умножьте уравнения Лагранжав ковариантной форме на a•k и просуммируй
те по k. Осуществите некоторые иреобразования и переименуйте индексы и тогда придете 
к конечному результату. Обратите внимание, что ковариантную и контравариантную поком

понентные формы уравнений Лагранжа можно рассматривать как линейные комбинапли друг 

друга. 
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а контравариантные базисные векторы равны 

3 1 
а = Rsin(ф) ео. 

Кроме того, количество движения и кинетическая энергия материаль
ной точки массы т равны 

G = тRа1 + тФа2 + тiJa3 , Т= ~ ( R2 + R2ф2 + R2 sin2 (ф)iJ2 ). 

(а) Пусть материальная точка массы т движется в пространстве JE3 под 
действием равнодействующей силы F. Найдите триковариантных ком
понента уравнений движения Лагранжа. При решении задачи поста
райтесЪ избежать явного расчета 27 символов Кристоффеля первого 
рода. 

(Ь) Пусть материальная точка массы т движется в пространстве JE3 под 
действием равнодействующей силы F. Найдите три контравариантных 
компонента уравнений движения Лагранжа. При решении задачи по
старайтесь избежать явного расчета 27 символов Кристоффеля второго 
рода. 

3.4. Рассмотрим материальную точку, движущуюся по шерохова
той поверхности. Выберем такую криволинейную систему координат 
{ q1 , q2 , q3 }, чтобы поверхность описывалась уравнением 

q3 = d(t), 

где d(t)- известная функция времени t. 

(а) Предположим, что материальная точка движется по шероховатой по

верхности. 

( l) Докажите, что v отн. = q1 al + q2 8.2. 
(2) Определите реакцию связи, действующую на материальную точ

ку. 

(Ь) Предположим, что материальная точка покоится на шероховатой по

верхности. В этом случае реакцию связи можно задать двояко: 

3 

F с = N + F f = L Лiai, 
i=l 

где для удобства опущены знаки-: 
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( 1) Докажите, что 

где N, F} и FJ однозначно задают нормальную реакцию N и силу 
трения F f• а aik = 1li · ak (i, k=1,2,3). 

(2) В каких координатных системах справедливы равенства F} = >.1 , 

FJ = >.2 и N = Лз? Проиллюстрируйте свой ответ на конкретном 
пр им ере. 

(с) Предположим, что на материальную точку действуют сила упругости 

и сила тяжести. Докажите, что полная энергия материальной точки не 

сохраняется даже в случае статического трения. 

3.5. Пусть материальная точка массы m движется по геликоиду. Урав
нение прямого геликоидав цилиндрической системе координат r, В, z имеет 
вид 

z = аВ, 

где а - постоянная. На материальную точку действует сила тяжести 

-mgEз. 

(а) Докажите, что в криволинейной системе координат 

пространства JE 3 справедливы равенства 

и 

(Ь) Предположим, что поверхность геликоида, по которой движется мате

риальная точка, является гладкой. 

( 1) Какая связь накладывается на движение материальной точки? Как 
задать соответствующую реакцию связи F с? 
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(2) Докажите, что уравнения движения материальной точки при от
сутствии связей имеют вид 

;ft (m(r2 + а2)0) = -mga, 

d "2 dt (mr)- mrB =О. 
(3.24) 

(3) Докажите, что кинетический момент Но · Ез не сохраняется. 

(с) Наложим на материальную точку связь 

rO + h(t) =О. 

Получите дифференциальное уравнение второго порядка для r(t), диф
ференциальное уравнение для B(t) и уравнение для реакции связи, 
вызываемой неинтегрируемой связью. Опишите, как бы вы решали 
эти уравнения, если бы хотели описать движение материальной точ
ки и найти действующие на нее реакции связей. 

3.6. Пусть материальная точка массы т свободно движется по глад
кой внутренней поверхности полусферы радиуса Ro (рис. 3.6). На матери
альную точку действует сила тяжести -mgE3 . 

Рис. 3.6. Схема движения материальной точки массы т по внутренней поверхности 
полусферы радиуса Ro 
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(а) Запишите в сферической системе координат уравнение связи, которая 

накладывается на движение материальной точки. Чему равна соответ

ствующая реакция связи, действующая на материальную точку? 

(Ь) Используя уравнения Лагранжа, получите уравнения движения мате

риальной точки и выражение для реакции связи. 

(с) Докажите, что полная энергия Е и кинетический момент Но· Ез ма

териальной точки сохраняются. 

( d) Покажите, что нормальная реакция, действующая на материальную 
точку, может быть выражена как функция координат материальной точ

ки и начальной энергии Е0 : 

N = (-
2~0 + 3mgcos(ф)) eR. 

(е) Численно проинтегрируйте уравнения движения материальной точки 

и расскажите, при каких условиях материальная точка всегда будет 

оставаться на поверхности полусферы. 

3.7. Пусть бусина массы т свободно движется по гладкой проволо

ке, изогнутой в форме полуокружности, радиуса Ro (рис. 3.7). Проволока 
вращается с постоянной угловой скоростью П0Е3 так, как показано на ри
сунке. На бусину действует сила тяжести -mgE3 . Эта классическая задача 

встречается во многих учебниках (см., например, [78]). 

(а) Какие две связи накладываются на движение бусины? Запишите их 

уравнения в сферической системе координат. Чему равна действующая 

на бусину реакция связи F с? 

(Ь) Исходя из уравнений Лагранжа, получите уравнение движения бусины 

ф = ( П6 соs(ф) + ~о) sin(ф). (3.25) 

Приведите (3.25) к безразмерному виду и численно проинтегрируйте 
полученное дифференциальное уравнение. Постройте для него фазо

вый портрет при значениях параметра Rogng, равных 0,5; 1,0; 1,5. 

(с) Напомним, что для равновесной точки х = х0 дифференциального 
уравнения х = f ( х) выполняются условия х = О и f ( х0 ) = О. Докажи
те, что уравнение (3.25) имеет три равновесные точки: 

Фо =О, Фо = 1r, Фо = cos- 1 
( g ) 
-RоП6 . 
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Щt)~ 

Рис. 3. 7. Схема движения бусины массой т по гладкой проволоке, изогнутой в фор
ме полуокружности. Провод вращается вокруг вертикальной оси со скоростью 

Щt) =По 

Каков физический смысл этих равновесий? Покажите, что третье рав

новесие возможно тогда и только тогда, когда значение Пб достаточно 
велико. Как полученные результаты коррелируют с построенными ра

нее фазовыми портретами? 

(d) Исходя из теоремы об изменении кинетической энергии Т F · v, 
докажите, что полная энергия бусины - величина изменяемая: 

Е= NoRoПo sin(ф). 
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Здесь Ne -составляющая по оси ее нормальной реакции, действую
щей на бусину. 

3.8. Рассмотрим материальную точку массы m, движущуюся в про
странстве Е3 . Пусть кинематика материальной точки описывается в систе
ме координат (1.6). Получите выражения для вектора скорости v и кинети
ческой энергии Т материальной точки. 

(а) Пусть материальная точка движется по шероховатой параболической 

поверхности, описываемой уравнением 

х- у2 = -4. 

Чему равна реакция связи F с, действующая на материальную точку? 
Каковы уравнения движения материальной точки? 

(Ь) Пусть материальная точка движется по гладкой параболе, описываемой 

уравнениями 

х - у2 = -4, z = о 

(рис. 3.8). Чему равна действующая на материальную точку реакция 
связи F с? Каковы уравнения движения материальной точки? 

у т 2 
q = -4 

Рис. 3.8. Схема движения материальной точки по параболе в плоскости ху 

3.9. Пусть материальная точка массы т движется по гладкому эллип

соиду 
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(а) Получите в подходящей криволинейной системе координат выражения 

для связанной кинетической энергии материальной точки12 • 

(Ь) При условии, что на материальную точку действует сила тяжести 
-mgE3 , получите два дифференциальных уравнения второго поряд
ка, описывающих движение материальной точки. 

(с) Численно проинтегрируйте уравнения, полученные в пункте (Ь), и опи
шите особенности движения материальной точки. 

12Эта задача решается в криволинейной системе координат, которую мы не рассматривали, 
но которая часто встречается в других литературных источниках. Речь идет о так называемых 
софокусных эллипсоидальных координатах. 
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Уравнения движения Лагранжа для 

системы материальных точек 

4.1. Введение 

В этой главе рассматриваются уравнения Лаrранжа для системы мате

риальных точек. Прежде всего, мы запишем теорему об изменении количе
ства движения для каждой из материальных точек, принадлежащих систе
ме. Дальнейшие рассуждения будут основываться на результатах, получен
ных в главе 15 Сингем и Гриффитом [207] 1• Дополнительно мы рассмот
рим связи и потенциальные энергии. Анализируя геометрический смысл 

уравнений движения Лаrранжа для системы материальных точек, мы бу

дем использовать метод изображающей точки, разработанный Кейси [27]. 
Весь материал этой главы подобран так, чтобы подчеркнуть эквивалент
ность уравнений Лаrранжа для системы материальных точек и теоремы об 
изменении количества движения. Для полноты картины в разделе 4.11 рас
сматривается принцип виртуальной работы, принцип Даламбера2 , принцип 
наименьшего принуждеимя Гаусса и принцип Гамильтона. В конце главы 

приводится каноническая форма уравнений движения Лаrранжа, в которой 
учитываются независимые от времени интеrрируемые связи. 

При решении ряда конкретных задач уравнения Лаrранжа можно по
лучить простым расчетом кинетической и потенциальной энергий систе

мы. Этот подход используется в большинстве учебников по динамике без 

какого-либо упоминания метода построения изображающей точки и рас
чета составляющих векторов силы3 . И действительно, получив уравнения 

1 Аналогичные построения для систем материальных точек можно найти в некоторых дру
гих учебниках. Например, в разделе 6-6 работы Гринвуда [79] или в разделе 21 работы Уитте
кера [228]. 

2Рассматриваемый в разделе 4.11 принцип виртуальной работы совместно с принципом 
Даламбера (см. (4.36)) часто называют принципом Даламбера-Лагранжа, или общим уравне
нием динамики. - Прим. ред. 

3 В этих учебниках уравнения Лагранжа выводятся на основе принципа виртуальных ско
ростей или принципа Гамильтона (также известного как принцип наименьшего действия). 



130 [ЛАВА 4 

Лагранжа, можно вовсе не прибегать к методу построения изображающей 
точки. Во многих случаях, однако, этот подход не применим. К счастью, 
представление уравнений движения Лагранжа по методу Синга и Гриффи
та позволяет существенно расширить диапазон их применения. В рамках 

такого представления можно, к примеру, учесть динамическое кулоновскос 

трение. В главе 5 мы продемонстрируем зто на примере. 

4.2. Система N материальных точек 

Наша задача - получить уравнения движения для системы N матери
альных точек. Сначала рассмотрим каждую точку системы. 

Каждая из N точек движется в трехмерном евклидовом простран
стве IE3

. Радиус-вектор материальной точки массы mi (рис. 4.1) равен 
3 

ri = I:X{Ej. 
j=l 

Кинетическая энергия материальной точки равна 

1 
Ti = 2mivi · vi. 

Количество движения материальной точки массы mi Gi = miri = mivi. 

EI 

Рис. 4.1. Материальная точка массы mi в пространстве JE3
. Радиус-вектор этой точ

ки равен ri; равнодействующая всех внешних сил, приложеиных к точке, равна Fi 

Равнодействующая всех сил, приложеиных к точке массы mi, находит
ся по формуле 

3 

Fi = LFlEj. 
j=l 
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Теорема об изменении количества движения для материальной точки мас
сы mi имеет вид 

Из этой теоремы сразу следует теорема о кинетическом моменте: 

где Но; = ri х mivi есть кинетический момент материальной точки от
носительно неподвижной точки О. Из теоремы об изменении количества 
движения также следует теорема об изменении кинетической энергии для 
материальной точки массы mi: 

Кинетическая энергия 

Суммарная (полная) кинетическая энергия Т системы материальных 
точек равна сумме кинетических энергий: 

По теореме об изменении кинетической энергии для каждой материальной 
точки находим соответствующий результат для системы материальных то-
чек: 

(4.1) 

Это выражение используется при формулировке закона сохранения (или 
отсутствия сохранения) энергии системы материальных точек. 

Центр масс 

Для системы материальных точек можно задать центр масс С. Ра
диус-вектор f ЭТОЙ ТОЧКИ, принадлежащеЙ пространству JE3

, равен 

Отсюда следует, что количество движения системы материальных точек 
определяется по формуле G = (m1 + ... + mN )r. Далее мы рассмотрим 
движение материальной точки массы т в пространстве JE3

N. Важно не 
путать эту точку с точкой С. 
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4.3. Координаты 

При решении многих задач не очень удобно задавать векторы ri с 

помощью декартовых координат. Для многих двухчастичных систем ра

диус-вектор r 1 задается в одной системе координат, а относительный ра

диус-вектор r 2 - r1 - в другой. Например, для системы на рис. 4.2 вектор 
r 1 задается в декартовой системе координат, а вектор r 2 - r 1 - в сфериче

ской: 

r1 = хЕ1 + уЕ2 + zE3, r2 = хЕ1 + уЕ2 + zE3 + R2ен2 • (4.2) 

Во втором уравнении R 2 = L 0 - длина стержня, соединяющего материаль

ные точки, а 

Векторы еф2 и ее2 определяются аналогично. Заметим, что вектор ен2 на
правлен из точки m 1 в точку m 2 . Как и в случае с одной материальной 

точкой, подходящая система координат должна выбираться с учетом связей 
и приложеиных сил. 

о 
J------

Рис. 4.2. Материальная точка массы m 1 соединена жестким стержнем длины La 
с материальной точкой массы m2 

В общем случае для системы N материальных точек мы будем исполь
зовать систему координат, обозначаемую как { q1 , ... , q3N}. Как и в случае 
с одной материальной точкой, будем предполагать, что если известны коор

динаты q1 , ... , q3N, то мы всегда сможем однозначным образом определить 
декартовы координаты для системы материальных точек, и наоборот: 

к лК ( 1 2 3 1 2 3 ) (К 1 ЗN) q =q x1,x1,x1, ... ,xN,xN,xN = , ... , ' 

j - лj ( l 3N) ( • 1 N • 1 2 3) xi - xi q , ... , q z = , ... , и J = , , . 
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Чтобы получить уравнения движения Лагранжа, необходимо вычислить 

следующие 3N2 векторов: 

(К= 1, ... , ЗN и i = 1, ... , N). 

Эти векторы играют роль базисных векторов ak, которые мы использовали 
при описании движения одной материальной точки. 

В качестве примера вернемся к уравнениям ( 4.2) и зададим координа
ты для системы двух материальных точек: 

2 2 3_ - 3 q =у= х1 , q -Z-X1 , 

С учетом ( 4.2) для этой координатной системы будем иметь: 

дr1 =Е· 
дql J> 

и 

дr2 =Е· 
дql J> 

где во всех уравнениях j = 1, 2, 3. Подумайте, как с помощью систе
мы координат (4.2) описать кинематику системы частиц, изображенной на 
рис. 4.3. 

пружина постоянной 

жесткости 

Рис. 4.3. Материальная точка массы m 1 соединена пружиной постоянной жестко

сти К с материальной точкой массы m2. Собственная длина пружины равна Lo 
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4.4. Связи и реакции связей 

При рассмотрении одной материальной точки ключевым понятием бы

ло «кинематические связи». Обратимся к этому вопросу с точки зрения 

системы материальных точек. Позже мы увидим, что расширить это поня

тие на случай системы материальных точек гораздо проще, чем кажется на 

первый взгляд. 

Для начала получим выражения для реакций связи на примере одной 

физической системы. Впоследствии станет ясно, что для этих реакций свя

зи примелимо лагранжево представление. Пусть две материальные точки, 

соединенные жестким стержнем длины L 0 (см. рис. 4.2). Со стороны стерж
ня на движение материальных точек накладывается связь llr1 -r211- Lo = О. 
На материальные точки действуют равные по величине и противоположные 

по направлению реакции связи: 

Fcl = -f.Lt, 

Fc2=f.Lt, 
(4.3) 

где 11- усилие в стержне, а единичный вектор t направлен от m 1 к m 2 : 

t. = r2- r1 
llr2- r1ll 

Если, как и ранее, определить r2 - r 1 = Lаен,, то получим t ен,. 
Записывая уравнение связи в виде 

1}i =о, 

где 

с учетом выражений 

придем к выводу, что уравнения (4.3) перепишутся в виде 

{)ф' 
Fcl = f.L-

0 
, 

Г1 

{)ф' 
Fc2 = f.L-0 · r2 

(4.4) 

Отсюда видно, что реакции связи, действующие на систему материальных 

точек, лучше задавать с помощью представления Лагранжа. 
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Рис. 4.4. Модель тормозящей трехколесной тележки. Распределенная масса тележки 
моделируется с помощью трех материальных точек массами mt, m2 и mз. Мате
риальные точки mt и m2 соответствуют колесам, которые катятся без скольжения, 
а материальная точка m 3 моделирует скользящее колесо 

В качестве второго примера рассмотрим систему трех материальных 

точек, изображенную на рис. 4.4. Это тиnовая модель тормозящего трехко
лесного средства nередвижения, которая исnользуется для объяснения его 

неустойчивости в момент блокировки nередних колес nри торможении4 . 
Доnустим, что движение тележки плоское. Следовательно, плоским явля

ется и движение центра масс С системы: r = хЕ1 +уЕ2 . Чтобы оnределить 

координаты любой точки тележки, помимо х и у, нам нужен угол ф. Значит, 

для рассматриваемой системы девятью координатами q1, ... , q9 могут быть 
следующие: 

ql = х, qz =у, qз = ф, qЗ+k = rz . Ek, qб+k = rз . Ek. 

Здесь k = 1, 2, 3 и r = хЕ1 + уЕ2 . Единичный вектор е1 = соs(ф)Е1 + 
+sin( ф )Е2 на рис. 4.4 перпендикулярен отрезку прямой, соединяющему m 1 

и m 2 . Вектор е2 параллелен этой прямой. Уравнение связи, согласно кото
рой вектор скорости материальной точки массы m 1 всегда остается перпен
дикулярным вектору е2 , может быть записано по-разному. К примеру, оно 

может иметь вид 

ez · v1 =О. 

Эта связь является неинтегрируемой. Сила, реализующая эту связь, парал

лельна вектору ez: 
(4.5) 

4Более подробно читайте в работах О'Рейли и Тонга [165], Руина [186]. Там же вы найдете 
множество ссылок на литертуру, посвященную исследованию этой типовой системы с неин

тегрируемыми связями. 
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Эта сила гарантирует, что материальная точка массы m 1 будет двигаться 

только в направлении е1. 

Представление Лагранжа 

Из всего вышесказанного следует, что реакции связи, действующие 

на систему материальных точек, удобно записывать по методу Лагранжа. 

Пусть на систему материальных точек действует интегрируемая связь 

\1! =о, 

где 

\1! = \f!(r1, r2, ... , rN, t). 

Уравнение связи ( 4.6) можно продифференцировать и свести к виду 

N 

где 

l:fi · Vi +е= 0, 
i=l 

д\f! 
е= Ft· 

(4.6) 

При расчете, скажем g~ , мы фиксируем r 2 , •.. , r N. Реакция связи F ci, дей
ствующая на материальную точку массы mi, записывается по Лагранжу 
следующим образом: 

Примером такой записи служит полученный ранее результат (4.4). Как 
и в случае одной материальной точки, при наличии динамического трения 

представление Лагранжа не применимо. Позже мы рассмотрим несколь

ко примеров, доказывающих неприменимость представления Лагранжа при 

наличии трения5 . 
Ясно, что лагранжево представление может быть также использовано 

в случаях неинтегрируемых связей. Неинтегрируемые связи записываются 

следующим образом: 

f1 · V1 + ... + fN · V N + е = 0, (4.7) 

5 См., надример, подраздел 8.6.2 главы 8. 



4.4. СВЯЗИ И РЕАКЦИИ СВЯЗЕЙ 137 

где fi = fi(r1, ... ,rN,t) и е= e(r1, ... ,rN,t). Для таких связей реакция 
задается в виде 

F ci = J.Lfi ( i = 1, ... , N). 

Это выражение эквивалентно уравнению (4.5) для системы трех материаль
ных точек, подверженных неинтегрируемой связи. Вы, должно быть, уже 

поняли, как обобщить лагранжево представление на системы материальных 
точек, подверженных многим связям (интегрируемым и неинтегрируемым). 

Мощность реакций связей 

Все связи, которые мы рассматриваем, могут быть представлены в ви

де ( 4. 7). Если реакции связей определяются по Лагранжу, то мы легко мо
жем рассчитать мощность этих сил по формуле 

N N 

Р = LFci · Vi = fL Lfi · Vi = -J.Le. 

i=l i=l 

Таким образом, при е = О реакции связей не совершают работы. В случае 

интегрируемой связи такая ситуация возникает тогда, когда \1! не зависит яв
но от времени: \1! = \1! ( r 1 , ... , r N). В предыдущем пр им ере, изображенном 
на рис. 4.2, функция \1! зависела от r 1 и r2. Если бы функция Lo зависела 
от времени, то мы бы имели \1! = Ф(r1, r2, t). 

Третий закон Ньютона 

Если уравнение связи имеет вид llr1 - r2 ll- L0 =О, то реакции связи 
равны 

r1- r2 
F cl = fL ll ll , r1- r2 

r2- r1 
F с2 = fL ll 11 . r1- r2 

Заметим, что эти силы направлены вдоль стержня (чего и следовало ожи

дать с точки зрения физики). Более того, Fc2 = -Fc1, что есть не что иное 

как третий закон Ньютона6 . 

6Более подробно об этом результате читайте в работах Нолла [153], О'Рейли и еринива
са [163], а также в подразделе 8.6.4 настоящей книm. 
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4.5. Консервативные силы и потенциальные энергии 

В динамике систем материальных точек мы часто встречаемся с кон

сервативными силами. Они возникают, например, тогда, когда две матери
альные точки связаны пружиной (см. рис. 4.3) или когда каждая материаль
ная точка системы притягивается к центральному телу силовым гравитаци

онным полем. В этом разделе мы посмотрим, как задаются консервативные 

силы F rroн.l, ... , F кон.N, действующие на точки системы. Запишем потен
циальную энергию системы в виде 

И=И(rl,rz, ... ,rN). (4.8) 

При этом мы считаем, что (4.8) есть общее представление потенциальной 
энергии консервативных сил, действующих в системе материальных точек. 

Частным случаем уравнения ( 4.8) является обратный закон гравитаци
онного взаимодействия для двух материальных точек массами m 1 и m 2: 

U __ Gm1m2 
n- llrz -r1ll' 

где G- универсальная гравитационная постоянная. Потенциальная энергия 
силы упругости пружины соединяет две материальные точки массами m 1 
и mz равна 

где К - коэффициент жесткости пружины. 

Для расчета консервативных сил мы приранпиваем производную от И 

по времени к отрицательной мощности консервативных сил. После некото
рых преобразований получаем 

t (Frroн.i + g~) · Vi =О. 
i=l ' 

(4.9) 

Полагая, что величины F rroн.i + g~ не зависят от v 1 , ... , v N и что уравне
ние (4.9) справедливо для всех возможных v1, ... , VN, приходим к выра-
жению 

д И Fкон.i = --
8 

(i = 1, ... , N). 
Гi 

(4.10) 

Так вычисляются консервативные силы. 
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Для силы упругости пружины и гравитационных сил, соответствую

щих Ип и U8 , уравнение (4.10) сводится к выражениям: 

F _ Gm1 mz r1 - rz 
кон.l- -llrz- rlll2 /Jrz- rl/1' 

F _ _ Gm1 mz rz - r1 
кон.z - /Jrz- r1ll 2 llrz - r1ll 

и 

r1- rz 
Fкон.l = -K(JJrz- r111- Lo) ll ll, 

rz- r1 

rz- r1 
Fкон.2 = -K(IIr2- r1/J- Lo) IJ ll" 

rz- r1 

И снова заметим, что пары сил удовлетворяют третьему закону Ньютона. 

Впервые этот результат получили Ланцош [124] и Нолл [153]. 

4.6. Уравнения движения Лагранжа 

Для системы несвязанных частиц уравнения движения складываются 

из N теорем об изменении количеств движения: 

mifi=Fi (i=1, ... ,N). 

Покажем, что эти уравнения эквивалентны уравнениям движения Лагран-
жа: 

%t(:q~)-~~=Фк (K=1, ... ,3N), (4.11) 

где 

~ дr; 
Фк = L...Fi ·-к· 

i=l дq 
Поскольку на систему материальных точек не накладываются никакие свя
зи, все координаты q1 , ... , q3N являются обобщенными, а силы Ф к - обоб
щенными силами. Полученные нами результаты взяты из работы Синга 

и Гриффита [207, раздел 15.1]. Чуть позже мы расскажем об альтернатив
ном способе построения (4.11), который придумал Кейси [27]7 . 

Для получения уравнений Лагранжа необходимо, чтобы радиус-век

тор каждой материальной точки выражался в виде функции координат 
ql, ... , q3N: 

( 1 ЗN) ri = ri q , ... , q (i = 1, ... , N). 
7См. уравнение (4.20) в разделе 4.7. 
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При помощи этих выражений можно рассчитать скорости vi, а затем вы
числить кинетическую энергию Т. 

Вывод уравнений движения Лаrранжа 

Прежде чем выводить уравнения движения Лагранжа, получим важное 

тождество 

(4.12) 

которое часто называют «сокращением точею>. Для доказательства этого 

тождества рассчитаем скорость vi по цепному правилу дифференцирования 
сложной функции: 

ЗN 
. ~ .Jдri 

Vi = Гi = ~q ---:f· 
J=l дq 

Беря частную производную от обеих частей этого выражения по qк, при
ходим к (4.12). 

Теперь докажем, что 

.f!I_ = ~ m·v . .1:_ ( дri). 
д к ~ •• dt д к 

q i=l q 

Сначала осуществим следующие преобразования: 

дТ д (~mi ) д·К = д·К ~2Vi·Vi 
q q •=1 

N 

= ~m·v·. дvi = 
~ •• д"К 
i=l q 
N 

= ~m·v·. дri 
~ • • к· 
i=l дq 

(4.13) 

На последнем шаге мы воспользовались тождеством (4.12). Второе выра
жение получается аналогичным образом, поэтому опустим некоторые про

межуточные выкладки: 



4.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРИМЕНЕИНЕ ПОНЯТИЯ ИЗОБРАЖАЮЩЕЙ ТОЧКИ 141 

N 

= L:mivi · 
i=l 
N 

= L:mivi · 
i=l 

На последнем шаге мы воспользовались тождествами 

д2 ri д2 ri 
дqк дqJ - дqJ дqк ' 

ЗN 

f =" .J дf 
L....-q д J' 
J=l q 

где f = f(q1 , ... , q3N). Теперь с учетом (4.13) проведем несложные расчеты 
и получим уравнения движения Лагранжа: 

!l ( дТ ) _ дТ = !l (~ m·v· . дri ) _~т v· . !l ( дri ) 
dt д ·К д К dt L....- 2 2 д К L....- 2 2 dt д К q q i=l q i=l q 

~ ( . дri) = L....- mivi · [)К 
•=1 q 
N _ LF. дri _ 

- i=l ' дqк -

=Фк, 
(4.14) 

где Ф к - сила, равная 

N дг· 
Фк = L Fi · ----k· 

i=l дq 
Итак, мы показали, как выводятся уравнения движения Лагранжа для си

стемы материальных точек, исходя из теоремы об изменениях количества 

движения для каждой точки. 

4.7. Определение и применение понятия изображающей 
точки 

Кейси [27] продемонстрировал альтернативный метод построения 

уравнений Лагранжа. Этот метод заключается в построении изображаю-
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щей точки, движущейся в 3N -мерном пространстве под действием пекото
рой силы. С помощью этого метода достаточно просто получить уравнения 

Лагранжа и понять их геометрический смысл. 

В этом разделе мы, придерживаясь объяснений Кейси [27], от'еде
лим изображающую точку массы m, движущуюся в пространстве JE 3 

. Ра
диус-вектор этой точки равен r. Кинетическая энергия Т точки соответству
ет кинетической энергии системы материальных точек. На изображающую 

точку действует сила, такая что 

т = ф о r, ф = mr. 

В работе Кейси [27] масса m считается (без потери общности) как сумма 
масс: m = m 1 + ... + mN. Для наших целей достаточно допустить, что 
m > О. Как уже говорилось в разделе 3.6, заинтересованный читатель мо
жет более подробно узнать о геометрии механической системы из работы 

Ланцоша [124, глава 1]. 

Конфигурационное пространство 

Пространство JE3
N, называемое конфигурационным, наделяется декар

товой системой координат. Следовательно, произвольный вектор Ь равен 

3N N 3 

Ь = L Ькёк = L L b3i+j-3ё3i+j-3, 
K=l i=l j=l 

где {ё1 , ... , ё3N} -фиксированный ортонормированный базис простран
ства JE3

N. Зададим, кроме того, две другие системы базисных векторов: 

г;;;;_ 
e3i+j-3 = v me3i+j-3, 

где i = 1, ... , N и j = 1, 2, 3. Заметим, что 

J ~J 
ек·е =ик. 

Радиус-вектор материальной точки равен r, а вектор силы Ф. Эти векторы 
рассчитываются аналогично вектору Ь. 
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Выражение для радиус-вектора r 

Как говорилось выше, радиус-вектор r определяется из условия, со
гласно которому кинетическая энергия материальной точки массы т равна 

кинетической энергии системы материальных точек: 

N 

Т= .!mv · v =.! '"""'m·v· · v· 2 2 ~ • • •. 
i=l 

Подставляя вместо v и v i выражения 

N 3 3 

v = r = L L r3i+j-3e3i+j-3, 

i=l j=l 

. '"""'·JE V; =Г;= ~Xi j 

j=l 

и приравнивая кинетические энергии, находим выражение для r: 

N 3 ~ N 3 

r = L L(ri · Ej)y ~e3i+j-3 = L "2)ri · Ej)e3i+j-3· 
i=l j=l i=l j=l 

(4.15) 

Полезно доказать, что другие выражения для r, эквивалентные (4.15), полу
чаются, если переместять начала координат и переименовать оси простран

ства JE3
N. Обратите внимание, как в (4.15) отношения масс ~позволяют 

перейти к базисным векторам e3i+j-3· 

Выражение для вектора силы Ф 

Вектор силы Ф задается исходя из условия 

mv=Ф. 

С учетом (4.15) и теоремы об изменении количества движения для каждой 
материальной точки, получаем 

N 3 Гт N 3 

Ф = LL(Fi · Ej)y ffl;e3i+j-3 = LL(Fi · Ej)e3i+j-3. 
i=lj=l i=lj=l 

(4.16) 

Опять-таки обратите внимание на то, как в (4.15) отношения масс т;;: при

водит к базисным векторам e 3i+)-3 . 

Далее заметим, что из (4.16) следует тождество: 

Ф · e3i+j-3 = Fi · Ej. 
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Легко доказать, что из теорем об изменении кинетической энергии для каж
дой материальной точки Ti = F i · v i (без суммирования по i) следует теоре
ма об изменении кинетической энергии для материальной точки массы m: 

Т=Ф·v. 

С помощью этой теоремы можно получить результаты, касающиеся сохра
нения энергии в системе материальных точек. 

Криволинейные координаты 

Определим с помощью декартовых координат базисные векторы в про
странстве IE3N: 

ак = д~ = дк (t t (ri · Ej = xf) e3i+j-3) 
дq дq i=l j=l 

и 

aJ = grad(qJ) = LL q 
1 

e 3i+1-3 . 
N 3 (длJ) 

i=l j=l дхi 

Можно показать, что ак ·aJ =д{. При решении большинства задач можно 
избежать явного расчета контравариантных базисных векторов aJ. 

Эквивалентности 

В будущем нам понадобится формула 

N 

"" дr· Ф · ак = ~Fi · -k-· 
i=l дq 

(4.17) 

Чтобы прийти к этому результату, необходимо применить ряд тождеств 

и соотношение х~ = r 8 · Ev: 
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= LLLL(Fi. Ej) х; e3i+j-3. e3s+p-3 = N 3 N 3 (8'Р) 
i=lj=ls=lp=l 8q 

N 3 N 3 ( afj;P ) . . 

= ~~~~(Fi · EJ) дq; 8~8~ = 

= LL(Fi·Ej) х~ = N 3 (8'j) 
i=lj=l 8q 

= tFi · ~ (tx{EJ) 
i=l 8q j=1 

N 

= """F·. 8ri 
L...- ' к· 
i=l 8q 

Тождество доказано. 

Выражение ( 4.17) схоже с некоторыми другими результатами, справед
ливыми для системы материальных точек и для одной материальной точки 

массы m. Рассмотрим, например, функцию 

Г= Г(r, t) = f'(r1, ... , rN, t). 

Путем несложных преобразований находим несколько выражений для про

изводной функции Г по криволинейной координате: 

аг - аг . ar - t af' . ari 
аqк - ar аqк - i=l ari аqк. 

(4.18) 

Применяя эти формулы, мы увидим, что консервативные силы и реакции 

связей, действующие на систему материальных точек и на одну материаль

ную точку массы m, эквивалентны м~:жду собой. 

Связи и реакции связей 

Если ввести изображающую точку, то связь вида \l1 = О, где 

W(rl,r2, ... ,rN,t) =О 

(см. (4.6)), можно представить как связь, накладываемую на движение од
ной материальной точки массы m: 

\l1 = Ф(r, t) =О. 
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Таким образом, связь, накладываемая на движение точки, и соответствую
щая реакция связи (записанная по Лагранжу) равны 

где 

f · V +е= О, Фс = p,f, 

f= дФ 
дr' 

дФ 
е=&· 

Далее, раз связь интегрируемая, то материальная точка движется по конфи

гурационному многообразию М, т. е. по (ЗN - 1 )-мерному подмножеству 
конфигурационного пространства E 3N. 

Важно отметить, что выражения для Ф с и F ci не противоречат друг 
другу. И действительно, к эквивалентности между реакциями связей F ci, 

действующими на систему материальных точек, и реакцией связи Фс, дей

ствующей на одну материальную точку массы m, можно прийти при помо
щи соотношений (4.17) и (4.18). 

Консервативные силы и потенциальные энергии 

Потенциальную энергию И одной материальной точки можно выра

зить как функцию положения материальной точки массы m: 

U(rl,r2, ... ,rN) = U(r). 

Вычисляя [Т и приравнивая полученный результат к -Фкон. · v, находим, 
что8 

д [Т 
Фкон. =- дr · (4.19) 

Снова заметим, что выражения для Фкон. и Fкон.i (см. (4.10)) не противо
речат друг другу. Как и в случае с реакциями связей, их эквивалентность 

следует из соотношений (4.17) и (4.18). 

Уравнения Лагранжа для системы свободных материальных точек 

Пришло время получить уравнения движения Лагранжа для матери-

альной точки массы m. Поскольку система уравнений 

{ 

m1v.·1 = F1 } 
эквивалентна mv = Ф, 

ffiNVN =FN 

эти уравнения и есть уравнения Лагранжа для системы N материальных 
точек. 

8Мы, по существу, решаем уравнение ( Фкон. + ~~) · v = О для всех возможных движений 
системы. Это уравнение разрешимо только в том случае, если выражение в скобках (при 

условии, что его члены не зависят от v) равно нулю. Таким образом, приходим к (4.19). 
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Легко видеть, что для одной материальной точки массы т справедливо 

равенство 

3N 

v = I::qкак. 
i=l 

Как следствие, получаем два промежуточных результата: 

ат -- =тv·ак 
аq_к , 

С их помощью находим 

ат . 
----к= тv · ак. 
дq 

.!L ( ат) - ат = .!L(тv. ак)- тv. ilк = 
dt аq_к дqк dt 

= ~(тv) ·ак = 

=Ф·ак. 

Итак, уравнения Лагранжа для системы материальных точек имеют вид: 

.!L ( ат) - ат = ф. ак. 
dt аq_к дqк 

(4.20) 

Эти уравнения описывают движение r = r(t) материальной точки массы т 
и, стало быть, системы материальных точек. 

Замечаем, что в силу (4.17) уравнения (4.20) идентичны уравнениям, 
которые мы получали ранее. В частности, 

~ дri 
Фк = L..."Fi ·----к= Ф · ак. 

i=l дq 

При решении многих задач вместо Ф удобно использовать F 1 , ... , F N. 

Уравнения (4.20), однако, позволяют глубже понять геометрический смысл 
уравнений Лагранжа для системы материальных точек. 

4.8. Лаrранжиан 

Во многих механических системах действуют только консервативные 

силы. В этом случае для системы материальных точек можно задать лагран

жиан, зависящий от потенциальной энергии: 

L=T-U. 
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С помощью этого лагранжиана и тождества9 

N 
au _" au. ari 
аqк- ~ ari аqк 

получаем уравнения движения Лагранжа для системы материальных точек: 

d ( aL) aL dt аqк - аqк = Qк, (4.21) 

где Q к - неконсервативные силы, действующие на систему материальных 
точек. Неконсервативные силы можно задать следующим образом: 

где 

а и 
Qк=Фк+-= 

аqк 

~ ari = ~Fнекон.i ·-к= 
i=l aq 

= Фнекон. · а к, 

а и 
Fнекон.i = Fi +-а , 

Гi 

ай 
Фнекон. = Ф + ar. 

Заметим, что если Q к = О (как во многих задачах небесной механики), то 
при построении уравнений движения для системы материальных точек не 
надо рассчитывать вектор ускорения. 

В случае наложенных связей мы можем получить уравнения Лагранжа, 
идентичные по виду уравнениям (4.21), при условии, что связи являются 
интегрируемыми, а соответствующие реакпии связей задаются с помощью 
лагранжена представления. В результате мы приходим к уравнениям, иден

тичным ( 4.21 ), но в которых фигурируют связанные кинетическая и потен
циальная энергии10 • 

4.9. Система связанных материальных точек 

Рассмотрим систему, в которой материальные точки подвержены од
ной интегрируемой и одной неинтегрирумой связям. Выразим эти связи 

9Оно встречалось ранее в разделе 4.7 (см. (4.18)). 
10То есть Т заменяется на Т, а И заменяется на U. Как следствие, лагранжиан L заменяется 

на связанный лагранжиан L = Т - И. 
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с помощью криволинейных координат: 

q3 N - r(t) = 0, 
N 

L fi · vi +е = О. 
i=l 

149 

Эти связи эквивалентны связям, накладываемым на движение одной (изоб

ражающей) точки: 

q3N- r(t) =О, f · v +е= О. 
Значит, обобщенными координатами для рассматриваемой системы будут 

q1 , ... , q3N. Эти координаты параметризуют (ЗN -1)-мерное конфигураци
онное многообразие М, которое принадлежит ЗN-мерному пространству 

конфигураций. Последнее бьшо рассмотрено в разделе 4.7 в связи с ме
тодом построения изображающей точки, разработанным Кейси. Иллюстра

тивный пример приведен на рис. 4.5. 

r 
конфигурационное многообразие М 

Рис. 4.5. Движение изображающей точки на конфигурационном многообразии. Кон
фигурационное многообразие М фиксировано, а вектор Ф с перпендикулярен к М 

Предположим, что соответствующие реакции связи задаются по Лагран

жу. Тогда все силы, действующие на систему материальных точек, пред

ставляются в виде суммы 
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где Р i - равнодействующая всех неконсервативных сил, отличных от ре

акций связей, приложеиных к материальной точке массы mi. Заметим, что 

( 4.22) 

где 

N 

L дr· 
Пк = Р· · --' ' д К' 

i=1 q 

С учетом полученных результатов легко получить Ф = L~1 Фкак. 

Подход 1 

В рамках первого подхода мы расписываем частные производные от Т 

и И и затем в полученные уравнения подставляем интегрируемую связь 

q3N = r(t). Результирующие уравнения движения Лагранжа распадаются 
на две системы: 

[.!i ( дТ) - дТ = - дИ + 112/s + Пs] 
dt дqs дqs дqs 

qЗN =r, qзN =Т 

и 

[ 
d ( дТ ) дТ дИ ] dt д ·зN - д зN =-д зN + 111 + 112/зN + ПзN , 

q q q qЗN=r, qЗN=r 

где S = 1, ... , 3N- 1. Обратите внимание, что связь q3N = r(t) наклады
вается после того, как будут рассчитаны частные производные от Т и И. 

Подход 11 

Для сравнения рассмотрим второй подход. Сначала наложим на кине

тическую и потенциальную энергии интегрируемую связь. Например: 

т- Т-( 1 ЗN-1 ·1 ·ЗN-1 ) = q , ... ,q ,q , ... ,q ,t = 
т( 1 ЗN-1 ЗN (t) ·1 ·ЗN-1 ·ЗN '(t)) = q , ... ,q ,q =r ,q , ... ,q ,q =r . 



4.9. СИСТЕМА СВЯЗАННЫХ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК 151 

Как в случае с одной материальной точкой, определяем для конфигураци

онного многообразия М линейный элемент по функции Т. 
Замечаем, что в силу 

дТ 
---:3N =о, 
дq 

нельзя построить выражение для J.L1 . Иначе говоря, раз мы исключили коор
динату, соответствующую интегрируемой связи, мы можем записать лишь 

ЗN - 1 уравнений Лагранжа: 

d ( дТ ) дТ дu - -- - --=--+J.L2fs+Пs. 
dt дqs дqs дqs 

Этот подход не дает никакой информации о реакции связи, реализующей 
интегрируемую связь. 

Геометрическое толкование 

Если на движение материальной точки массы m накладывается инте
грируемая связь, то она движется на (ЗN- 1)-мерном подмногообразии 

пространства конфигураций JE3N. Это подмногообразие называется, как 
и прежде, конфигурационным многообразием М. С помощью Т можно 
определить меру длины при движении материальной точки на этом много

образии. Энергия Т раскладывается в сумму 

где 

Т = То + Т1 + Т2, 

r;; m- ·2 
.10 = 2aзNзNr , 

ЗN-1 

Т1 = m L iiкзNiJ.кr, 
К=1 

3N-13N-1 

,..,., r;; m """' """' - ·К .J .Lorn. = .12 = 2 ~ ~ aкJq q . 
К=1 J=1 

(4.23) 

В случае когда движение материальной точки массы m определено, имеет 
место разложение: 

аJк=ак·аJ (J,K=1, ... ,3N). 
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Масса т в (4.23) часто берется равной т1 + ... + тN. Допустимыми яв
ляются и другие варианты, например т= 1. 

Кинематический элемент длины ds многообразия М равен 

ds = ( fii) dt. 

Эту величину можно переписать в виде 

ЗN-13N-1 

ds = L L aкJdqKdqJ. 
К=1 J=1 

Как и в предыдущем случае после наложения неинтегрируемой связи мно

гообразие М и величина ds не изменяются. 

4.10. Уравнения Лагранжав канонической форме 

Рассмотрим систему материальных точек с интегрируемыми и незави

симыми от времени связями, для которой реакции связи задаются по методу 

Лагранжа. В этом случае для построения уравнений движения достаточно 
проанализировать уравнения, соответствующие обобщенным координатам. 
Далее получим две альтернативные формы уравнений движения Лагранжа 

(см. (4.30) и (4.32)). 

Предварительные расчеты 

Возьмем систему N материальных точек, на движение которых накла
дывается набор из С (склерономных) интегрируемых связей вида11 

(4.24) 

Выберем такие координаты q1 , ... , q3N, чтобы обобщенными координатами 
для системы были q1 , ... , qм, где М= 3N- С. В этом случае связи Ф1 = 
= О, ... , Ф с = О выражаются через координаты qм + 1 , ... , qзN. 

Связанная кинетическая энергия системы равна 

м м 

Т т "" ""- ·J ·К =2~~aкJqq, 
К=1 J=1 

11 Обобщение наших результатов на случай реономных связей см., например, в работе Гин
зберга [71]. 
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где мы положили т = m1 + ... + mN. Заметим, что iiкJ = iiJк, и сде
лаем предположение, что матрица, состоящая из этих элементов, обратима. 

Обратной матрицей будет аJк. Если, например, М= 3, то 

Определим также символы Кристоффеля первого рода: 

[SJ, К]= -
2
1 (да~J + дакs - дasJ) (J, К, S = 1, ... , 3N). (4.25) 

дq дqJ дqК 

Число этих символов равно (3N) 3 . Многие из них, однако, одинаковы, т. к. 
[SJ, К]= [JS, К]. Символы Кристоффеля второго рода равны 

ЗN 

rf.;. = L aKR[I J, R] (I, J, к= 1, ... '3N). (4.26) 
R=l 

Для дальнейшего осмысления символов Кристоффеля рассмотрим движе-

ние материальной точки массы m. 

Изображающая точка 

Метод Кейси, заключающийся в построении изображающей точки, 

очень удобно применять при расчете символов Кристоффеля. Рассматри

вая движение материальной точки в конфигурационном пространстве, мы 

оперируем ковариантными (ак) и контравариантными (aJ) базисными век
торами в JE3

. С помощью этих векторов можно задать UJ к, aJ к и символы 
Кристоффеля: 

[ 
даs 

SI,K] = --
1 

·ак, 
дq 

(4.27) 

Все индексы в этих уравнениях принимают значения от 1 до 3N. Из (4.27) 
очевидны симметрии аJк = aкJ,aJK = акJ, [SI,K] = [IS,K] и Г'{8 = 
= Г~к· Кроме того, замечаем, что символы Кристоффеля есть не что иное 

да к 
как ковариантные и контравариантные составляющие вектора --

8 
. В ка-

дq 

честве упражнения покажите, как с помощью соотношений (4.25) и (4.26) 
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получить третье и четвертое уравнения из ( 4.27) при условии, что удовле
творЯiотся первое и второе уравнения из (4.27). 

Производвые кинетической энерrии 

Прежде чем выводить ко вариантную и контравариантную формы урав

нений Лагранжа, запишем выражения для производных кинетической энер

гии. Наши рассуждения полностью базируются на применении связанной 

кинетической энергии, позтому знак 

величинами будем опускать. 

В первую очередь заметим, что 

над различными кинематическими 

( 
м м ) [)Т [) т ·J ·К 

a·R = a·R 2 L "LaкN q 
q q K=lJ=l 

(~(/ ·К8~ + ·J:*q 8:) 
·Rq q ·R q q 

м м 

=~"L"LaкJ 
K=l J=l 

м 

=т L анкiJк. 
K=l 

При этом мы учли симметрии анк = акн и тот факт, что величина 
анк не зависит от q8 . Аналогичным образом получаем: 

дТ [) (т~~ ·J·K) ан= ан 2 L...J L aкJq q = 
q q K=l J=l 

м м 

_т"""" дакJ ·J·K 
-2LL

0
Rqq. 

K=l J=l q 

Теперь продифференцируем выражение т L,~=l анкi;к по времени. 
После некоторых преобразований и переименования индексов 12 находим: 

( ) 

м м м 

_!!:._ оТ = т "" а ··К +т "" "" 8анк ·S ·К = dt д ·R L нкq L...J L...J 0 s q q 
q K=l K=l S=l q 

12Несмотря на то, что a~iJ< f= 8(;qlff , всегда справедливо равенство 
м м м м 

2::: 2::: 8~Rsк qsqк = I; I; 8
8
aEJ;;s qsqк, так как мы суммируем по S и К. 

К=1 8=1 q К=1 8=1 q 
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м м м 

L ··К+ т L L данк ·8·К+ =т анкq - --q q 
2 д 8 

К=1 К=18=1 q 
м м 

+ т'""""''""""' даrн .J ·J = 
2LJL.JaJqq 

J=1l=1 q 

_ '""""' ··К + т '""""' '""""' данк + да8R ·8 ·К м м м ( ) 
- т LJ анкq 2 LJ LJ 8 к q q · 

К=1 К=1 8=1 дq дq 

Таким образом, провзводные от Т равны 

_ '""""' ··К + т '""""' '""""' данк + да8R ·8 ·К м м м ( ) 
- т LJ анкq 2 LJ LJ 8 к q q · 

К=1 К=1 8=1 дq дq 
( 4.28) 

Уравнения движения Лаrранжа в ковариантной форме 

Ранее мы уже получали уравнения движения Лагранжа в ковариантной 

форме: 

:t ( :; ) -::н = Фн (R = 1, ... , М). (4.29) 

Здесь Ф1 , ... , Ф м есть обобщенные силы. Теперь разложим провзводные 

от Т и приведем это уравнение к другому виду. Используя соотноше

ние (4.28) и определение символа Кристоффеля первого рода, приходим 
к выводу, что уравнения движения Лагранжа имеют вид 

м м м 

т L анкiiк +т L I:rsк, R]qкq8 = Фн (R = 1, ... , М). (4.30) 
К=1 8=1 

В одном из упражнений к третьей главе говорилось, что в такой форме 

уравнения Лагранжа встречаются в ряде учебников по дифференциальной 

геометрии13 . В упомянутом упражнении рассматривался случай одной ма
териальной точки. 

13 См., например, работы Маккониела [139], Синга и Шилъда [208]. 
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Из (4.30) становится ясно, что, зная аJк, мы можем сразу записать 
левую часть уравнений движения Лагранжа. Для рассматриваемой системы 

кинематический элемент длины ds равен 

м м 

ds = L L aнкizRqKdt. 
R=l K=l 

Если известно выражение для ds (и следовательно, известны aJ к), то мы 
немедленно можем записать левую часть уравнений Лагранжа. 

Уравнения движения Лагранжа в контравариантной форме 

Если умножить обе части уравнений Лагранжа в ковариантной фор

ме на матрицу, обратную а нк, получим уравнения движения Лагранжа 

в контравариантной форме. Поскольку мы наложили интегрируемые связи 

и ищем первые М уравнений движения, нам достаточно получить лишь М 

контравариантных уравнений из М ковариантных уравнений14 

[ 

а11 а1м] [ а11 

а
1

м] [1 о] 
а1:м а~м а1:м а~м ~ ~ . 

( 4.31) 

Таким образом, некоторые а к J должны равняться нулю: 

[ 
~~i::~~ ~~i::~~ 
ам(~Н) ам(~+2) 

Если удовлетворяется соотношение (4.31), то правая часть уравнений дви
жения Лаrранжа получается преобразованием ковариантных составляющих Ф 
в контравариантные: 

м 

ФJ = l:aJRФн. 
R=l 

В конечном итоге уравнения движения Лагранжа в контравариантной фор-

ме представляются в виде 

м м 

mi/ +т L L:r"ksizкq_s = ФJ (J = 1, ... ,М). 
K=lS=l 

(4.32) 

14В контексте изображающей точки эти ограничения эквивалентны условиям aJ · ак =О 
для всех J = 1, ... , М и всех К = М+ 1, ... , ЗN. 
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Уравнения Лагранжа в контравариантной форме особенно полезны при чис

ленном моделировании, так как предоставляют сразу получить явные вы

ражения для iP, ... , q_M. 

Пример 

Применим уравнения ( 4.30)-( 4.32) к решению простой задачи на дви
жение материальной точки в пространстве JE3 под действием силы F. Опи
шем движение материальной точки в сферической системе координат: q1 = 
= R, q2 = фи q3 = (). Таким образом, М = 3. На основе последующих 
рассуждений также решается задача 3.3. 

Мы уже знаем, что 

Т= т; ( R2 + R2 sin2 (ф)lP + R 21)?). 

Из выражения для Т немедленно следует, что 

["" а12 ""] [~ о о ] 
а12 а22 а2з R2 О 
а1з а2з азз О R2 sin2 (ф) ' 

["" al2 ""] ~ [~ о о ] al2 а22 а2з R-2 О . 
а1з а2з аЗЗ О R-2 sin- 2 (ф) 

Из уравнения 1f ( g~ ) - g~ = Fi можно сразу получить уравнения 
движения Лагранжа в ковариантной форме: 

( 4.33) 

где 
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Из (4.33) находим символы Кристоффеля первого рода. Например, [22, 1] = 
= -R, [33, 1] = -Rsin2 (ф), [12, 2] = R и [13, 3] = Rsin2 (ф). 

Умножая обе части уравнения (4.33) на матрицу, обратную [ai1], полу
чаем уравнения Лагранжа в контравариантной форме: 

т[~] + [_,;:;:~Ф\':~:~::: ti м] = [:~]. 
() 2;;_' R() + 2m ctg фф() F 

(4.34) 

И снова из правой части этих уравнений находим символы Кристоффе

ля второго рода. Среди них, например, следующие: Г~2 = - R, Г~3 = 
=- sin(ф) соs(ф) и Г~3 = ctg(ф). 

4.11. Альтернативные принципы механики 

В 17 веке Ньютон внес огромный вклад в механику, но некоторые во
просы остались без ответа. Например, не бьmи получены уравнения движе
ния для твердых тел и деформируемой среды. Впоследствии бьm выдвинут 
ряд принципов механики: принцип виртуальной работы Бернулли (в 1717 
году), принцип Даламбера (в 1743 году, [44]), принцип наименьшего при
нуждения Гаусса (в 1829 году, [68]), принцип Гамильтона (в 1835 году, [89]) 
и др. 15 Цель данного раздела - установить, как некоторые из этих прин
ципов связаны с теоремой об изменении количества движения, на основе 

которых строятся уравнения движения для системы материальных точек. 

4.11.1. Принцип виртуальной работы и принцип Даламбера 

Сначала рассмотрим принцип виртуальной работы и принцип Далам
бера применительно к системе N материальных точек. Во многих учеб
никах уравнения движения Лагранжа строятся на базе этих двух принци
пов16. Предположим, что на материальные точки накладывается единствен-

15Более подробно об этих и многих других принципах читайте в работах Дюrа [48], Са
бо [209] и Трусделла [216, 217]. 

16См., например, работы Баруха [14, раздел 4.9], Гринвуда [78, раздел 2.1], Синrа [206, раз
дел 46]. Многие авторы уточняют, что принцип виртуальной работы применим к статическим 
задачам, тоrда как для решения динамических задач ero необходимо дополнять принципом 
Даламбера. По этой причине в настоящем разделе эти два принципа рассматриваются вместе. 
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ная связь: 

(4.35) 

Принцип виртуальной работы и принцип Даламбера совместно утвержда

ют, что движение системы материальных точек подчиняется уравнению 

(4.36) 

для всех возможных векторов d 1 , ... , dN, удовлетворяющих условию 

(4.37) 

Обратите внимание, что е присутствует в (4.35), но отсутствует в (4.37). 
Векторы dк называются виртуальными пере.мещениями и часто обозна

чаются как бr к. Приложеиная сила F а К совершает виртуальную работу, 
равную F а к · dк. Таким образом, из ( 4.36) следует, что совокупная вирту
альная работа, совершаемая приложеиными силами F аК и инерциальными 
силами -mкrк, равна нулю. 

Наша цель - получить из (4.36) уравнения движения для системы 
материальных точек. Определим множители Лагранжа и запишем связь, 

накладываемую на векторы dк 17 : 

N N 

L (F аК - mкrN) . dк + f..l L fк . dк =о. (4.38) 
K=l K=l 

Из-за присутствия множителя Лагранжа векторы dк можно изменять неза

висимо друт от друта. Чтобы уравнение ( 4.38) имело место для всех таких 
перемещений, необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялось условие 

ткrк = Fак + J.Lfк (К= 1, ... ,N). (4.39) 

С друтой стороны, уравнения (4.39) есть не что иное как уравнения дви
жения для системы материальных точек, подверженных связи (4.35). Соот
ветствующие реакции связи задаются с помощью лагранжевого представ

ления: 

Fcк=J.Lfк (K=l, ... ,N). (4.40) 

Дальнейшее построение уравнений движения Лагранжа для системы мате

риальных точек достаточно просто. Таким образом, принцип виртуальной 

17Если связь (4.35) интегрируемая, то рассматриваемый метод в точности соответствует 
методу Лагранжа, описанному в [121, 122] (см. раздел 4 главы 11 в работе Дюпi [48]). 
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работы и принцип Даламбера позволяют получить уравнения движения для 

системы связанных материальных точек при условии, что реакции связей 

имеют лагранжево представление. 

Если связь (4.35) интегрируемая, то уравнение (4.37) задает условие 
ортогональности векторов dк. Ветрудно заметить, что в этом случае вы

ражение ( 4.40) для реакций связей предполагает перпендикулярность силы 
конфигурационному многообразию М. 

4.11.2. Принцип наименьшего принуждении Гаусса 

Принцип наименьшего принуждении Гаусса был сформулирован в 1829 
году и опубликован в статье [68], посвященной исследованию роли реакций 
связи в механических системах. Рассмотрим систему N материальных то
чек, ограниченных связью ( 4.35), и допустим, что реакции связи имеют 
лагранжево представление (т. е. имеет место ( 4.40) ). Тогда при любом дви
жении системы, удовлетворяющем этой связи, минимально необходимыми 

реакциями связей, реализующими эту связь, будут F сК = мfк. Стало быть, 
лагранжево представление является в некоторым смысле оптимальным! 

С момента своего появления в 1829 году принцип наименьшего при
нуждении сыграл ключевую роль в ряде плодотворных исследований в ме

ханике (см., например, работу Герца [92]). Очень хорошо этот принцип 
описывается в [218]; О'Рейли и Сриниваса [162] сформулировали его для 
случаев, когда лагранжево представление не применимо. 

4.11.3. Принцип Гамильтона 

Последний принцип, который мы рассмотрим, был сформулирован сэ

ром Уильямом Гамильтоном (1805-1865) и впервые опубликован в рабо
те [89] для системы несвязанных материальных точек, подверженных дей
ствию консервативных сил. Для простоты ограничимся рассмотрением слу

чая с одной материальной точкой массы m. Предположим, что радиус-век
тор этой точки параметризуется тремя координатами q = (q1 , q2 , q3 ). Тогда, 
согласно принципу Гамильтона, движение системы от заданной начальной 

q(t0 ) конфигурации точки до заданной конечной q(t1 ) конфигурации точки 
экстремизирует интеграл действия18 

tl 

I = J Ldt, (4.41) 

to 

18 Экстремизировать - значит минимизировать или максимизировать. 
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Рис. 4.6. Несколько возможных траекторий q, соединяющих две конфитурации 
(q(to) и q(tt)) материальной точки. Истинная траектория удовлетворяет дифферен
циальному уравнению F = ma. Принцип Гамильтона гласит, что эта траектория 

tl 

экстремизирует интеграл I = J Ldt (см. (4.41)). Портрет Гамильтона взят из Kopo
to 

левекой ирландской академии в Дублине 

где лагранжиан равен L = T(qi, qi) - U(qi), а t0 и t 1 -фиксированные 
моменты времени. Как показано на рис. 4.6, существует бесконечное мно
жество траекторий q(t), соединяющих две возможные конфигурации точки, 
поэтому задача поиска траектории, являющейся экстремумом интеграла, ка

жется трудоемкой. 

Однако задолго до того, как в 1835 году появился интеграл ( 4.41 ), бьmи 
известны необходимые условия для того, чтобы q1 ( t), q2 ( t), q3 (t) задавали 
экстремум интеграла I. Эти условия описывались следующими дифферен
циальными уравнениями: 

!1_ ( дL) - дL =О (k = 1, 2, 3). 
dt дizk дqk 

(4.42) 

В контексте задачи на поиск экстремума интеграла I уравнения (4.42) на
зываются уравнениями Эйлера-Лагранжа19 . Таким образом, принцип Га
мильтона утверждает, что движение системы материальных точек удовле-

19Задачи, связанные с нахождением экстремума I, решаются с помощью вариационного 
исчисления. В середине 18 века огромную роль в развитии вариационного исчисления сыграли 
Эйлер и Лагранж [72]. Именно этого вопроса касалось первое письмо, адресованное 19-летним 
Лагранжем Эйлеру в 1755 году. 
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творяет уравнениям (4.42), которые эквивалентны закону F = ma для ма
териальной точки. В заключение скажем, что в случае свободного движения 
материальной точки принцип Гамильтона эквивалентен теореме об измене
нии количества движения. Получается, что движение системы, описывае

мое решением уравнения F = ma, есть экстремум интеграла I! 
Впоследствии некоторые авторы сформулировали принцип Гамильто

на для более общих случаев. Например, для случая, когда движение систе
мы материальных точек ограничено интегрируемыми связями. Якоби [102] 
широко применял принцип Гамильтона при исследовании движения мате

риальных точек по гладким поверхностям и поиске кратчайшего расстоя

ния между двумя точками на поверхности. Несмотря на то, что принцип 
Гамильтона не применим к системам материальных точек с неинтегрируе

мыми связями, с его помощью было сформулировано несколько фундамен
тальных положений современной физики. 

4.12. Заключение 

В этой главе мы вывели уравнения движения Лагранжа для системы 
материальных точек и показали, как они изменяются при наложении свя

зей. Всякий раз мы подчеркивали, что уравнения Лаграижа эквивалентны 
ньютоновскому закону для каждой материальной точки. Это важиое свой

ство позволяет нам рассчитывать силы Ф к = l:~1 F i · ~, фигурирующие 
в правой части уравнений движения Лагранжа: 

:t(:q~)-:;=Фк (R=l, ... ,3N). 

Кроме того, мы можем накладывать интегрируемые и неинтегрируемые 
связи и рассчитывать соответствующие реакции связей. 

На более глубоком уровне метод изображающей точки Кейси позволя
ет рассмотреть систему материальных точек как одну материальную точ

ку, движущуюся по конфигурационному многообразию М, принадлежа
щему ЗN -мерному евклидову пространству. В следующей главе мы изу
чим примеры, связанные с построением уравнений движения Лагранжа для 

нескольких систем материальных точек. 

Задачи 

4.1. Каковы кинематические элементы длины ds, обобщенные коор
динаты и конфигурационные многообразия М для следующих систем: 
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(а) материальная точка, соединенная пруживой снеподвижной точкой; 

(Ь) материальная тока, соединенная стержнем длины L ( t) с неподвижной 
точкой; 

(с) материальная точка, совершающая гармонические колебания; 

(d) плоский двойной маятник; 

(е) сферический двойной маятник. 

4.2. При каких условиях реакпии связей не совершают работы? 

4.3. Многие авторы допускают, что кинетическая энергия системы 

материальных точек описывается положительно определенной функпией 

скоростей qк. Если положить Т = '2:~~1 '2:~~ 1 rq.auq1 qJ, то это будет 
эквивалентно утверждению, что матрица с элементами rq.au является по
ложительно определенной20 . 

На примере сферического маятника покажите, что некоторые представ

ления Т не всегда являются положительно определенными. В частности, 

условие положительной определенности нарушается в вырожденных точ

ках сферической системы координат. 

4.4. Чем отличаются базисы {е к}, {е к} и { ё к} при построении 
изображающей точки методом Кейси? Чему равны эти базисы в JE6 для 
заданной системы двух материальных точек? 

4.5. Рассмотрите функпию, зависящую от движения двух материаль

ных точек: 

V = V(\\r2- r1\\, t). 

Это типичная функпия потенциальной энергии и интегрируемой связи. 

(а) Получите для произвольного векторах выражение 

d\\x\\ х . 
dt = \\х\\ . х. 

Самый простой способ - выразить вектор х в декартовых координатах. 

(Ь) Докажите, что 

· дV дV дV V=- ·v1 +- ·v2+ -, 
дr1 дr2 дt 

20Напомним, что матрица С называется положительно определенной, если для всех иенуле
вых х выполняется условие хт Сх > О и лишь для х = О имеет место равенство хт Сх = О. 
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где 

av х ----
дх llxll 

и 

(с) Пусть на систему двух материальных точек накладывается связь \]! = 
=О, где 

( 4.43) 

Используя лагранжево представление, докажите, ЧТО F cl = - F с2 о Об
ратите внимание, что так записывается третий закон Ньютона. При

ведите два примера физической связи, которая описывается уравне

нием ( 4.43) и для которой соответствующие реакции связи равны по 
величине и противоположны по направлению. 

(d) Пусть на систему двух материальных точек действует консервативная 
сила, для которой функция потенциальной энергии имеет вид 

(4.44) 

Используя тождество 

докажите равенство F conl = - F con2, являющееся третьим законом 

Ньютона. Приведите два примера, для которых И рассчитывается 

по (4.44), и покажите, что консервативные силы равны по величине 
и противоположны по направлению. 

4.6. В задаче двух тел рассматривается система двух материальных 

точек: одна массой m 1 = М и другая массой m 2 = т. На систему дей
ствуют лишь силы, порождаемые ньютоновским гравитационным силовым 

полем, для которой функция потенциальной энергии равна Ип = -
11
GMm

11
. 

r2-r1 

(а) Докажите, что количество движения этой системы сохраняется и что 

центр масс С совершает равномерное прямолинейное движение. Кро

ме того, докажите, что 

где r - радиус-вектор центра масс. 
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(Ь) Докажите, что кинетический момент системы материальных точек от

носительно точки С сохраняется. 

(с) Докажите, что полная энергия системы материальных точек сохраня

ется. 

( d) Докажите, что дифференциальные уравнения, определяющие движе
ние точек m1 и m 2, имеют вид21 : 

( )

2 -
·· М r2 -r m(r2 -r) = -GMm М _ 3 +т llr2- rll 

(4.45) 

(е) Докажите, что результаты, полученные в разделе 2.8, можио приме
нить к ( 4.45) и рассчитать орбитальные движения материальных точек 
относительно их центра масс С. 

21 В небесной механике построение уравнений движения в такой форме эквивалентно ис
пользованию барицентрической системы координат (см., например, [220]), т. е. такой системы 
координат, начало которой совпадает с центром масс системы. 
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Динамика систем материальных точек 

5.1. Введение 

В этой главе мы рассмотрим несколько примеров систем материальных 

точек. Особое внимание уделим построению уравнений движения Лагран

жа для этих систем. Все они являются классическими примерами систем 

материальных точек: от простых гармонических осцилляторов до гантеле

видных спутников и маятников. Наша цель - применить знания, получен

ные в предыдушей главе, к решению ряда типовых задач. 

Задачи, схожие с вышеперечисленными, встречаются во многих учеб

никах по динамике. Как правило, в этих учебниках используются альтер

нативные формулировки уравнений движения Лагранжа, не учитывающие 

неконсервативные силы в явном виде. Поскольку мы уже знаем, что урав

нения Лагранжа эквивалентны уравнениям, полученным из теоремы об из

менении количества движения, мы легко можем включить в модель некон

сервативные силы, такие как кулоновское динамическое трение. В конце 

главы приводится краткий обзор работ, посвященных динамике систем ма

териальных точек и выпущенных в последние годы. 

5.2. Гармонические осцилляторы 

Сначала рассмотрим простые примеры систем двух материальных то

чек, одна из которых изображена на рис. 5.1. Эта система состоит из мате
риальной точки массы m 1 , соединенной пруживой снеподвижной опорой. 

Жесткость пруживы равна К1 , а собственная длина- L 1 . Кроме того, эта 

точка соединена с другой материальной точкой массы m 2 пруживой жест

кости К 2 • Длина второй пружины в ведеформированном состоянии рав

на L 2 . Обе материальные точки могут двигаться только в направлении Е1 : 

r1 = (L1 + х1)Е1 + У1Е2 + z1Ез, 
r2 = (L1 + L2 + х2)Е1 + У2Е2 + z2Ез, 

где х1 и х2 - смещения материальных точек от положений, в которых пру

живы не деформированы. 
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Е, j 

~о~ 
' гладкая плоскость 

Рис. 5.1. Система двух материальных точек, движущаяся по гладкой горизонтальной 
плоскости. Материальные точки соединены пружинами постоянной жесткости 

Координаты 

Обозначим следующим образом шесть координат: 

q1 =X1, q2
=X2, q3 =y1, q4

=y2, q5 =z1, q6
=z2. 

Материальные точки рассматриваемых систем движутся вдоль прямой. Это 

значит, что на систему накладываются четыре связи: 

Ф1=О, Ф2=О, Фз=О, Ф4=О, 

где 

Ф1 = У1, ф2 = У2, Фз = z1, W4 = Z2. 

Следует заметить, что 

дФ1 -Е дФ2 =О дФз -Е дФ4 =О 
д - 2, дг1 ' д - з, дг1 Гl Г} 

и 

дФ1 =О дФ2 -Е дФз _ 
0 дФ4 = Ез. 

дг2 ' д - 2, дг2 - ' дг2 г2 

Позже с помощью этих выражений мы зададим реакции связей. 

КинетичесiСая и потенциальная энергии 

Легко видеть, что кинетическая и потенциальная энергии системы рав-

ны 

(5.1) 
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Накладывая на эти уравнения четыре интегрируемые связи, находим их 

связанные аналоги: 

Реакции связей 

При движении материальных точек по гладкой поверхности реакции 

связей можно задать по методу Лагранжа: 

где f.Ll, f.L2, f.Lз и f.L4 - нормальные составляющие сил. Если поверхность ше
роховатая, то эти выражения необходимо модифицировать, включив в них 

силы трения: 

Равнодействующая всех сил, приложеиных к каждой точке, складывается из 

реакции связи и консервативных сил, обусловленных земным притяжением 

и действием пружин. 

Изображающая точка 

Рассматриваемую систему легко заменить одной представляющей точ

кой массы m. Во-первых, радиус-вектор этой точки, движущейся в про
странстве JE6

, определяется по формуле (4.15): 

С помощью этого выражения легко вычислить шесть ковариантных векто

ров aJ и шесть контравариантных векторов aJ: 

и 
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Если бы мы нашли кинетическую энергию Т = r;г · r, то зто было бы 
эквивалентно выражению, полученному согласно ( 5.1). 

На движение изображающей точки накладываются связи вида 

Отсюда легко видеть, что реакция связи Ф с. которую мы задавали бы с по

мощью лагранжена представления, равна 

ф 2 5 3 6 
с= 111е + 112е + J.Lзe + J14e . 

При наличии трения формула (5.2) не применима. 
Вектор силы Ф рассчитывается по формуле (4.16): 

Ф = ( -К1(х1) + К2(х2- х1)- /1dii111E2 + J.LзEзlll~~ l) е1+ 
+ (J.Ll - m1g)e2 + J.Lзe3 + (/12- m2g)e5 + J14e

6+ 

+ ( -К2(х2- х1)- /1dii112E2 + /14Eзlll~:~) е4 . 

(5.2) 

Заметим, что члены этого выражения, обусловленные реакцией связи, со

гласуются с уравнением (5.2) при /1d =О. Итак, мы нашли всё, что нужно 
для построения уравнений движения изображающей точки массы m. 

Обобщенные координаты и конфигурационное многообразие 

На систему накладываются четыре интегрируемые связи, позтому 

обобщенными координатами будут х 1 и х2 . Конфигурационное многооб

разие М соответствует плоскости IE2
, а кинематический линейный злемент 

равен 

ds = 

Этот линейный злемент легко связать со стандартной мерой расстояния, 

которое проходит материальная точка вдоль кривой (х(т), у( т)) на плоско-

сти. Речь идет о мере ( ~~ )2 + ( * )2dт. Чуть позже мы введем в систему 
неинтегрируемую связь и увидим, что М и ds при этом не изменятся. 
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Уравнения движения осциллятора 

Сначала рассмотрим случай, характеризующийся отсутствием трения 
(рис. 5.1). Для этой системы реакции связей записываются по Лагранжу. 
Все другие силы, действующие на систему, являются консервативными. 

Следовательно, Ф1 =- g$ и Ф2 =-~.Уравнения движения могут быть 
получены, исходя из следующих уравнений движения Лагранжа: 

(5.3) 

где о:= 1, 2. Осуществляя небольшие расчеты, получаем уравнения движе
ния в виде 

m1x1 = -К1х1- К2(х1- х2), 

m2x2 = -К2(х2- х1). 

При анализе этих уравнений, имеющих классическую форму, становится 

очевидной их эквивалентность уравнениям F1 · Е1 = m1r 1 и F 2 · Е1 = 
= m2r2 соответственно. 

шероховатая плоскость 

Рис. 5.2. Система двух материальных точек, движущаяся по шероховю-ой горизон
тальнойплоскости 

Влияние динамического трения1 и приложенной силы 

Рассмотрим ту же систему материальных точек, но при наличии дина
мического трения и внешней силы Р = Pcos(wt)E1 , приложенной к точ
ке массы m 2 (рис. 5.2). Мы уже сделали все предварительные расчеты, 

1 В литершуре часто используется термин «трение скольжения». 
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необходимые для построения уравнений движения этой системы. Главное 

отличие здесь в том, что уравнения движения Лагранжав форме (5.3) не 
применимы. Следует исходить из уравнений движения Лагранжа, имеющих 

следующий вид: 

(5.4) 

где Фк = F1 · %;1< + F2 · ~ или, если используется метод изобража
ющей точки, Ф к = Ф · а к. Ясно, что мы должны добавить в F 2 член 

Р = Pcos(wt)E1, а в Ф- член Pcos(wt)e4 . 

С учетом (5.4) и полученных выше выражений для Т и силы приходим 
к следующим шести уравнениям: 

m1x1 = -К1х1- К2(х1- х2)- f1dm1g ,::,, 

m2x2 = -К2(х2- х1)- f.1dm2g ,::, + Pcos(c.ut), 

О= N1y- m1g, 

О= N2y- m2g, 

О= Nlz, 

О= N2z· 

(5.5) 

Последние четыре уравнения содержат реакции связей: N 1y = f.1 1 , N2y = 112 , 

N1z = /13 И N2z = /14· 

Скачкообразные колебания 

Одна из наиболее интересных особенностей колебательного движе

ния появляется в случае, когда одна или обе скорости материальных точек 

равны нулю. При этом изменяется число интегрируемых связей и реак

ций связей. Результирующие колебания часто называют скачкообразными. 

Такой характер движения встречался нами ранее в модели американских 

горок. Для этих двух типов трения количество дифференциальных уравне

ний, описывающих движение, различно, поэтому численное моделирование 

уравнений движения может быть достаточно сложным2 • 

2Более подробно о математических моделях скачкообразных колебаний читайте в [23, 50, 
112]. В [21, 111] описываются интересные примеры такого рода колебаний, а также их приме
неиле к решению различных задач, например к описанию визга при торможении. 
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Пусть материальная точка массы m 1 находится в состоянии мгновен

ного покоя, тогда необходимо наложить дополнительную связь х1 = х1о, 
где х1о - постоянная. Реакция связи F cl будет равна 

где р,5Е1 - сила статического трения3 , удовлетворяющая критерию стати-
ческого трения 

lм51 ~ MsV ILI + р,~, 
где р,8 - коэффициент статического трения. Уравнениями движения для 

рассматриваемого случая будут не (5.5), а 

Р,5 = К1х1о + К2(х1о- х2), 

(5.6) 

где 

IK1x1o + К2(х1о - x2)l ~ P,smlg. 

Таким образом, если сила трения будет достаточно сильна, чтобы проти

водействовать силам натяжения пружин, то значение х10 не изменится. 
В противном случае точка начнет скользить в направлении результирую

щей упругой силы и движение будет описываться уравнениями (5.5). 

Наложение интегрируемой связи 

Рассмотрим теперь случай, когда на систему, описанную в разделе 5.2, 
накладывается интегрируемая связь. Уравнение связи имеет вид 

Эту связь также можно выразить в виде 

или, если речь идет об изображающей точке, в виде 

Попробуйте доказать, что эта связь является интегрируемой. 

3В литературе по механике также используется термин трение покоя. 
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Используя лагранжево представление, приходим к выводу, что на ма

териальные точки начинают действовать дополнительные реакции связи, 

равные f.L5x2E1 и -f.L5E1. Для изображающей точки массы т необходи
мо увеличить реакцию связи Фс на величину f.l5(x2e1 - е4 ). Исходя из 
уравнений движения Лагранжа (5.4), приходим к следующим уравнениям 
движения: 

m1x1 = -К1х1- К2(х1- х2)- f.Ldmlg ~~~~ + f.l5X2, 

.. К ( ) ±2 m2X2 =- 2 Х2- Xl - /-ldffi2g-,-- /-l5· 
lx2l 

Еще четыре уравнения идентичны последним четырем уравнениям систе

мы (5.5). Первые два уравнения движения дополняются связью х1х2 -±2 = 
=0. 

5.3. Гантелевидный спутник 

В 1960-х гг. бьшо разработано несколько простых моделей деформи
руемых спутников, вращающихся вокруг планеты массы М. В настоящем 

разделе мы рассмотрим одну из таких моделей и проанализируем некото

рые особенности ее динамики. В частности, мы расскажем о взаимосвязи 
между движением центра масс и вращением спутника. Эта связь обуслов

ливается гравитационными силами, действующими на спутник; более по

дробно читайте в учебнике Белецкого по динамике спутников [ 16]. 
В модели, которую мы выбрали, масса спутника распределяется меж

ду двумя материальными точками, расположенными на концах пружины 

жесткости К и длины Lo (рис. 5.3). Гравитационная сила, действующая на 
спутник со стороны планеты массы М, вокруг которой он вращается, мо

делируется как ньютоновское гравитационное силовое поле, действующее 

на каждую материальную точку. Далее обсудим, как построить для этой 

модели уравнения движения. 

Координаты 

Наша первая задача - выбрать координаты для задания радиус-век

торов r 1 и r 2 материальных точек. В качестве первого разумного выбора 

можно остановится на декартовых координатах и выразить через них ра

диус-векторы обеих материальных точек. Другой вариант- задать r 1 в де

картовых координатах, а r 2 - r 1 - в сферических. Возможен и третий ва

риант- описать в декартовых координатах радиус-вектор r центра масс С 
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EI 

Рис. 5.3. Материальные точки с массами m1 и m2, закрепленные на концах пру
жины постоянной жесткости К; длина пружины в свободном состоянии равна Lo. 
Каждая материальная точка притягивается к неподвижной точке О за счет ньюто

новского гравитационного силового поля 

системы, а в сферических координатах - векторы r 2 - r и r 1 - r. Остано
вимся на третьем варианте. 

Обозначим вектор r2 -r1 через Rен, где R = llr2 -r1ll, тогда получим: 

ен = sin(ф)(cos(8)E1 + sin(8)E2) + соs(ф)Ез. 
После некоторых алгебраических выкладок приходим к выводу, что 

С учетом выбранной нами системы координат имеем r = хЕ1 + уЕ2 + zE3• 

Для удобства обозначим координаты следующим образом: 

ql = х, q2 =у, qз = z, q4 = R, q5 = ф, q6 = 8. (5.7) 

Запишем, кроме того, 12 частных производных от r 1 и r 2 по этим коорди
натам: 

дr1 _Е 
ду - 2, 
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и 

Поскольку силы, действующие на систему материальных точек, являются 

консервативными, уравнения движения Лагранжа можно получить, не рас

считывая эти векторы. Мы рассчитали их по той причине, что они помогут 

нам в будущем объяснить одно важное соотношение. 

Кинетическая и потенциальная энергии 

Кинетическая энергия системы равна сумме кинетических энергий ма

териальных точек: 

m1 m2 
Т = 2v1 · v1 + 2 v2 · V2 = 

= m1 + m2 (х2 + ii + .z2) + m1m2 (й2 + R2J? + R2 sin2(ф)B2). 
2 2(m1 + m2) 

Мы пришли к этому выражению, опустив некоторые выкладки. 

Потенциальная энергия системы обусловливается силой тяготения 

Ньютона и потенциальной энергией пружины: 

Мы могли бы включить в это выражение ньютоновские силы гравитаци

онного взаимодействия между m1 и m2, но для наших целей это не столь 
существенно. 

Уравнения движения Лаrранжа 

На рассматриваемую систему материальных точек не накладываются 

никакие связи и действуют только консервативные силы. Следовательно, 
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движение этой системы можно описать уравнениями движения Лагранжа 
вида 

d
d ( дLs) - дLs =О (S = 1, ... , 6). 
t дq дq 

Получите эти уравнения прямым методом с использованием выражений 

для Т и И из предыдущего подраздела. 

В силу консервативности действующих на систему сил полная энергия 

Е = Т + И системы не изменяется, так же как и кинетический момент си
стемы относительно точки О, т. е. вектор Н0 . Кинетический момент равен 

Но = r1 х m1 v1 + r2 х m2v2 = 
m1m2 2 · · = f х mv + + R (фео- Bsin(ф)eФ)· m1 m2 

Из условия сохранения Но вытекает связь между линейными скоростями 
±,у и z центра масс и угловыми скоростями iJ и ф спутника. Убедимся 
в этом позднее при моделировании спутников как твердых тел. 

Обобщенные координаты н конфигурационное многообразие 

На систему не накладываются никакие связи, позтому обобщенны
ми координатами являются х, у, z, R, В и ф. Конфигурационное многообра
зие соответствует пространству JE6 с кинематическим линейным злементом 
ds = . 1 ___:п__dt. V m1+m2 

Примечапия к уравнениям движения 

Уравнения движения, получаемые с помощью уравнений Лагранжа, 
эквивалентны уравнениям движения, которые напрямую выводятся из зако

нов F1 = m1r1 и F2 = m2r2. И действительно, если вернуться в раздел 4.6 
к построению уравнений Лагранжа, то мы увидим, что полученные уравне

ния являются линейными комбинациями равенств F 1 = m 1r 1 и F 2 = m 2r 2. 
К примеру, уравнение движения Лагранжа относительно R 

эквивалентно выражению 
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Если описать движение системы в других координатах, то уравнения дви

жения Лагранжа будут соответствовать иным линейным комбинациям со

ставляющих уравнений F1 = m1r1 и F2 = m2r2. 

Похожие системы 

Описанную в этом разделе модель можно модифицировать различны

ми способами. Во-первых, пружину можно заменить жестким стержнем. 

В этом случае величины Е и Но будут по-прежнему неизменными. Следу

ет отметить, что даже для такой простой системы гравитационное силовое 

поле эквивалентно силе, действующей на центр масс С, и моменту относи

тельно этой точки. 

5.4. Маятник и тележка 

Рассмотрим систему двух материальных точек, изображенную на 

рис. 5.4. Материальная точка массы m 1 свободно движется по гладкой го

ризонтальной рельсе. К этой точке с помощью пружины жесткости К при

креплена другая материальная точка массы m2 • Собственная длина пружи

ны равна Lo. Движение обеих материальных точек считается плоским. 

Координаты и связи 

Как обычно, в первую очередь надо выбрать координаты для задания 

радиус-векторов r 1 и r 2 материальных точек. Учитывая, что в будущем 

нам придется накладывать на систему связи, определим r 1 в декартовых 

координатах, а r2 - r 1 в цилиндрических: 

Угол() отсчитывается от оси Е1 и принимает положительные значения при 
движении против часовой стрелки. Таким образом, когда точка m2 нахо
дится непосредственно под точкой m 1 , угол() равен з;. 

Обозначим координаты следующим образом: 

q1 = х, q2 = r, q3 = (), q4 =у, q5 = z1, q6 = z2 = (r2 - r1) · Ез. 
(5.8) 

Все связи, накладываемые на систему, являются интегрируемыми: 
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гладкая горизонтальная рельса 

Рис. 5.4. Система двух материальных точек, соединенных nруживой постоянной 
жесткости К. Собственная длина nружины равна L 0 • Материальная точка мас

сы m1 свободно движется по гладкой горизонтальной рельсе; материальная точка 

массы m 2 движется в плоскости х - у 

где 

На данном этапе будет разумно вычислять производные: 

дiJ!2 _Е 
дr1 - 3' 

дiJ!з -Е 
дr2 - З· 

В качестве упражнения параметризуйте вектор r 2 - r 1 с помощью декарто
вых координат. 

Кинетическая и потенциальная энергии 

Потенциальная энергия системы обусловлена силой тяжести и потен

циальной энергией пружины: 
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Накладывая интегрируемые связи, получаем 

- к 2 
И= m 2grsin(B) + 2(r- Lo) . 

Кинетическую энергию системы тоже легко вычислить: 

Т = ml ; mz (±2 + ii + ii) + ~2 (r2 + r2(p + i~) + 

+ m2(xr cos(B) + yr sin(B)- xrO sin(B) + yrO cos(B)) + 
+ mzi1iz. 

При наложении связей это выражение упрощается: 

т= m 1 ; mz ±2 + ~2 (r2 + r2(P) + m2 (xr cos(B) - xre sin(B)). 

Обобщенные координаты и связи 

179 

(5.9) 

Рассматриваемая система имеет три обобщенные координаты: х, r, В. 
Конфигурационное многообразие М есть трехмерное многообразие про

странства !Е6 , параметризуемое этими координатами. Поскольку r прини
мает значения от О до оо, а(}- от О до 21r, эти две координаты полностью 
параметризуют пространство IE2

. Далее, координата х принимает значения 
от - оо до оо и, значит, параметризует !Е. В итоге заключаем, что М есть IE3

. 

Используя Т, находим кинематический линейный элемент для конфи
гурационного многообразия: 

ds=~dt, 

Реакции связей и равнодействующие силы 

Рассчитываем по методу Лагранжа реакции связей: 

3 дФ· 
Fcl = L /-Li дr' = J.L1E2 + J.L2E3- J.L3E3, 

i=l 
1 

3 дФi 
Fc2 = LJ.Li дr = j.L3E3. 

i=l 
2 

4Нет необходимости водить данное обозначение, т. к. величина m в данном контексте не 
используется. - Прим. ред. 
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Обратите внимание, что множители Лагранжа J.li эквивалентны нормаль

ным силам: N1 = 111Е2 + (/12 -мз)Ез и N2 = мзЕз. 
Для полноты решения запишем выражения для равнодействующих 

сил F1 и F2 , приложеиных к материальным точкам системы: 

F1 = K(r- Lo)er + (/11 - m1g)E2 + (112 -мз)Ез, 

F2 = -K(r- Lo)er- m2gE2 + мзЕз. 

Позже мы рассчитаем с помощью этих выражений вектор силы Ф. 

Уравнения движения Лагранжа 

Движение рассматриваемой системы можно описать с помощью урав

нений движения Лагранжа в любой известной вам форме. Возможно, про

стейшим подходом послужит построение уравнений движения Лагранжа 

с использованием лагранжиана (4.21): 

_!i ( дL ) _ дL _ Q _ ~ F .. дri 
dt д . S д s - S - ~ некон.t д 8 

q q •=1 q 
(S = 1, ... , 6). (5.10) 

Однако в силу того, что реакции связей задаются с помощью лагранжева 

представления, правые части первых трех уравнений (5.10) равны нулю, 
т. е. Q1 = О, Q2 = О и Q 3 = О. 

Чтобы описать движение системы, достаточно проанализировать пер

вые три уравнения движения Лагранжа: 

d
d (дiJ)- дi =0 (J=1, ... ,з). 
t дq дqJ 

Связанный лагранжнан равен L = Т - U. Вычисляя частные производвые 
от L = Т - U и затем Jt, приходим после ряда иреобразований к выводу, 
что уравнения движения можно записать в виде: 

[ 

m1 +m2 
m2 cos(B) 

-m2rsin(B) 

m 2 cos( В) -m2r sin( В)] [~] [Л] 
m2 О r f 2 , 

О m2r2 iJ !з 

где Л, !2 и fз - функции, квадратичные относительно скоростей: 

Л= -2m2i'Osin(B)- m2r02 cos(B), 
'2 

!2 = -mzrB + m2gsin(B) + K(r- Lo), 

fз = 2m2ri'O + m2gr cos( В). 

(5.11) 

(5.12) 
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Уравнения движения Лагранжав форме (5.11) легко поддаются численно
му расчету. Такая форма является канонической для многих механических 

систем, в которых действуют независимые от времени ( склерономные) ин
тегрируемые связи. Кроме того, важно отметить, что матрица в левой ча

сти (5.11) получается из анализа Т. 

Расчет реакций связей 

Чтобы найти реакции связей F cl и F с2 , рассчитаем сначала f..Li с помо
щью трех уравнений движения Лагранжа: 

(J=4, ... ,6). 

Опуская промежуточные расчеты (выполните их самостоятельно), получа

ем: 

Fcl = (m1 + m2)gE2 + ~ (m2rsin(B) + m2rOcos(B))E2, 

Fc2 =О. 

Отсюда легко видеть, что F cl · v1 + F с2 · v2 = О. 

Сохранениевеличин 

Уравнения движения (5.11) предполагают сохранение двух кинемати
ческих5 величин. Во-первых, неизменной остается полная энергия Е систе
мы. Чтобы убедиться в этом, заметим, что ни одна из реакций связей не со

вершает работы, а все остальные силы, действующие на систему, являются 

консервативными. Таким образом, из теоремы об изменении кинетической 

энергии следует, что Е =О, где Е= Т+ й. Второе условие сохранения 
вытекает из первого уравнения системы (5.11) и гласит, что количество 
движения системы в горизонтальном направлении (т. е. величина G · Е1 ) не 
изменяется. 

Изображающая точка 

Мы нашли для системы уравнения движения Лагранжа без явного рас

чета радиус-вектора r материальной точки массы m, движущейся в про-

5Здесь мы сохраняем оригинальную терминологию автора. Следуя общепринятой терми
нологии следовало бы использовать термин «динамические величины». - Прим. ред. 
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странстве Е6 . Если бы мы для расчета (5.11) применяли метод изображаю
щей точки, то сначала нам бы пришлось по (4.15) определить радиус-век
тор 

r = хе1 + уе2 + z1ез + (х + rcos(B))e4 +(у+ rsin(B))es + (z1 + z2)e5. 

С помощью этого выражения легко рассчитать шесть ковариантных векто
ров aJ и шесть контравариантных векторов aJ. Например, а1 = е1 + е4 
и ~ = е6 . Как и следовало ожидать, выражение для кинетической энергии 
т= ~r о r идентично (5.9). 

Вектор силы Ф можно определить по формуле (4.16), учитывая полу
ченные ранее выражения для F 1 и F 2: 

Ф = K(r- Lo) cos(B)e1 + (f.ll- тш + K(r- Lo) sin(B))e2+ 
+ (f.l2 - f.lз)e3 - K(r- Lo) cos(B)e4+ 
+ ( -m2g- K(r- L0 ) sin(B))e5 + J.Lзe6 . 

Если вычислить Ф · as и сравнить результаты с теми, что мы получили, 
используя F 1 · ~ + F 2 · ~, то увидим, что эти два выражения для Ф s 
абсолютно идентичны. 

Замечания 

На примере рассмотренной в этом разделе системы хорошо исследо
вать уравнения движения Лаrранжа в ковариантной и контравариантной 
формах (уравнения (4.30) и (4.32) соответственно). В самом деле, поль
зуясь (5.11), мы можем рассчитать матрицу [aij] и символы Кристоффеля 
первого рода. 

5.5. Две материальные точки, связанные нерастяжимой 
нитью 

Как показано на рис. 5.5, материальная точка массы m1 связана с мате
риальной точкой массы m 2 нерастяжимой нитью длины Lo, которая прохо
дит сквозь небольтое отверстие в точке О. Материальная точка массы m 1 
движется по шероховатой горизонтальной плоскости, а материальная точка 
массы m 2 свободно движется в пространстве. Наша цель - получить для 
этой системы уравнения движения и определить, какие величины остаются 
неизменными. Для упрощения задачи сделаем допущение, что нить всегда 
остается натянутой и что материальная точка массы m2 не ударяется снизу 
о горизонтальную плоскость. 
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нерастяжимая нить 

шероховатая 

горизонтальная 

плоскость 

Рис. 5.5. Система двух материальных точек, связанных нерастяжимой нитью дли
ны Lo 

Координаты и другие кинематические величины 

Чтобы описать кинематику этой системы материальных точек, опи

шем движение первой материальной точки в цилиндрических координа

тах { r 1 , (}1 , z1}, а второй материальной точки - в сферических координатах 
{R2, Ф2, 82}: 

r1 = r1er 1 + z1Ез, r2 = R2eR2 • 

Обозначим шесть координат следующим образом: 

ql = rl, q2 = (}1, qз = Ф2, q4 = (}2, q5 = х, q6 = zl· (5.13) 

Обратите внимание, что мы вводим новую координату х: 

Пользуясь цилиндрической и сферической системами координат, получаем: 

Таким образом, 

дr1 =О 
дх ' 

дr1 _Е 
д - з, 

Z1 
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8r2 8r2 8r2 ( 
8rl = -eR2, авl =о, 8ф2 = Lo + х- rl)eФ2' 

~~~ = (Lo + х- r1) sin(ф2)ee2 , С::: = eR2, ~:~ =О. 

Потенциальная и кинетическая энергии 

Потенциальная энергия системы обусловлена земным притяжением: 

Чтобы рассчитать кинетическую энергию системы, нужны выражения для 
векторов скорости. Выражение для v 1 находится легко: 

Для расчета v 2 возьмем выражение для этого вектора в сферических коор
динатах и заменим в нем R2 и R2: 

Тогда кинетическая энергия Т системы будет равна: 

ffil ffi2 
Т = 2V1 · V1 + 2V2 · V2 = 

- ffil ( ·2 + 2()"2 + ·2) + - 2 rl rl 1 zl 

+ ";2 ( (±- r1)2 + (Lo + х- r1)2 sin2 (ф2)В~ + (Lo + х- r1)2 ф~). 

Заметим, что Т зависит от координат q1 , ... , q6 и их производных по вре
мени. 

Связи и реакции связей 

На движение рассматриваемой системы накладываются две связи. 

Во-первых, материальные точки связаны нерастяжимой нитью длины Lo, 
а во-вторых, движение материальной точки массы m1 является плоским. 
Если выразить уравнения связей в координатах q1

, ... , q6 , получим: 

Х = 0, Z1 = 0. 
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Реакции этих связей соответствуют силе натяжения нити, а также силе тре

ния и нормальной силе, действующим на точку m1: 

Fcl = f.J,1er1 + J1,2Ез- /1dllм2Eз11 11 :::ll, 
Fc2 = fJ,1eR2, 

где v отн. = r1 er1 + r1 В1 ео1 • Реакции той связи, которая обусловлена перас
тяжимой нитью, можно задать с помощью лагранженой записи. Пусть 

тогда уравнение соответствующей связи будет иметь вид Ф1 = О. С помо
щью лагранжена представления находим: 

Г1 

Fcl = /1lllrlll = /11er11 

Fc2 = fJ,1eR2· 

Заметим, что связь z1 = О мы наложили с той целью, чтобы упростить 

выражение для F cl· Реакции второй связи, уравнение которой имеет вид 
Ф 2 = О, где Ф 2 = z1, нельзя задать с помощью лагранженой записи, по

скольку в этой связи участвует сила динамического трения. 

Уравнения движения 

Уравнениями движения являются четыре дифференциальных уравне

ния для обобщенных координат и два уравнения для м1 и м2 . Для большей 

наглядности запишем сначала дифференциальные уравнения: 

(m1 + m2)r1- m1r1Bi + m2(Lo- r1) (sin2 (ф2)iJ~ + Ф~) = 
Vотн • erl 

= -мdllм2Eзll llv~.ll + m2gcos(ф2), 

Jt ( m2(Lo- r1) 2 ф2) - m2(Lo- r1)2 B~ sin(ф2) соs(ф2) = 

= m2g(Lo- r1) sin(ф2), 

d( 2 2 ") dt m2(Lo- r1) sin (ф2)82 =О. 

(5.14) 
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Уравнения для f..Ll и f..L2 имеют вид: 

f..Ll = m2gcos(ф2)- m2r1- m2(Lo- r1) (sin2 (ф2)0~ + Ф~), 
f..L2 = m1g. 

Чтобы получить предыдущие уравнения, воспользуемся уравнениями 
Лаrранжа 

(К= 1, ... ,б). 

Подставим в них вместо Т, F 1 и F 2 соответствующие выражения. Вычис
лив частные производные от Т, накладываем на уравнения две связи и под
вергаем их некоторым преобразованиям, учитывая при этом, что 

Vотн · ео, 
Fl·rleo,+F2·0=-J.ldrlllf..L2Eзll llv~.ll, 

F1 ·О+ F2 · (Lo- r1)еФ2 = m2g(Lo- r1) sin(ф2), 

F1 ·О+ F2 · (Lo- r1) sin(Ф2)eo2 =О, 
F1 ·О+ F2 · ея2 = J.ll- m2gcos(ф2), 

F1 · Ез + F2 ·О = f..L2 - m1g. 

Несохранениеэнерrии 

Полная энергия системы материальных точек - величина изменяемая. 
Чтобы доказать это, подставим в теорему об изменении кинетической энер

гии Т= F 1 · v 1 + F2 · v 2 соответствующие выражения для приложенной 
силы и реакции связи: 

Учитывая выражение для функции потенциальной энергии И, сводим урав
нение к виду 
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где полная энергия равна Е = Т+ И. Так как J.L2 = m 1g, а вектор v1 равен 
вектору v отн. и перпендикулярен вектору Е3 , то заключаем, что 

Е= /Ч(еr1 • Vt + eR2 • v2)- f.Ldmlgllvlll· 

Однако erl. vl + eR2. v2 = rl + R2, поэтому эта сумма равна нулю в силу 
равенства r 1 + R2 = Lo. В конечном итоге получаем 

Е= -{Ldmlgl!vtll· 

Заметим, что Е ~ О, как и следовало ожидать из-за присутствия силы тре
ния. 

Сохранение кинетических моментов 

При отсутствии трения из второго и четвертого уравнений систе

мы (5.14) следует инвариантность величин Н01·Ез = mtriBt и Н02·Ез = 
= m 2(Lo- r 1)2 sin2 (ф2)02 . Это значит, что кинетический момент каждой 
материальной точки относительно точки О в направлении Е3 не изменя
ется. 

Конфигурационное многообразие и его геометрия 

Конфигурационным многообразием для рассматриваемой системы яв

ляется четырехмерное подпространство пространства JE6, параметризуемое 
координатами r Е (0, Lo), 81 Е [0, 27r), 82 Е [0, 27r) и Ф2 Е (0, 7r). Кинемати
ческий линейный элемент ds для этого многообразия равен 

где Т2 НаХОДИТСЯ ИЗ Т НалОЖеНИеМ СВЯЗеЙ И группирОВКОЙ ЧЛеНОВ, квадра
ТИЧНЫХ относительно обобщенных скоростей: 

- m1 ·2 2 ·z 
Т2 =т(r1 +r181 )+ 

m2 (·2 ( )2 . 2( );,2 ( )2 ·2) + 2 r 1 + Lo - r1 sш Ф2 и2 + Lo - r1 ф2 . 

Чтобы наглядно представить себе конфигурационное многообразие, мыс

ленно постройте двумерное изображение плоскости с координатами 

r 1 cos(81) -r1 sin(81). Дополните картинку трехмерным изображением сфе
ры радиуса 1, параметризованной координатами Ф2 и 82. 
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5.6. Заключение 

Решение задач на системы материальных точек играет важнейшую 

роль в развитии динамики. Мы, в частности, говорили о модели небесной 

системы, состоящей их Солнца, Земли и Луны. Задачу, связанную с иссле

дованием этой системы, называют задачей трех тел. В рамках этой задачи 

три тела моделируются как материальные точки, взаимодействующие меж

ду собой посредством ньютоновского гравитационного силового поля. Это 

значит, что потенциальная энергия системы определяется по формуле 

(5.15) 

(сравните с (4.9)), где r 1 , r 2 и rз - радиус-векторы материальных точек 
с массами m1, m 2 и m 3 соответственно. 

(а) (Ь) 

(с) 

ml 

Рис. 5.6. Типовые траектории в задаче трех тел: (а), (Ь) примеры треугольных реше

ний Лагранжа и (с) решение-восьмерка 

Точные решения частных случаев задачи трех тел варьируются от тре

угольного решения Лагранжа [117], полученного в 1772 году6, до реше-

6Это решение исследуется во многих учебниках по небесной механике, например в [93, 
150, 220]. 
Прим. ред. Строгое и исчерпывающее исследование устойчивости решения Лагранжа вы

полнено в монографии А. П. Маркеев. Точки либрации в небесной механике и космодинамике. 

М.: Наука, 1978. 
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ния-восьмерки, которое было получено численным расчетом совсем недав
но и впервые упоминается в работах Мура [147] и Мура и Науенберга [148]. 
Существование этого решения было доказано Шеисине и Монтгомери 
[37, 145] (рис. 5.6)7. Задача трех тел хорошо известна не только благодаря 
малому числу точных решений8 , но и благодаря соответствующим исследо
ваниям Анри Пуанкаре (1854-1912) в конце 1880-х гг. (см. [4, 13, 45]). Счи
тается, что именно он первым описал хаос в математических моделях физи
ческих систем и разработал один из принципов построения областей хаоса 
в динамических системах. Спустя столетие, в конце 1980-х гг., исследова
ние областей хаоса в динамических системах стало особенно популярным. 

Задачи трех и двух тел являются частными случаями задачи n тел. 
В небесной механике задача n тел соответствует задаче построения мо
делей Солнечной системы, которой занимались многие именитые ученые. 
Решая именно эту задачу, Гамильтон разработал свои уравнения движения 
(см. [88]) и вариационный принцип (см. [89]). К сожалению, мы не можем 
во всех подробностях рассмотреть в этой книге задачи трех тел и n тел, 
поэтому заинтересованным читателям советуем обращаться к вышеназван
ным работам. 

В задачах, о которых мы только что говорили, на движение материаль

ных точек не накладывается никаких связей, поэтому довольно часто они 
формулируются без использования уравнений движения Лагранжа. Однако 
в простых моделях искусственных спутников, вращающихся вокруг небес
ного тела, а также в различных маятниковых системах часто приходится 

решать задачи, в которых материальные точки жестко связаны между со

бой. Для описания таких моделей идеально подходят уравнения Лагранжа, 
на основе которых строятся обыкновенные дифференциальные уравнения 
движения, не содержащие реакций связей. Задачи на исследование подоб
ного рода ·систем материальных точек встретятся вам, среди прочих, ниже. 

Задачи 

5.1. Рассмотрите системы материальных точек, описанные в разде
ле 5.2. При условии, что на материальную точку массы m 2 действует зави
сящая от времени сила P(t)E1

9, получите уравнения движения для каждой 
из систем. 

7Также рекомендуем прочесть статью Касслмана [31], размещенную в сети Интернет. 
В этой статье описывается несколько моделей систем трех тел. 

8Вряд ли можно согласиться с данным утверждением автора. Аналитическими и числен
ными методами в задаче трех тел найдено и исследовано множество частных решений. См., 
например, монографию А. Д. Брюно. Ограниченная задача трех тел. Плоские периодические 
орбиты. М.: Наука, 1990.- Прим. ред. 

9Эта сила не является консервативной. 
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5.2. Снова рассмотрите системы материальных точек, описанные 

в разделе 5.2. При условии, что, помимо пружин, в системах присутствует 
вязкое сопротивление10 , получите уравнения движения для каждой систе
мы. 

5.3. Наша цель - получить уравнения движения двух несвязанных 

материальных точек. В следующей задаче вы сможете наложить связи и по

лучить уравнения движения маятниковой системы. 

Рассмотрим систему материальных точек, изображенную на рис. 5.7. 
Материальные точки свободно движутся в пространстве Е3 под действием 
суммарных внешних сил F1 и F2. 

• • 
о 

El 

Рис. 5.7. Система двух материальных точек 

(а) Зададим радиус-вектор материальной точки массы m 1 с помощью ци

линдрической системы координат {rt, 01, z1}. Движение второй ма
териальной точки удобно описать с помощью относительного ра

диус-вектора r21 = r2 - r 1 , который мы определим в сферической 

системе координат { R 2 , ф2 , 02 }. Докажите, что радиус-вектор изобра

жающей точки равен 

r = r1 cos(Ot)et + rt sin(Ot)e2 + Zteз + 

+ (rt cos(Ot) + R2 sin(ф2) cos(02))e4+ 

+ (rt sin(Ot) + R2 sin(ф2) sin(02))e5 + (zt + R2 соs(ф2))е5. 

(Ь) Используя выражение для r и криволинейные координаты простран
ства JE6 

q1 = rt, q2 = Ot, q3 = zt, q4 = R2, q5 = Ф2, q6 = О2, 
10Силы вязкого трения не являются консервативными. 
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докажите, что шесть ковариантных базисных векторов aJ = ~~ равны 

а1 = 
8
8r = cos(B1)e1 + sin(B1)e2 + cos(B1)e4 + sin(B1)e5, 
r1 

а2 = g;
1 

= -r1 sin(81)e1 + r1 cos(01)e2- r1 sin(01)e4 + r1 cos(01)es, 

дг 
аз = -

8 
= ез + ев, 

Z1 

~ = 8е;;_2 = sin(ф2) cos(B2)e4 + sin(ф2) sin(B2)e5 + соs(фz)ев, 

а5 = %ф2 = R2 соs(Ф2) cos(02)e4 + R2 соs(ф2) sin(B2)e5- R2 sin(Ф2)eв, 

ав = g~ = -R2 sin(Ф2) sin(B2)e4 + R2 sin(ф2) cos(02)e5. 

(с) Докажите, что шесть контравариантных базисных векторов рассчиты
ваются по формулам: 

а1 = cos(B1)e1 + sin(B1)e2, 

2 sin( 81) 1 cos( 81) 2 
а = - r1 е + r1 е ' 

аз= ез, 

а4 = sin( Ф2)( cos(B2)( е4 - е1 ) + sin( 82)( е5 - е2 )) + cos( Ф2)( е6 - ез), 

соs(ф2) sin(ф2) 
а5 = R

2 
(cos(B2)(e4 -e1)+sin(B2)(e5-e2))- R

2 
(е6 -ез), 

а6 = _ sin(B2) (е4 _ е1 ) + cos(B2) (е5 _ е2 ). 
R2 sin(ф2) R2 sin(ф2) 

( d) Докажите, что кинетическая энергия Т материальной точки массы т = 
= m1 + m2 равна 

т - ffi1 + ffi2 ( ·2 + 2g"2 + ·2) + - 2 r1 r1 1 z1 

m2(·2 2·2 2 2 ·2) + 2 R2 + R2ф2 + R2 sin (ф2)В2 + 

+ m2 соs(Ф2) ( R2i1 + Ф2r1R2 cos(B21) + фz(J1r1R2 sin(021))-
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-m2sin(ф2) (я2Ф2z1-r1RiJ/J2cos(B21) -1\R2cos(B21))-

- m2 sin(ф2)( -r1RiJ1 sin(B21) + r/J2R2 sin(B21)), 

где В2 1 есть сокращенное обозначение ()2 - В1 . Это выражение для 

кинетической энергии вытекает из определения: 

(е) Чему равны сила Фи соответствующая ей потенциальная энергия И, 

при условии, что на материальные точки действуют силы F 1 = 
= -m1gEз и F2 = -m2gEз? 

(t) Каковы шесть уравнений Лагранжа, описывающие движение матери
альной точки массы m?1 1 

5.4. На рис. 5.8 изображены две материальные точки с массами m 1 

и m 2 , соединенные жесткимневесомым стержнем длины Lo. С материаль
ной точкой массы m 1 стержень соединяется шарниром. Кроме того, мате

риальная точка массы m 1 соединяется жестким невесомым стержнем дли

ны L 1 снеподвижной точкой О. Между стержнем и точкой О находится 
шарнир, такой что движение материальной точки m 1 происходит в плоско

сти Е1- Е2. 

(а) Какие три связи накладываются на движение материальной точки мае

сыт? 

(Ь) Пользуясь лагранжевым представлением, задайте реакцию связи Ф с, 
действующую на материальную точку массы m. По возможности до
кажите, что составляющие этой силы являются физически реалистич

ными. 

(с) Опираясь на конечные результаты, полученные в задаче 5.3, найдите 
уравнения движения Лагранжа для маятниковой системы. Какие из по

лученных вами уравнений описывают движение материальной точки, 

а какие - задают составляющие силы Ф с? 

( d) Получите некоторые уравнения из пункта (с) альтернативным спосо
бом. Наложите на выражение для Т связи и найдите таким образом 

11 По возможности воздержитесь от разложения производной по времени, так как это при
ведет к громоздким алгебраическим вычислениям. 
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Рис. 5.8. Плоский двойной маятник 

связанную кинетическую энергию Т. Определите, кроме того, связан
ную потенциальную энергию й. Убедитесь, что уравнения, получен
ные в пункте (с), соответствуют следующим12 : 

(е) Пусть на маятниковую систему из пункта (d) накладывается неинте
грируемая связь вида 

Докажите, что эту связь можно представить в виде 

f. v +е= О. 

Каковы уравнения, описывающие движение системы с неинтегриру
емой связью? Продемонстрируйте справедливость своего решения на 
примере любой неинтегрируемой связи. 

12Важно отметить, что 8ат = at = 8ат = 8ат = 8аRт = 8ат =о. r1 дR2 Z! r1 2 Zl 
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5.5. На рис. 5.9 изображена модель искусственного спутника, состоя
щего из двух материальных точек с массами m 1 и m 2 . Материальные точки 

соединены жестким невесомым стержнем длины L 0 . В неподвижной точ

ке О покоится третья материальная точка массы mз. Помимо реакции свя

зи, обусловленной стержнем, на систему действуют консервативные силы, 

функция потенциальной энергии для которых рассчитывается по форму

ле (5.15). 

(а) Какие четыре связи накладываются на движение системы материаль

ных точек? 

(Ь) Пользуясь лагранжевым представлением, рассчитайте реакции связей, 

действующие на материальные точки массами m1 и m 2 . По возможно

сти докажите, что составляющие этих сил являются физически реали

стичными. 

(с) Определите в декартовых координатах радиус-вектор центра масс С 

спутника, масса которого равна m 1 +m2, и параметризуйте с помощью 

сферических координат положение материальной точки массы mz от
носительно точки С. Получите выражение для кинетической энергии 

системы. 

( d) Каковы уравнения движения системы? 

El 

Рис. 5.9. Схематическая модель спутника, вращающегося вокруг неподвижноготела 
массой тз 

(е) Докажите, что из уравнений движения следует инвариантность пол

ной энергии системы и кинетического момента системы относительно 

точки О. 
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(t) Докажите, что точка С может равномерно вращаться относительно 
точки О. Как может быть ориентирован жесткий невесомый стержень 

длины L 0 во время такого движения? 

5.6. На рис. 5.10 изображена материальная точка массы m 1 , соеди

ненная пружиной постоянной жесткости К1 снеподвижной точкой О. Соб
ственная длинапружины равна L 0 . Материальная точка массы m 1 соеди

нена стержнем длины L 2 со второй материальной точкой массы m2. Меж

ду m 1 и стержнем находится шарнир. Описанная система есть вариант 

классической системы плоского двойного маятника. Предположим, что ма

териальные точки m 1 и m 2 могут двигаться лишь в плоскости Е1- Е2. 

g~ 

пр ужина 

постоянной 

жесткости 

жесткий невесамый 

m2 

Рис. 5.10. Система двух материальных точек, соединенных жестким невесамым 
стержнем длины L 2 

Для того чтобы описать кинематику этой системы, движение матери

альной точки массы m 1 параметризуют с помощью цилиндрической си

стемы координат { r 1, (}1, z1}, а движение материальной точки массы m 2 
относительно материальной точки массы m 1 - с помощью другой цилин

дрической системы координат { r2, В2, z2}: 

r1 = r1er, + z1Ез, r2 = r1 + r2er2 + z2Ез. 
Обозначим шесть координат следующим образом: 

q1 = В1, q2 = В2, q3 = r1, q4 = r2, q5 = z1, q6 = z2. (5.16) 
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(а) Рассчитайте по (5.16) 12 векторов g;й и %;'k. Здесь К= 1, ... , 6. 

(Ь) Какие три связи накладываются на движение системы материальных 

точек? Докажите, что реакции связей F cl и F с2, действующие на каж
дую из материальных точек, равны 

Fcl = M1er2 + М2Ез, Fc2 = -p,ler2 + мзЕз. (5.17) 

Рассчитайте шесть составляющих: 

дr1 дr2 
Ф сК = F cl · -----;( + F с2 · -----;( · 

дq дq 

Что вы можете сказать о значении первых трех составляющих? 

(с) Выразите кинетическую энергию Т и потенциальную энергию й си
стемы связанных материальных точек через координаты q1 , ... , q3 и их 
производные по времени. 

( d) Каковы для этой системы уравнения движения Лагранжа относительно 
обобщенных координат? 

(е) Пусть на систему материальных точек накладывается неинтегрируемая 

связь 

Выразите эту связь в виде f1 · v 1 + fz · v 2 = О и докажите, что 

Fcl = P,1er2 + Р,2Ез + Р,4(ео1 - ео2 ), 

Fc2 = -p,ler2 + мзЕз + р,4ео2 • 

(5.18) 

Используя результаты из пункта (d), получите уравнения движения для 
системы материальных точек. 

(t) Исходя из теоремы об изменении кинетической энергии Т= F 1 · v 1 + 
+ F 2 · v 2 , докажите неизменность полной энергии Е. 

(g) Заменим пружину жестким стержнем длины L 1 и уберем из системы 
неинтегрируемую связь (5.18). Получим классический плоский двой
ной маятник. Докажите, что его движение описывается уравнениями 

вида 

2 2 ( ) 2 d ()l d ()2 d()2 . 
(1+а)-2 +a{3cos(B2-()l)-

2 
-а{З -d sш(В2-В1)= 

dт dт т 

= -(1 +а) cos(B1), 
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1 = -/3 cos(82 ). (5.19) 

В этих уравнениях фигурируют безразмерные параметры и переменпая 

времени: 

т= /t_t. 
Конфигурационным многообразием М для системы является тор. Че

му равен кинематический линейный элемент для М? 

(h) Численно проинтегрируйте уравнения (5.19) для различных началь
ных условий и изобразите ваше решение на конфигурационном мно

гообразии для плоского двойного маятника. Докажите, что решение 

предполагает сохранение полной энергии системы. 

5.7. Задача взята из раздела 156 книги Унттекера [228] и предисловия 
к [30]. Рассмотрите систему N материальных точек и, следуя лекции 4 из 
работы Якоби [102], определите следующую функцию: 

N 

J = ~ L mkllrkll 2
· 

k=l 

Величину 2J часто называют полярным моментом инерции системы мате
риальных точек. 

(а) При допущении, что центр масс С системы покоится в начале коорди

нат, докажите, что J можно рассчитать по эквивалентной формуле 

N N 
1 '"''"' ffikffij 2 J = 4 L....; L__; -м-llrk- Гj 11 , (5.20) 

k=lj=l 

где М= m1 + ... + mN. 

(Ь) Снова допуская, что центр масс С системы является неподвижным, 

докажите, что кинетическая энергия системы материальных точек рав-

на 

(5.21) 
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(с) Пусть теперь система материальных точек движется под действием 
консервативного ньютоновского силового поля: 

(5.22) 

Обратите внимание на коэффициент ~ в выражении для И n. Он нужен 
для гарантии того, что суммирование по k и j обеспечит корректное 
выражение для Ип. Пользуясь уравнениями (5.20)-(5.22), а также тео
ремами об изменении количества движения для каждой материальной 
точки, получите уравнения Якоби 

(5.23) 

Это уравнение также называют уравнением Лагранжа-Якоби (см., на
пример, [220]). 

(d) Для траекторий задачи трех тел, изображенных на рис. 5.6Ь, докажите, 
ЧТО Т= -~Ип. 

(е) Докажите, что J есть мера кваlWата расстояния от начала координат 
пространства конфигураций Е3 до изображающей точки, рассмот
ренной в разделе 4.7. 



Часть 111 

Динамика твердоrо тела 
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Тензоры вращения 

6.1. Введение 

Одной из главных особенностей задач динамики твердого тела явля

ется существование подвижной оси вращения. Отчасти по этой причине 

в динамике твердого тела различают огромное разнообразие явлений. По

этому изучение динамики твердого тела внушает определенный страх. Как 

говорил в своей работе [172] математик Луи Пуансо (1777-1859), « ... если 
вы описываете движение тела осмысленной формы, то имейте в виду, что 

решение может оказаться весьма невразумительным». В настоящей главе 

рассматривается несколько представлений вращения, с помощью которых 

можно не только построить четкую картину движений твердого тела, но 

и доказать ряд важнейших формул. Для этого мы достаточно подробно 

остановимся на результатах, касающихся двух ключевых кинематических 

величин твердого тела, а также на тензорах вращения и соответствующих 

векторах угловой скорости. 

Тема вращений в динамике твердого тела отличается богатой истори

ей, широким спектром интересных результатов и впечатляющим перечием 

лиц, внесших в ее развитие определенный вклад. В силу ограничений, на

кладываемых объемом книги, мы остановимся лишь на важнейших резуль

татах, необходимых для наших дальнейших исследований. Сразу скажем, 

что большая часть материала этой главы основана на результатах, опубли

кованных в 1750-е гг. Леонардом Эйлером (1707-1783) в работах, посвя
щенных динамике твердого тела. На основе его фундаментальных резуль

татов в начале 19-го века проводили свои исследования такие выдающиеся 

ученые, как Кэли, Гаусс, Гамильтон и Родриг. Несмотря на огромное коли

чество полученных данных, тема вращений до сих пор открыта для новых 

исследований (порой дублирующих прежние открытия). 

В своих рассуждениях мы будем часто пользоваться понятием тензо

ра; необходимый материал, касающийся тензоров, вы найдете в приложе

нии. Вместе с соответствующими разработками в механике сплошных сред 

тензоры представляют собой бесценный инструмент для точного объясне

ния многих важнейших результатов. Тензоры рассматриваются не только 



202 [ЛАВА 6 

в учебниках по динамике; заинтересованные читатели могут сравнить наше 
изложение с изложением теорем тензоров в других книгах, перечисленных 

в библиографии. 

В начале главы мы рассмотрим врашение, ось которого остается непо
движной. На примере такого вращения мы определим некоторые ключевые 
понятия главы и построим множество обобщений на случай более слож
ных вращений. С этой целью в разделе 6.3 мы поговорим о собственно 
ортогональных тензорах и раскроем их интересные свойства. Затем мы рас
смотрим представление Эйлера для тензора вращения и обсудим важную 
теорему, которая гласит, что любой собственно ортогональный тензор явля
ется тензором вращения. Из этой теоремы следует множество результатов, 
касающихся динамики твердого тела. Один из интригующих аспектов тен

зоров вращения состоит в огромном разнообразии возможных представле
ний. Особое внимание уделим заданию тензоров с помощью углов Эйлера. 
Тем не менее в этой главе достаточно подробно рассматриваются и другие 
представления, например представление в терминах симметричных пара

метров Эйлера-Родрига (синонимичных с кватернионами). 
Главным образом будем опираться на авторитетную статью Шусте

ра [ 196]. Полученные им результаты дополним рассмотрением элегантно
го метода, основанным на использовании вектора относительной угловой 
скорости. Этот метод предложили Кейси и Лэм [29]. Кроме того, дадим 
определение двойственному базису Эйлера [ 160) и докажем теорему Эй
лера методом Гуо [83). Чтобы изложение материала было единообразным, 
нам придется использовать систему обозначений, отличную от той, что ис
пользуется в оригинальных работах. Однако, освоив материал этой главы, 
вы легко распознаете отличия в системе обозначений. 

6.2. Простейшее вращение 

Начнем с рассмотрения простейшего случая вращения - поворота во
круг неподвижной оси р3 на угол () = ()(t). Этот пример должен быть 
знаком вам из других курсов. Проанализируем действие этого вращения на 
правую тройку ортанормированных базисных векторов {р1, Р2, Рз}. Пред
положим, что под действием вращения эти векторы преобразуются в систе
му {t1, t2, tз} (рис. 6.1). 

Используя матричное представление, мы можем задать преобразование 

системы базисных векторов из {р1, р2 , рз} в {t1, t2, tз} уравнением: 

(6.1) 
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Рз = tз 
Рис. 6.1. Преобразование различных базисных векторов nри повороте на угол () 

вокруг оси рз 

где 

[ 

cos(B) sin(B) О] 
R = - sin(B) cos(B) О . 

о о 1 

Легко видеть, что определитель матрицы R равен 1 и что обратная матрица 
равна транспонированной: R -l = R т. Это значит, что матрица R является 
собственно ортогональной. 

Дифференцируя (6.1) по времени, находим 

~2 = iJ - cos(B) - sin(B) О Р2 . [il] [- sin(O) cos(B) О] [Р1] 
t 3 О О О Рз 

С учетом того, что R -l = R т, заменим в этом уравнении Pi на ti: 

[tl] 
[- sin( В) cos( В) 

~2 =О - cos(B) - sin(B) 
tз О О 

= о [~ 1 ~ ~] [~~] о 
О О О tз 
~ 

RRT 

О] [cos(B) 
О sin(B) 
о о 

- sin(B) 
cos(B) 

о 

(6.2) 

Обратите внимание на сходство с известными нам уравнениями t 1 = 

= Bt2 и t 2 = -Bt1 • Также из (6.2) должно быть очевидно, что RRт есть 
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кососимметрическая матрица. Определим вектор Вр3 = Вtз, обладающий 
одним полезным свойством, а именно: 

(6.3) 

Обратите внимание на то, как можно nолучить вектор Орз из комnонентов 
матрицы RRт. 

Оnисывая вращения, удобно исnользовать тензорное обозначение. Так, 
уравнение (6.1) можно записать в виде 1 : 

tk = Rpk (k = 1, 2, 3), (6.4) 

где R - тензор, равный 

R = cos(B)(Pl ® Р1 + Р2 ® Р2)- sin(B)(Pl ® Р2- Р2 ® Pl) + Рз ® Рз· 

В качестве упражнения докажите, что такое представление вращения экви
валентно матричному представлению (6.1)2 . В самом деле, поскольку 

1 - Рз ® Рз = Р1 ® Р1 + Р2 ® Р2, €рз = Р1 ® Р2 - Р2 ® Р1, 

мы можем выразить тензор R через ось вращения р3 и угол поворота В: 

R = cos(B)(I- Рз ® Рз)- sin(B)€Pз + Рз ® Рз· (6.5) 

Позже мы увидим, что такое представление естественным образом поз
воляет получить тензор в общей форме, который задает вращение вокруг 
произвольной оси на произвольвый угол. В качестве другого упражнения 
докажите, что Rт = R-1 и что det(R) = 1. 

Дифференцируя (6.4), находим 

. . .;./0 
tk = Rpk + Rv~~: = 

= RRTtk = 
'--v--" 

=Pk 

10 тензорном представлении читайте в приложении. 
2Определение тензорного умножения, необходимого для доказательства эквивалентности, 

дается в формуле (A.l). Определение альтернирующего тензора е приводится в разделе А.7 
(см., в частности, уравнение (A.ll)). 
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Осуществляя ряд прямых расчетов, можно доказать, что 

Отсюда заключаем, что 

. . т 

tk = (RR )tk = 
= Орз х tk (k = 1,2,3). 

Как и следовало ожидать, этот результат согласуется с (6.3). Вы, должно 
быть, уже заметили, что Ор3 = Вtз есть аксиальный вектор тензора RRт. 

Итак, мы записали некоторые результаты для известноrо нам вращения 

с помощью тензорного обозначения. Далее по ходу книrи тензорное пред

ставление окажется чрезвычайно полезным при исследовании более слож

ных вращений. Нам предстоит ответить на несколько вопросов. Во-первых, 

как задать поворот вокруг произвольной оси? Во-вторых: даст ли производ

пая по времени вектор, аналоrичный вектору Врз? Первым получил ответы 
на эти вопросы Эйлер в 1750-е гr. С тех пор, однако, появилось множество 

альтернативных представлений его решения, некоторые из которых мы рас

смотрим позже в этой главе. 

6.3. Собственно ортогональные тензоры 

Вернемся на несколько шагов назад и поговорим о собственно ортого

нальных тензорах. Изучение этого материала служит основой для дальней

шего построения трехпараметрических представлений вращений с после

дующим определением векторов угловой скорости. Кроме того, этот раздел 

служит отправной точкой для ряда исследований, связанных с эксперимен

тальными измерениями вращений. Напомним, что собственно ортогональ

ный тензор R второго ранга - это такой тензор, определитель которого 

равен 1, а обратный ему тензор совпадает с транспонированным: 

RтR = RRт = 1, det(R) = 1. (6.6) 

Первое из этих уравнений предполагает существование шести ограниче

ний, накладываемых на девять компонентов тензора R. Следовательно, 
лишь три компонента тензора R являются независимыми. Это значит, что 
любой собственно ортоrональный тензор можно задать тремя независимы

ми параметрами. 
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Нас интересуют тензоры второго ранга, любой из которых имеет сле
дующее представление: 

3 3 

R = L:'LRikPi ® Pk· 
i=:ol k=l 

Рассмотрим теперь преобразование, обусловленное действием тензора R 
на базисные векторы Pl, Р2 и Р3· Определим векторы: 

3 

tl = Rpl = L RilPi, 
i=l 

3 

t2 = Rp2 = LRi2Pi, 
i=l 

3 

t3 = Rp3 = LRiзPi· 
i=l 

Следует заметить, что тензор R выражается через векторы ti следующим 
образом: 

R = t1 ® Pl + t2@ Р2 + t3 ® Р3· 

Доказательство см. на стр. 207. Докажем, что {t1 , t 2, t 3} есть иравый орто
нормированный базис. В nервую очередь проверим, выполняется ли усло
вие ортонормированности: 

ti. tk = Rpi. Rpk = RTRPi. Pk = 

=Pi·Pk=бik· 

Следовательно, векторы ti являются ортонормированными. Чтобы устано
вить, действительно ли базис является правым, восnользуемся определени
ем детерминанта (см. (А.б)): 

[t1, tz, t3] = [Rp1, Rpz, Rp3] = 

= det(R)[pl,P2,P3] = 

= (1)(1) = 1. 

Итак, система векторов {t1, t2, t 3} задает иравый ортанормированный 
базис3 . 

Собственно ортогональный тензор может иметь и другое, довольно 
необычное, nредставление. Придем к нему, осуществив ряд nреобразо-

3В качестве упражнепия докажите, что полученный результат справедлив для случая про
стого вращения (6.1) 
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R = RRRт = R (t,t,RikPi Q9 Pk) Rт = 

3 3 

= LLRikR(piQ9Pk)RT = 
i=l k=l 

3 3 

= L L Rik(Rpi Q9 Rpk) = 
i=l k=l 

3 3 

= L L Rikti Q9 tk. 
i=l k=l 

Таким образом, тензор R равен: 

3 3 3 3 3 

R = L L RikPi Q9 Pk = L L Rikti Q9 tk = L ti Q9 Pi· 

i=l k=l i=l k=l i=l 

Заметим, что компоненты тензора R идентичны в обоих базисах Pi и ti 

и что под действием R правый базис {р1, Р2, р3} преобразуется в правый 
базис {t1, t2, t3}. 

Компоненты Rik тензора R равны tk · Pi· Поскольку это произведение 
равно косинусу угла между tk и Pi, каждый компонент Rik часто называют 
направляющим косинусом. Как следствие, матрицу [Rik] часто называют 
матрицей направляющих косинусов. Очевидно, что не все девять углов, ко

синусы которых равны tk · Pi, являются независимыми. Если бы они были 

независимыми, то матрица [Rik] имела бы девять независимых компонен
тов, что противоречило бы требованию R тR = I. И действительно, вскоре 
мы увидим, что тензор R можно параметризовать тремя независимыми уг
лами, которые, однако, не так просто соотнести с углами между Pi и tk. 

6.4. Производвые собственно ортогонального тензора 

Возьмем собственно ортогональный тензор R, являющийся функцией 
времени: R = R( t). Рассчитаем производную от RR т: 
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Но i =О, поэтому правая часть предыдущего уравнения равна нулю. Сле-
довательно, 

R.Rт = -RR7 = -(:R.Rт)т. 
Иначе говоря, RR т есть кососимметрический тензор второго ранга. Опре-
делим тензор . т 

Пa=RR, 

который будет нам часто встречаться в дальнейшем. Он называется тензо

ром угловой скорости (для R). 
Кососимметричность тензора RR т позволяет нам определить вектор 

угловой скорости "'а: 

1 [. т "'a=-2€RR ]. 

В приложении говорится, что для всех векторов а справедливо равенство 

"'ах а= (RRт)a.4 Наиболее типичный случай расчета аксиального век
тора имеет место при описании движения твердого тела, вращающегося 

вокруг оси Ез. Позже мы увидим, что в этом случае кососимметричный 
тензор равен 

Па= ЩЕ2 0Е1- Е1 0Е2). 

Отсюда можно рассчитать 

€(Па) = -2ПЕз. 
Заключаем, что аксиальный вектор тензора Па соответствует вектору уг

ловой скорости S1Ез. Убедитесь, что для всех векторов а выполняется тож-
дество 

(ЩЕ2 0 Е1- Е1 0 Е2))а = S1Ез ха. 

Аналогичным образом можно показать, что RT:ft также является кососим
метрическим тензором, и задать тензор угловой скорости П0R и другой 
угловой вектор "'oR: 

(6.7) 

Позже вы сможете удостовериться, что ~oR = "" и RПoRRт = Па. 
Получение одного из этих результатов основано на тождестве 

E:(QBQт) = det(Q)Q(€(B)), 

справедливом для всех ортогональных Q. Это тождество упрощается в том 
случае, если Q - собственно ортогональный тензор. 

4В разделе А.7 приложении дается несколько примеров расчета аксиального векrора "'R 
для заданного кососимметрического тензора ЛR. 
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Коротационные производвые 

Вспомним, что собственно ортогональный тензор R рассчитывается 
по формуле 

i=1 
Положим Pi =О. Тогда 

ПR = RRT = (tti ® Pi + tti ® {К0) Rт = (tti ® Pi) Rт = 
•=1 •=1 •=1 

3 

= I>i®k 
i=1 

Если теперь взять ПRtk, то мы придем к хорошо знакомому результату: 

ii = ПRti = "-'R х k 

В качестве упражнения докажите справедливость менее известного выра-

жения: 

ii = R(woR х Pi)· 

Важно отметить, что если ti задаются с помощью собственно ортогональ
ного тензора R и фиксированного базиса Pi, то их производвые по времени 
можно выразить через вектор угловой скорости для тензора вращения и ба

зисные векторы ti. 
Произвольный тензор второго ранга А и произвольный вектор а имеют 

следующие представления: 

3 3 3 

а= Laiti, 
i=1 

А= LLAikti ®tk. 
i=1 k=1 

Если допустить, что а есть функция времени, то получим: 

3 

а= 2:aiti + aiii = 
i=1 

3 

= L aiti + ai("-'R х ti) = 
i=l 

3 

= Laiti +"-'R Ха. 
i=1 
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Аналогично если допустить, что А - функция времени, то получим: 

3 3 3 3 3 3 

А= L:L:Aikti 0tk + LLAikii 0tk + LLAikti 0tk = 
i=l k=l i=l k=l i=l k=l 

3 3 3 3 3 3 

= L L Aikti 0 tk + 2: L Aik(ПRti) 0 tk + L L Aikti 0 (ПRtk) = 
i=l k=l i=l k=l i=l k=l 

3 3 

= :L:LAikti 0tk +ПRА- АПR. 
i=l k=l 

о о 

Производные А и а называют коротационными производными (относи-
тельно R) от А и а соответственно. Они являются относительными произ
водными от А и а при условии, что векторы ti постоянны: 

3 3 

А= L L Aikti 0 tk, 
i=l k=l 

о 

С учетом выражения для а получаем: 

. о 

a=a+"'-'R ха. 

Для произвольного тензора второго ранга А имеем: 

Присутствие в этих выражениях членов, содержащих векторы и тензоры уг
ловой скорости, обусловлено изменением ортонормированных векторов ti 
со временем. 

Впоследствии мы будем использовать некоторые коротационные про
изводные без утомительных пояснений касательно системы обозначения. 
Там, где возможна путаница, будем уточнять, к какому именно тензору вра
щения относится коротационная производная. 

6.5. Эйлерово представление тензора вращения 

Леонард Эйлер определил вращение через угол вращения ф и ось вра
щения r. 5 Если использовать систему обозначений, разработанную столе-

5Такое представление исnользуется в разделе 49 одной из самых известных работ Эйлера, 
nосвященной динамике твердого тела и датированной 1775 годом [56]. В этой работе есть 
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тие спустя Гиббсом6 , то эйлерово представление тензора вращения запи
шется в виде 

R = L(ф, r) = cos(ф)(l- r 0 r)- sin(ф)(er) + r 0 r, (6.8) 

где r - единичный вектор, а ф - угол вращения против часовой стрелки. 

Будем ссылаться на (6.8) как на эйлерово представление тензора вращения 
и использовать функпию L для задания тензора вращения, ассоциирован
ного с осью вращения и углом вращения. Тремя независимыми параметра

ми тензора R являются угол вращения и две независимые составляющие 
единичного вектора r. Вектор r можно назвать осью вращения в силу его 
инвариантности относительно действия тензора R: Rr = r. Чуть позже 
поговорим о роли угла ф. 

Рассмотрим некоторые свойства представления (6.8). Определим ор
тонормированный базис {р1 , р2, р3 }, где Рз = r. Запишем с его помощью 
выражения: 

1 = Pl 0 Р1 + Р2 0 Р2 + Рз 0 Рз, 

r0r = Рз 0рз, 

1 - r 0 r = Р1 0 Р1 + Р2 0 Р2, 

-(er) = Р2 0 Р1- Р1 0 Р2· 

Как следствие, получаем: 

R = L(ф, r = Рз) = cos(ф)(Pl 0 Р1 + Р2 0 Р2) + 
+ sin(ф)(p2 0 Pl- Р1 0 Р2) + Рз 0 Рз· 

Пользуясь тождеством (а 0 Ь)т = Ь 0 а, находим: 

Rт = L(ф, r = Рз) = cos(ф)(Pl 0 Р1 + Р2 0 Р2) + 
+ sin(ф)(Pl 0 Р2- Р2 0 Pl) + Рз 0 Рз· 

Убедитесь, что RRт есть единичный тензор. Найдем определитель тензо
раR: 

[
соs(ф) 

det(R) = det sinJФ) 

= 1. 

- sin(ф) о] 
со~ф) ~ = 

выражения для компонентов тензора R через угол вращения ф и направляющие косинусы 

р, q, r оси вращения. В используемой нами системе обозначений r = рЕ1 + qE2 + rЕз. 
6См. раздел 129 в книге [231]. 
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Итак, RтR = I, а det(R) = 1. Следовательно, R- собственно ортогональ
ный тензор. Чуть позже мы проверим, справедливо ли обратное утвержде
ние. 

Композиция вращений 

Пусть задан поворот на угол Ф1 вокруг оси r1, за которым следует 
поворот на угол Ф2 вокруг оси r2. Тогда тензор 

задает композицию вращений. Докажите, что Rc есть собственно ортого
нальный тензор. Согласно теореме Эйлера (рассмотрим ее позже) Rc есть 
тензор вращения. Таким образом, комбинация двух вращений также явля
ется вращением. 

Поскольку тензорное произведение некоммутативно, имеет значение 
порядок вращений. В общем случае справедливо перавеяство 

Исключение составляет случай r 1 1\r2 и случай, когда один из углов вра
щения равен нулю. Тот факт, что суммарное вращение зависит от после
довательности составляющих его вращений, сыграет важнейшую роль при 
определении последовательности углов Эйлера. 

Формула Эйлера 

Проанализируем теперь действие тензора R на вектор а. Как показа
но на рис. 6.2, составляющая вектора а, параллельная вектору r, остается 
неизменной, а составляющая вектора а, перпендикулярная вектору r, по
ворачивается на угол ф против часовой стрелки вокруг вектора r. Чтобы 
увидеть это, разложим вектор а на составляющие 

а= aj_ + all• 

где 

a_i =а- (а· r)r = (1- r 0 r)a, а11 =(а· r)r = (r 0 r)a. 

С учетом этого находим 

Ra = L(ф, r)a = 
= (cos(ф)(I- r 0 r)- sin(ф)(er) + r 0 r)a = 
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= cos(ф)(I- r 0 r)a- sin(ф)(er)a + (r 0 r)a = 

= cos(ф)(I- r 0 r)a + sin(ф)r ха+ (r · a)r = 

= cos(ф)a.l + sin(ф)r х а1_ + а11. (6.9) 

Принимая во внимание, что cos( ф )a.l + sin( ф )r х а1_ соответствует враще
нию вектора а1_ вокруг вектора r, приходим к искомому результату. Выра
жение (6.9) называют формулой Эйлера. 

Рис. 6.2. Преобразование вектора а под действием тензора вращения R = L( ф, r) 

Замечания, касающиеся представления Эйлера 

В пекотором отношении представление Эйлера (6.8) является необыч
ным. Во-первых, следует заметить, что 

L(ф,r) = L(-ф,-r), 

откуда следует, что для одного и того же тензора вращения возможны два 

разных представления. Во-вторых, для R как тензора вращения выполня
ется условие R -l = R т, поэтому существуют два простых представления 
для этих тензоров: 

R-1 = Rт = L(-ф,r) = L(ф,-r). 

Иначе говоря, обратный тензор можно рассчитать, изменяя знак угла вра

щения или оси вращения на противоположный. Еще одной особенностью 

эйлерона представления является то, что для всех векторов r выполняется 
равенство L( ф = О, r) = I. Наконец, заметим, что в настоящей книге все 
другие представления тензоров вращения строятся на базе эйлерона пред

ставления. 
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6.5.1. Вычисление оси и угла вращения 

Для заданного тензора вращения R традиционно рассчитывают ось 
вращения r и угол вращения (). В первую очередь запишем матричные ком
поненты тензора R относительно базиса {р1, р2, Рз}: 

3 3 

R= LL~kPi~Pk· 
i=1 k=1 

Сравнивая это представление с (6.8), находим: 

где 

Rik = ((cos(())(I- r ~ r)- sin(O)(er) + r ~ r)pk) · Pi = 
3 

= cos(e)(бik- rirk) + rirk- L sin(e)Ejikrj, 
j=1 

i=1 
Раскладывая выражения для компонентов тензора R, получаем матричное 
представление: 

[~~~ ~~~ ~~~] = cos( (}) [~~1 ~~ ~~1 ~~ =~~~i] + [r:!2 
R31 Rз2 Rзз -r1 rз -r2rз 1 - r3 r1 rз 

+ sin( ()) [ ~ -~з ::~11 . 
-r2 r1 О 

(6.10) 
Заметим, что эта матрица может быть представлена суммой симметриче

ской и кососимметрической матриц. При транспонировании тензора преоб

разуется лишь его кососимметрический компонент. 

Чтобы найти угол вращения, необходимо рассчитать след тензора R: 

1 1 cos(e) = 2(tr(R) -1) = 2(Rн + R22 + Rзз -1). (6.11) 

Анализируя кососимметрический компонент тензора R, находим: 

[R2з- Rз2] 
R31- R1з . 
R12- R21 [

r1] 1 
~~ = -2 sin(e) 

(6.12) 
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Чтобы убедиться в правильиости расчета r, исследуют собственные век
торы тензора R: собственный вектор, соответствующий единичному соб
ственному значению, должен быть параллелен оси вращения r. 

Интересно следующее: если R = 2::=1 ti 0 Pi, то составляющие век
тора r относительно обоих базисов базисных векторов идентичны: 

3 3 

r = LTiPi = Lriti. 
i=l i=l 

Доказательство основано на наблюдении, что тензор R имеет одни и те 
же компоненты относительно базисов Pi 0 Pk и ti 0 tk. То есть R = 
= :L:=l :L%=1 R;kPi 0 Pk = :L:=l 2:~=1 Rikti 0 tk. 

Пример. В качестве примера рассмотрим тензор вращения R, ком
поненты которого равны: 

[

0,835959 
0,271321 
0,47703 

-0,283542 
0,957764 

-0,0478627 

По формуле (6.11) рассчитаем угол вращения(}: 

-0,469869] 
-0,0952472 . 

0,877583 

cos(B) = ~(0,835959 + 0,877583 + 0,957764- 1). 

Следовательно, (} = 33,3161°. По формуле (6.12) рассчитаем ось враще
ния r: 

r = 0,043135pl - 0,861981р2 + 0,505103р3 = 

= 0,043135tl - 0,861981t2 + 0,505103t3. 

Еще раз подчеркнем, что составляющие вектора r относительно базисов 
{Pl, Р2, Р3} и { t1, t2, t3} идентичны. 

Вектор угловой скорости 

Предположим, нам известно эйлерово представление (6.8) тензора 
R = R(t). В общем случае ф = ф(t) и r = r(t). Найдем выражение для ""R· 

В качестве предварительного результата заметим, что r · r = О в силу 
того, что r - единичный вектор. Кроме того, i:. = О и i = О. Исходя из 
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представления (6.8) 

R = L(ф, r) = cos(ф)(I- r 0 r)- sin(ф)(gr) + r 0 r, 

продифференцируем тензор и найдем: 

R = -фsin(ф)(I-r0r)-ф cos(ф)(gr)+(1-cos(ф))(r0r+r0r)-sin(ф)(gr). 

Определим правый ортонормированный базис {t1, t2, tз}, такой что в за
данный момент времени выполняется равенство t 3 = r. Тогда в тот же 
момент времени будем иметь 

ЕГ = (tl 0 t2 - t2 0 t1), 

r = atl + Ьt2, 
rxr=at2-Ьtl, 

Er = a(t2 0 tj - tз 0 t 2) + Ь(tз 0 t1 - t1 0 tз), 

(6.13) 

где а и Ь - скалярные составляющие производной r. Используя (6.13) 
и осуществляя ряд преобразований, получаем: 

RRт =- ф(tl 0 t2- t2 0 t1) + (а(1- соs(ф)) + 

+ bsin(ф)) (t1 0 tз- tз 0 t1) + ( -Ь(1- соs(ф)) + 

+ asin(ф)) (tз 0 t2- t2 0 tз) = 

=- фЕtз- (а(1- соs(ф)) + bsin(ф))Et2- ( -Ь(1- соs(ф)) + 

+asin(ф))Etl. 

Снова пользуясь выражениями (6.13), приходим к конечному результату: 

nR = RRT = -Фн- (1- cos(ф))E(r х r)- sin(ф)Er. 

Соответствующий вектор угловой скорости равен 

'-'R = фг + sin(ф)r + (1- cos(ф))r х r. (6.14) 

Если вектор r постоянен, то выражение для вектора угловой скорости су
щественно упрощается. Заметим, что условие постоянства '-'R не обяза

тельно предполагает постоянство r. Тем не менее, как показано в [161], 
обычно можно выбрать такой фиксированный базис {р1 , р2 , р3 }, в кото-

ром R = I:~=l tk 0 Pk, что из условия постоянства угловой скорости будет 
следовать постоянство фи r. 
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Тензор ~ является собственно ортогональным тогда и только тогда, 

когда 

~т~= 1, det(~) = 1. 

Из наших рассуждений, касающихся тензоров вращения, следует, что тен

зор вращения является собственно ортогональным. Верно ли обратное 

утверждение? Каждый ли собственно ортогональный тензор является тен

зором вращения? Теорема Эйлера дает утвердительный ответ на этот во

прос. 

Мы позаимствовали доказательство теоремы Эйлера из замечательной 

статьи Чжун-хэн Го [83]. Вспомним, что среди инвариантов произвольного 
тензора А второго ранга имеется две инвариантные величины IA = tr(A) 
и IIIA = det(A), которые можно выразить, используя смешанное произ
ведение: 

[Аа, Ь,с] + [а,АЬ,с] +[а, Ь,Ас] = IA[a, Ь,с], 
[Аа,АЬ,Ас] = ПIА[а, Ь,с], 

где а, Ь и с- три произ:вольных вектора (см. раздел А.б). 

Из условия det(~) = 1, где ~ - собственно ортогональный тензор, 
следует, что он имеет собственное значение, равное единице. Есть несколь

ко способов это доказать. Рассмотрим сначала выражение 

Найдем определитель для каждой части этого выражения, учитьiВая, что 

det(~т) = 1. Получим: 

det(~- 1) = ( -1)3 det(~- 1). 

Следовательно, 

det(~- 1) =О, (6.15) 

и, стало быть, собственное значение тензора ~ равно 1. 
Поскольку ~ имеет единичное собственное значение, ему соответству

ет собственный вектор u, такой что 

~U=U. 
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Умножая это уравнение на Qт, приходим к выводу, что 

u=Qu=Qтu. 

Таким образом, u- единичный собственный вектор для тензоров Q и Qт. 
Рассмотрим теперь вектор v l_ u. После ряда алгебраических выкладок 

получаем: 

Qv · Qu = Qv · u, 

Qv · Qu = Qт Qv · u = v · u = О. 

Следовательно, 

v_iu тогда и только тогда, когда Qv_iu. 

Далее допустим, что векторы u и v имеют единичные длины. Опреде
лим вектор w, такой что [u, v, w] = 1. Вычислим IQ: 

IQ = [Qu, v, w] + [u, Qv, w] + [u, v, Qw] = 

= [u, v, w] + [u, Qv, w] + [u, v, Qw] = 

= 1 + v · Qv + w · Qw = 
= 1 + v · Qv + ( u х v) · ( Qu х Qv) = 

= 1 + v · Qv + (u · u)(v · Qv)- (u · Qv)(v ·.u) = 
= 1+2v· Qv. 

Определим угол v, такой что 

cos(v) = v · Qv. 

Важно отметить, что этот угол является инвариантом тензора Q и что 

Qv = cos(v)v + sin(v)w = 
= cos(v)v + sin(v)(u х v). 

(6.16) 

Ранее говорнлось, что любой вектор а можно разложить на две состав

ляющие: а11 и a.l, где a.l · u =О и а= а11 + а.1. Тогда 

и, согласно (6.16), 

Qa.l = cos(v)a.i + sin(v)(u х a.i)· 
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Следовательно, 

Qa =(а· u)u + cos(v)(I- u 0 u)a + sin(v)u ха. 

Сравнивая это выражение с (6.9), заключаем, что тензор Q имеет вид (6.8), 
характерный для тензора вращения. С другой стороны, предыдущее урав

нение справедливо для любого собственно ортогонального тензора Q, по
этому заключаем, что любой собственно ортогональный тензор является 

тензором вращения. Итак, эти два термина являются взаимозаменяемыми. 

Теорему, утверждающую, что всякий собственно ортогональный тен

зор является тензором вращения, доказал Эйлер в 1775 году [55]. Итак, 

Всякий собственно ортогональный тензор является тензором вращения. 

Чуть позже мы снова обратимся к этой теореме и узнаем, почему ее на

зывают теоремой Эйлера о движении твердого тела. Если надо доказать, 

что тензор А является тензором вращения, то можно сослаться на теорему 

Эйлера и просто доказать, что А есть собственно ортогональный тензор: 

А т А= 1 и det(A) = 1. 

6. 7. Векторы относительной угловой скорости 

Рассмотрим два тензора вращения: R1 = R 1(t) и R2 = R2(t). Мож
но непосредственно показать, что произведение R = R 2R 1 этих тензоров 

также является тензором вращения. Рассчитаем для него тензор угловой 

скорости и вектор угловой скорости, опираясь на весьма полезный метод 

Кейси и Лэма [29], основанный на использовании вектора относительной 
угловой скорости. 

Чтобы дать определение вектору относительной угловой скорости, за

дадим три правыхортанормированных базиса: {1t1,1 t2,1 t3}, {2t1,2 t2,2 t3} 
и {р1, Р2, р3}. В настоящем разделе будем предполагать, что Pi = О. Для 
заданных тензоров R 1 и R 2 две из трех систем базисных векторов нахо

дятся из уравнений: 

3 

Rl = Llti 0pi, 
i=l 

Заметим, что 
3 

3 

R2 = L2ti 0lti. 
i=l 

R = L2ti 0Pi· 
i=l 

Иначе говоря, тензор R преобразует вектор Pi в вектор 2ti. 



220 ГЛАВА 6 

Кейси и Лэм [29] определили следующий тензор относительной угло
вой скорости: 

s1R2 = ПR- ПRl· 

С учетом определения тензоров угловой скорости и того, что R = R2R 1 + 
+ RzR1, находим: 

А 
0 

т 
0 

т 
ПR2 =ПR-ПRl =RR -RlRl = 

. тт. тт. т 
= RzR1R1 R 2 + RzR1R1 R 2 - R1R1 = 

. т т 

= RzR2 + RzПR1 R 2 - ПR1 = 
. т т т = R2R2 + RzПR1 R 2 + ПR1 = 
. т т = (R2 + RzПR1 + ПR1 R2)R2 . 

Однако 

о 

где коротационная производмая R 2 по определению равна 

3 3 

Rz= LL..k2iklti ®1tk, 
i=l k=l 

о 

где Rzik = ((R2)1tk) · 1ti. Короче, Rz есть производмая от тензора Rz при 
условии, что векторы 1 ti постоянны. 

Итак, тензор относительной угловой скорости s1R2 равен 

Если обозначить ось вращения тензора R 2 через r2, а угол вращения че

рез ф2 , то можно провести аналогию с выражением (6.14) и прийти к за
ключению, что вектор относительной угловой скорости равен 

(6.17) 

С другой стороны, 

(6.18) 
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Коротационная производпая от r2 = 2:::=1 ri(lti), фигурирующая в (6.17), 
равна 

-l2= rl(ltl) + r2(lt2) + i-з(ltз). 
Формула (6.17) окажется нам очень полезной при расчете вектора угловой 
скорости для разных представлений тензора вращения. В частности, для 

эйлерова представления можно разложить R в произведение трех тензоров 
вращения и дважды применить (6.17), чтобы найти вектор угловой скоро
сти, соответствующий тензору R. Алгоритм схож с тем, что используется 
в рассматриваемом ниже примере. 

6.7.1. Пример 

Продемонстрируем на конкретном примере, насколько удобно исполь

зовать выражение (6.17) для вектора относительной угловой скорости. 
Пусть даны два вращения R 1 и R, такие что 

R1 = cos(ф)(I- Ез 181 Ез)- sin(ф)EEз + Ез 181 Ез, 

R = R2R1. 

Тензор относительного вращения R 2 соответствует повороту на угол () во
круг оси t 2 = cos( ф )Е2 - sin( ф )Е1: 

R2 = cos(B)(I- t2 181 t2)- sin(B)10t2 + t2 181 t2. 

Тензор R 1 задает поворот на угол ф вокруг оси Е3 . При этом Ei переходят 
в ti, где 

Вращение R складывается из вращения R 1 и последующего поворота на 

угол() вокруг оси t 2.7 

Рассчитаем "'-'R1 по формуле (6.14): 

"'-'R1 = -фЕз + sin(ф)Eз + (1- соs(ф))Ез х Ез = 

= -фЕз. 

Величину ""'н нельзя вычислить непосредственно по формуле ( 6.14 ), так 
как мы не знаем ось и угол вращения, соответствующие тензору R 8 • Вме

сто этого воспользуемся выражением для вектора относительной угловой 

7В этом разделе мы заменили Pi на Ei, а 1 ti на ti. 
8Можете попробовать вычислить эти величины с помощью известной формулы Родрига 

(уравнение (6.49), см. задачи в конце главы), после чего применить формулу (6.14). 
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скорости. Запишем R2 в подходящем базисе. Поскольку 

подходящим базисом является ti 0 tk: 

Рассчитаем производную от этого тензора при фиксированных значени
ях ti, т. е. короталионную производную от R2: 

о . . 
R2= -В sin(B)(tз 0 t 3 + t1 0 t1)- В cos(B)(tз 0 t1 - t1 0 tз). 

Таким образом, 
!lR2 = O(t1 0 tз - tз 0 t1), 

откуда с учетом (6.18) заключаем, что 

(6.19) 

В качестве альтернативного метода расчета (6.19) можно непосредственно 
использовать (6.17). 

Итак, заменяем в (6.17) r 2 на t2, а ф2 на В. Принимая во внимание, что 
о 

t2= О, получаем: 

. о о 

~R2 = Bt2 + sin( В) t2 +(1 - cos( В) )t2 х t2 = 

= &t2. 

Этот альтернативный метод эквивалентен методу, основанному на расче
о 

те R 2, и к тому же является более удобным. 
Объединяя выражения для '-"'R1 и ~R2 , приходим к выражению для 

вектора угловой скорости, соответствующего тензору R: 

Интуитивный характер этого результата порой просто поражает. С помо
щью (6.14) легко видеть, что '-"'R2 -1 ~R2 • 

6.8. Углы Эйлера 

В самом популярном представлении тензора вращения используют

ся три угла Эйлера. В работах [38, 230] упоминается, что впервые такое 
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представление бьmо придумано Эйлером [54, 57] и представлено публике 
в 17 51 году9• В своих работах Эйлер показывает, как с помощью трех ут
лов параметризовать вращение. Кроме того, он приводит выражения для 

коротационных составляющих вектора угловой скорости. 

Для интерпретации утлов Эйлера разложим тензор вращения в произ

ведение трех достаточно простых вращений: 

(6.20) 

Здесь { 'Yi} - углы Эйлера, а {gi} - система единичных векторов, называе
мая базисом Эйлера. Функция L ( (), Ь) в представлении Эйлера равна: 

L(O, Ь) = cos(O)(I- Ь 0 Ь)- sin(O)(eb) + Ь 0 Ь, 

где Ь - единичный вектор, а () - угол вращения против часовой стрелки. 

В общем случае gз является функцией от "(2 и "(1 , а g2 - функцией от "(1 . 

Чуть позже мы узнаем, что существует 12 возможных выборов углов Эй
лера. На рис. 6.3 показаны, например, утлы Эйлера системы 3-2-3. Так как 
утлов Эйлера три, параметризация тензора вращения в этих утлах служит 

примером трехпараметрического представления. 

Если положить, что функция g1 постоянна, то вектор угловой скоро

сти, соответствующий представлению в углах Эйлера, можно найти исходя 

из вектора относительной угловой скорости. В нашем случае существуют 

два вектора относительной угловой скорости (см. (6.17)). Для первого вра
щения вектор угловой скорости равен ')' 1ю (см. (6.14)). Угловая скорость 
второго вращения относительно первого вращения равна ')'2g2 , а угловая 
скорость третьего вращения относительно второго вращения равна ')'3g3 •10 

Складывая два вектора относительной угловой скорости с ')'1g 1 , приходим 
К ВЫВОду, ЧТО 

(6.21) 

Если тензор вращения R переводит векторы Pi в ti, то базис Эйлера можно 
выразить с помощью любой из этих двух систем векторов. 

В литературе встречается описание и друтих методов построения (6.21). 
В рамках одного такого метода углы Эйлера рассматриваются как беско

нечно малые. Применеине этого метода хорошо изложено в разделе 2.9 

9Более подробно об этих работах Эйлера и друrих интересных исторических фактах, ка
сающихся предстаRЛения вращений, смотрите в предисловии Бланка к собраниям сочинений 

Эйлера [59, 60], а также в работах Ченга и Гупта [38], Уилсона [230]. Несмотря на то, что 
работа [57] датируется 18-м веком, впервые она была опубликована в 1862 году уже после 
смерти автора. 

10Вычисление этих векторов уrловой скорости осуществляется по схеме, описанной в под
разделе 6.7.1. 
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р"1 t1 

Рис. 6.3. Система 3-2-3 углов Эйлера и соответствующие этим углам вращения. 
На рисунке углы Эйлера обозначены как ф = "'( 1

, В = "'( 2 и ф = "Уз, а тензор 
вращения R, параметризуемый углами Эйлера, иреобразует векторы Pi в ti. Слева 
изображен портрет Леонарда Эйлера 

Р2 t' t" 
t' 1 t" 3 

t2 1 3 

t' 2 t" 1 tз 

ф в ф 

р1 t' t" 3 2 

Рис. 6.4. Преобразование различных базисных векторов при повороте на углы Эй
лера системы 3-2-1 

работы Лурье [131]. Другой подход, разработанный Эйлером и описан
ный в [109, 185], использует сферическую геометрию. И наконец, суще
ствует еще один подход (довольно громоздкий), в котором осуществляется 

непосредственное дифференцирование (6.20) с последующим расчетом nR 
и аксиального вектора. 

Чтобы углы Эйлера эффективно параметризовали все вращения, необ
ходимо сделать одно допущение, а именно предположить существова

ние таких ,.,/ и i'k, что для любого заданного '"'R справедливо выраже-
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ние (6.21). Для этого необходимо и достаточно, чтобы векторы g 1 , g 2 и gз 

охватывали пространство JE3
. Когда эти векторы не являются линейно неза

висимыми, говорят, что углы Эйлера обладают сингулярностью. Эта про

блема неизбежна для углов Эйлера и часто именуется «шарнирным замком» 

(блокировкой оси) [196]. Докажем, что сингулярность возникает лишь при 
определенных значениях угла "/2 , и наложим на "/2 ограничения, чтобы из
бежать сингулярностей. 

С перспектиной на будущее определим сопряженный, взаимный базис 

Эйлера {g1}: g1 · gi = бf, где бf- дельта Кронекера11 . Заметим, что 

i . i (.c)R·g ="f. (6.22) 

Рассчитаем этот базис, выразив gi в терминах правого базиса, скажем { ti}. 
Далее найдем g 2 , записав g 2 = at1 + Ьt2 + ct3 и решив три уравнения 
относительно трех неизвестных а, Ь и с (ю · g 2 = О, g 2 · g 2 = 1 и g3 · g2 = 
= 0). Когда углы Эйлера имеют сингулярности, мы не можем определить 
два вектора сопряженного, взаимного базиса Эйлера: g 1 и g3 . Также обра
щаем ваше внимание на то, что для всех возможных систем углов Эйлера 

справедливо равенство g 2 = g 2 . 

Далее проанализируем две другие часто используемые системы углов 

Эйлера: 3-2-1 и 3-1-1. В динамике летательных аппаратов и автомобильного 
транспорта предпочитают применять систему 3-2-1 углов Эйлера, с помо
щью которых параметризуют положение по рысканию-тангажу-крену, тогда 

как при решении задач на вращение твердых тел обычно выбирают систему 

3-1-3 углов Эйлера. Рассмотрим примеры с использованием обеих систем. 
Кроме того, в рамках одной из задач в конце главы мы тщательно исследуем 

систему углов 3-2-3. Настоятельно рекомендуем выполнить это упражнение 
после прочтения настоящего раздела книги. 

6.8.1. Система 3-2-1 углов Эйлера 

Рассмотрим систему 3-2-1 углов Эйлера12 (рис. 6.4). Иногда эти уг
лы Эйлера называют углами Тейта и/или Брайана (в честь Питера Тейта 

(1831-1901) и Джорджа Брайана (1864-1928)) или углами Эйлера-Кардана 
(в честь Эйлера и Джироламо Кардано (1501-1576)). 

11 Векторы взаимного базиса Эйлера аналогичны контравариантным базисным векторам 
и имеют такое же применение в динамике. Далее по ходу книги мы будем неоднократно 
использовать взаимный базис Эйлера. Общую информацию, касающуюся взаимного базиса 

Эйлера, читайте в книге О'Рейли [160]. 
12Эта система используется, к примеру, в работе Гриннуда [79], Рао [176] и других учебниках 

по динамике летательных аппаратов и транспортных средств. 
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Допустим, что тензор вращения имеет следующее представление: 

3 

R= Lti®Pi, 
i=l 

где {Pi} - фиксированный базис декартовой системы координат. Первое 
вращение осуществляется вокрут оси Р3 на утол 'lj;. Это вращение пере
водит векторы Pi в t~. Второе вращение осуществляется во крут оси t~ на 
утол е. При этом векторы t~ переходят в t~'. Третье, и последнее, вращение 
осуществляется вокрут оси t~ = t 1 на утол ф. Таким образом, 

R = R('-/ = 'l/J, ,../=е, 1'3 = ф) = L(ф, tl)L(B, t;)L('lj;, Р3), 

где 

Различные базисные векторы петрудно представить линейными комбина
циями друг друга: 

[:~] [ оо'(ф) 'in(ф) О] [Р'] 
- sin('Ф) cos('lj;) О Р2 , 

О О 1 Р3 

['~] [cos(~) О _,in(O)] [';] 
t" о' 1 о t~ ' (6.23) 2 
t" sin( В) О cos( В) t; 3 

[::] [~ 
о о ]['~] соs(ф) sin(ф) t~ . 

- sin(ф) соs(ф) t~ 

Принимая во внимание, что каждая из трех матриц, фигурирующих 
в (6.23), является ортогональной, легко построить обратные соотношения. 
Поскольку матрица, обратная ортогональной, совпадает с транспонирован
ной матрицей, искомыми выражениями будут: 

[

Pl] [cos( 'Ф) - sin( 'Ф) 
Р2 = sin( 'Ф) cos( 'Ф) 
Р3 О О 
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ШJ 
[ со'( О) О 'in( О)] [ t~] 

о 1 о t~ ' (6.24) 
- sin( В) О cos( В) t~ 

['~] [' о о ][''] t" О соs(ф) - sin(ф) t2 . 2 
t" О sin(ф) соs(ф) tз 3 

Если объединить соотношения (6.23) и (6.24), то можно выразить ti через 
Pk и наоборот. Позже мы с их помощью получим представления для базиса 
Эйлера в терминах Pk и ti. 

Полъзуясь соотношениями (6.24), найдем компоненты Rij = (Rpj) · Pi· 
Их легко представить матричным выражением: 

[

Rll R12 R1з] 
R21 R22 R2з 
Rз1 Rз2 Rзз [

cos( ~) - sin( ~) О] [ cos( В) 
= sin(~) cos(~) О О 

О О 1 - sin(B) 

О sin(B)] 
1 о х 

О cos( В) 

х [~ со~ф) - si~(ф)]. 
О sin(ф) соs(ф) 

(6.25) 
Вполне возможно, что выражение (6.25) является транспонированным по 
отношению к первоначально ожидавшемуся. Однако если вы учтете, что 

Rik = Pi · tk, то все сомнения должны благополучно разрешиться. Полезно 

также заметить, что 

[~:] [Rн R12 

R"] [''] R21 R22 R2з t2 , 
R31 Rз2 Rзз tз 

[~:] [Rн R21 R"] [р'] = R12 R22 Rз2 Р2 ·. 
R1з R2з Rзз Рз 

Базис Эйлера. Ранее говорилось, что, анализируя отдельные враще

ния (см. (6.23)), можно прийти к выражениям для эйлеровых базисных 
векторов: 

sin( ф) cos( В) 
соs(ф) 

о 

cos( ф) cos( В)] [t1] 
- sin(ф) t2 . 

О tз 

(6.26) 
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В качестве альтернативы можно выразить базис Эйлера через базисные век

торы {Р1, Р2, Р3}: 

[
g1] [Р3] [ О g2 = t~ = - sin( 7,Ь) 
g3 t1 cos( В) cos( 7,Ь) 

о 

cos( 7,Ь) 
cos( В) sin( 7,Ь) 

1 ] [Р1] О Р2 . 
- sin(B) Р3 

(6.27) 

Это выражение особенно полезно при расчете составляющих "-'R · Pk· 

Взаимный базис Эйлера. Найдем векторы gk взаимного базиса 
Эйлера. Вспомним замечания, которые приводились сразу после уравне

ния (6.22), и выразим каждый из векторов взаимного базиса Эйлера через 
его компоненты в базисе {t1 , t2, t3}. В результате получим: 

Объединяя эти выражения для векторов взаимного базиса Эйлера, находим: 

(6.28) 

После некоторых преобразований соотношения gi · gk = бf могут быть 
представлены как девять уравнений относительно девяти неизвестных 9ik: 

[

- sin(B) sin(ф) cos(B) соs(ф) cos(B)] [9
11 

9
21 

9
31

] [1 
О соs(ф) - sin(ф) 912 922 932 = О 
1 О О 913 923 933 О 

Оставляя в левой части этого уравнения матрицу [9ik], находим: 

[

9
11 

9
12 

9
1
3] [О sin(ф) sec(B) соs(ф) sec(B)] 

9
21 922 923 = О соs(ф) - sin(ф) . 

931 932 933 1 sin(ф)tg(B) cos(ф)tg(B) 

Таким образом, векторы взаимного базиса Эйлера равны: 

sin( ф) sec( В) 
соs(ф) 

sin( ф) tg( В) 

cos( ф) sec( В)] 
- sin(ф) 

cos( ф) tg( В) 

о о] 1 о . 
о 1 

(6.29) 
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(а) (Ъ) 
gl = Рз gl = Рз 

t" 
gl 

t" 3 3 

gz = t'z 

Pz Pz 

t' 1 

pl 
g3 

Р1 

gз = tl 

Рис. 6.5. (а) Векторы взаимного базиса Эйлера для системы 3-2-1 углов Эйлера: 

g1 11t~, g 2 = t~, g3 llt~. (Ь) Углы Эйлера ф и () выступают в роли координат для век
тора g 3 = t 1 эйлерова базиса. Аналогичную роль играют сферические координаты 

при параметризации е R и еФ 

Если бы мы рассчитывали векторы взаимного базиса Эйлера не 

по (6.26), а по (6.27), то мы пришли бы к выражению: 

[

g
1] [ cos( ф) tg( В) sin( ф) tg( В) 1] [Pl] 

g 2 = -sin(ф) соs(ф) О Р2 . 

g 3 соs(ф) sec(B) sin(ф) sec(B) О Рз 
(6.30) 

На рис. 6.5а показаны векторы взаимного базиса Эйлера, выраженные че

рез t~; они получаются напрямую из (6.30). 
Для полноты решения заметим, что при В ::f. ± ~ эйлеровы базисные 

векторы можно выразить через векторы взаимного базиса Эйлера: 

[gl] _ [ 1 О - sin( В)] [g~] 
g2 - о 1 о g . 
gз - sin(B) О 1 gз 

(6.31) 

Просто удивительно, насколько простой вид имеет это выражение, соот

ветствующие варианты которого справедливы и для остальных 11 систем 
углов Эйлера! 

Сингулярности. Из (6.26) следует, что базис Эйлера не является ба
зисом пространства Е3 при В = ± ~. Проще всего это доказать, если рас
смотреть ф и В+ ~ как сферические координаты для t 1 (рис. 6.5Ь). Если 

В=±~, то g1 = Рз = ±g3, и базис Эйлера не стягивает пространство Е3 . 
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Чтобы избежать упомянутой выше сингулярности, на второй угол Эйлера 
накладывают ограничения: () Е (- ~, ~). Остальные два угла могут прини
мать любые значения в диапазоне от О до 27Г. 

Векторы угловой скорости. Вектор угловой скорости '"'-'R, соответ
ствующий системе 3-2-1 углов Эйлера, можно задать по-разному: 

3 

'"'-'R = -~E[RRT] = L ')'igi = 
i=l 

= фt1 + Bt~ + ФРз = 
= ( --J;sin(B) + ф)t 1 + (фsin(ф) cos(O) + Bcos(ф))t2 + 

+ (-J;cos(ф)cos(O)- Bsin(ф))tз. 

К элементарному представлению w = фt1 +Bt~ +ФРз мы придем, если рас
считаем два вектора относительной угловой скорости. Первый из них, Bt~, 
рассчитывается при условии, что t~ фиксированы. Более Подробно смотри
те в подразделе 6.7.1. Второй вектор относительной угловой скорости, фt1, 
рассчитывается исходя из тензора относительного вращения L( ф, Ч) при 
условии, что t~' фиксированы. 

Заметим также, что вектор угловой скорости '"'-'oR равен: 

1 т. т 
'"'-'OR = -2E[R R] = R. '"'-'R = 

. т . т . т 

= фR t1 + OR t~ + фR Рз = 
= (--J;sin(O) + ф)р1 + (фsin(ф)cos(O) + Всоs(ф))р2 + 

+ (-J;cos(ф)cos(O)- Osin(ф))Pз· 

При этом мы учли, что R т ti = Pi. 

6.8.2. Система 3-1-3 углов Эйлера 

Аналогичные построения можно осуществить и для системы 3-1-3 уг
лов Эйлера (рис. 6.6), которая не менее популярна, чем предыдущая. Имен
но эту систему углов Эйлера использовал Лаrранж13 , а также Арнольд [9], 
Ландау и Лифшиц [125], Томсон [214) и многие другие. При исследова
нии движений вращающегося волчка углы Эйлера определяют прецессию, 

13См. [118] и раздел IX второй части книm [121]: используемые там ф, w, 7j; соответствуют 
нашим ф, li, 7/J. 
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нутацию и собственное вращение соответственно. Система 3-2-3 углов Эй
лера, тесно связанная с системой 3-1-3, рассматривается в упражнении 6.2 
в конце главы. 

t' 2 

t' 1 

t" 3 

t' 3 
t" 2 

() 

t' 

t" 2 
t1 

t2 
ф 

ф 

2 t" 1 

Рис. 6.6. Преобразование различных базисных векторов при повороте на углы Эй
лера системы 3-1-3 

Повторяя исследование аналогично анализу системы 3-2-1, получим: 

R = L(ф, tз = t~)L(B, t~)L(7/I, Рз), 

где {Рз, t~, tз}- базис Эйлера, а 

t~ = L(1/l, Рз)Рi, t~' = L(B, t~)t~, ti = L(ф, t~)t~'. 
Эта система углов Эйлера широко используется при решении задач небес

ной механики, поэтому прямую, проходящую через начало координат, и па

раллельную вектору t~, часто называют линией узлов [214]. Вектор угловой 
скорости равен 

3 
l·т "". · · · 

(.o)R = - 2E[RR ] = ~ i''gi = Фtз + Ot~ + 7/Jрз. (6.32) 
i=l 

Несмотря на то, что мы используем те же обозначения для углов Эйлера, 

что и для системы 3-2-1, имейте в виду, что углы О и ф соответствуют 
разным углам поворота для двух систем углов Эйлера. 

Базис Эйлера. Нетрудно доказать, что базис Эйлера {gi} имеет сле
дующее представление: 

[

sin( ф) sin( В) 
соs(ф) 

о 

[ 
о 

cos( 1/1) 
sin(B) siп(7/l) 

cos( ф) sin( В) 
- sin(ф) 

о 
'1(0)] [::] 

о 

siп( 1/1) 
- sin( О) cos( 7/1) 

1 ] [Pl] О Р2 . 
cos(B) Рз 

(6.33) 
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Самостоятельно получите два других выражения для WR, опираясь на пред

ставления (6.32) и (6.33). 

Сингулярности. Как и все другие системы углов Эйлера, система 
3-1-3 имеет ограничения. Посмотрим, когда базис Эйлера перестает быть 
базисом. Как видно из рис. 6.7а, это происходит при tз = ±р3 . Следова

тельно, ограничения накладываются на второй угол: 

ф Е [0,27Г), ()Е (0,7Г), ф Е [0,21Г). 

Утверждение, что ограничение касается именно второго угла, справедливо 

и для остальных 11 систем углов Эйлера. 

(а) (Ь) 

Рис. 6.7. (а) Базис Эйлера и (Ь) взаимный базис Эйлера для системы 3-1-3 углов 
Эйлера. Для этой системы g1 llt~,g2 = t~,g3 llt~ 

Взаимный базис Эйлера. Следуя той же процедуре, что привела нас 
к (6.29), находим взаимный базис Эйлера14 : 

[

g
1

] [ sin( ф) csc( ()) 
g 2 = соs(ф) 
g 3 - sin(ф) ctg(()) 

(6.34) 

Аналогично 

[

g
1

] [- sin( ф) ctg( ()) 
g 2 = соs(ф) 
g 3 sin( ф) csc( ()) 

14Для этого рассчитывают матрицу, обратную транспонированной матрице 3 х 3 из (6.33), 
которая задает gi через tk. 
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Векторы взаимного базиса Эйлера изображены на рис. 6.7. Важно отметить, 
что они являются неопределенными в особых точках В= О и В= 1Г. 

Пользуясь (6.34), можно доказать, что 

1 . 2 . 3 . 
"-'R . g = 'l/J, "-'R . g = В, "-'R · g = ф. 

Также можно прийти к следующему результату: 

[
gl] [ 1 О cos( В)] [g1] 
g2 = о 1 о g 2 . 
gз cos( В) О 1 gз 

(6.35) 

Полезно сравнить результаты, полученные для систем 3-1-3 и 3-2-1 углов 
Эйлера. Из сравнения становится очевидно, что диапазоны значений вто

рого угла Эйлера В для этих двух систем различны. 

Другие системы углов Эйлера 

Для базиса Эйлера существует три варианта выбора g 1 и, в силу 

g 1 :f: g 2, два варианта выбора g 2. Наконец, есть два варианта выбора g 3. 
Следовательно, всего для базиса Эйлера можно выбрать 2 х 2 х 3 = 12 
систем векторов. Чтобы понять, какую именно систему вы используете, 

проще всего определить вектор угловой скорости. Ниже приводятся выра

жения для вектора угловой скорости для каждой из 12 систем углов Эйлера; 

тензор вращения равен R = L::~=l ti ® Pi: 

Система 1-2-3: "-'R = фр1 + ёt~ + Фtз, 
Система 3-2-3: "-'R = ФРз + ёt~ + Фtз, 
Система 1-2-1: "-'R = фр1 + ёt~ + фt1, 
Система 1-3-1: "-'R = фр1 + ёt; + фt1, 
Система 1-3-2: "-'R = фр1 + ёt; + фt2, 
Система 2-3-1: "-'R = фр2 + ёt; + фt1, 
Система 2-3-2: "-'R = ФР2 + ёt; + фt2, 
Система 2-1-2: "-'R = фр2 + ёt~ + фt2, 
Система 2-1-3: "-'R = ФР2 + ёt~ + Фtз, 
Система 3-1-3: "-'R = фрз + ёt~ + Фtз, 
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Система 2-3-1: "'R = фр2 + Ot~ + фt1, 
Система 3-1-2: "'R = ФРз + Ot~ + Фt2. 

Системы 1-2-1, 1-3-1, 2-3-2, 2-1-2, 3-1-3 и 3-2-3 называются симметрич
ными, а остальные шесть систем - асимметричными. Последние также 

называются системами углов Кардана, Тейта или Брайана. Оригинальные 
исследования Тейта (системы углов, обозначенной нами как 1-2-3) описаны 
в разделе 12 выпущенной им в 1868 году работы [210]. В 1911 году вышла 
основополагающая работа [24], в которой Брайан исследует устойчивость 
летательных аппаратов и вводит систему углов, обозначенную нами как си

стема 2-3-1 углов Эйлера (рис. 6.8). Напомним, что свой первый успешный 
полет братья Райт совершили в 1903 году. 

/ 
/ 

/ ' 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

' / 

z 

G // ф _ ... --,:" _______ ,...-

_J 
.,..-- ... 

-----, -------~}6 
х 

Рис. 6.8. Воспроизведение рис. 3 из основополагающей работы Брайана [24], посвя
щенной исследованию устойчивости летательных аппаратов. Углы (} и ф соответ
ствуют углам тангажа и крена самолета соответственно. Точка G обозначает центр 
масс самолета, а х и z - коротационные оси самолета 

Для всех систем углов Эйлера характерна сингулярность при некото
рых значениях второго угла е. В этих случаях g 1 = ±gз и базис Эйлера 
перестает быть базисом пространства JE3

. Во избежание этих сингулярно
стей часто пользуются не одной, а двумя системами углов Эйлера, между 

которыми переключаются при приближении к особой точке. 
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6.9. Другие представления тензора вращения 

Помимо эйлерова представления и представления в углах Эйлера, су

ществуют и другие выражения для задания тензора вращения. Почти все 

из них упоминаются в обзорной статье Шустера [196]. Мы же остановимся 
лишь на двух: представлении Родрига, разработанном Олиндом Родригом 

в 1840 году [181], и параметрическом представлении Эйлера. 

Вектор Родриrа 

Представление Родрига основано на определении вектора 

Этот вектор иногда называют вектором Гиббса. Очевидно, что вектор Род

рига Л не является единичным вектором. Действительно, при ф = О Л = О, 
а при ф = 7!' значение Л не определено. Следовательно, если значения ф 

варьируются в диапазоне, содержащем 7!', представление Родрига не приме

нимо. 

С помощью тождеств 

читатель может проверить справедливость равенств 

1- Л· л 
соs(ф)=1+Л·Л' . (ф) 2Л · r 

sш = 1 +Л· л· 

Подставляя в (6.8) выражения для r и ф, приходим к представлению Род
рига: 

R = R(Л) = ~ Л ((1- Л· Л)I + 2Л 0 Л- 2(еЛ)). 1+ о 

Соответствующий вектор угловой скорости равен 

2 о о 

"'-'R = л л (л - л х Л) о 1+ о 

Этот вектор можно вычислить непосредственно, используя (6.14). 
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Симметрические параметры Эйлера-Родрига 

Одно из наиболее популярных четырехпараметрических представле
ний вращения основано на использовании четырех симметрических пара

метров Эйлера- Родрига е0 и еУ Эти параметры часто называют парамет
рами Эйлера; с ними связано много интересных исторических фактов16 . 
Они равны 

Из определения этих параметров следует, что они удовлетворяют эйлерову 

ограничению по параметру17 : 

е6 +е· е= 1. 

Заметим также, что 

Л=~. 

Вектор r и угол ф можно выразить через параметры е0 и е; попробуйте 
сделать это самостоятельно. 

Подставляя в (6.8) выражения для r и ф, приходим к представлению 
тензора вращения в симметрических параметрах Эйлера-Родрига: 

R = R(eo, е)= (е6- е· e)I + 2е ®е- 2ео(ее). 

Положим R = L:~=l ti ® Pi· Тогда петрудно доказать, что е· tk 
Если записать выражения для компонентов Rik = tk · Pi, 18 

[Rн R12 R1з] 
R21 R22 R2з 
R31 Rз2 Rзз 

=е· Pk· 

(6.36) 
15Параметр е0 и три составляющие вектора е часто рассматриваются как четыре компонен

та кватерниона q = ео + е1 i + e2j + езk, где е; - составляющие вектора е относительно пра
вого ортонормированного базиса, а i, j, k- базисные векторы для кватерниона. Как следствие, 
симметрические параметры Эйлера- Родрига иногда называют единичными кватернионами. 

16Превосходные рассуждения на эту тему есть в работах Альтманна [2, 3] и Грэя [77]. 
17В работе О'Рейли иВаради [166] рассказывается, как ослабить это ограничение. Авторы 

также показали, как визуализировать ограничение с помощью сферы Хобермана. Этот вопрос 
тесно связан с вопросом гауссовой мутации пространства [69]. 

18Соответствующее матричное представление приводилось ранее; см. (6.10). 
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то легко видеть, что тензор вращения является квадратичной функци

ей четырех параметров е0 , е1, е2, ез. Значит, у рассматриваемого пред
ставления есть несколько преимуществ вычислительного характера пе

ред другими представлениями. Обратите, кроме того, внимание, на

сколько просто получить из (6.36) выражение для компонентов тензо
раRт. 

Соответствующий вектор угловой скорости равен 

"-'R = 2(еое- ёое +е Х е). 

Опять же этот вектор можно вычислить непосредственно из (6.14). Заме
тим, что вектор угловой скорости задается относительно простой функцией 

симметрических параметров Эйлера-Родрига и их производных. 

В одном из упражнений в конце главы приводятся дальнейшие резуль

таты, касающиеся композиции двух тензоров вращений в представлении 

Эйлера-Родрига. Эти результаты, полученные Бенджамином Олендом Род

ригом (1794-1851) в 1840 году, имеют достаточно элегантный вид. В насто
ящее время параметры Эйлера-Родрига используются для оценки тензора 

вращения (пространственного положения) летательного аппарата, а также 

в области машинного распознавания образов и робототехнике. Специали

сты названных областей оперируют двумя системами векторов, связанны

ми неизвестным тензором вращения R и вектором параллельного перено
са d. Оценка величин R и d может быть произведена методом наименьших 
квадратов, что известно как ортогональная прокрустова задача [95, 192). 
В динамике спутников эту задачу называют задачей Вахба (по имени Грэйс 

Вахба [222]). Задача заключается в следующем: для N ;;::: 2 известных ре
зультатов измерений а1 , ... , aN и Ь1 , ... , bN, связанных тензором R и век
тором d, определить оптимальные значения R и d, такие что функция 

N 

W = ~ I:: акiiЬк- Rак- dll 2 (6.37) 
K=l 

минимальна. Здесь скаляр а к -скалярный вес К -го измерения. Давенпорт 

доказал, что если при d = О тензор R, фигурирующий в (6.37), парамет
ризовать с помощью е0 и е, то мы получим элегантное решение задачи 

Вахба19 . Соответствующее элегантное решение прокрустовой задачи (т. е. 
при d =1- О) позже было получено Горном [95]20 • 

19Более подробно о решениях Давениорта и других авторов, а также об их обобщении на 
случай оригинальной формулировки Вахба читайте в [136, 137, 195, 197]. 

20Другие ссылки на решения прокрустовой задачи смотрите в [46, 49, 200]. 
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Резюме по векторам угловой скорости 

Обобщим информацию, касающуюся представлений вектора угловой 
скорости при повороте на угол ф вокруг оси r: 

3 

""R = L''/gi = 
i=l 

= Фг + sin(Ф)r + (1- cos(Ф))r х г= 
= 2(еое- ёае +е х е)= 

2 о о 

= 1 +Л. Л (Л- Л х Л). 

(6.38) 

Осуществляя минимальные преобразования этих уравнений, можно полу
чить выражения для r, е и .х 

6.10. Провзводные скалярных функций от тензоров 
вращений 

Рассмотрим функцию И = И(R). Рассчитаем производную от этой 
функции по времени. Трудность в том, что R может задаваться по-разно
му и в каждом случае мы придем к иному представлению производной. 

Впоследствии станет ясно, что простое выражение для. производной функ
ции И получается в терминах вектора и а и взаимного базиса Эйлера (урав

нение (6.41)). 
Начнем с простейшего представления для R: 

3 3 

R = LLRikPi ®Pk, 
i=l k=l 

где Pk О. По цепному правилу дифференцирования сложной функции 
И= И(R) = И(Rik, Pj) находим: 

3 3 

. "" аи . И= цц дR- Rik· 
i=l k=l •k 

Этот же результат можно записать, используя оператор следа: 

iJ = tr (аи :Rт) 
дR ' 
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где 

Принимая во внимание, что Па = RR т и вводя тензор угловой скорости, 
находим: 

iJ = tr ( g~ R т п~) . 
ПосколькуПа-кососимметрический тензор, tr(AП~) =О для всех А= 
= А т. Следовательно, в выражение для iJ входит только кососимметриче
ская составляющая тензора g~ R т: 

где Иа - кососимметрический оператор, равный 

1 дИ т дИ ( ( ) т) Иа = "2 дR R - R дR . 

Поскольку Иа - кососимметрический тензор, можно рассчитать вектор, 

соответствующий удвоенному аксиальному вектору тензора И а 21
: 

ua = -e[Ua]. (6.39) 

В силу существования этого вектора производную iJ можно записать в ви
де: 

iJ = tr ( g~ :RT) = 

= tr(UaП~) = 
(6.40) 

=иа·"-'а. 

На данный момент нам известно много разных представлений вектора "-'а· 

Теперь запишем еще одно, последнее, выражение для iJ, с помощью кото-
рого найдем несколько представлений для ua. 

21 Множитель ~ отсутствует в (6.39) в силу тождества (A.l2), которое приводится в упраж
нениях в конце приложении А. 
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В качестве примера предположим, что и задается в углах Эйлера: и = 

= U("fk). Тогда из второй строчки уравнения (6.40) будет следовать, что 

Пользуясь взаимным базисом Эйлера, заключаем: 

(6.41) 

Это самое простое и полезное выражение для UR. Впервые оно появилось 

в [163]. 
Допустим теперь, что R задается одним из трех других упомянутых 

нами методов. С учетом (6.38) рассчитаем по второй строке из (6.40) про
изводную U. Следуя процедуре, которая ведет к (6.41), получим три дру
гих представления для UR. Опустим некоторые детали и запишем сводную 
формулу для расчета вектора uR: 

3 л 

UR= L диgi= 
i=l д"(' 

= дU r + l (ctg (Р.) (I- r Q9 r)- er) дU = 
дф 2 2 дr 

= l ((eol- ее)дU- дU е)= 
2 де део 

1 дЙ = 2(I +Л Q9 Л- еЛ) дЛ, 

(6.42) 

где и(R) = U(eo,e) = u(,,l,"(2 ,"(3 ) = U(ф,г) = Й(Л). Четвертое выра
жение из (6.42) первым получил Симмондс [199]. В работе Антмана [5] 
используется представление, близкое ко второму выражению из (6.42). 

Ряд частных производных, фигурирующих в (6.42), следует рассчи
тывать с осторожностью. Поскольку г - единичный вектор, производпая 

~~ рассчитывается на поверхности r · r = 1. То же самое касается произ
водных ~~ , gfo и ~~. Иначе говоря, все они являются тангенциальными 
или поверхностными производными. Один из способов их рассчитать -
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параметризовать R с помощью углов Эйлера, после чего перейти от ин

тересующих параметров к углам Эйлера. В самом деле, пользуясь выра

жениями (6.42), цепным правилом дифференцирования сложной функции 

и тождеством e:gi = - g~ R т, можно доказать, что 

дfJ - =UR·2e, 
део 

дfJ 
де = 2(eol + e:e)uR, 

дИ дU 
дR = -(e:uR)R, дф = UR · r, 

~~ = (sin(ф)(I- r 0 r) + 2sin
2 

( ~) e:r) UR. 

В книгах О'Рейли [160] и Симмондса [199] упоминается, что выраже
ния (6.42) помогают найти потенциалы консервативных моментов. В даль
нейшем мы будем часто пользоваться первым представленнем (6.42). 

Задачи 

6.1. Пусть тензор R равен 

R = cos(O)E1 0 Е1 + sin(O)E2 0 Е1 + cos(O)E2 0 Е2-

_ sin(O)E1 0 Е2 + Ез 0 Ез. 

(а) Докажите, что R также равен 

R = er 0 Е1 + ео 0 Е2 + Ез 0 Ез = 
= cos(O)er 0 er + sin(O)eo 0 er + cos(O)eo 0 ео

- sin(O)er 0 ео + Ез 0 Ез. 

(Ь) Докажите, что 

nR = В(Е2 0 Е1 - Е1 0 Е2) = 

= О( ео 0 er - er 0 ео), 

"'-'R =ВЕз. 

6.2. Напомним, что тензор вращения R можно параметризовать тре
мя углами Эйлера. В системе 3-2-3 углов Эйлера тензор вращения задается 
выражением: 

R = L(ф, t 3 = t~)L(O, t~)L(ф, Е3 ). 
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Эта система углов Эйлера (рис. 6.3) используется и в других учебниках, 
например в работах Гинзберга [71, раздел 4.2], Кельвина и Тэта [109], Рау
са [184, 185] и Унттекера [228]22 • 

(а) Покажите на рисунках взаимосвязь между (i) Ei и t~, (ii) t~ и t~', (iii) t~' 
и ti. 

(Ь) Объясните, почему значения второго угла В необходимо ограничить 
интервалом (0, 11-). 

(с) Докажите, что для рассматриваемой системы углов Эйлера базис Эй
лера равен: 

[
gl] [- sin( В) cos( ф) sin( ф) sin( В) cos( В)] [t1] 
g2 = sin(ф) соs(ф) О t2 = 
gз О О 1 tз 

[ 
- si~( 1/J) cos~ 1/J) ~ ] [~~] . 

соs(ф) sin(B) sin(ф) sin(B) cos(B) Ез 

Кроме того, докажите, что углы Эйлера удовлетворяют равенству 

[

t 1] [ соs(ф) sin(ф) О] [cos(B) О 
t2 = - sin(ф) соs(ф) О О 1 
tз О О 1 sin( В) О 

[ 

cos( 1/J) sin( 1/J) О] [Е1] 
х - sin(ф) соs(ф) О Е2 . 

О О 1 Ез 

- sin(B)] 
о х 

cos(B) 
(6.43) 

(d) Исходя из (6.43), получите выражения для компонентов Rik тензора R. 
Эти компоненты можно рассчитывать по-разному, например: 

(е) Напомним, что для каждого тензора вращения R существует ось вра
щения r и угол вращения. С помощью результатов, полученных в под
разделе 6.5.1, определите ось вращения и угол вращения для четырех 

22Уитrекер использует сисrему обозначений, схожую с нашей, только 'lj; у неrо соответствует 
нашему ф, и наоборот. Если сравнить ero выражение для сосrавляющих вектора "-'R с нашим, 
то мы увидим в выражении для "-'2, которое приводится в разделе 16 работы Уитrекера [228], 
типографическую ошибку. Раус также использует систему обозначений, аналоmчную нашей, 
но при этом оперирует левой системой координатных осей. 



6.10. ПРОИЗВОДНЫЕ СКАЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ ОТ ТЕНЗОРОВ ВРАЩЕНИЙ 243 

различных выбранных вами значений системы ( ф, е, 1/J). Дайте физиче
скую интерпретацию этим четырем наборам значений углов Эйлера. 

(t) Докажите, что для рассматриваемой системы утлов Эйлера взаимный 
базис Эйлера равен 

[

g
1

] [- cos( ф) csc( В) 
g 2 = sin(ф) 
g 3 cos( ф) ctg( 0) 

sin( ф) csc( В) О] [t1] 
соs(ф) О t2 . 

- sin(ф) ctg(B) 1 tз 

С учетом этого проверьте, справедливы ли следующие выражения для 

сопряженного базиса Эйлера в базисах {Е1, Е2, Ез} и {g1, g2, gз}: 

[

g
1

] [- cos( ф) ctg( е) 
g 2 = - sin(ф) 
g 3 соs(ф) csc(B) 

- sin( ф) ctg( В) 1] [Е1] 
соs(ф) О Е2 

sin( ф) csc( В) О Ез 

[ 

csc2 (B) 
- о 

- ctg( е) csc( е) 

О - ctg( В) csc( В)] [g1] 
1 о g2 . 
О csc2 (B) gз 

(g) Докажите, что для рассматриваемой системы утлов Эйлера вектор ут
ловой скорости равен 

"-'R = Фtз + Ot~ + ФЕз. (6.44) 

Для решения вам потребуются две различные коротационные произ

водные: первая рассчитывается при фиксированном t~, а вторая - при 

фиксированном t~'. 

(h) Докажите, что для рассматриваемой системы утлов Эйлера составляю-
щие вектора "-'R в базисе {Е1, Е2, Ез} равны 

П1 = фsin(B) соs(ф)- д sin(ф), 

n2 = Фsin(B) sin(ф) + ёсоs(ф), 
Пз = фсоs(В) + ф, 

где Пi = "-'R · Ei. Эти же выражения приводятся в разделе 257 книги 
Рауса [185]. 

(i) Пусть даны функции wk(t) = "-'R · tk. Докажите, что 

[~] [- соs(ф) csc(B) 
е = sin(ф) 
ф соs(ф) ctg(B) 

sin( ф) csc( В) О] [w1] 
соs(ф) О w2 . 

- sin(ф) ctg(B) 1 wз 
(6.45) 
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(j) Для решения этой задачи потребуется численное интегрирование урав
нения (6.45). Для заданных 

w1(t) = 0,2sin(0,5t), w2(t) = 0,2sin(0,05t), wз(t) = 10w1(t) 

и выбранных вами начальных значений углов Эйлера определите 
ф(t), B(t) и 'lj;(t). Как с помощью полученных результатов найти tk(t)? 

6.3. Напомним, что тензор вращения L, задающий поворот против 
часовой стрелки вокруг оси р на угол v, равен 

L = L(v, р) = cos(v)(I- р 0 р)- sin(v)t::p + р 0 р, 

а соответствующий вектор угловой скорости равен 

"'L = vp + sin(v)p + (1- cos(v))p х р. 

Пусть даны два тензора вращения: 

где 

е1 = cos( В)Е1 + sin( В)Е2, е2 = cos( В)Е2 - sin( В)Е1, ез = Ез. 

{а) Докажите, что выражение для Q1 имеет вид: 

Q1 = е1 0 Е1 + е2 0 Е2 + ез 0 Ез. 

{Ь) Приведите пример системы двух твердых тел, для которой тензор вра

щения одного тела равен Q1 , а тензор вращения второго тела равен Q2 . 

{с) При условии, что тензор относительного вращения равен R2 = Q 2Qf, 
докажите следующую формулу: 

WR2 = феl + sin(ф)Bez + (1- соs(ф))Вез. 

{d) Объясните, почему 

6.4. Параметризация тензора вращения при помощи параметров Эй
лера (единичных кватернионов или симметрических параметров Эйлера
Родрига) замечательна тем, что соответствующая формула для композиции 

двух вращений является очень элегантной. Аналогичные результаты для 
двух тензоров, описываемых углами Эйлера, весьма громоздки. В данной 
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задаче будем пользоваться параметрами Эйлера, чтобы получить некоторые 

результаты, относящиеся к тензорам вращения. 

Рассмотрим два тензора вращения А и В: 

А= (е~- е· e)I + 2е Q9 е- 2ео(ее), 

В= (JJ- f · f)I + 2f Q9 f- 2fo(ef). 

Здесь { ео, е} и {fo, f}- две системы параметров Эйлера: 

(6.46) 

ео = cos ( ~), е = sin ( ~) а, fo = cos ( ~), f = sin ( ~) Ь, 
(6.47) 

где а - ось вращения для тензора А, а Ь - ось вращения для тензора В; 
ф- угол вращения для тензора А, а () -угол вращения для тензора В. 
Таким образом, тензор А задает поворот против часовой стрелки на угол ф 

вокруг оси а. 

(а) Напомним, что тензор вращения А, выраженный через угол вращения 

ф и ось вращения а, равен: 

А(ф, а) = cos(ф)(I- а Q9 а)- sin(ф)~:a +а Q9 а. 

Докажите, что тензор А действительно имеет представление (6.46) 1 . 

(Ь) Полагая е= I:~=l eiEi, найдите Aik = (AEk) · Ei. 

(с) Докажите, что 

С= ВА = (gб- g · g)l + 2g Q9 g- 2go(eg), (6.48) 

где 

9о = eofo -е · f, g = eof + foe + f х е. (6.49) 

Этот результат первым получил Родриг [181] в 1840 году. В англоязыч
ной литературе он впервые упоминается в работе Кэли [32], датиро
ванной 1845 годом. 

(d) Выразите параметры Эйлера для тензоров вращения АВ и вт А т че
рез ео, fo, f и е. 

(е) На основе результатов, полученных в пункте (d), докажите некоммута
тивность вращений: АВ :/=- ВА. 



246 ГЛАВА 6 

(t) Вектор угловой скорости для тензора А равен 

WA = 2(еое- Ёое +е Х е), 

(i) Чему равны wв и wc? 

(ii) Как вы объясните неравенство 

(g) Какой поворот задает тензор вращения С, если ео = fo = )2, а= Ез 
и Ь = Е2? Проюшюстрируйте свой ответ, показав, как преобразуется 
базис {Е1, Е2, Ез} под действием тензора С. 

6.5. На рис. 6.9 схематично изображены широта (Л) и долгота (В) 
точки на поверхности Земли. В навигационных системах эти углы исполь

зуются для определения направления вниз ez, северного направления ех 
и восточного направления еу: 

[ех] [- cos(~) sin(Л) 
еу = - sш( В) 
ez - cos(B) соs(Л) 

- sin(B) sin(Л) 
cos(B) 

- sin( В) соs(Л) 

соs(Л) ] [Е1] 
О Е2 . 

- sin(Л) Ез 
(6.50) 

Тройка векторов {Е1, Е2 , Е3 } задает фиксированный правый базис в декар
товой системе координат. 

на север 

на восток 

() 

вниз 

Рис. 6.9. Долготный () и широтный Л углы 
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(а) Пусть R = ех ® Е1 + еу ® Е2 + ez ® Е3. Докажите, что этот тензор вра
щения может быть представлен композицией двух тензоров вращений 

R 1 и R 2, где R 1 задает поворот вокруг оси Е3 на угол(), а R2 задает 
поворот вокруг оси еу на угол - ~ - Л. 

(Ь) Для заданного вектора 

докажите, что 

где 

3 

Хх = LRilXi, 
i=l 

3 

ху = 'L:Ri2xi, 

i=l 

3 3 

3 

Xz = LRiзXi, 
i=l 

R= LL~kEi®Ek. 
i=l k=l 

Как связаны компоненты Rik с матрицей, фигурирующей в (6.50)? 

6.6. Пусть даны два тензора вращения А и В, равные 

3 

А= Lti ®Ei, 
i=l 

3 

В= L::ei ®ti. 
i=l 

Система векторов {Е1 , Е2 , Е3 } задает фиксированный правый ортонорми
рованный базис пространства Е3 . 

(а) Докажите, что 

о 

где В - коротационная производмая от В, рассчитываемая при фикси-

рованных ti, а . т 

ПА=АА. 

(Ь) Рассмотрите тензор вращения С = БА. Используя результаты из 
пункта(а),докажите, что 

л о т 

Пв =ВВ , 
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где тензор относительной угловой скорости Пв и тензор угловой ско
рости Пс соответственно равны 

. т 

Пс =СС. 

Почему тензор Пв является кососимметрическим, и что это означает 
для произведения Пв Ь, где Ь - произвольвый вектор? 

(с) Пусть даны два тензора 

где 

А= cos(ЦJ)(I- Ез 0 Ез)- sin(ЦJ)€Eз + Ез 0 Ез, 
В= cos(B)(I- t1 0 t1)- sin(B)€tl + t1 0 t1, 

. о 

(i) Чему равны А и В? 

(ii) Используя (6.14), найдите IJJA и ~в. 

(iii) С помощью (6.14) докажите, что 

IJJB = Ot1- ф(соs(В)Ез- sin(B)t2) + ФЕз, 
где IJJB - вектор угловой скорости для тензора В. 

6.7. Докажите, что тензор вращения L(~,E3)L(~,E1) эквивалентен 
тензору вращения Le;, р), где 

1 
р = vГз(Е1 + Е2 + Ез). 

Этот результат особенно полезен при анализе групп симметрий кристаллов. 

6.8. Докажите, что23 

Из этого выражения следует, что последовательные вращения вокруг трех 

перпендикулярных осей можно заменить одним вращением вокруг одной 
из этих осей. Отсюда также следует одно из объяснений парадокса Кодма
на [ 40] в биомеханике24 . 

23В этой задаче вам придется рассчитать eEk. За помощью обращайтесЪ к уравнению (A.ll) 
в приложении. 

24Согласно Политти и др. [174], парадокс Кодмана возникает в следующей ситуации: вы 
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6.9. Прочитайте разделы 1 и 24-30 в статье Эйлера [54], где рассмат
риваются углы Эйлера (р, q, r). Докажите, что там используется система 
1-3-1 утлов Эйлера, для которой 

'Ф = р, (} = q, ф = 7r- r. 

Возможно, вам потребуется выражение для компонентов R = е1 · w, Р = 
= е2 · w и Q = ез · w, которое приводится на стр. 205 работы [54]. В [57] 
приводятся аналогичные результаты, но для другой системы обозначений. 
В обеих статьях есть материал, касающийся компонентов тензора Эйлера 

и компонентов тензора инерции. 

6.10. Пусть Pl, р2 и р3 -векторы правого ортонормированного ба
зиса. Получите теорему Родрига-Гамильтона 

(6.51) 

Она обсуждается в разделе 3 работы Унттекера [228]. В качестве ее авторов 
Уиттекер называет Родрига [181] и Гамильтона [90]. Сам Уиттекер доказал 
эту теорему с чисто геометрической точки зрения. Сравните свое доказа

тельство с его доказательством, это будет хорошим упражнением. Позже 

мы воспользуемся теоремой Родрига-Гамильтона, чтобы доказать некон

сервативность постоянного момента. 

6.11. Пусть тензор вращения R параметризуется с помощью системы 
3-2-1 утлов Эйлера. Если обозначить эти утлы через о:1, о:2 и о:з соответ
ственно, то чему будут равны утлы Эйлера системы 3-2-1 для обратного 
тензора Rт? 

6.12. В разделе 1.7 работы Кэйна и др. [106] задаются две разные си
стемы утлов Эйлера. Первая соответствует утлам, связанным с телом, а вто

рая соответствует утлам, связанным с неподвижным пространством. Таким 

стоите, опустив вниз правую руку, при этом большой палец смотрит вперед, а остальные че

тыре пальца направлены вниз. Затем вы отводите в сторону руку до горизонтального уровня 

так, чтобы четыре пальца смотрели вправо, и поворачиваете руку в горизонтальной плоско

сти, пока пальцы не начнут смотреть вперед (т. е. вытягиваете руку перед собой). Наконец, 
опускаете руку так, чтобы пальцы смотрели вниз. После этих трех врашений оказывается, 

что большой палец смотрит влево, т. е. повернулся на 90°. Тот факт, что вы совершили этот 
поворот, не вращая руку вокруг ее продольной оси, называется парадоксом Кодмана. 

Прим. ред. -Описываемый «парадокс» объясняется теоремой о телесном угле (см. В. Ф. Жу
равлев. Основы теоретической механики): если некоторая ось l, жестко связанная с телом, 
описала в процессе движения тела замкнутую коническую поверхность и при этом проекция 

угловой скорости тела на эту ось была равна нулю, то после возврашения оси l в исходное по
ложение тело оказывается повернутым вокруг нее на угол, равный телесному углу описанного 

конуса. 
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образом, Кэйн и др. определяют 24 системы углов Эйлера. Докажите, что 
система 3-2-1 углов Эйлера, рассмотренная в подразделе 6.8.1, эквивалент
на трем углам 3-2-1, связанным с телом, из [106]. Кроме того, покажите, 
как с помощью углов 3-2-1, связанных с пространством, параметризовать 
тензор R. Если обозначить пространствеиные углы 3-2-1 через (31, (32 и fЗз 
соответственно, то решение будет иметь вид: 

[

Jlll ll12 ll1з] 
ll21 ll22 ll2з 
llз1 llз2 llзз [

1 О О ] [ cos(f32) 
= О соs(fЗз) - sin(fЗз) х О 

О sin(fЗз) соs(fЗз) - sin(f32) 

[
cos(fЗI) - sin(f31) О] 

х sin((31) cos((31) О . 
о о 1 

Сравните этот результат с соответствующим представленнем (6.25) для 
трех углов 3-2-1, связанных с телом. При решении этой задачи вам может 
помочь материал раздела 3.2 из работы Гинзберга [71], в котором рассмат
риваются вращения относительно осей, связанных с телом, и вращения от

носительно осей, связанным с неподвижным пространством. Аналогичные 

вопросы рассматриваются в разделе 7.14 работы Парса [ 170]. 
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Кинематика твердых тел 

7 .1. Введение 

В этой главе мы обсудим вопросы, касающиеся трехмерной кинема

тики твердых тел. Приведем несколько полезных классических выраже

ний для векторов скорости и ускорения произвольной точки твердого тела. 

Кроме того, мы поговорим о векторе угловой скорости "-'• количестве дви
жения G, кинетических моментах Н, Но и Нл, кинетической энергии Т 
твердых тел, а также о соответствующих силах инерции. В конце главы 

речь пойдет о конфигурационном многообразии для твердого тела. 

Большая часть материала этой главы базируется на исследованиях ди

намики твердого тела, которые проводил Эйлер в 1750-х годах. С тех пор 

разработанная им теория широко использовалась для построения моделей 

различных механических систем; появилось множество интерпретаций его 

результатов. Среди недавних работ, в которых используются тензорные обо

значения, можно упомянуть работы Битти [15], Кейси [26, 28], Фокса [65], 
Гринвуда [80] и Гуртина [84]. Мы будем опираться на результаты их иссле
дований, поскольку они содержат явные выводы, особенно относительно 

сил инерции и угловых скоростей. 

7 .2. Движение твердого тела 

При рассмотрении кинематики твердых тел удобно поступить так, как 

делают в механике сплошных сред, и ввести определения начальной и теку

щей конфигураций твердого тела. Итак, тело В рассматривается как сово

купность материальных точек. Материальную точку тела В будем обозна

чать через Х. Положение материальной точки Х относительно неподвиж

ногоначала координат в момент времени t задается вектором х (рис. 7.1). 
Текущая конфигурация К-t тела задается гладким взаимно-однозначным 

отображением. Оно переводит материальные точки Х тела В в точки трех

мерного евклидова пространства: х = К-t(Х). Поскольку радиус-вектор х 
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материальной точки Х изменяется со временем, это отображение зависит 
от времени - отсюда индекс t. Конфигурация Kt соответствует состоянию 
тела в момент времени t. 

Рис. 7.1. Начальная к,о и текущая к,t конфигурации тела В 

Определим также начальную конфигурацию к0 тела. Эта конфигура
ция задается обратимой функцией Х = к0 (Х). В силу обратимости этой 
функции радиус-вектор Х материальной точки Х в начальной конфигу
рации тела однозначно определяет рассматриваемую материальную точку. 

Впоследствии, зная начальную конфигурацию, мы будем определять неко
торые характеристики тела, такие как масса т и тензор инерции J 0 . Ис

пользуя начальную конфигурацию, можно описать движение тела функци
ей от Х и t: 

х = x(X,t). 

Теорема Эйлера 

В случае твердых тел функцию х(Х, t) можно существенно упростить. 
Во-первых, расстояние между любыми двумя точками твердого тела, ска
жем между точками Х1 и Х2, не изменяется при всех возможных движени
ях. Математически это утверждение записывается в виде равенства 

(7.1) 

Во-вторых, взаимная ориентация радиус-векторов точек твердого тела при 

его движении также не изменяется. В 1775 году Эйлер [55, 56] доказал, что 
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если движение твердого тела удовлетворяет условию (7.1), то оно также 
удовлетворяет равенству 

(7.2) 

где Q - тензор вращения. Напомним, что для этого тензора вращения су

ществует ось вращения и угол вращения. 

Пользуясь (7.2), можно узнать, является ли вращение твердого тела 
нетривиальным. Если Q =/:- 1, то можно выбрать две точки Х1 и Х2 твер
дого тела и проанализировать, как изменяется со временем относительный 

радиус-вектор Xl - Х2. Если для любых xl и х2 направление относитель

ного радиус-вектора не изменяется, то Q = 1; в противном случае твердое 
тело совершает вращательное движение. Отсюда вытекает наиболее полез

ное толкование тензора Q: он переводит относительные радиус-векторы из 
начального в текущее положение. 

Если зафиксировать одну точку тела и выбрать в ней начало координат, 

то выражение (7.2) упрощается: 

x(t) = Q(t)X. (7.3) 

Приходим к теореме Эйлера о движении твердого тела: 

Всякое перемещение твердого тела с одной неподвижной точкой соответствует 

повороту вокруг пекоторой оси, проходящей через эту точку. 

Осью здесь является ось вращения, определяемая тензором Q(t). Посколь
ку перемещение рассматриваемого тела есть изменение конфигурации тела 

от к0 до Kt, эта ось зависит от выбора начальной конфигурации. 

Существует альтернативная, более распространенная интерпретация 

теоремы Эйлера, в которой нет упоминания о начальной конфигурации ко. 

Чтобы прийти к ней, необходимо рассмотреть движение тела с одной непо

движной точкой на интервале времени t Е [to, t]. Из (7.3) находим: 

x(t) = Q(t)Qт(to)x(to). 

Следовательно, перемещение тела в конце временного интервала характе

ризуется тензором вращения Q(t)Qт(t0 ) 1 . По теореме Эйлера заключаем, 
что ось вращения, определяемая тензором Q(t)Qт(t0 ), является осью по
ворота твердого тела. Подчеркнем, что в процессе рассматриваемого дви

жения текущая конфигурация тела переходит из Kt 0 в Kt. 

1 В общем случае ось и уrол вращения для тензора Q(t)QT(to) отличаются от оси и угла 
вращения для тензора Q ( t). 
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Представление движении в общем случае 

В общем случае твердое тело при своем движении может и не иметь 

неподвижной точки. Тогда с произвольной точкой Хр твердого тела, име
ющей в текущей конфигурации положение xp(t), можно связать посту
пательное движение начальной конфигурации. Как следствие, твердое те
ло повернется вокруг Х р с тем, чтобы занять свою текущую конфиrура-

ЦИЮ Kt: 

x(t)- xp(t) = Q(t)(X- Хр ). 

То есть 

х = Q(t)X + d(t), (7.4) 

rде d(t) = xp(t)- Q(t)Xp. Итак, согласно (7.4), общее движение твердого 
тела является композицией переноса и вращения2 • Таково наиболее общее 
представление движения твердого тела; в будущем мы будем неоднократно 
им пользоваться. 

Чтобы прийти к альтернативной формулировке (7.4), в которой не 
участвует начальная конфигурация, рассмотрим движение тела на интер
вале времени [to, t] (рис. 7.2). Из уравнения (7.4) находим: 

x(to) = Q(to)X + d(to), x(t) = Q(t)X + d(t). 

Объединяя эти уравнения, получаем альтернативное представление (7.4): 

x(t) = Q(t)Qт (t0 )x(t0 ) + z(t), (7.5) 

где z(t) = d(t)- QT(t0 )d(t0 ) 3• 

Исходя из (7.5), можно получить третье альтернативное представле
ние движения твердого тела. Речь идет о представлении, синонимичном 
известной теореме, которую доказал Мишель Шаль (1793-1880) (более по
дробно об этом вопросе читайте в разделе 5 работы [228] и содержащихся 
там ссылках). Движение твердого тела представляется винтовым движени

ем (рис. 7.3), которое складывается из поворота на угол ф вокруг оси s(t) 
и последующего параллельного переноса 17(t)s(t) вдоль этой оси. Осью 
винтового движения s ( t) является ось вращения для тензора Q ( t) Qт (t0 ), 

а ф( t) - уrол вращения для этого тензора. Составляющую поступательного 
движения O"s(t) и радиус-вектор р, определяющий точку на винтовой оси, 

2Неудивительно, что этот результат был известен еще Эйлеру. Он упоминает о нем во 
всrупительных разделах к [52, 54]. 

3Вы, должно быть, уже заметили, что если выбрать начальную конфигурацию к.о совпада
ющей с к.t0 , то Q(to) = 1 и представления (7.4) и (7.5) будут идентичными. 
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"-t 

Q(t) 

Рис. 7.2. Конфигурации "-to и "-t твердого тела. На рисунке также показана началь
ная конфигурация к-0 и обозначена роль некоторых тензоров вращения 

можно найти по трем составляющим вектора z(t) с помощью трех уравне-
ний: 

(1- Q(t)Qт(to))p(t) + a(t)s(t) = z(t). (7.6) 

Однако тензор (1- Q(t)Qт (t0 )) не является обратимым4, поэтому вектор 
p(t) определяется неоднозначно. В разных книгах встречаются разные зна
чения р (два из них по казаны на рис. 7.3 ). Если в качестве р( t) взять вектор, 
перпендикулярный к s, то мы получим следующие решения для a(t) и p(t): 

p(t) = ~ ( z_1_(t) + ctg ( ф;t)) s(t) х z(t)), a(t) = s(t) · z(t), (7.7) 

где 

Z_1_(t) = z(t)- (z(t) · s(t))s(t). 

4Есть несколько способов это доказать. Первый способ - отослать qитаrеля к выво
ду (6.15). Второй способ- проанализировать эйле~ово представление (6.8) тензора вращения 
и показатъ, что s есть нулевой тензор (I- Q(t)Q (to)). 
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Убедитесь в справедливости выражений (7.7). Заметим, что в частном слу
чае Q = 1 вектор р не определен. 

Рис. 7.3. Конфигурации "-to и Kt твердого тела, а также винтовая ось s(t) и угол 
вращения ф(t). Твердое тело перемещается вдоль винтовой оси на величину as 
и поворачивается вокруг оси s(t) на угол ф. На рисунке показаны два возможных 
радиус-вектора p(t): первый p(t) = р1 = р1Е1 + р2Е2 соответствует точке пере
сечения винтовой оси с плоскостью Е1 - Е2, а второй p(t) = р2 перпендикулярен 
винтовой оси, т. е. р2 • s = О 

7.3. Векторы угловой скорости и углового ускорения 

Движение твердого тела описывается уравнением (7.4) или, что экви
валентно, уравнением (7.5). Поскольку Q - тензор вращения, определим 
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тензор угловой скорости П и вектор угловой скорости ~.~J5 : 

Вектор I.IJ есть вектор угловой скорости, а П - тензор угловой скорости 

твердого тела. Как мы знаем, тензор вращения Q можно задать по-разному, 
например, с помощью углов Эйлера или эйлерова представления. То же 

самое справедливо и для вектора угловой скорости, но сейчас мы не будем 

говорить, о каких представлениях идет речь. 

Дифференцируя вектор угловой скорости, находим вектор углового 

ускорения твердого тела: 

a=I.IJ. 

Заметим, что 

где мы учли, что Ё = О. 
По (7.2) можно рассчитать векторы относительной скорости и относи

тельного ускорения для любых двух точек Х 1 и Х 2 твердого тела: 

= Q(X1- Х2) = 
= QQTQ(X1- Х2) = 
= ПQ(Х1 - Х2) = 
= I.IJ х (х1 - х2). 

Еще раз дифференцируя и осуществляя ряд преобразований, получаем век

торы относительного ускорения: 

а1 - а2 = v1 - v2 = 
= w х (х1 - х2) + 1.1) х (х1 - х2) = 
=а х (х1 - xz) + I.IJ х (v1 - v2). 

В конечном варианте векторы относительной скорости и относительного 

ускорения записываются в виде функций от t, х1 и х2 . Кроме того, их мож

но представить функциями от t, xl и х2. 
5 Так как QT(to) =О, вектор""' также является вектором угловой скорости для тензора 

вращения Q(t)Qт (to). Векторы угловой скорости для представлений (7.4) и (7.5) одина
ковы. 
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Рис. 7.4. Коротационный базис { е1, е2 , е3 } инеподвижный базис {Е1 , Е2 , Ез} де
картовой системы координат 

7 .4. Ко ротационный базис 

При изучении динамики твердых тел удобно оперировать так называ
емым коротационным базисом { е1 , е2 , е3 } 6. В настоящем разделе дается 
определение этому базису и рассказывается о некоторых нюансах его ис
пользования. В своих рассуждениях, касающихся коротационного базиса, 
мы будем опираться на материалы Кейси [26], внося в них лишь незначи
тельные изменения. 

Известно, что движение твердого тела можно определить радиус-век
торами трех материальных точек. На этом основана работа многих нави

гационных схем, и на этом же мы построим определение коротационно

го базиса. Начнем с того, что выберем на теле три материальные точки 
Х1, Xz, Хз (рис. 7.4), такие чтобы ортанормированные векторы Е1 и Ez 
исходили из Хз и указывали на Х1 и Х2 соответственно: 

Дополним правый базис декартовой системы координат вектором 

Рассмотрим текущие положения трех материальных точек. Под действием 

тензора Q относительная ориентация двух векторов х1 - х3 , xz- х3 оста
ется прежней. Следовательно, с помощью (7.2) можно найти два ортонор
мированных вектора коротационного базиса, один из которых направлен от 

6Этот базис часто называют базисом, связанной с телом, или встроенным базисом. 
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х3 в сторону х1, а другой- от хз в сторону х2: 

e1llx1- хз, e2llx2- Х3. 
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Третий вектор равен е3 = е1 х е2. Выше говорилось, что базис { е1, е2, е3} 
называется коротационным. 

Совершенно очевидно, что 

Q = е1 0 Е1 + е2 0 Е2 + е3 0 Ез. 

Это выражение следует из (7.2) и наших предыдущих рассуждений, каса
ющихся представлений тензоров вращения. Так как коротационный базис 

движется вместе с телом, воспользуемся полученными выше формулами 

для относительных скоростей и ускорений и придем к следующим выраже-

ниям: 

где i = 1,2,3. 
Поскольку коротационный базис является базисом пространства JE3

, 

любой вектор r можно задать формулой 

3 

r= Lriei. 

i=l 

Если компоненты ri постоянны, вектор r называют коротационным век
тором. Простейшими примерами коротационных векторов являются е1 , е2 
и е3. Производпая по времени r от r равна 

v=r= 
3 3 

= L r-iei + L riei = 
i=l i=l 
о 

=r +"'"' х r, 
где~- коротационная производпая (относительно Q) вектора r. Соответ
ствующее выражение для r имеет вид: 

a=v= 
3 3 3 

= L fiei + 2 L riei + L riёi = 
i=l i=l i=l 

3 

= L fiei + 2v.JX ~ +"'"' х (v.J х r) +ах r. 
i=l 
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о 

Кориолисово ускорение 2w х r в выражении для а обусловлено тем, что r 
мы определили не через фиксированный базис. Обратите также внимание 

~ о о 
на то, что если r - коротационныи вектор, то r= и, значит, кориолисово 

ускорение равно нулю. 

7.5. Три различные оси вращения 

Для твердого тела можно определить три различные оси вращения. 

К этому методу часто прибегают в механике и навигации. Вспомним, что 

движение твердого тела описывается Представлениями (7.4) и (7.5). Перво
му из них соответствует тензор вращения Q(t) с осью вращения q(t) и уг
лом вращения B(t). Винтовая ось s(t) и угол ф(t) являются соответственно 
осью и углом вращения для тензора Q(t)QT(t0). Кроме того, можно опре
делить третью ось вращения, называемую мгновенной осью вращения i. 
Эта ось задается единичным вектором, параллельным вектору угловой ско

рости w7 : 

i(t) = 11:11" 

Если не считать этого простого случая, в котором угловая скорость ""' по
стоянна, ось i не имеет своего угла вращения. Термин «мгновенная осы> 
объясняется тем, что для любого коротационного вектора r = ""'х r. Следо
вательно, при постоянном""' вектор r(t) будет вращаться вокруг i (рис. 7.5). 

Наше определение мгновенной оси вращения идентично приведеино

му в классических работах по динамике твердого тела, например в работах 
Пуансо [172] и Пуассона [173, разделы 405-406]. Такое определение мгно
венной оси, однако, не является универсальным. В литературе, посвящен
ной кинематике анатомических суставов, мгновенной осью вращения часто 
называют ось s, а не i 8 . 

В общем случае оси q, s и i не совпадают. Тем не менее по форму
ле (6.14) можно найти взаимосвязь между осями и двумя углами вращения: 

""'= llwlli= 
= Фs + sin(ф)s + (1- cos(ф))s х s = 
= tiq + sin(B)<i + (1- cos(B))q х q. 

(7.8) 

7Наnомним, что векторы угловой скорости, соответствующие тензорам Q(t) 
и Q(t)Qт (to), идентичны. 

8Более подробно об этом вопросе читайте в работах Вольтринга [232] и Вольтринга и др. 
[233]. 



7.5. ТРИ РАЗЛИЧНЫЕ ОСИ ВРАЩЕНИЯ 261 

Рис. 7.5. Пример вращения r(t) при движении твердого тела с постоянной угловой 
скоростью w; r - коротационный вектор. На рисунке видно, что r .L · w = О, а r .L + 
+ г 11 = r. Также показава эволюция оси вращения q(t) для Q(t) 

В качестве упражнения попробуйте связать между собой величины q, s, ф 
и() по формуле Родрига (6.49). 

Из курса решения задач на динамику твердого тела, в которых встре

чаются тензоры вращения, известны численные методы расчета s, q и i. 
Среди задач вы легко найдете примеры, в которых эти оси не совпадают. 

Однако также представляют интерес задачи, в которых некоторые из этих 

осей совпадают. Рассмотрим два таких примера. Пусть тензор вращения 

описывает равномерное вращение вокруг оси Е3 на угол v, где v = v0 

постоянно: Q(t) = L(v0 t, Е3 ). Путем небольтих расчетов приходим к за

ключению, что s(t) = i(t) = q(t) = Ез и VJ = vоЕз. 
Теперь рассмотрим пример, в котором Q описывает вращение с посто

янной скоростью вокруг оси вращения9 , меняющейся со временем: 

Q(t) = 2q(t) ® q(t) - 1, (7.9) 

где ось вращения для тензора Q(t) равна 

q(t) = cos ( i) Е1 + sin ( i) Е2, v(t) = v0 (t- t0 ) + vo. 

Значения v0 и v0 постоянны. Обратите внимание, что с учетом (6.14) мы 
получаем равенство VJ = v0Ез и что угол вращения () для рассматриваемого 

9Пример взят из [161]. В этой же работе вы найдете друrие примеры вращений с постоян
ными векторами уrловой скорости и несовпадающими осями s и q. 
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тензора вращения равен п. Путем стандартных вычислений также находим: 

Q(t)Qт (t0 ) = L( -v(t) + vo, ез). 

Таким образом, тензор вращения Q(t)Qт(t0 ) задает поворот вокруг оси 
Е3 на угол v(t) - vo, откуда следует, что s =1- q. И действительно, тен
зор (7.9) служит простейшим примером вращения с постоянной угловой 
скоростью w, при котором ось q не параллельна вектору w. На рис. 7.6 по
казано, как зависят от времени векторы ei(t) = QEi, а также оси вращения 
и углы вращения B(t) и v(t). 

i = s = Е3 

Рис. 7.6. Графики положений концов коротационных векторов e;(t) и осей враще
ния s, q и i для тензора вращения (7.9). Также изображен график функции v(t), 
в котором Т = ~" vo 

7 .6. Центр масс и количество движения 

Для удобства (и по традиции) в твердом теле задают специальную точ
ку, называемую центром масс Х. С помощью вектора скорости v этой точ
ки в текущей конфигурации мы получим очень полезное выражение для 
количества движения G твердого тела. 

Центр масс 

Радиус-векторы центра масс тела в начальной и текущей конфигура
циях равны 

f XpodV 

Х = _R_o-=----
J podV ' 

Ro 

fxpdv 

Х = _R--::---
J pdv' 
R 

(7.10) 
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где Ро = ро(Х) и р = р(х, t) -массовые плотности в конфигурациях "'о 
и "'t соответственно. Ro и R - области пространства JE3

, занимаемые телом 
в конфигурациях к,0 и "'t соответственно. Если тело однородно, то значе
ние р0 постоянно и не зависит от Х. 

Согласно принцилу сохранения массы получаем: 

dm = p0 dV = pdv. 
Это равенство эквивалентно следующему: 

т = j podV = j pdv. 

Ro R 

Из (7.10) немедленно следуют равенства 

mX = j Xp0dV, mx = j xpdv. 

Ro R 

Отсюда находим 

О = j (Х - X)p0dV, о= j(x- x)pdv. 

Ro R 

Эти тождества играют ключевую роль в построении выражений для ряда 

характеристик твердого тела. 

Особенностью твердого тела является то, что его центр масс обла

дает свойствами пекоторой материальной точки, которую мы обозначили 

через Х. Докажем это утверждение, осуществив, согласно работе [26], сле
дующие преобразования: 

mx= j xpdv= 
R 

= j(QX+d)pdv= 

R 

= j (QX + d)podV = 
Ro 

=mQX+md. 
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Отсюда получаем: 

x=QX+d. (7.11) 

Из (7.11) и (7.4) следует, что центр масс твердого тела обладает теми же 
свойствами, что и материальная точка твердого тела. Центр масс многих 

тел, таких как твердый однородный шар, соответствует геометрическому 

центру тела, тогда как для других тел, таких как твердое круговое кольцо, 

центр масс не соответствует материальной точке. 

При решении многих задач динамики твердого тела удобно опериро

вать системой отсчета с началом в центре масс Х и с коротационным бази
сом { е1, е2 , е3 }. Такую систему отсчета называют вращающейся. Далее мы 
будем часто выражать в этой системе отсчета относительные радиус-векто

ры материальных точек х - х. 

Количество движения 

По определению, количество движения G твердого тела равно 

G = J vpdv. 

R 

То есть количество движения твердого тела равно сумме количеств движе

ния его составных частей. Используя понятие центра масс, приходим к дру

гому выражению для G, которое строится на определениях величин m их: 

G=mv, 

где v х - вектор скорости центра масс. Напомним, что аналогичный 
результат справедлив и для конечной системы материальных точек. 

Относительные радиус-векторы 

Зададим для материальной точки Х твердого тела относительные ра
диус-векторы 1r и П: 

7r = х- х, п = х - х. 

На рис. 7.1 показаны примеры этих векторов. С учетом (7.2) и (7.11) нахо-
ДИМ 

7r = QП. (7.12) 

В терминах векторов коротационного базиса получаем 
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Следовательно, относительные радиус-векторы равны 

3 

П= LПiEi, 
i=l 

3 

тг = :Lniei. 
i=l 

265 

(7.13) 

Кроме того, коротационная производпая (относительно Q) от 7Г равна ну
лю: ir =""' х тг. Значит, 7Г- коротационный вектор. 

7.7. Кинетические моменты 

Кинетические моменты наиболее сильно отличают твердое тело от ма

териальной точки10 • Особое значение имеет, в частности, кинетический мо
мент относительно двух точек: центра массХинеподвижной точки О. Для 
удобства предположим, что неподвижная точка О находится в начале коор

динат (см. рис. 7.1 ). 
По определению, кинетические моменты твердого тела относительно 

его центра масс Х (Н), неподвижной точки О (Но) и точки А (НА) равны 

Н = j (х- х) х vpdv, 

R 

Но = j х х v pdv, 

R 

Нл = j (х- хл) х vpdv. 

R 

Радиус-векторы, фигурирующие в этих выражениях, имеют начало в непо

движной точке О, а хл есть радиус-вектор точки А. Заметим, что вектор 
скорости здесь является вектором абсолютной скорости. 

Между рассматриваемыми кинетическими моментами существует вза

имосвязь, которая выражается простыми, но очень важными формулами. 

Преобразуем выражение для Но и придем к первой формуле: 

Но = j х х v pdv = 
R 

10Видимо, автор имеет в виду случай, когда радиус-векторы материальных точек тела имеют 
начала в его центре масс. Если при этом тело состоит из одной материальной точки, то его 

кинетический момент тождественно равен нулю. - Прим. ред. 
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Итак, 
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= j(1r+x) х vpdv = 
'R 

= J 1r х vpdv + J х х vpdv = 
'R 'R 

= Н+х х J vpdv. 

'R 

Но =Н+х х G. (7.14) 

Из этой формулы следует, что кинетический момент твердого тела относи

тельно неподвижной точки О равен сумме кинетического момента твердого 
тела относительно его центра масс и кинетического момента центра масс 

относительно точки О. Аналогично процедуре построения (7.14) получаем 
другие две формулы: 

Нл =Н+ (х- хл) х G, Но = Нл + хл х G. (7.15) 

У этих выражений много общего с формулой (7.14). 

7.8. Тевзоры Эйлера и тевзоры инерции 

Прежде чем применять к твердому телу законы равновесия, рассмот

рим дальнейшие построения для кинетического момента Н с использова
нием тензоров Эйлера Е0 и Е и тензоров инерции J 0 и J. 

Тензоры Эйлера 

Тензоры Эйлера (относительно центра масс твердого тела) определим 
следующим образом: 

Ео = 1 П Q9 Пp0dV, 
'Ro 

Е= J 1r Q9 1rpdv. 

'R 

Обратите внимание, что тензоры Е и Е0 являются симметричными. 
Из закона сохранения массы (уравнение (7.12)) и тождества (Аа) Q9 

(ВЬ) = А( а Q9 Ь )Вт легко находим 

Е= QEoQт. 
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Кроме того, 
(Eei) · ek = (EoEi) · Ek. 

Это значит, что тензор Е равен 

3 3 

Е= LLдkei0ek, 
i=l k=l 

где Eik = (EoEk) · Ei -постоянные компоненты тензора Ео. Иначе говоря, 
несмотря на то, что тензор Е является функцией времени, его компоненты 

относительно коротационного базиса постоянны. Более того, они идентич

ны компонентам постоянного тензора Эйлера Е0 . 

Тензоры инерции 

Определим с помощью тензоров Эйлера тензоры инерции J 0 и J: 

Jo = trEol- Ео, J = tr(E)I- Е. 

Преобразуем эти выражения с учетом определений тензоров Эйлера и тож

дества tr(a 0 Ь) =а· Ь: 

Jo = J ((П · П)I- П 0 П)podV, 
по 

J= /((7r·7r)l-7r07r)pdv. (7.16) 
n 

Легко видеть, что 

J = QJoQт, J6 = Jo, Jт = J. 

Первое из этих равенств означает следующее: 

3 3 

J = LLJikei 0ek, 
i=l k=l 

где Jik = (JoEi) · Ek -постоянные компоненты тензора J0 .
11 Также отме

тим симметричность тензоров инерции, т. е. Jki = Jik· 

Другие соотношения 

Если обратить соотношения, связывающие тензоры Эйлера и инерции, 

получим ряд интересных результатов. Воспользуемся определением тензо

ра инерции через тензор Эйлера и тем, что tr(I) = 3, и найдем: 

Ео = ~ tr(Jo)I- Jo, Е= ~ tr(J)I- J. (7.17) 

ll Неудивительно, что полученные выводы аналогичны тем, которые справедливы для тен
зоров Эйлера Е и Ео. 
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Эти равенства полезны при расчете тензоров Эйлера по таблицам значений 
тензора инерции, которые встречаются во многих учебниках по динамике. 

Подставим (7.13) в (7.16) и увидим, что компоненты тензора J 0 в ба
зисе {Е1 , Е2 , Е3 } являются интегралами по объему, содержащими компо
ненты вектора П во второй степени. Например, 

где 

Jон = (JoE1) · Е1 = j (у2 + z 2 )podV, 

Ro 

Jo12 = (JoE2) · Е1 = - j xypodV, 

Ro 

J01з = (JоЕз) · Е1 = - j xzpodV, 

Ro 

Аналогичные действия с компонентами тензора Ео дают: 

Еон = (EoEl) · Е1 = j х2 podV, 

Ro 

Ео12 = (ЕоЕ2) · Е1 = J xypodV, 

Ro 

Ео13 = (ЕоЕз) · Е1 = j xzpadV. 

Ro 

(7.18) 

Обратите внимание на простое соотношение междунедиагональными ком
понентами тензоров Е0 и J 0 . Компоненты тензоров J 0 и J находятся по 
таблицам значений тензора инерции, которые есть во многих учебниках. 

Оба тензора инерции J 0 и J являются симметричными. Можно до
казать, что они положительно определенные. Выберем систему векторов 
{Е1, Е2 , Е3 }, таких чтобы они являлись собственными векторами тензо
ра J 0 . Тогда получим 



7.8. ТЕНЗОРЫ ЭЙЛЕРА И ТЕНЗОРЫ ИНЕРЦИИ 269 

где .Лi- главные моменты инерции. Поскольку J = QJ0Qт и ei = QEi, 
имеем: 

Оси ei называют главными осями инерции твердого тела. В силу определе
ния компонентов Joik тензора инерции главные моменты должны удовле
творять следующим неравенствам: 

(7.18') 

К этим веравенетвам мы легко придем, если будем исходить из определе

ний (7.18). Неравенства оказываются весьма полезными при выборе пока
зательных примеров тензоров инерции. Например, из (7.18') следует, что 
твердое тело с .Л1 = 1, .Л2 = 2 и .Лз = 3 физически нереализуемо. 

Можно доказать, что собственные векторы тензора J 0 являются соб

ственными векторами тензора Е0 . Тогда если взять векторы {Е1, Е2, Ез} 
в качестве собственных векторов тензора J0 , то 

Используя первое тождество из (7.17), можно связать константы ei с глав
ными моментами инерции: 

(7.19) 

Заметим, что главные оси ej, соответствующие максимальному значе
нию .Лi, соответствуют минимальному значению ei. 

Несколько примеров 

Часто при изучении спутников их удобно моделировать как системы 

связанных тел, имеющих гантелевидную форму. В этих случаях интегралы 

в определении тензоров Эйлера и инерции сводятся к суммированию по 

дискретному числу материальных точек. Пример изображен на рис. 7. 7. 
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Для данного тела легко рассчитать Е0 : 

3 

Ео = L 2mkL%Ek ® Ek· 
k=l 

Следовательно, тензор инерции равен 

Jo =2(m2L~ + mзL~)E1 ® Е1 + 2(mlL~ + mзL~)E2 ® Е2+ 

+ 2(m1Li + m2L~)Eз ® Ез. 

Напишите самостоятельно выражения для Е и J. 

Ез 

m2 

о 
Е2 

ml 

El 

m2 

Рис. 7.7. Начальная конфигурация гантелевидного спутника, состоящая из шести 
материальных точек, соединенных с центром тремя невесамыми жесткими стерж

нями, длины которых равны 2L1, 2L2, 2Lз 

Простейший вид имеет тензор инерции однородной сферы радиуса R 
или однородного куба с ребром а: 

J- Jo- 2mR21 - - 5 ' 
ma2 

J=Jo = -1 
6 

соответственно. Для этих тел любая тройка взаимно перпендикулярных 
единичных векторов задает главные оси. 

Следующий класс тел - это тела, имеющие ось симметрии. К ним 
относится, например, однородный цилиндрический стержень с длиной L 
и радиусом R. Момент тензора инерции для такого стержня равен: 

mR
2 

(mR
2 

mL
2

) Jo = -2-Ез ® Ез + - 4- + 12 (1- Ез ® Ез), 
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где Е3 - ось симметрии цилиндрического стержня в начальной конфигу

рации. 

эллипсоид 

Рис. 7.8. Эллипсоид массой m 

Большинство тел, однако, не имеет оси симметрии. Рассмотрим од

нородный эллипсоид, изображенный на рис. 7.8. Уравнение поверхности 
эллипсоида имеет вид: 

х2 у2 z2 
2+2+2= 1· 
а Ь с 

Тензор инерции эллипсоида равен 

Напишите самостоятельно выражение для тензора Эйлера Е0 эллипсоида 12 • 

Подчеркнем, что во всех рассмотренных выше примерах мы пользо

вались следующим свойством: любое тело имеет три главные оси. Если 

записать тензоры инерции и Эйлера относительно главных осей, то мы по

лучим их простейшие представления. 

7.9. Кинетический момент и тензор инерции 

Получим формулу Н = J~JJ, которая, возможно, является наиболее 

важной в динамике твердого тела. В частности, она позволяет рассчитать 

кинетический момент Н конкретного твердого тела, если известно J 0 . 

12Подсказка: см. (7.19). 
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Возьмем выражение для кинетического момента Н: 

Н = 1 (х- х) х vpdv = 

n 

= J 1t' х vpdv = 

n 

= j 1r х (v +"" х 1r)pdv = 
n 

= 1 1r х vpdv + 1 1r х ("-' х 1r)pdv. 

n n 

Поскольку Х - центр масс, а его вектор скорости v неизменен для всей 
области интегрирования, v можно вынести за знак интеграла: 

Н= 1 1r х vpdv + 1 1r х ("-' х 1r)pdv = 
n n 

= 1 1rpdv х v + 1 1r х ("-' х 1r)pdv = 
n n 

=Ох v + j 1r х ("-' х 1r)pdv = 
n 

= 1 7r х ("-' х 1r)pdv. 

n 

Обратите внимание, что на предпоследнем шаге мы воспользовались 

тождеством J 1rpdv =О. В конечном итоге имеем: 
n 

Н= j 1r х ("-' х 1r)pdv = j ((1r ·7r)"-'- (1r · "-')7r)pdv. (7.20) 

n n 

Здесь мы учли, что а х (Ь х с) = (а· с)Ь- (а· Ь)с. Теперь, используя 
определение тензора инерции J, очевидным образом приходим к формуле 

H=J"-'. 
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Ранее говорилось, что она относится к важнейшим результатам в динамике 

твердых тел. 

Заметим, что равенство Н= J'"'-' означает наличие линейного преобра
зования между угловой скоростью и кинетическим моментом. Кроме того, 

если вектор '"'-' не является собственным вектором тензора J, векторы Н 
и '"'-' не параллельны. 

7.10. Кинетическая энергия 

Кинетическая энергия твердого тела имеет очень удобное представле

ние, впервые полученное современником Эйлера Иоганном Кенигом (1712-
1757) и называемое разложением Кенига: 

Т= ~mv · v + ~(J'"'-') · '"'-'· 

Далее приводится его вывод. 

Кинетическая энергия Т твердого тела по определению равна 

Т= ~ j v · vpdv. 

R 

Упростим эту формулу, выразив вектор скорости v в виде 

V=V+'"'-'X7r. 

Подставляя это выражение в формулу для Т, получаем 

Т = ~ J v · vpdv = 
R 

(7.21) 

= ~ j v · vpdv + /('"'-' х 1r) · vpdv + ~ jc'"'-' х 1r). ('"'-' х 1r)pdv. 

R R R 

С другой стороны, справедливы тождества: 

j v · v pdv = v · v j pdv = mv · v, 
R R 

j ("' х .-) · Vpdv ~ ("' х (i .-pdv)) · V ~ ("' х О) . v ~ о. 
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/(w х 1r) · (w х 1r)pdv = J(w · w)(1r · 1r)- (w · 1r)2pdv = 

n n 

Подставляя их в предыдущее выражение для Т, приходим к искомому раз-
ложению: 

Оно называется разложением Кенига для кинетической энергии твердого 
тела и означает, что кинетическая энергия твердого тела равна сумме кине

тической энергии его центра масс и кинетической энергии вращения Твр. = 
= ~w · ( J w) твердого тела. 

О кинетической энергии вращения 

Из предыдущих построений, касающихся разложения Кенига, следует, 

что 2Твр. = w · J w. Это выражение исnользуется в большинстве учебников 
по динамике твердого тела. Существует, однако, альтернативное представ
ление кинетической энергии, в котором используются J 0 

13 . 

Рассмотрим вектор угловой скорости w0 

3 

wo = L wiEi· 
i=l 

Кроме того, можно доказать, что w0 есть аксиальный вектор тензора QTQ: 

В качестве упражнения получите представление для w0 в системе 3-2-1 или 
3-1-3 углов Эйлера. 

13См., например, [28] и [138, глава 15]. 
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Воспользуемся соотношением между J и J 0 и запишем: 

2Твр. = "'-' · (J"'-') = 
= Q"'-'o · (JQ"'-'o) = 

="-'о· (Qт JQ"'-'o) = 
="-'о · (Jo"'-'o). 

Конечный результат имеет вид: 

1 1 
Твр. = 2"'"' · J"'-' = 2"'-'о · Jo"'-'O· 
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Преимущество представления, содержащего "-'о, в том, что J 0 - константа. 

Следовательно, когда мы берем производные от Твр. по параметрам, входя

щим в Q, достаточно найти производные от "-'О· 

7.11. Заключение 

Мы рассмотрели почти все кинематические величины14 , необходимые 
для описания движения твердого тела. В общем случае точные представле

ния для этих величин зависят от решаемой задачи. Так, например, при ре

шении задачи о вращающемся волчке мы будем использовать систему утлов 

Эйлера, которая отличается от системы, используемой для решения задачи 

о движении спутника. Приведем еще один пример. Описывая динамику ка

тящейся сферы, мы будем выражать вектор утловой скорости относительно 

неподвижного базиса ("'-' = I:;=l ПiEi), тогда как в задаче о движении 
спутника - относительно базиса Эйлера. Конкретный выбор определяется 

практикой и не всегда очевиден. Надеемся, что задачи, которые приводятся 

в конце каждой главы, а также рассматриваются внутри самих глав, помо

rут приобрести необходимый опыт. Заметим, что мы пока не рассмотрели 

связи, накладываемые на движение твердых тел. Это вопрос следующей 

главы. 

Задачи 

7.1. Напомним, что тензор вращения Q для твердого тела равен: 
3 3 3 3 3 

Q = L ei ® Ei = L L Qikei ® ek = L L QikEi ® Ek· 
i=l i=l k=l i=l k=l 

14Здесь, как и ранее, следовало бы использовать термин «динамические величины», но мы 
сохранили терминологию автора. - Прим. ред. 
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Коротационные производвые от вектора а и тензора А относительно тен

зора вращения Q по определению равны 

о . о . 
а= а- w ха, А= А- nA + An, 

Где(}= QQT И r..J = -~E[QQT]. 

(а) Докажите, что если ai =а· ei и Aik = (Aek) · ei, то 

3 3 3 

~= L:aiei, А= L L Aikei Q9 ek. 
i=l i=l k=l 

Каков физический смысл полученных результатов? 

(Ь) Вектор z называется коротационным тогда, когда z = QZ, где Z -
константа. Приведите примеры таких векторов из динамики твердого 

тела и докажите, что коротационная производпая от коротационного 

вектора относительно тензора Q равна О. 

(с) Дайте определение коротационного тензора и приведите для него два 

примера из динамики твердого тела. 

( d) Получите следующие тождества: 

. о 

(А) =r..J' 

(е) Пусть твердое тело движется так, что коротационная производпая от 

w равна О. Чему равны угловое ускорение и тензор вращения для твер
дого тела15 ? 

7.2. На рис. 7.9 показано, как сдвинуть груз с помощью роботизиро
ванной руки. Робот состоит из: 

1) ведущего вала, поворачивающегося вокруг оси Е3 на угол -ф, 

2) осевого вала А, поворачивающегося вокруг оси g2 на угол е относи
тельно ведущего вала, 

3) руки, поворачивающейся вокруг оси g3 на угол ф относительно вала А. 

Груз жестко прикреплен к роботизированной руке. В задаче предпола

гается, что ведущий вал, вал А, рука и груз являются жесткими. 

15Решение этой задачи есть в работе О'Рейли и Пайена [161]. 
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Рис. 7.9. Робот, состоящий из руки, ведущего вала и осевого вала. Двигатели, при
водящие робота в движение, не показаны 

(а) Чему равны векторы угловой скорости ведущего вала, вала А, руки и 
груза? 

(Ь) Какая система углов Эйлера используется для параметризации тензора 

вращения Q груза? 
{с) Если радиус-вектор r точкиХна грузе равен 

r = НЕз +Lgз, 

то чему равен вектор скорости v точки Х? 

{d) Пусть за интервал времени t 1 - t0 точкаХ возвращается в свое исход-

ное положение: 

r(t1) = r(to). 

Докажите, что за этот интервал времени груз повернется на угол 

ф(t1) - ф(t0 ) вокруг оси g3(to). Иначе говоря, докажите, что тензор 
вращения Q(t1 )Qт(t0 ) задает поворот на угол ф(t1) - ф(tо) вокруг 
ОСИ gз(to). 

7.3. Рассмотрите круговой диск, изображенный на рис. (7.10). Дви
жение диска определяется радиус-вектором у произвольной материальной 

точки У на диске и тензором вращения Q твердого диска. 
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Рис. 7.10. Текущая конфигурация кругового диска, движущегося так, что одна его 
точка соприкасается с неподвижной горизонтальной плоскостью 

(а) Исходя из того, что движение произвольных точек Х и У на диске 

описывается уравнениями 

х = QX + d, у = QY + d, 

докажите, что вектор относительной скорости и вектор относительного 

ускорения для этих точек равны 

х- у = w х (х- у), 

х- у= w х (х- у)+ w х (w х (х- у)). 

(Ь) Для параметризации тензора вращения диска используется система 

3-1-3 углов Эйлера. С помощью рис. 7.10 опишите начальную кон
фигурацию диска. При каких положениях диска в его текущей конфи

гурации для системы 3-1-3 углов Эйлера возникают сингулярности? 

(с) На диск помещается датчик, ориентированный вдоль оси ез так, что 

он измеряет величину w · е3 = (.Vз ( t). Докажите, что в общем случае 
справедливо перавеяство 

tl 

j (.Vз(t)dt =/= ф(t1) - ф(tо). (7.22) 

to 
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Как с физической точки зрения объяснить ситуацию, при которой ин

теграл от (<)3(t) действительно равен углу ф?16 

7.4. Пусть тензоры инерции твердого тела с массой m равны 

J=QJ0Qт, Jo= j((П·П)I-ПQ9П)podV. 
Ro 

(а) Почему тензоры J0 и J являются симметричными? 

(Ь) Докажите, что Ei · (JoEk) = ei · (Jek), где Q = I::=l ei Q9 Ei. 

(с) Докажите, что тензор J равен 

3 

J = L Лiei Q9 ei, 
i=l 

(7.23) 

где Лi- главные значения тензора Jo, а Ei = Qтei- главные направ
ления тензора J о. 

( d) Получите следующие тождества: 

j = !lJ- J!l, ii = J~ +"'"' х (Jw), Jw."'"' = 2Н. "'-'· 
Как можно упростить эти формулы при условии, что J0 = f.Ll, где J-L
постоянная? Обратите внимание, что для первого из трех тождеств 

ответ сводится к доказательству того, что коротационная производпая 
о 

от J относительно тензора Q равна нулю, т. е. J= О. 

(е) Пусть тензор J равен 

3 3 

J = LLJpnEp@Eп. 
p=ln=l 

Исходя из представления (7.23), докажите, что 

3 

Jpn = L QpiЛiQпi, 
i=l 

где Qpi = (QEi)·Ep. Почему компоненты Jpn тензора J не постоянны? 

160 применении (7.22) в навигации мотоциклов читайте в работе Коаплена и др. [39]. 
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7.5. Напомним, что с тензором инерции непосредственно связан дру

гой тензор - тензор Эйлера: 

Е= QE0Qт, Ео = J П 181 ПpodV. 
Ro 

(а) Докажите, что 

Jo = tr(Eo)I- Ео, J = tr(E)I- Е. 

(Ь) Убедитесь, что Ei · (EoEk) = ei · (Eek), где Q = I:~=l ei 181 Ei. 

(с) Получите следующие результаты: 

Ё = о, :Е = nE - En, 
о 

гдеЕ-коротационная производпая от Е относительно тензора Q. 

(d) Чему равны тензоры Эйлера для сферы массой т и радиусом R, а так
же для цилиндра массой m, радиусом R и длиной L? Возможно, вы 
сочтете удобным использовать соотношения вида Е0 = ! tr(Jo)I- J0 , 

которые обсуждались в разделе 7.8. 

7 .6. Напомним, что кинетический момент Н и кинетическая энергия 

вращения Твр. для твердого тела равны 

где J - момент тензора инерции для твердого тела относительно его цен

тра масс. Если взять в качестве {Ei} главные направления тензора Jo, то 
получим 

3 3 

Jo = L ЛiEi 181 Ei, J = QJ0Qт = L Лiei 181 ei, 
i=l i=l 

где Q = I:~=l ei 181 Ei. 

(а) Параметризуйте тензор Q в системе 3-2-3 углов Эйлера17 и докажите, 
ЧТО 

w =(Osin(ф)- ~sin(B)cos(ф))e1+ 

17Эта система углов Эйлера рассматривается в задаче 6.2. Обращаем, в частности, ваше 
внимание на формулу (6.44) из задачи 6.2(g). 
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+ (Всоs(ф) +~sin(ф)sin(B))ez+ 

+ (~ cos(B) + ф)ез. 
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(Ь) Пользуясь системой 3-2-3 углов Эйлера, получите выражения для Н 
и Твр. как функции углов Эйлера и их производньiХ по времени. 

7. 7. Напомним, что кинетические моменты твердого тела относитель

но его центра масс и точки А по определению равны: 

Н= J 1Г х vpdv, 

n 
НА= J 1ГА х vpdv, 

n 

(7.24) 

где 1Г = х-х, 1ГА = х-хА, ХА -радиус-вектор точки А, ах-радиус-век
тор центра масс. 

(а) Исходя из второй формулы в (7.24) и применяя первую формулу 
из (7.24), докажите, что 

где G - количество движения твердого тела. 

(Ь) ПустьА-точка твердого тела. Докажите, что 

где ПА= Х- ХА, ХА- радиус-вектор точки А в начальной конфи

гурации. Кроме того, докажите, что если v А = О, то 

V = 1,1) Х (х -ХА). 

(с) ПустьА-точка твердого тела, а VA =О. Докажите, что 

где J А - тензор инерции твердого тела относительно точки А, равный 

JA= j((1ГА·1ГА)1-1ГА®1ГА)рdv. 
n 
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Проверьте, что выполняется равенство 

JA = QJ~Qт, 

где 

J~ = J ((Пл · Пл)l- Пл ® Пл)роdV. 
Ro 

( d) На основе полученных выше результатов докажите теорему об изме
нении момента инерции при переносе оси18 : 
А - - - -

J0 =Jо+m((Х-Хл)·(Х-Хл)I-(Х-Хл)®(Х-Хл)). (7.25) 

Из этой формулы понятно, как получить теорему, связывающую два 

тензора Эйлера при параллельном переносе оси. 

(е) Пусть в качестве твердого тела выступает цилиндр круглого сечения 

с массой m, длиной L и радиусом основания R. Для него справедливы 
равенства: 

Х = О, Хл = -хЕ1 - zЕз, 

mL2 mR2 
Jo = ----u-(1- Ез ® Ез) + - 4-(1 + Ез ® Ез). 

Чему в этом случае равен J~? 

7.8. Пусть твердое тело имеет форму прямоугольного параллелепи

педа с массой т и сторонами а,Ь,с (рис. 7.11). Тензор инерции этого тела 
относительно главных осей {А1 , А2 , А3} равен 

3 

Jo = L ЛiAi ® Ai, 
i=l 

где 

Л1 = ~ (Ь2 + с2 ), Лz = ~ (а2 + с2 ), Лз = ~ (а2 + Ь2 ). 

Правая система базисных векторов {Е1 , Е2 , Е3 } ориентирована в простран
стве так, что вектор Е3 направлен по диагонали параллелепипеда. Это зна
чит, что вектор Е3 параллелен отрезку, соединяющему Х с точкой Р: 

18Данная теорема в формулировке (7.25) встречается в работе Фокса [65]. 
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Кроме того, имеем: 

Е1 = cos(a)A1 - sin(a)Aз, 

где 

El 

Рис. 7 .11. Схематичное изображение параллелепипеда 

(а) Рассчитайте Е2 и докажите, что преобразование, осуществляющее пе

реход от базиса {А1,А2,Аз} к базису {Е1 ,Е2 ,Ез}, записывается 
в виде 

(7.26) 

где 

R = [~~~ ~~~ ~~:] = 
llз1 llз2 llзз 

[~ со~/1) sin~/3)] 
О - sin(fJ) cos(/3) [со~ а) sin(a) 

~ - si~(a)] 
О cos(a) 

и 

( f.l) .,Ja2+c2 
cos jJ = ' 

.,Ja2 + Ь2 + с2 
sin(fJ) = Ь 

-Ja2 + Ь2 + с2 
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(Ь) Докажите, что компоненты Joik = (JoEk) · Ei равны 

3 

Joik = L RirЛrRkr· 
r=l 

В матричной форме эти уравнения имеют вид 

[

Joll Jo12 J01з] [>..1 О 
Jo12 Jo22 Jо2з = R О >..2 
Jо1з J02з Jозз О О 

(с) Найдите выражение для кинетического момента Н тела относительно 

его центра масс и выражение для кинетической энергии вращения Твр. 

тела при условии, что угловая скорость тела равна 1.1) = UJeз, где ei = 
= QEi. Как можно упростить полученные выражения в случае а = 
= Ь= с? 

7.9. В этой задаче вы получите ряд уравнений в системе 3-1-2 углов 
Эйлера. Эта система аналогична системе 3-2-1 углов Эйлера, которая об
суждалась в подразделе 6.8.1. Затем мы применим полученные результаты 
к решению навигационной задачи. 

Разложим тензор вращения Q в произведение трех тензоров вращения. 
Первый осуществляет поворот вокруг оси Е3 на угол 'Ф и обозначается че
рез L('t/J, Ез). Второй задает поворот на угол В вокруг оси е~ = cos('ljJ)E1 + 
+ sin('t/J)E2 и обозначается через L(B, е~). Третий осуществляет поворот на 
угол ф вокруг оси 

е2 = е~ = cos( В)е~ + sin( В)е~. 

(а) Докажите, что 

[::] 
где Qij = (QEj) · Ei. 

(Ь) Докажите, что базис Эйлера для системы 3-1-2 углов Эйлера равен 

[gl] [ о 
g2 = cos('t/J) 
gз - cos( О) sin( 'Ф) 

О 1 ] [Е1] sin('Ф) О Е2 . 
cos( В) cos( 'Ф) sin( В) Ез 
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Пользуясь соотношениями gk о gi = 8f, докажите, что взаимный базис 
Эйлера для системы 3-1-2 углов Эйлера равен 

[

g
1

] [ sin( 'lj;) tg( е) 
g 2 = cos('lj;) 
g 3 -sec(O)sin('l/;) 

- cos( 'lj;) tg( е) 1] [Е1] 
sin('l/;) О Е2 о 

sec( О) cos( 'lj;) О Е3 

Обратите внимание, что на второй угол Эйлера следует наложить огра

ничение е Е (-~,~)о 

(с) Анализируя три вращения, составляющие тензор Q, и опираясь на ре
зультаты из пункта (а), докажите, что 

[~11 ~12 ~13] 
~21 ~22 ~23 = СВА, 
~31 ~32 ~33 

(7027) 

где 

[ 

соs(ф) О sin(ф)] 
А= О 1 О , 

- sin(ф) О соs(ф) 

[

1 о о ] 
В= О cos(O) - sin(O) , 

о sin( е) cos( е) 

[

cos('l/;) - sin('l/;) О] 
С= sin('lj;) cos('lj;) О о 

о о 1 

(d) Подберите четыре разных набора значений для системы (ф, е, 'lj;) и най
дите ось вращения q и угол вращения для тензора Qo 

(е) Вектор угловой скорости, соответствующий системе 3-1-2 углов Эйле
ра, равен 

Докажите, что 

[

- sin( ф) cos( е) 
sin( е) 

cos( ф) cos( О) 

~ со~( ф )] [%] 
О sin(ф) iJ 
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и 

[~] [- sec( В) sin( ф) О sec( В) cos( ф) ] [w1] 
ф = tg(B) sin(ф) 1 - tg(B) соs(ф) w2 . 
iJ соs(ф) О sin(ф) wз 

. (7.28) 

Эти системы дифференциальных уравнений очень важны для совре

менных бортовых навигационных систем. 

{t) Пусть в системе 3-1-2 углов Эйлера описывается вращательное дви
жение самолета: Q = L::=l ei 0 Ei. Вектор е1 направлен вдоль оси 
самолета вперед, а вектор Е3 - вертикально вниз. Первый угол Эйле

ра 'lj; называется углом рыскания, второй угол В - углом крена, а третий 

угол ф - углом тангажа. 

(i) На самолет устанавливается система трех гироскопов, передаю
щих три сигнала wi(t) (см, например, сигналы на рис. 7.12)19. До
кажите, что, зная начальное положение самолета в пространстве, 

можно определить текущее положение самолета в пространстве, 

если проинтегрировать (7.28). 

(ii) Предположим, что изначально самолет находится в горизонталь
ном положении. С течением времени гироскопы регистрируют 

сигналы: 

Рассчитайте ek(t). 

w1 (t) = 0,02sin(0,5t), 

w2(t) = 0,02 sin(0,05t), 

wз(t) = 2,0 sin(0,5t). 

(iii) Как изменяется ось вращения q самолета? Параллельна ли эта 
ось мгновенной оси вращения i = ll~ll? 

7.10. На рис. 7.13 изображен волчок Пуассона, который представля
ет собой осесимметричное тело с острием. Волчок свободно движется по 

плоской поверхности. Символом Р обозначена точка волчка, соприкасаю

щаяся с поверхностью. Радиус-векторы этой точки относительно неподвиж

ной точки О в текущей и начальной конфигурациях обозначаются через Хр 

и Хр соответственно. Центр масс волчка находится в точке Х. Радиус-век
торы точки Х относительно неподвижной точки О в текущей и начальной 
конфигурациях обозначаются через х и Х соответственно. 

19Принцип работы одного класса гироскопов описывается в разделе 11.4. 
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100 г---г------,г------,г------,---,---,----т----т----т----, 

о время ( s) 100 

Рис. 7.12. Сигнальнvз ( t), w2(t) -40 и w1 ( t )+40, передаваемые гироскопами, закреп
ленными на мотоцикле. Мотоцикл движется по прямоугольной траектории; смеще

ния ±40 нужны для того, чтобы различать между собой три сигнала. Обратите 
внимание на шум в сигналах w; ( t) 

Рис. 7.13. Начальная "'О и текущая Kt конфигурации волчка Пуассона. Поверхность, 

по которой движется волчок, является плоскостью Е1 - Е2 

(а) Положение волчка в пространстве задается в системе 3-2-1 углов Эй
лера. Обозначим первый угол через 'lj;, второй угол через В, а третий 
угол через ф. Схематично опишите положение волчка в пространстве 

С ПОМОЩЬЮ ЭТИХ углов. 

(Ь) При каких положениях волчка система 3-2-1 углов Эйлера обладает 
сингулярностъю? 
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(с) Исходя из того, что для любой точки Х на твердом теле справедливо 

равенство 

х = QX+d, 

докажите, что 

х = Q(X- Хр) + хр, х =""' х (х- Хр) + Хр. 

(d) Тензор инерции волчка в его начальной конфигурации равен 

Jo = ЛаЕз 0 Ез + Лt(l- Ез 0 Ез). 

При условии, что 

докажите, что вектор кинетического момента волчка относительно точ

ки Рравен 



ГЛАВА 8 

Связи и потенциалы 

8.1. Введение 

В этой главе рассматриваются связи, накладываемые на движение 

твердых тел, а также реализующие эти связи силы и моменты. В частности, 

исследуются связи для сочлененных твердых тел, катящихся и скользящих 

твердых тел и соответствующие этим связям реакции и моменты. Кроме 

того, приводится лагранжена формулировка для реакций и моментов связей 

и раскрываются накладываемые на них ограничения. В этой главе также 

рассматриваются потенциальные энергии твердых тел и связанные с ними 

консервативные силы и моменты. В качестве примеров исследуются пру

живы и центральные гравитационные поля. Вы увидите, что между этой 

темой и обсуждением связей, реакций и моментов связей можно провести 

параллели. 

8.2. Связи 

В динамике твердых тел связи возникают в одном из двух случаев: 

когда твердое тело сцеплено с другим твердым телом, так что его относи

тельное движение оказывается связанным, и когда одно твердое тело катит

ся или скользит по поверхности другого. В первом случае соединения тел 

реализуются, как правило, посредством шарниров. 

Как и для материальных точек, связи подразделяются на интегриру

емые и неинтегрируемые. Такая классификация очень важна в динамике, 

поскольку позволяет существенно упростить вывод и вид уравнений дви

жения. 

Рассмотрим два твердых тела: В1 и В2 (рис. 8.1 ). В случае взаимодей
ствия твердого тела с поверхностью можно задать вектор скорости центра 

масс и вектор угловой скорости любого из тел как функции времени. Ес

ли связи наложены на большее число тел, то нижеследующие рассуждения 

будет ветрудно обобщить. Заметим, что наши рассуждения, касающиеся 
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разных типов контактов и шарнирных соединений, не являются исчерпы

вающими. 

Рис. 8.1. Текущие конфигурации и центры масс двух твердых тел: 8 1 и 8 2 

Связанные твердые тела 

Рассмотрим два твердых тела В1 и В2, шарнирно соединенных в точ

ке Р. Обозначим радиус-вектор точки Р на теле Ва относительно центра 
масс Ха через 1rPa· Поскольку положение точки Р можно задать двумя 
способами, получаем три связи1 : 

(8.1) 

Эти связи предполагают выполнение равенства: 

(8.2) 

Обратите внимание, что если проинтегрировать (8.2) по времени и поло
жить константы интегрирования равными нулю, то мы получим (8.1). Зна
чит, связи (8.2) являются интегрируемыми. 

Шарнирное соединение в точке Р может ограничивать вращение те

ла В2 относительно тела В1 . Существует два типа шарнирных соединений: 
посредством цилиндрического (болтового) шарнира и посредством шаро

вого шарнира. Цилиндрический шарнир используется в гироскопах для со-

1 Если записать составляющие этого векгорного уравнения относительно некоторого ба
зиса, то придем к трем независимым скалярным уравнениям. Следовательно, это векторное 

уравнение соответствует трем связям. 
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членения внутреннего и внешнего подвесов. Шаровые шарниры не накла

дывают никаких ограничений на вектор относительной угловой скорости 

"-'2- "-'1· 
Рассмотрим случай цилиндрического шарнирного соединения. Пусть 

вектор s3 будет единичным вектором, параллельным оси относительного 

вращения, разрешенного шарниром, и пусть система векторов { s1, s2, sз} 
задает ортонормированный базис. Цилиндрический шарнир обеспечивает 

относительное вращение Q2Q'f именно вокруг оси s3 • Эти ограничения 
легче всего выразить через вектор относительной угловой скорости. Ци

линдрический шарнир накладывает на движение двух тел следующие огра

ничения: 

Очевидно, что эти две интегрируемые связи дополняются связями (8.2). 
Для параметризации вращения Q2Q'f достаточно использовать один един
ственный угол. 

Рис. 8.2. Текущие конфигурации двух твердых тел В1 и В2, шарнирно сочлененных 
в точке Р 

Каждую из упомянутых связей можно записать в виде 

7Г =о, (8.3) 
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где 

7Г = f1 · v1 + f2 · V2 + h1 · "-'1 + h2 · "-'2 +е. 

Здесь f1, f2, h1, h2 и е есть функции от х1, х2, Q1, Q2 и t. Кроме того, урав
нение (8.3) можно проинтегрировать по времени и получить функцию П: 

где 

tr = 7Г. 
В этом случае говорят, что связь 7Г = О является интегрируемой, или голо

помпой. В общем случае связи, соответствующие соединениям, являются, 

как правило, интегрируемыми. Ниже мы рассмотрим прямо противополож

ные ситуации. 

Качение и скольжение твердых тел 

Рассмотрим ситуацию, изображенную на рис. 8.3. Два твердых тела 
в данный момент времени соприкасаются в точке Р. Допустим, что в точ

ке Р существует вполне определенная единичная нормаль n к поверхно
стям обоих тел. Кроме того, вектор n является вектором ортанормирован
ного базиса { 8 1 , 8 2 , n}, где 8 1 и 8 2 - касательные к поверхностям обоих тел 
в точке Р. 

Поскольку точка контакта Р совпадает с материальной точкой каждого 

тела, имеем: 

(8.4) 

и 

(8.5) 

Важно отметить, что в общем случае нельзя получить второе уравне

ние (8.4) дифференцированием первого уравнения (8.4), так же как нель
зя получить второе уравнение (8.5) дифференцированием первого уравне
ния (8.5). Это объясняется тем, что вектор 7rpa не соответствует одной 
и той же точке тела Ва в каждый момент времени. Иными словами, в каж

дый момент времени точка Ра соответствует новой точке тела Ва. 
Среди задач на динамику твердых тел, находящихся в состоянии каче

ния или скольжения, наибольшим вниманием пользуются тела, в которых 

векторы 1r ра имеют относительно простую форму. Это, например, катя

щиеся/скользящие сферы, скользящий волчок и катящиеся/скользящие дис

ки. Самой известной задачей, в которой очень трудно выразить вектор 7Г ра 

в удобном для исследования виде, является задача о движении кельтского 

камня. В 1896 году Г. Т. Уокер [223] первым отметил уникальное свойство 
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Рис. 8.3. Текущие конфигурации двух твердых тел В1 и В2 , шарнирно сочлененных 

в точке Р 

этого твердого тела - неожиданным образом изменять направление враще

ния2. 

8.2.1. Условие скольжения 

Мы предполагаем, что между двумя соприкасающимися телами су

ществует устойчивый контакт, при котором два тела не проникают друг 

в друга. Из этих допущений вытекает условие скольжения: 

Ypl · n = Ур2 · n. (8.6) 

Запишем это условие в другом виде: 

(vl- v2). n = ("-'2 х 1Гр2- "-'1 х 1Грl). n. 

Из условия скольжения следует, что относительная скорость имеет только 

тангенциальную составляющую: 

Vs = Vpl- Ур2 = VslSl + V8 282. (8.7) 

2Более подробно об этой интереснейшей механической системе, а также о более поздних 
ее исследованиях читайте в [17] и содержащихся там ссьшках. 
Прим. ред. См. также книгу А. П. Маркеев. Динамика твердого тела, соприкасающегося с 

твердой поверхностью.- М.: Наука, 1992; и недавно опубликованную работу В. Ф. Журавлев, 
Д. М. Климов. Глобальное движение кельтского камня. Известия РАН. МТТ, 2008, N2 3, с. 8-16. 
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Скорость v 8 часто называют скоростью скольжения; она важна при опре
делении сил трения в точке Р. 

8.2.2. Условие качения 

Качение возникает в том случае, когда векторы скорости точки кон

такта для каждого тела равны друг другу. При этом условие качения имеет 

вид 

Vpl = Vp2· 

Запишем это условие по-другому: 

VI + "-'1 х 1t"pl = V2 + "-'2 х 1t"p2· (8.8) 

Эти три уравнения эквивалентны условию скольжения (8.6) и условию ра
венства нулю скорости скольжения v 8 • 

Условие качения (8.8) эквивалентно трем скалярным уравнениям 
(сравните с (8.3)): 

п1 = О, п2 = О, пз = О, 
где 

Пi = fil · Vt + fi2 · V2 + hil · "-'1 + hi2 · "-'2 + ei 

для i 1, 2, 3. Однако для двух из этих уравнений, скажем для п2 = О 

и Пз = О, нельзя найти функции п2 и Пз, такие ЧТО п2 = 7Г2 и llз = 
= п3 . Иначе говоря, две из трех связей (8.8) являются неинтегрируемы
ми, или неголономными. Одна связь из (8.8), интегрируемая, соответствует 
нормальной составляющей векторного уравнения ( 8.8). Проиллюстрируем 
вышесказанное на нескольких примерах. 

8.3. Каноническая функция 

Рассмотрим два твердых тела 8 1 и 8 2 . Найдем общую функциональ

ную форму для возможной интегрируемой связи или для функции потен

циальной энергии, характеризующей движение обоих тел. Эта функция да

ется в уравнении (8.9). С перспектиной на будущее рассчитаем также ее 
производную. В своих рассуждениях будем опираться на работу [163]. 

Как показано на рис. 8.1, радиус-вектор центра масс Ха тела Ва обо
значается через х"" где О! = 1; 2. Аналогично тензор вращения тела Ва 
обозначается через Qa. Для каждого твердого тела можно определить ко
ротационный базис: 

3 

Q1 = L 1ei ® Ei, 

i=l 

3 

Q2 = L2ei ® Ei. 

i=l 
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Следует отметить, что мы определяем коротационные базисы с помощью 

одного и того же фиксированного базиса {Е1, Е2 , Е3 }. Векторы угловой 
скорости тел равны: 

Заметим также, что тензор вращения тела 8 2 относительно тела 8 1 равен 

3 

Q2Qf = L2ei @lei. 
i=l 

Этот тензор описывает вращение тела 82 с точки зрения наблюдателя, свя
занного с телом 81. 

Скалярная функция движений 

Рассмотрим теперь скалярную функцию Ф 

Очевидно, что эта функция зависит от движений обоих твердых тел и вре

мени. Функции такого типа получаются при построении выражений для 

интегрируемых связей, накладываемых на движение твердых тел, и потен

циальных энергий твердых тел. 

Как и в случае с одной материальной точкой, полезно рассчитать Ф. 
Найдем эту провзводную по времени, используя цепное правило диффе

ренцирования сложной функции: 

.-r. дФ - дФ - ( дФ q· т) ( дФ q· т) дФ 
'1.' = дх1 · v1 + дх2 · v2 + tr дQ1 1 + tr дQ2 2 + дt. 

Следуя нашим рассуждениям в разделе 6.10, касающимся провзводных ска
лярных функций тензоров вращений, определим кососимметрический тен

зор 

1 дФ т дФ ( ( ) т) ф Q., = 2 дQа Q"' - Qa дQа 

и соответствующий ему вектор 

'1/Jq., = -€(ФQ.,]. 
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Ранее мы приводили выражения для этих тензоров и векторов, основан

ные на параметризации тензоров Qa. Если, например, в параметризации 
тензора Q1 участвуют утлы Эйлера vi, то получим: 

3 

-'""" д'I! i '1/JQ,-~ дvig' (8.9) 

где gi - векторы взаимного базиса Эйлера, соответствующие углам Эйлера. 
Перепишем выражение для Ф, используя вышеупомянутые кососим

метрические тензоры: 

. д\f! - д\f! - (•Т• n.T) (•Т• n.T) д\f! W = 
8

_ · V1 + 
8

_ · Vz + tr '1'Q 1 "'1 + tr '1'Q2 Hz + -
8 

= 
Х1 Xz t 

дw - + д'I! - + .!. + .!. + д'I! = дх1 . v1 дх2. vz 'I'Q,. <...11 'I'Q2. <...~z дt' 

где 

. т 1 
Па= QaQa, <.o.la = -2Е[Па] (а= 1,2) 

есть тензоры угловой скорости и векторы угловой скорости твердых тел. 

Для большей эффективности будем использовать выражение для Ф, 
содержащее векторы: 

.i. дw - + д'I! - + .1. .1. + д'I! "' = дх1 . v1 дхz . Vz 'I'Q, . <...11 + 'I'Q2 . <...lz дt. (8.10) 

Проведя незначительные преобразования, мы может исключить из этого 
выражения vz и <...12, введя векторы относительной скорости Vz- v1 и <...~2 -
- <...~ 1 . Выражение (8.10), впервые появившееся в работе [163), играет клю
чевую роль в исследовании потенциальных сил и моментов. 

В динамике твердого тела редко пользуются выражением (8.10) ввиду 
специфической параметризации величин Ха и Qa. Допустим, к примеру, 
ЧТО 

3 

х1 = LxiEi, 
i=1 

3 

xz = LYiEi. 
i=1 

Предположим также, что тензор Q1 параметризуется в углах Эйлера vi, 
а тензор относительного вращения Q2Qf- в углах Эйлера 'Yi· Получаем: 

3 

<...11 = l:vigi, 

i=1 

3 

<...12- <...11 = L ,.;/ni, 
i=1 

··~ 
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где gi и ni - векторы базиса Эйлера, соответствующие vi и 'Yi соответ
ственно. Тогда 

Далее, 

Ф=Ф= 

_ Lз ( дФ . + дФ . + дФ . i + дФ . i) + дФ - --Xi -yi -. 1/ --"( -. 
i=l дхi дуi дv' д"(' дt 

В качестве упражнения сравните это выражение с выражением (8.10) и со
поставьте между собой соответствующие члены обоих выражений. 

8.4. Критерии интегрируемости 

В разделе 1.8 мы исследовали критерии интегрируемости для связей 
вида f · v + е = О, накладываемых на движение материальной точки. В на
стоящем разделе мы проанализируем соответствующие критерии для связи, 

которая накладывается на движение двух твердых тел. В динамике твердых 

тел очень сложно избежать задач на исследование систем связей (достаточ

но вспомнить один только случай катящегося твердого тела). Кроме того, 

существует вероятность того, что при наложении на катящееся твердое тело 

достаточного числа связей результирующая система связей окажется инте

грируемой. К счастью, Фробениус сформулировал теорему, которая дает 

нам критерий интегрируемости для системы связей. Чуть позже мы рас

смотрим эту теорему. А пока обратимся к ситуации с единственной связью, 

накладываемой на движение двух твердых тел. 

Одиночная связь 

Для твердых тел необходимо обобщить критерий (1.21), справедливый 
для одной материальной точки, на случай связей вида 

7r =о, 

где 

7r = f1 · V1 + f2 · V2 + h1 · "-'1 + h2 · "-'2 + е. 
Ранее упоминалось, что эта связь является интегрируемой, если существу

ют интегрирующий множитель k и функция П( :Х:1, :Х:2, Q1, Q2 , t ), такие что 
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kir = 7Г. Несмотря на то, что использование критерия интегрируемости со
пряжено с многочисленными алгебраическими вычислениями, для многих 

задач эти расчеты являются тривиальными, хоть и трудоемкими. 

Чтобы связь 7Г = О бьша интегрируемой, в общем случае необходимо 
и достаточно выполнения системы 66 независимых условий. Эти условия 
аналогичны тем, которые мы обсуждали для случая одной материальной 

точки. Пусть вектор х1 параметризуется в системе координат { ql, q2 , q3 }, 

вектор х2 - в системе координат { q4
, q5 , q6 }, тензор Q1 - в углах Эйлера 

{vl,v2 ,v3 }, а тензор Q 2 - в углах Эйлера {v4 ,v5 ,v6 }. Тогдафункпия 7Г 
будет равна 

3 

7Г = L(jlitli + f2itli+ 3 + hlii;i + h2iт/i+3 ) +е. 
i=l 

Определим промежуточные функции 

и переменвые 

где i = 1, 2, 3. Наконец, определим функпни 

(8.11) 

где SLк- элементы кососимметрической матрицы, равные 

S _ дWL _ дWк 
LK- дИК дUL. (8.12) 

В выражениях (8.11) и (8.12) целочисленные индексы J, К и L пробегают 
значения от 1 до 13. 

С учетом всех предварительных построений приходим к теореме, 

сформулированной Фробениусом: 

Теорема 1. Необходимым и достаточным условием интегрируемо

сти связи 7Г = о является то, что для всех U1
' .•• ' U13 удовлетворяется 

1
6
3 (13 - 1) (13 - 2) уравнений: 

lJкL =О для всех J, К, L Е {1, ... , 13}, J-:/- К-:/- L, J-:/- L. (8.13) 
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Доказательство этой теоремы можно найти в учебниках по дифферен

циальным уравнениям (например, в разделе 161 работы Форсайта [64]). 
Заметим также, что лишь 66 из 286 уравнений I J к L = О являются неза
висимыми. Критерий (8.13) можно адаптировать к случаю с единственной 
связью f · v + h · u; + е = О, накладываемой на движение одного твердого 

тела. В этом случае индексы J, К, L будут принимать значения от 1 до 7, 
а число независимых условий IJкL =О сведется к 10. 

Системы связей 

Когда на движение твердых тел накладывается несколько связей, инте

грируемость системы связей можно оценить с помощью критерия, который 

называется теоремой Фробениуса. Для упрощения ее вывода рассмотрим 

случай одного твердого тела. Опираясь на материал предыдущего раздела, 

можно распространить наши изложения на случай двух тел. 

Пусть на движение твердого тела накладывается система R ~ 6 связей: 

7Г1 = 0, ... , 1ГR = 0, (8.14) 

где 

1ТА = fA . v + hA . U) +СА (А = 1, ... 'R). 
Как и прежде, допустим, что радиус-вектор центра масс тела выражается 

координатами { ql, q2, q3}, а тензор вращения твердого тела- через пара
метры { v 1 , v2, v3}. Тогда каждую связь 1r А можно переписать в виде: 

3 

1ТА = 'L:UAiqi + hAiVi) +СА. 
i=l 

Далее определим следующие функции и переменные: 

WAi = !Ai, WA(i+З) = hAi, WA7 =СА, 

SA _ дWAL дWАк 
LK - д И К - д И L ' 

(8.15) 

где 

Ui=qi, Ui+3 =vi, U7 =t. (8.16) 

В уравнениях (8.15) и (8.16) индексы i = 1, 2, 3 и L, К= 1, ... , 7. С помо
щью фуНКЦИЙ W AL И S-fк МОЖНО ПОСтрОИТЬ две матрицы, например: 

- [~11 ·.·. ~17] 
W- : ·. : . 

Wю ... WR7 

(8.17) 
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Полъзуясь (8.15), легко видеть, что S 1 , ... , sR- кососимметрические мат
рицы: SЙ:L = -Sfк· Определим также следующие семимерные векторы: 

(8.18) 

Теорема Фробениуса об интегрируемости имеет вид: 

Теорема 2. Необходимым и достаточным условием интегрируемости 
системы R < 7 связей 1r1 = О, ... , 1ГR = О, накладываемых на движение 
одного твердого тела, является выполнимость равенств 

для всех значений переменных U1 , ... , U7 и всех отличных друг от друга 
решений а и Ь, удовлетворяющих уравнению 

Wx=O. 

Иначе говоря, семимерные векторы а и Ь принадлежат ядру линейного 

оператора W. 

Замечания к теореме Фробениуса. Формулировка замечательной 

теоремы Фробениуса взята из работы Форсайта [63]. В этой же работе вы 
найдете классическое доказательство теоремы. В статье Хокинса [91] со
держатся дополнительные исторические факты, касающиеся этой теоремы. 

Более современные доказательства теоремы с применением дифференци

альных форм смотрите, например, в [34, 63, 101, 189]. 
Так как sл - кососимметрическая матрица, ат · (SAa) = О для всех 

возможных а. Нередко этот результат служит ключом к применению тео

ремы Фробениуса: если W имеет одномерное ядро, то существует един

ственный вектор, скажем Ь, удовлетворяющий уравнению Wb = О, и тогда 
условия теоремы заведомо выполняются. 

Примеры. Одна из задач в конце главы иллюстрирует применение 

теоремы. С ее помощью доказывается, что в общем случае на катящийся 

диск накладываются неинтегрируемые связи. Если, однако, на диск нало

жить дополнительные связи, согласно которым он является вертикальным, 

а его центр масс движется вдоль прямой, то связи окажутся интегрируе

мыми. В задаче 8.9 говорится, что такого рода ситуации часто встречаются 
в рамках школьных курсов динамики. 
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Второй пример применении теоремы Фробениуса упомниалея нами 

при рассмотрении двух склерономных связей (1.23), наложенных на дви
жение одной материальной точки: 

!11± + !12iJ + !1зi = О, !21± + !22У + !2зi = О, 

где f1 = L~=l !lkEk и f2 = L~=l !2kEk есть функции радиус-вектора 
материальной точки, такие что f2 х f1 -=/= О. Прежде чем применять к этому 

случаю теорему Фробениуса, необходимо преобразовать уравнения (8.15)
(8.18). Во-первых, обозначим 

u1 = х, И2 =у, из = z, И4 = t. 

В нашем случае R = 2, а индексы L и К принимают значения от 1 до 4. 
В качестве упражнения убедитесь, что матрица W размерностью 2 х 4 имеет 
двумерное ядро, натянутое на векторы 

а= [0, о, о, 1]т, ь = [gl, 92, gз, о]т, 

где 9k = (f1 х f2) · Ek· Поскольку 

о 
дfAl дfА2 -----

дfл2 _ дfл1 
дх1 дх2 

о 

о о 
дfлз дfAI ----- дfлз дfл2 -----

о о о о 

имеем ат · (S1 b) =О и ат · (S2 b) =О. Таким образом, предположения тео
ремы Фробениуса об интегрируемости удовлетворяются, и значит, система 

связей (1.23) является интегрируемой. 

8.5. Силы и моменты, действующие на твердое тело 

Прежде чем переходить к обсуждению сил и моментов реакций свя

зей, сделаем некоторые предварительные замечания. Равнодействующая си

ла F, приложенпая к телу, находится как сумма сил, действующих на тело. 
Аналогично результирующий момент относительно неподвижной точки О 

(Мо) есть не что иное как результирующий внешний момент относительно 
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точки О всех моментов, действующих на тело. Результирующий момент от
носительно центра масс Х обозначим через М. Названные моменты можно 
разложить на две составные части: на момент, обусловленный действием 
внешних сил, и приложеиные внешние моменты, не связанные с внешними 

силами. Последние называются «чистыми» моментами3 . 
В качестве примера рассмотрим систему сил и моментов, действую

щих на твердое тело. Пусть на тело действует система L сил Fк(К = 
= 1, ... , L). Сила F к приложе на к материальной точке Х к, радиус-вектор 
которой равен хк. Кроме того, на твердое тело действует чистый момент 

Мр, обусловленный приложенной к телу nарой (рис. 8.4). Равнодействую
щая сила и результирующие моменты для описанной системы равны: 

L 

Мо =Мр+ L хк х Fк, 
K=l 

L 

М=Мр+ L(хк-х)хFк. 
K=l 

Обратите внимание на чистый момент Мр, фигурирующий в этих выраже
ниях. 

о 

Рис. 8.4. Сила F к и момент Мр, действующие на твердое тело 

3Вид11мо, имеется в виду выделение в отдельную группу моментов пар сил. - Прим. ред. 
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Механическая мощность Р силы F к, приложенной к материальной 
точке Х к, по определению равна 

Р =Fк ·хк. 

Запишем другое выражение для этой мощности, используя понятие центра 

масс. Применим тождество Х.к = v + i.V х 1r к, где 1r к = хк - х. В резуль

тате получим: 

Р = Fк · Х.к = Fк · v + (1rк х Fк) · r.u. 

То есть мощность силы F к равна сумме мощности той же силы, прило
женной к центру масс тела, и мощности момента F к относительно центра 
масс. Механическая мощность чистого момента Мр по определению равна 

P=Mp·r.u. 

Обратите внимание, что это выражение согласуется с предыдущим выра

жением для механической мощности силы F к. 
С учетом выражений для механической мощности силы F к и механи

ческой мощности чистого момента Мр приходим к выводу, что результи

рующая механическая мощность системы L сил и чистого момента равна 

L 

Р= L Fк ·хк+Мр·r.и =F·v+M·~.V. 
K=l 

Полученные результаты сыграют ключевую роль при дальнейшем обсуж

дении реакций связей, их моментов и потенциальных энергий. 

8.6. Реакции связей и их моменты 

Пусть задана система связей, накладываемых на движение одного или 

более твердых тел. Требуется ввести систему сил и моментов реакций свя

зей, которые обеспечат произвольное, совместимое со связями движение 

тел. Наша цель - научиться задавать силы и моменты. 

В настоящей главе мы, как правило, имеем дело с лагранженой форму

лировкой связей вида 

7Г=0 

(см. (8.3)), где 



304 ГЛАВА 8 

Ранее мы показывали, как записать в этой форме большую часть связей, 
традиционно использующихся в динамике твердого тела. 

С методической точки зрения перед рассмотрением лагранжевого 

представления реакций связей и их моментов следует привести несколь
ко примеров. Однако представление Лагранжа не является универсальным. 
К примеру, в динамике точки оно не дает реалистичного описания реакций 

и моментов связей в случае, когда в системе присутствует динамическое 
трение. 

8.6.1. Твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси 

Рассмотрим твердое тело, изображенное на рис. 8.5. Тело крепится 
к неподвижной точке О посредством цилиндрического шарнира и может 
вращаться вокруг неподвижной оси Е3 = е3 . Если мы знаем, как вращается 
тело, то нам известно и движение его центра масс. 

Цилиндрическое шарнирное соединение предполагает, что угловая 

скорость r..J тела подчиняется двум связям, которые можно записать по-раз

ному. Например, 

r..J • Е1 = О, r..J • Ez = О, (8.19) 

или, что эквивалентно, 

r..J • е1 = О, r..J • ez = О. 
Поскольку точка О неподвижна, на движение тела накладываются три до
полнительные связи: 

v-r..J х х =О. (8.20) 

Иначе говоря, цилиндрический шарнир связывает вращательное движение 

тела с движением его центра масс. 

Для обеспечения связей (8.19) необходимо, чтобы со стороны цилин
дрического шарнира на тело действовали два момента связей. Эти моменты 

имеют составляющие, перпендикулярные оси Ез: 

где IL4 и р,5 - функции времени, определяющиеся из уравнений движения. 
Упомянутые моменты связей являются примерами чистых моментов. Когда 

мы задаем моменты связей, мы предполагаем, что цилиндрический шарнир 

является гладким. При наличии трения они будут иметь составляющие по 
оси Е3 . Цилиндрический шарнир накладывает ограничение, согласно ко
торому точка О остается неподвижной, поэтому в точке О возникает сила 
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Рис. 8.5. Твердое тело В, вращающееся вокруг неподвижной оси О 

реакции R: 
3 

R= LJLiEi, 
i=l 

где 11.1, м2 и JLз - функции времени, определяющиеся из уравн~ний движе-

ния. 

Сила реакции и моменты связей эквивалентны реакции связи F с. при
ложенной к центру масс твердого тела, и моменту связи Мс относительно 

центра масс твердого тела: 

F с = t, JliEi, Мс = J14El + JLsE2 - х х (t, JLiEi). 

Заметим, что на движение твердого тела накладывается пять связей, обу

словленных цилиндрическим шарниром, и при этом в выражениях для ре

акций связей и моментов связей фигурирует пять неизвестных функций 

Jll, ... ,J15· 

8.6.2. Сфера, катящаяся или скользящая по наклонной плоскости 

Задача о качении или скольжении сферы по плоскости имеет богатую 

историю отчасти потому, что она лежит в основе теории таких игр, как би

льярд и боулинг. В 19-м веке большой вклад в исследование этой задачи 

внесли Гаспар-Гюстав де Кориалис (1792-1843) (см. [41]) и Эдвард Джон 
Раус (1831-1907) (см. [ 184 ]). Задачу на исследование динамики сфер, катя
щихся по поверхностям вращения, часто называют задачей Рауса4 . 

4Более подробно о деятельности Рауса как учителя и наставника читайте в книге [226]. 
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Рассмотрим твердое тело, изображенное на рис. 8.6. Тело движется по 
неподвижной наклонной плоскости. На рисунке предполагается, что тело 
имеет форму сферы. В случае сферы имеем 1r р = - RE3 , где R - радиус 
сферы. Кроме того, заметим, что {s1, s2, n} = {Е1, Е2, Ез}. 

Сфера массы т и радиуса R 
о 

Наклонная плоскость 

Рис. 8.6. Твердая сфера, движущаяся по наклонной плоскости 

Рассмотрим сначала случай скольжения сферы по плоскости. Условие 
скольжения (8.6) vp · n =О сводится к виду 

v · Ез =О. 

Скорость проскальзывания v s равна 

К точке Р приложе на сила F с: 

где /Ld - коэффициент динамического трения. Как и в предыдущем приме
ре, J.Lз обозначает функцию времени, определяющуюся из уравнений дви

жения. 

В случае катящейся сферы на ее движение накладываются три связи: 

vp · Е1 =О, vp · Е2 =О, vp · Ез =О. 
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Эти связи можно выразить иначе: 

v · Ei - R(v.J х Ез) · Ei =О, 

где i = 1; 2 или 3. В точке Р действуют нормальная сила и сила статическо
го трения, которые как раз и обусловливают возникновение связей. Сумма 

этих двух сил равна силе реакции R: 

3 

R = :~.::>·iEi, 
i=l 

где f..Li - функции времени, определяющиеся из уравнений движения. Сле

дует отметить, что сила реакции R эквивалентна силе F с = R, действую
щей на центр масс, и моменту Мс = - RЕз х R относительно центра масс. 
Это утверждение справедливо и для скользящего твердого тела. 

g ~ 

Рис. 8.7. Тонкий круговой диск, движущийся по шероховатой горизонтальной по
верхности с контактом в одной точке 

8.6.3. Катящийся диск 

На рис. 8.7 изображен тонкий жесткий круговой диск массы т и ради
уса R, катящийся (без скольжения) по шероховатой горизонтальной плос
кости. Запишем тензор вращения диска в системе 3-1-3 углов Эйлера (см. 
подраздел 6.8.2). У этой системы есть одно преимущество: углы Эйлера 
принимают вырожденвые значения (О= О, 1r), когда диск лежит плашмя на 
горизонтальной плоскости. 
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Радиус-вектор мгновенной точки контакта Р относительно центра 
масс Х определяется уравнением: 

1Гр = -Re~ = -Rsin(ф)e1 - Rcos(ф)e2 = 
= -R(-cos(O)siп(ф)E1 +cos(O)cos(ф)E2 +sin(O)E3). 

Записывая декартовы составляющие условия качения (vp = v + VJ х тrр), 
приходим к заключению, что движение диска подчиняется трем связям: 

где 

1Г1 = О, 1r2 = О, 1Г3 = О, 

1Г1 = ±1 + Rфсоs(ф) + R~cos(O) соs(ф)- RBsin(O) sin(ф), 

1Г2 = ±2 + Rф sin( 'Ф) + R~ cos( О) sin( 'Ф) + RB sin( О) cos( 'Ф), 

1Г3 = х3- RBcos(O), 

(8.21) 

ах = 2::~= 1 xiEi. Обратите внимание, что если проинтегрировать послед
нюю из трех связей, то мы получим х3 = Rsin(O) + const. Тем не менее 
система связей (8.21) не является интегрируемой (см. доказательство в од
ной из задач в конце главы). 

Качение диска возможно из-за действия в точке Р силы трения по

коя F1: 
F J = 111Е1 + мЕ2. 

Эта сила и нормальная сила N = /13Е3 эквивалентны реакции связи и мо
менту свкзи: 

3 

Fc = Fj +N = LJLiEi, Мс = 1Гр Х Fc. 
i=l 

Функции Jll, 112 и /13 определяются из уравнений движения. 

8.6.4. Представление Лагранжа 

Сначала рассмотрим лагранжево представление для реакций связи и их 
моментов, действующих на одно твердое тело5 . Затем перейдем к обсужде
нию связей в системе двух твердых тел. В конце главы продемонстрируем 

лагранжево представление на примере двух шарнирно-сочлененных твер

дых тел и обобщим третий закон Ньютона. Лагранжево представление для 
систем твердых тел также иллюстрируется в разделах 11.3 и 11.4 и в задаче 
11.4 о тренажере Dynabee. 

5В этом разделе мы будем опираться на работу О'Рейли и Шриниваса [163). 
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Одно твердое тело. Опираясь на примеры, рассмотренные в преды

дущих разделах, полагаем что всякую связь, накладываемую на твердое 

тело, можно задать (см. (8.3)) уравнением 

7Г =о, 

где 

7Г = f · v + h · UJ + е. 
Здесь f, h и е- функции от t, х и Q. Согласно лагранжену представлению 
реакция связи F с и момент Мс равны 

F с = pf, М с = ph, 

где f..l - неопределенный множитель. Такая форма представления есть оче

видное обобщение соответствующего представления для материальной точ

ки и системы материальных точек. 

Если на движение твердого тела накладывается система R связей, то 
эти связи имеют вид 

1ГК = 0, 

где К = 1, ... , R и 
1ГК = fк · v + hк · UJ + ек. 

Для описанной системы связей реакция и момент в представлении Лаграи

жаранны 

где р1 , ... , f..lR - неопределенные множители. Обратите внимание, что 

для R связей появляется R неизвестных. 
Если вы внимательно изучите все примеры в этой главе, то убедитесь, 

что лагранжево представление почти всегда дает физически реалистичные 

результаты (исключение составляют случаи, когда в системе присутствует 

динамическое кулоновскос трение )6. Кроме того, вы сможете доказать, что 
реакция связи F с и момент связи Мс совместно совершают работу (исклю
чение составляет случай е = О для одной связи). 

Два твердых тела. Пусть на систему двух твердых тел накладыва

ется R связей (8.3): 
1ГК = 0, 

6 См., например, обсуждение в подразделе 8.6.3 реакций и моментов связей, действующих 
на катящийся диск. 
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где К = 1, ... , R. Предположим, что эти связи имеют вид: 

Функции fк1, fк2, hк1, hк2 и е к зависят от х1, х2, Q1, Q2 и t. Эти R свя
зей реализуются реакциями связей и моментами, которые в лагранжевом 

представлении имеют вид 

F с1 = J11f11 + · .. + J.LRfRl, 

F с2 = J11f12 + · · · + J.LRfR2, 

Мс1 = J11hн + ... + J.Lнhю, 
Мс2 = J11h12 + · · · + J1RhR2. 

(8.22) 

Здесь F са есть результирующая реакций связей, действующих на тело Ва, 
Мса- результирующий момент связей относительно центра масс тела Ва, 

а J.L1 , ... , J.LR- функции времени, определяющиеся из уравнений движения 
для системы двух твердых тел. 

Следует отметить, что для каждой из R связей лагранжево представле
ние вводит одну неизвестную функцию времени: J.Lк. Следовательно, если 

на движение двух твердых тел накладывается 1 О связей, то у нас появится 
10 неизвестных J11, ... , J110· 

Два шарнирно-сочлененных тела и третий закон Ньютона. Рас

смотрим случай двух твердых тел, соединенных цилиндрическим шарни

ром (рис. 8.8). Относительное движение тел подчиняется пяти интегрируе
мым связям: 

где 

ф1 = v1 · Е1 + (w1 х 1rp1) · Е1- v2 · Е1- (w2 х 1rp2) · Е1, 

Ф2 = v1 · Е2 + (w1 х 1rp1) · Е2- v2 · Е2- (w2 х 1rp2) · Е2, 

Фз = v1 · Ез + (w1 х 1rp1) · Ез- v2 · Ез- (w2 х 1rp2) · Ез, 

Ф 4 = w1 · 1 е1 - w2 · 1 е1, 

Ф5 = w1 · 1е2- w2 · 1е2. 

Подчеркнем, что ось цилиндрического шарнира направлена вдоль 1 ез = 
= 2е3 , а радиус-векторы точки шарнирного соединения относительно цен

тров масс обоих тел равны 7r Р1 и 7r Р2. 
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Цилиндрический 

шарнир 

311 

Рис. 8.8. Текущие конфигурации тел В1 и В2, соединенных цилиндрическим шарни
ром. Ось шарнира наnравлена вдоль 2ез = 1е3 , а его радиус-векторы относительно 

центров масс тел равны соответственно 1r Р1 и 1r Р2 

Пользуясь лагранжевым представленнем (8.22), для пяти связей Ф1 = 
=О, ... , Ф5 =О получаем: 

3 

Fcl = LJ.LiEi, 
i=l 

3 

Fc2 =- LJ.LiEi, 
i=l 

3 

Mcl = /14lel + 11ые2 + 11"Pl х LJ.LiEi, 
i=l 

3 

Мс2 = -/141 е1 - /151 е2 - 7r Р2 х L J.liEi. 
i=l 

Перепишем эти выражения в виде: 

Fcl = -Fc2, 

Mcl = /14lel + 11ые2 + 11"Pl Х Fcl, 

Мс2 = -1141е1 -J.Lыe2 + 11"Р2 Х Fc2· 

(8.23) 

(8.24) 
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Как видно на рис. 8.9, F cl и F с2 являются равными по величине и про
тивоположно направленными силами, приложеиными к точке шарнирного 

сочленения, а Mr = /-L41 е1 + f.Lыe2 и - /-L41 е1 - /-L51 е2 -равные по величине 
и противоположно направленные-моменты реакции. Моменты реакции Мс1 
и Мс2 относительно центров масс двух тел равны по величине и противо
положно направлены лишь в случае 1rp2 = 7rp1 .7 

Fc2 

Рис. 8.9. Силовые схемы для двух свободных тел В1 и В2, на которых показаны 
реакпии свкзей F cl и F с2 и момент реакпии Mr. Момент реакпии равен Mr = 
= J.l4Iel + мые2, а реакпии связей равны по величине и противоположны по на
правлению (см. (8.24)) 

Важное замечание. Если два тела соединены гладким шарниром или 

их контакт сводится к взаимному качанию или скольжению без трения, 
то представление Лагранжа - очень удобный метод определения реакций 
связи и моментов реакции связи. Однако если в задаче присутствует трение 

скольжения, то представление Лагранжа не дает физически реалистичных 
сил и моментов связи. 

8.7. Потенциальные энергии, консервативные силы 
и моменты 

Ключевым пунктом решения многих задач является наличие консерва
тивных сил и моментов, действующих на твердые тела. Определение кон-

7Впервые об этом наблюдении, которое можно рассматривать как обобщение третьего за
кона Ньютона для твердых тел, упоминалось в [163]. 
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серватявной силы бьшо введено в динамике материальной точки и легко 

поддается осмыслению, тогда как для консервативных моментов аналогич

ное утверждение не верно (см., например, работы Антмана [5] и О'Рейли 
и Шриниваса [163]). Действительно, для твердых тел, ось вращения кото
рых не закреплена, постоянный момент не обязательно является консерва

тивным (об этом говорится в работе Циглера [234]). Именно поэтому мы 
начнем с рассмотрения трех известных примеров сил и соответствующих 

им моментов. Затем приведем общие выражения для консервативных сил 

и моментов, с помощью которых вы сможете убедиться, что постоянный 

момент в примере Циглера не является консервативным. 

Постоянные силы 

Постоянная сила Р, действующая на твердое тело, консервативна. Ес

ли эта сила действует на все точки твердого тела, то она эквивалентна силе 

J Р pdv, приложенной к центру масс твердого тела8 . Потенциальная энер
п 

гия этой силы равна - J Р pdv · х. Заметим, что этой силе не соответствует 
n 

никакой момент относительно центра масс. 

Самый распространенный пример постоянной силы - сила тяжести, 
действующая на все материальные точки. Эта сила эквивалентна силе mgg, 
приложенной к центру масс тела. Здесь единичный вектор g обознача
ет направление силы тяжести. Потенциальная энергия этой силы равна 

-mgg·:X. 

Силы упруrости 

Во многих механических системах два тела при движении связыва

ются пружиной. Рассмотрим систему двух твердых тел, изображенную на 

рис. 8.10. Пружина постоянной жесткости К и собственной длины L0 кре

пится к материальной точке Х81 тела 8 1 и к материальной точке Xs2 тела 82. 

Со стороны пружины на точку Х81 действует сила F 81 , а на точку 

Х s2 - равная ей по величине и противоположная по направлению сила F 82 : 

8В данном предложении под Р следует понимать массовую плотность сил, приложеиных 
к телу. - Прим. ред. 



314 ГЛАВА 8 

Легко видеть, что каждая из этих сил эквивалентна моменту относительно 
центра масс и силе, приложенной к центру масс. Пружине соответствует 

потенциальная энергия, равная 

Обратите внимание, что потенциальная энергия зависит от радиус-векторов 

обеих материальных точек Xsl и Xs2· 
Отметим два полезных тождества: 

Xsl = Ql(Xsl- Х1) + Х1, Xs2 = Q2(Xs2- Х2) + :Х2, 
где Xsa -радиус-вектор точки Xsa тела Ва в его начальной конфигура
ции. С помощью этих тождеств легко видеть, что силы, моменты и потен
циальную энергию пруживы можно выразить как функции, зависящие от 
тензоров вращения обоих тел и радиус-векторов их центров масс. 

Центральные rравитационные поля 

Задача о движении тела в центральном силовом поле традиционна для 

небесной механики. Понятие центрального силового поля появилось благо

даря Ньютону и его силе, изменяющейся по закону обратных квадратов. На
помним, что речь идет о консервативной силе, с которой на материальную 

точку массы т действует материальная точка массы М: F = - G М Т: __!:____, 
llrll llrll 

где r- радиус-вектор точки т относительно точки М, а G- универсаль
ная гравитационная постоянная. 

Рассмотрим два тела В1 и В2 , плотности которых равны соответствен

но Pl и Р2. Со стороны каждой материальной точки тела В2 на каждую 
материальную точку тела В1 действует сила притяжения (рис. 8.11). Ес
ли проинтегрировать эти силы по всем материальным точкам тел В1 и В2 , 
то мы получим равнодействующую силу, с которой В2 действует на В1 . 
Аналогичные выводы справедливы и для момента и потенциальной энер

гии этих сил. Равнодействующая гравитационная сила F n и момент Мп. 
приложеиные к телу В1 со стороны тела В2 , равны: 
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Пружина 

постоянной 

жесткости 

Рис. 8.10. Текущие конфигурации двух твердых тел В1 и В2, соединенных пружи
ной 

Момент Мп рассчитывается относительно центра масс Х 1 тела 8 1 . Данно
му гравитационному полю соответствует потенциальная энергия 

Пусть тело 8 2 имеет форму сферы массы М. Тогда выражения для грави

тационной силы, момента и потенциальной энергии упрощаются: 
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Твердое тело В 1 

Твердое тело В2 

~ 

Рис. 8.11. Два твердых тела В1 и В2, между которыми действуют гравитационные 
силы. Точкой С обозначен центр масс этой системы тел 

Важно отметить, что даже в этом упрощенном случае гравитационная сила 

может порождать момент, действующий на тело 8 1 . 

Чтобы максимально упростить эти выражения, используем тот факт, 

что тело 8 1 является твердым. Тогда 

7r = Х} - Х} = QП. 

Кроме того, предположим, что значение 111rll мало по сравнению со зна
чением \\х1 - х2 \\. Сделанные допущения позволяют найти приближенные 
значения для сил, моментов и потенциальной энергии, соответствующих 

центральному силовому полю. После многочисленных преобразований на

ходим: 

Fn ~mg, 

Мп ~ ( 3~~) с х (Jc) =- ( 3~~) с х (Ее), (8.25) 
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Ип ~ _G~m- (;;) tr(J) + ( 3~~) (с· (Jc)), 

где J - тензор инерции тела 131 относительно его центра масс, Е - тензор 

Эйлера для тела 131 относительно его центра масс, m- масса тела 81, 

GMm ЗGМ mg =---с- --(2J + (tr(J)- 5с · Jc)I)c 
R2 2R4 

и 
Х1- х2 

с= . 
l/x1- :Х21/ 

Заметим, что вектор с направлен от центра масс сферически симметрично

го тела 132 к центру масс тела 131 . В силу того, что в задаче присутствует 
тензор инерции J, первое выражение из (8.25) не соответствует гравита
ционной силе, с которой материальная точка массы М действует на мате

риальную точку массы m. Почти во всех работах, посвященных динамике 
спутников, используются выражения (8.25) (см., например, работы Белец
кого [16], Хьюза [97] и Кейна и др. [106]). Выражение для потенциальной 
энергии Ип, в той форме, которая приводится в (8.25), было разработано 
Джеймсом Мак-Куллагом (1809-1847)9. 

Во многих работах, посвященных динамике спутника, вращающегося 
вокруг неподвижной точки О, величину F n обычно аппроксимируют значе-

нием F n = - G ~ m с. Такое приближение эффективно разделяет движение 
R 

центра масс Х1 тела 8 1 и пространствеиную ориентацию тела, в результате 
чего Х 1 движется подобно материальной точке в задаче одного тела. Ориен
тация спутника рассчитывается как отдельная задача10 . Однако Баркии [12] 
и Вэнг и др. [224] утверждают, что данное приближение нарушает законы 
сохранения кинетического момента и энергии. Динамика спутников, подчи

няющаяся закону F n = mg, исследуется в работах [12, 164, 224, 225]. Авто
ры перечисленных работ доказывают, что равномерное движение спутника 

возможно тогда, когда начало координат О лежит вне орбитальной плоско
сти для Х 1 . Это утверждение противоречит задаче одного тела, в которой 
орбитальная плоскость всегда содержит точку О. 

Постоянные неконсервативные моменты 

Продемонстрируем на примере Циглера [234], что не всякий постоян
ный момент является консервативным. Циглер рассматривал момент МЕ3 . 
Во время движения твердого тела, которое состоит из поворота вокруг 

9Некоторые замечания, касающиеся построения И n и F n, формулируются в предположе
ниях 4 и 5 работы [1]. Здесь же вы найдете комментарии по поводу построения Mn. 

10Задача одного тела обсуждалась ранее в разделе 2.8. 
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оси Ез на угол -1r рад, этот момент совершает работу, равную M1r. Од

нако, та же самая конечная ориентация тела достигается за счет поворота 

вокруг оси Е1 на угол 1r рад с последующим поворотом вокруг оси Е2 на 
угол 1r. 11 При этом, однако, постоянный момент не совершает работы! Сле
довательно, работа, совершаемая моментом МЕ3 , зависит от «траектории» 

тела, и значит, момент МЕз не может быть консервативным. 
В рамках многих курсов динамики вращение твердого тела рассмат

ривается как вращение вокруг неподвижной оси, причем вращения вокруг 

осей Е1 и Е2 не допускаются. В этом случае постоянный момент МЕ3 бу
дет консервативным. Существует альтернативное доказательство того, что 
постоянный момент не является в общем случае консервативным (см., на

пример, [160]). Доказательство основано на применении взаимного базиса 
Эйлера. 

Общие построения 

На данном этапе удобно перейти к общему рассмотрению консерва
тивных сил и моментов в динамике твердого тела. Свои рассуждения будем 

строить в контексте двух тел, но их легко упростить до случая одного тела 

и так же легко обобщить на случай N тел. 
Пусть в наиболее общей форме потенциальная энергия задается функ-

цией 

и= и(x.l,x.2,Ql,Q2)· 

Очевидно, что эта функция зависит от движений обоих твердых тел и вре

мени. Рассчитаем производную по времени от этой функции по форму

ле (8.10): 

и. ди - + ди - + = д- . VI д - . v2 + uq, . "-'1 uq2 . "-'2, 
Х1 Х2 

где uq"' -вектор, обозначающий производную от и по Q"'. Как говорилось 
в разделе 6.1 О, этот вектор можно представить одним из многочисленных 
способов, самый простой из которых основан на параметризации тензо

ров Q 1 и Q2 в углах Эйлера. Если обозначить эти углы и векторы взаимного 
базиса Эйлера через { '/' ')'2' 1'3} и {gl, g 2' g3} и {v1

' v2
, v3} и {h1' h 2' h3

} 
соответственно, то векторы uq, и uq2 будут равны 

3 

""""' ди k uq, = L...; д kg ' 
k=l ')' 

11 Этот пример демонстрирует применение теоремы Родрига-Гамильтона (6.51), которая 
обсуждалась в упражнениях к главе 6. 



8.7. ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ЭНЕI'ГИИ, КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИЛЫ И МОМЕНТЫ 319 

Рассмотрим консервативные силы Fкон.а и моменты Мкон.а (относительно 

центров масс), соответствующие потенциалу И. Мы считаем, что соверша

емая этими силами и моментами работа зависит от начальных и конечных 

конфигураций твердых тел и не зависит от движений твердых тел. Следо

вательно, 

-U = Fкон.l · У1 + F кон.2 · Vz + Мкон.l · '-"1 + Мкон.2 · '-"2· 

Подставляя вместо U выражение из ( *) и группируя члены, получаем: 

( F кон.l + g~) · V1 + ( F кон.2 + g~) · V2 + (Мкон.l + UQ1 ) · '-"1 + 

+ (Мкон.2 + UQ2 ) • '-"2 = О. 
(8.26) 

Написанное можно интерпретировать как уравнение относительно Fкон.а 

и Мкон.а, которое должно удовлетворяться при всех движениях твердых 

тел. Если предположить, что Fкон.а и Мкон.а не зависят от векторов линей

ной и угловой скорости, то необходимым и достаточным условием для того, 

чтобы для всех Уа и '-'а удовлетворялось уравнение (8.26), будет следую-
щее: 

(8.27) 

Итак, мы построили выражения для консервативных сил и моментов, со

ответствующих потенциальной энергии. В качестве упражнения докажите, 

что они не противоречат выражениям, которые мы приводили ранее для 

силы упругости и центральной гравитационной силы. 

Пример с пруживой Iеручения 

Рассмотрим простой пример, иллюстрирующий действие торсионной 

пружины на твердое тело. Применим выражения (8.27) и воспользуемся 
взаимным базисом Эйлера. Даже в этом простом случае пружина обладает 

необычным консервативным моментом. 

Пусть тензор вращения для твердого тела параметризуется в системе 

3-1-3 углов Эйлера; на твердое тело действует торсионная пружина. По
лагаем, что потенциальная энергия пружины равна И = ~'I/J2 , где Kt -
жесткость при кручении. Тогда с учетом (8.27) и представления (8.9) для 
UQ в углах Эйлера находим, что консервативный момент равен 
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= -Kt'I/Jg1 = 
= -Kt'I/J(ctg(B)(cos(ф)E2- sin(ф)E1) + Ез). 

Этой потенциальной энергии соответствует консервативная сила F кон .• рав

ная нулю, поскольку потенциал не зависит от х. Интересно заметить, что 

не все составляющие момента М кон. направлены по оси Е3 . 

8.8. Заключение 

Основные результаты, полученные в этой главе, касаются связей и кон

сервативных сил и моментов. Мы показали, что при отсутствии динамиче

ского кулоновского трения связи удобно задавать в представлении Лагран

жа. К примеру, если на движение одного твердого тела накладывается связь, 

уравнение которой имеет вид 

f · v + h · w + е = О, 
то сила и момент окажутся равными 

F с = J.Lf, Мс = J.Lh. 

Если предположить, что функция потенциальной энергии для твердого тела 

имеет вид 

И= U(x1, х2, хз, '!'\ ·/, ·"З), 
где Xi - декартовы координаты вектора х, а 'l'i - углы Эйлера, то этому 
потенциалу будут соответствовать консервативная сила F кон. и консерва
тивный момент М кон., равные 

3 

М = _ ~ дИ i 
кон. ~д ig' 

i=l '!' 

где gi - векторы взаимного базиса Эйлера, соответствующие углам Эйлера. 

Задачи 

8.1. Пусть на движение твердого тела накладываются две связи 

w . gз = О, w . g2 = О, 

где gi - взаимный базис Эйлера для выбранных вами углов Эйлера. Каков 
физический смысл этих связей? Найдите вектор угловой скорости, вектор 

кинетического момента и кинетическую энергию вращения твердого тела. 
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8.2. Пусть в точке Р твердого тела действует сила Р. Радиус-вектор 

точки Р в текущей конфигурации тела относительно центра масс Х тела 
равен 7rp: 

1rp=Xp-X. 

Кроме того, имеем: 

Vp = Хр = v + I.JJ х 7rp. 

(а) Механическая мощность силы Р равна Р · v р. Докажите, что она также 
равна 

р. Vp = р. v + (7rp х Р). I.JJ. 

Дайте физическое толкование этого тождества с помощью силовой схе

мы свободного тела. 

(Ь) Сила Р, действующая в точке Р, называется консервативной, если су

ществует функция потенциальной энергии и= и(хр ), такая что 

р =- ди. 
дхр 

Докажите, что из такого определения силы следует равенство 

-И= р. v + (7rp х Р) ·I.JJ. 

(с) Докажите, что потенциальная энергия и= и(хр) может быть задана 
функцией от х, Q, Х и Пр: 

и= и(хр) = U(x,Q,Пp,X). 

Здесь Q обозначает тензор вращения для твердого тела, а 1r р = QП Р· 
Пользуясь этой эквивалентностью, докажите, что 

Р =- дU 1rp х Р = -uQ. 
дх' 

(d) Пусть Р задает силу, обусловленную действием пружины жестко
сти К, собственная длина которой равна L. Один конец пружи
ны закреплен внеподвижной точке О. Чему равны функции и(хр) 

и й(х, Q, Пр, Х) для этой силы Р? 

8.3. Даны два твердых тела. Тензор вращения для первого тела равен 

3 

Q1 = L 1 ei 0 Ei. 
i=l 
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Тензор вращения для второго тела равен 

3 

Q2 = L2ei Q9 Ei. 
i=1 

Оси 1 ei вращаются вместе с первым телом, а оси 2ei вращаются вместе со 
вторым телом. 

(а) Докажите, что тензор вращения второго тела относительно первого 
равен 

3 

R = Q2Q[ = L2ei i&l1ei. 
i=1 

Чему равен тензор вращения первого тела относительно второго? 

(Ь) Докажите, что вектор угловой скорости второго тела относительно пер-
вого равен 

В этом выражении фигурирует коротационная производпая относи

тельно тензора Q1, которая по определению равна 

о . 
а =а- "-'1 ха. 

(с) Пусть для параметризации тензора Q 1 используется система 3-2-1 уг
лов Эйлера, а для параметризации тензора R- система 1-3-1 углов 
Эйлера. Докажите, что векторы угловой скорости для двух тел, а так

же вектор их относительной угловой скорости равны 

"-'1 = ,.;/Е3 + 1'2 1е~ + 1'\е1, 
. 1 . 2 1 • 3 . 1Е . 2 1 • 3 

"-'2 = v 1 е1 + v 2е3 + v 2е1 + 'У 3 + 'У 1 е2 + 'У 1 е1, 
- ·1 . 2 1 • 3 (.r)=ZJ1e1+v2e3 +v2e1· 

(d) Пусть на вращение второго тела относительно первого тела наклады-
вается связь, такая что 

(;; = zi2 2e~. 
Какое шарнирное соединение реализует эту связь? Напишите выраже

ния для моментов связи, действующих на оба тела. 
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8.4. На рис. 8.12 изображен китайский волчок, представляющий со
бой осесимметричное тело. Одна из поверхностей волчка может прибли

женно рассматриваться как сферическая поверхность с радиусом R, а дру
гая - как цилиндрическая поверхность с радиусом r. Волчок спроекти
рован таким образом, чтобы его центр масс Х располагался ниже центра 
сферы. Как следствие, волчок может поворачиваться на 180° (рис. 8.13)12

. 

р 

Рис. 8.12. Китайский волчок, движущийся по шероховатой горизонтальной плоско
сти 

Через Р обозначена мгновенная точка контакта между сферической 

частью волчка и горизонтальной плоскостью. Радиусы-векторы точек Р 

и А относительно центра масс Х равны 

Хр - х = -RЕз + lез, ХА - х = hез. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера, получите выражения для UJi = 

= (.o)·ei и Пi = (.o)·Ei. При каких пространствеиных положениях волчка 

углы Эйлера принимают вырожденные значения? 

(Ь) Докажите, что скорости проскальзывания в точке Р китайского волчка 

равны 

Vsl = ±1- П2(R -l cos(B)) + Пз(l sin(B) соs(ф)), 

Vs2 = ±2 + П1(R -l cos(B)) + Пз(l sin(B) sin(ф)), 

где Vp = VslEl + Vs2E2 и v = l:~=l XkEk. 

(с) Допустим, что волчок скользит. Напишите выражения для реакции свя

зи F с и момента связи Мс, обусловливающих связь скольжения. 

12 Динамику китайского волчка исследовали многие авгоры, например авгоры работ [20, 154, 
156, 177, 202, 219]. В перечисленных статьях подчеркивается немаловажная роль фрикцион
ных сил, действующих в точке контакта. 
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Рис. 8.13. Два устойчивых движения волчка: вертикальное положение, в котором 
ез = Ез, и обратное положение, в котором ез = -Ез 

(d) Допустим, что китайский волчок катится. Напишите выражения для 
реакции связи F с и момента связи Мс, обусловливающих связь каче
ния. 

(е) Пользуясь уравнениями (8.13), докажите, что две из трех связей, кото
рым подчиняется катящийся волчок, являются неинтегрируемыми. 

8.5. Рассмотрите механическую систему, изображенную на рис. 8.14. 
Она состоит из твердого тела массы m, свободно вращающегося вокруг 
неподвижной точки О. Соединение в точке О таково, что тело не вращается 

вокруг своей продольной оси. На тело действует вертикальная сила тяжести 

mgE1 . Тензор инерции тела относительно его центра масс С равен 

Радиус-вектор центра масс Х тела относительно точки О равен L0 e 1 . 

Параметризуем тензор вращения тела в системе 1-3-1 углов Эйлера: 
ю = Е1, g 2 = е; и gз = е1 . Вектор угловой скорости выражается через 
эти углы следующим образом: 

(.J) = фЕ1 + Ве~ + фе1 = 

= (ф + фcos(B))el + (Bsin('Ф)- фsin(B) соs('Ф))е2 + 
+ (Всоs('Ф) + фsin(B) sin('Ф))e3 . 

(а) При каких пространствеиных положениях тела углы Эйлера принима

ют вырожденные значения? 

(Ь) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энергий 

свободного твердого тела. 
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е 

Рис. 8.14. Задача о маятнике 

(с) Докажите, что движение твердого тела подчинятся четырем связям: 

. 3 
'ljJ = UJ • g =О, v- UJ х (L0e1 ) =О. 

( d) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энергий 
неевободного твердого тела. 

8.6. На рис. 8.15 показано осесимметричное твердое тело, свободно 
вращающееся вокруг неподвижной точки О. Тензор инерции тела массы т 

равен: 

J = Ла ез ® ез + Лt (1 - ез ® ез). 

Радиус-вектор центра масс этого тела относительно точки О равен 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера, докажите, что вектор угловой 
скоростиw равен 

UJ = Ое~ + ~ sin( В)е~ + ( ф + ~ cos( В) )е~. 

(Ь) Докажите, что кинетический момент Н равен 

Н= ЛtfJe~ + Лt~sin(B)e~ + Ла(ф + ~cos(B))e3 . 

(с) Докажите, что кинетический момент центра масс относительно точ

ки О равен 
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El 

Рис. 8.15. Твердое тело, свободно вращающееся вокруг неподвижной точки О. Тен

зор вращения Q для этого тела параметризуется в системе 3-1-3 углов Эйлера 

где (J.Ji =(А)· ei. Чему равен кинетический момент твердого тела отно
сительно точки О? 

( d) Докажите, что кинетическая энергия Т равна 

(е) На твердое тело действует консервативный момент, обусловленный 

действием пружины кручения. Как следствие, полная потенциальная 

энергия тела равна: 

и = mgx · Ез + ~ 'ljJ2
, 

где К - жесткость торсионной пружины. Чему равны консервативная 

сила Fкон. и консервативный момент Мкон .• действующие на тело? 

8.7. Вспомните пример Циглера, в котором постоянный момент МЕ3 
не являлся консервативным. Выберите систему углов Эйлера { ')' 1 , ')'2 , "Уз} 
и докажите, что не существует функции потенциальной энергии и, такой 

что МЕ = - "'з дИ gi 13 
3 6z=l д"'(' . 

8.8. Пусть один конец пружины постоянной жесткости К и собствен

ной длины L0 крепится к твердому телу в точке А, а другой конец пружины 

13В [160] есть одно из решений этой задачи. 
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закреплен в неподвижной точке О. Радиус-вектор точки А относительно 

центра масс тела равен 

7rA = Rез. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что 

ХА= (х1 + Rsin(B) sin(ф))E1 + (х2- Rsin(B) соs(ф))Е2 + 
+ (хз + Rcos(B))Eз. 

В этом уравнении х = L:~=l xkEk. 

(Ь) Пользуясь системой 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что потенциальная 
энергияпружиныравна 

где 

и= (х1 + Rsin(B) sin(ф)) 2 + (х2- Rsin(B) соs(ф)) 2 + 

+ (хз + Rcos(B))2. 

(с) Опишите два равнозначных метода расчета консервативной силы F кон. 
и консервативного момента Мкон .• обусловленных пружиной. 

8.9. Рассмотрим случай катящегося диска, описанный в подразде

ле 8.6.3, и связи (8.21), накладывающиеся на его движение. Требуется дока
зать, используя теорему Фробениуса, что эта система связей является неин

тегрируемой. 

Сперва определим семь переменных: 

И1 =хl, И2 =х2, И3 =хз, 

И4 = ф, И5 = ф, И6 =е, И7 = t. 

(а) По формуле (8.15) рассчитайте матрицу W размерности 3 х 7. Найдите 
векторы а1 , ... , ~. образующие ядро этой матрицы. Вы обнаружите, 

что один из векторов равен: 
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(Ь) По формуле (8.15) рассчитайте три кососимметрические матрицы 

S 1 , S 2 и S3 размерностью 7 х 7 каждая. Эти матрицы соответствуют 
связям 1r1, 1r2 и 7Гз соответственно. Вы увидите, что они имеют, самое 
большее, по два иенулевых элемента. 

(с) Пользуясь результатами из пунктов (а) и (Ь), докажите, что из теоремы 

Фробениуса следует наложение неинтегрируемых связей на катящийся 

диск. Поясните, как с помощью этого результата доказать, что сколь

зящий диск подчиняется интегрируемой связи. 

( d) Пусть на катящийся диск накладываются две дополнительные инте
грируемые связи: 

xz = O,'lj; =О. 

Это значит, что диск катится вертикально вверх по прямой. Рассчитай

те матрицу W размерности 5 х 7 и докажите, что ее ядро натянуто на 
векторы а1 и а2 , равные 

а1 =[0000001(, 
az = [-R О О 1 О О О] т . 

Кроме того, докажите, что кососимметрические матрицы S4 и S 5 , соот
ветствующие дополнительным связям, равны нулю. Наконец, по теоре

ме Фробениуса докажите, что семейство связей 1r1 = О, 1r2 = О, 7Гз = О, 
xz = О и ф = О является интегрируемым. 

8.10. На рис. 8.16 схематично изображена размалывающая машина 
Гриффина14 • Зерно, которое необходимо перемолоть, помещается в бун
кер. По внутренней стенке бункера катится без скольжения жернов. Он 

порождает достаточно большую нормальную силу, которая давит на зерно. 

Жернов приводится в действие двумя карданными валами. Вектор угловой 

скорости вала 1 равен w1 = фЕ3 . Два вала соединяются друг с другом 
в точке И посредством карданного шарнира. Жернов крепится к валу 11 
так, что он может вращаться вокруг оси ез второго вала. Базис { е1 , е2 , ез} 
вращается вместе с жерновом. 

(а) Пользуясь системой 3-1-3 углов Эйлера {'!j;,7Г- 1,ф}, докажите, что 

вектор угловой скорости для жернова равен 

w = ф(sin(ф) sin(1r- 1)е1 + соs(ф) sin(1r- r)ez + cos(1r- 'У)ез)

- ')'(соs(ф)е1- sin(ф)ez) + Фез. 
14Рисунок взят из [8] Р. Н. Арнольда и Л. Модера и из [227] Вебстера. 
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Карданный вал 1 

Карданный шарнир 

Карданный вал 11 

р 

длязерна 

Рис. 8.16. Схема размалывающей машины Гриффина 

При каких пространствеиных положениях жернова углы Эйлера при

нимают вырожденвые значения? Чему равен вектор угловой скорости 

'""п для карданного вала 11 и чему равна угловая скорость жернова от
носительно карданного вала 11? 

(Ь) Радиус-вектор центра масс Х жернова относительно неподвижной точ
ки И равен 

х = Нез. 
Получите выражение для вектора скорости v точки Х. 

(с) Радиус-вектор точки Р мгновенного контакта между жерновом и бун

кером относительно точки Х равен 

(d) 

7rp = -r(cos(ф)e2 + sin(ф)e1). 
С учетом тождества v р = '"" х 1r р + v найдите выражения для состав
ляющих vp · ei. 

Докажите, что если v р = О, то значение 'У постоянно, а скорости вра
щения ~ и ф связаны соотношением: 

. ( н ) . ф = cos('Yo)- r sin('Yo) '1/J, 

где 'Уа -постоянное значение угла 'У· 
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Кинетика твердого тела 

9.1. Введение 

В этой главе рассматриваются уравнения движения F = mv и М = 
= ii для твердого тела. Вы узнаете, что, например, компоненты уравнения, 
выражающего закон изменения кинетич~ского момента, на оси коротацион

ного базиса ei, т. е. выражения M·ei = H·ei, дают систему уравнений (9.9), 
называемых уравнениями Эйлера. В следующей главе мы покажем, что вы

ражения М · gi = ii · gi дают уравнения Лагранжа. 
После того как мы рассмотрим уравнения движения, вкратце остано

вимся на теореме об изменении кинетической энергии и покажем, как по

лучить формулу сохранения энергии для твердого тела. После этого перей

дем к обсуждению конкретных примеров. В частности, изучим динамику 

тела, вращающегося вокруг неподвижной точки, безмоментное движение 

твердого тела, катящиеся и скользящие сферы, а также динамику бейсболь

ных и футбольных мячей. В задачах в конце главы будет рассмотрено еще 

несколько примеров. Тем не менее наши рассуждения, касающиеся реше

ния конкретных задач, нельзя назвать исчерпывающими. В конце главы мы 

поговорим о нюансах решения ряда интересных задач, моделируемых с по

мощью одного твердого тела. 

9.2. Уравнения движения твердого тела 

Законы Эйлера для твердого тела можно рассматривать как обобщения 

второго закона Ньютона для материальной точки. Речь идет о двух зако

нах, или постулатах: о производной количества движения и производной 

кинетического момента: 

G = F, Но = Мо, (9.1) 

где Но - кинетический момент твердого тела относительно неподвиж

ной точки О, а Мо- результирующий момент внешних сил относительно 
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точки О. Трусделл [216, 217] утверждает, что эти законы рассматривают
ся в нескольких работах Эйлера, посвященных динамике твердого тела, 

а в статье [56], которую Эйлер написал в 1776 году, эти законы даются 
в окончательной форме1 • 

Во многих случаях производную кинетического момента удобно запи

сывать в альтернативной форме. Получим ее, исходя из тождества 

Но =Н+хх G. 

Продифференцируем его и, используя теорему об изменении количества 

движения, получим: 

Но = Н + v х G + х х G = 

= Н+х х F. 

С учетом теоремы об изменении кинетического момента (уравнения Но = 
= Мо) находим: 

Мо = Но = Н + х х F. 

С другой стороны, суммарный момент сил относительно неподвижной точ

ки О (М о) и суммарный момент сил относительно центра масс х (М) 

связаны соотношением2 

Мо = М+х х F. 

Следовательно, 

М=Н. 

Это выражение называется теоремой об изменении кинетического момен

та относительно центра масс х. В такой форме теорема об изменении ис

пользуется при решении многих задач, в которых твердое тело не имеет 

фиксированной точки О. 

Уравнения движения твердого тела называются законами Эйлера. Эти 

законы можно записать в виде одной и двух эквивалентных систем урав

нений. В первом случае производпая кинетического момента записывается 

относительно неподвижной точки 0: 

G = F, Но = Мо. (9.2) 

1 В работах [135, 230] есть дополнительные замечания, касающиеся этих законов. Более 
подробно о предварении равноденствий, упомянутом в [230], читайте в работе Хестенса [93]. 

2Это соотношение очевидно из раздела 8.5, в котором речь шла о системе сил и моментов 
сил, действующих на твердое тело. 
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Во втором случае производпая кинетического момента записывается отно

сительно центра масс х: 

(9.3) 

Заметим, что 

G = mv, Н= Jw, Но = Jw + х х mv. 

Точка О совпадает с началом системы координат, используемой для зада

ниях. 

Чтобы описать движение твердого тела, достаточно рассчитать х( t) 
и Q(t). Для этого необходимо дополнить уравнения (9.2) и (9.3) данными 
о координатной системе, в которой параметризуется вектор х и тензор Q. 

9.3. Работа и сохранение энергии 

Теорема об изменении кинетической энергии для твердого тела гласит, 

что скорость изменения кинетической энергии равна механической мощно

сти внешних сил и моментов сил, действующих на тело. Существуют две 

эквивалентные формулировки этой теоремы: 

T=F·v+M·w= 
N 

= L F к . vк + Мр . "-'· 
K=l 

(9.4) 

Вторая форма особенно полезна тогда, когда надо доказать инвариантность 

энергии в конкретной задаче. Докажем эту теорему и рассмотрим закон 

сохранения энергии. 

Доказательство теоремы об изменении кинетической энерrии 

Трудность доказательства этой теоремы кроется в определении кине

тического момента Н = Jw. Чтобы преодолеть трудность, докажем сначала 
равенство 

(9.5) 

Возьмем более ранний результат j = f!J -Jf! и с учетом тождества nт w = 
= -w х w = О получим: 

(jw) ·w = ((f!J- Jn)w) · w = 
= (f!Jw) · w- (J(w х w)) · w = 



9.3. РАБОТА И СОХРАНЕНИЕ ЭНЕРГИИ 333 

= JLA.I • (nт LA.I) + (J(O)). (А)= 

=0. 

Далее, поскольку j LA.I • LA.I = О, находим: 

н. (А)= ( J~) . (А)= (Jw). (А)= (JLA.I). w. (9.6) 

На последнем шаге мы учли симметричность тензора J. Из (9.6) заключа-
ем: 

н. (А)= н. w, (9.7) 

чем мы тут же и воспользуемся. 

Чтобы доказать теорему об изменении кинетической энергии (9.4), 
вспомним разложение Кёнига для кинетической энергии Т твердого тела: 

Т= ~mv · v + ~(JLA.~) ·(А). 

Дифференцируя Т и применяя формулы (9.5) и (9.7), находим: 

. . 1 . 
Т= G · v + 2 (н · LA.1 + (JLA.~) · w) = 

= G. v +н. (А). 

С учетом теоремы об изменении количества движения и кинетического мо

мента теорема об изменении кинетической энергии в форме (9.4) 1 сводится 

к виду: 

Т = F · v +М · LA.I. 

Чтобы доказать эту же теорему в альтернативной форме (9.4)2, рас
смотрим систему N сил Fк, действующих на N материальных точек Хк 
твердого тела, и главный момент сил Mv, действующий на тело. Для опи
санной системы сил и моментов справедливы формулы: 

М= Сt1(хк -х) х Fк) +Mv. 

Применяя равенство vк = v + LA.I х (хк - х) и осуществляя ряд преобра

зований,получаем: 

N 

F · v +М· LA.I = Mv · LA.I + L Fк · vк. 
K=l 

Правая часть этого выражения входит в альтернативную формулировку тео

ремы об изменении кинетической энергии (9.4)2. 



334 ГЛАВА 9 

Сохранениеэнергии 

В рамках большинства задач на динамику твердого тела, в которых 

не присутствует динамическое трение, полная энергия Е тела - величина 

постоянная. Для доказательства допустим, что к телу пряложены равно
действующая консервативная сила F кон. и консервативный момент (относи
тельно центра масс) Мкон .• которым соответствует потенциальная энергия 
и= И(х,Q): 

F - _дИ М кон. - дх, кон.= -uq. 

Кроме того, допустим, что на движение тела накладывается R связей вида 

Lf · v + Lh · (./,) + Le =О (L = 1, ... , R). 

Реакция связи и момент связи в представлении Лагранжа равны: 

R R 

Fc = L f.tL(Lf), Мс = L f.lL(Lh). 
L=l L=l 

Наконец, предположим, что все силы и моменты, действующие на тело, 
являются консервативными. 

Проанализируем теорему об изменении кинетической энергии для 

твердого тела в форме (9.4) 1 : 

T=F·v+M·(./,)= 
= F с · V + Мс · (.1.) + F кон. · V + Мкон. · (.1.). 

С другой стороны, 

Следовательно, 
R 

Т= -U- L f.lL(Le). 
L=l 

. R 
Это значит, что Е= О, где Е= Т+ И, если L:;L=l f.lL(Le) =О. 
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Итак, полная энергия Е не изменяется тогда, когда Le = О, ... , не = О, 
а реакции и моменты связей задаются в представлении Лагранжа. Такая 
ситуация характерна для большинства задач на динамику твердого тела, 
имеющих аналитическое решение. Чуть позже мы рассмотрим несколько 
конкретных примеров. 

9.4. Другие выражения для теоремы об изменении 
кинетического момента 

Уравнение теоремы об изменении кинетического момента Н = М яв
ляется одним из интереснейших в механике. Его можно записать в раз
ных компонентных формах, некоторые из которых мы сейчас и рассмотрим. 
Сначала докажем, что оно эквивалентно уравнению 

3 

J = L Wiei + w х Jw = М. 
i=l 

Затем продемонстрируем, как получить знаменитые уравнения Эйлера (9.9) 
при условии, что ei - единичные векторы главных осей инерции J. В каче
стве промежуточного результата напишем соответствующие компонентные 

формы для этих уравнений при условии, что ei не являются единичными 
векторами главных осей инерции J. 

Прямая форма 

Требуется доказать, что уравнение Н = М эквивалентно выражению: 

Для доказательства проанализируем производные r;., и j. 
В первую очередь вспомним, что 

H=J·w. 

Возьмем производную от этого выражения и найдем: 

H=jw+Jr;.,. 

Далее нам понадобится несколько тождеств. В частности, 

3 

а = r;., = :t L '"-~iei = 
i=l 
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3 

= L::wiei +t..J х 
i=l 

3 

= L::wiei 
i=l 

j = ПJ + JПт, jt..J = ПJt..J- JПt..J = t..J х Jt..J. 

Применяя эти тождества, находим: 

ii = jt..) + Jw = (.,) х Jt..J + Jw = 
3 

= J L wiei + t..J х Jt..J. 
i=l 

Обобщая, приходим к выводу, что ii = М эквивалентно уравнению 

3 

JL::wiei +t..J х Jt..J =М. 
i=l 

В такой форме теорема об изменении кинетического момента особенно по

лезна тогда, когда J- постоянный тензор (например, при решении задач 

на движение твердых сфер или твердых кубов). Кроме того, на его основе 

строят выражения при сохранении Н. 

Мимоходом заметим, что выражение а= I:~=l wiei предполагает сле
дующее: чтобы значение t..J бьто постоянным, достаточно постоянства зна
чений V.Ji. Векторы ei могут и не быть стационарными. 

Компонентная форма 

Выберем произвольный базис {Е1 , Е2 , Е3 } пространства JE3 и запи
шем выражения для тензоров инерций J 0 и J: 

3 3 

Jo = LLJikEi ®Ek, 
3 3 

J=LLJikei®ek, 
i=l k=l i=l k=l 

где ei = QEi. Следовательно, 

3 3 

н = Jt..J = L:: L:: JikVJkei. 
i=l k=l 
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Дифференцируя Н, находим 

Н= J~ = t, t, Jikwkei +"" х (t, t, Jш.vkei). (9.8) 

Если приравнять это выражение к М, то получим уравнение Н= М в ком
понентной форме. Однако, за исключением тех случаев, когда выражение 

для r.,; имеет простой вид, применять эту компонентную форму не удобно. 
Уравнение (9.8) применяется, к примеру, в задачах нанесбалансированные 
роторы, в рамках которых r.,; = ВЕз и J1з -1- О и/или J2з -1- 03

• В случаях без 
неподвижной оси вращения для главных осей инерции J 0 целесообразно 

использовать базис {Е1, Е2, Ез}. 

Случай с главными осями инерции 

Если выбрать Ei в качестве главных осей инерции J 0 , то выражение 

для тензора примет знакомый вид: 

3 

Jo = LЛiEi Q9 Ei, 
i=l 

где Ai - осевые моменты инерции. Векторы Ei называют главными осями 
тела в его начальной конфигурации. 

Определяя ei = QEi, приходим к выводу, что тензор инерции J 
= QJ0Qт равен J = :L~=l >чеi Q9 ei. Следовательно, 

3 

Н = Jr.,; = L Ai"-'iei. 
i=l 

Вычисляя производную Н, находим: 

H=J~+r.,; xJr.,; = 

3 

= L Лiwiei + (Л2- Л1)"-'1"-'2ез + (Л1 - Лз)"-'1"-'зе2 + (Лз- Л2)"-'з"-'2е1. 
i=l 

3Пример такой системы описывается в [!59, глава 9, раздел 7]. 
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Итак, компонентные формы уравнения ii = М имеют вид: 

Л1~1 + (Лз- Л2)wзw2 =М· е1, 

Л2~2 + (Л1 - Лз)wзwl =М· е2, 

Лз~з + (Л2 - Л1)w1w2 =М· е2. 

(9.9) 

Эти уравнения называются эйлеровыми. Они представляют из себя три 
обыкновенных дифференциальных уравнения первого порядка относитель
но UJi. 

Чтобы найти тензор вращения Q, необходимо дополнить уравне
ния (9.9) тремя обыкновенными дифференциальными уравнениями пер
вого порядка, связывающими (А) с Q: 

Если, например, тензор Q параметризуется в системе 3-2-1 углов Эйлера, 
то этими дифференциальными уравнениями будут: 

[~] [О sin(ф) sec(O) соs(ф) sec(O)] [w1] 
О О соs(ф) - sin(ф) w2 . 
ф 1 sin(ф) tg(O) соs(ф) tg(O) wз 

(9.10) 

Напомним, что система 3-2-1 углов Эйлера рассматривалась нами в подраз
деле 6.8.1. Дифференциальные уравнения ( 9.10) можно получить исходя из 
наших рассуждений в этом подразделе. 

9.5. Безмоментное движение твердого тела 

Безмоментное движение твердого тела протекает при М 
описывается решениями уравнений движения 

О. Оно 

для х и Q. Как правило, исследователи концентрируют внимание исключи
тельно на сохранении кинетического момента и определении Q. Аналити
ческое решение для Q впервые получил Карл Якоби (1804-1851) в 1849 го
ду4. Несмотря на это, традиционным считается исследование (A)(t). Еще 

4Решение Якоби подробно рассматривается в работе Уитrекера [228, раздел 69] и работе 
Ландау и Лифшица [125, раздел 37]. 
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одно гениальное решение этой задачи было предложено Пуансо в 1834 го
ду (172]5 . 

Выражения для составляющих UJi = w · ei вектора угловой скорости 
находятся из трех уравнений Н· ei =О (см. (9.9)): 

Л1w1 +(.Аз - Л2)wзw2 = О, 

Л2w2 + (>.1 - Лз)wзwl =О, 

Лзwз + (>.2- Л1)w1w2 =О. 

(9.11) 

Легко видеть, что из этих уравнений следует инвариантность кинетической 

энергии вращения Твр. = ~Н · w и вектора кинетического момента Н. 
Из нескольких возможных случаев достаточно рассмотреть три: 

• симметричное тело: >.1 = Л2 =.Аз; 

• осесимметричное тело: >.1 = Л2 =J: .Аз; 

• асимметричное тело: >.1 < Л2 <.Аз. 

Осесимметричное тело, для которого Л1 < .Аз, называется сплюсну

тым. В случае >.1 = Л2 > .Аз тело называется вытянутым. Для асиммет

ричного тела ось е1 называется малой главной осью инерции, ось е2 -

промежуточной главной осью инерции, а ось ез - большой главной осью 

инерции. Рассмотрим подробнее каждый из случаев и решения wi(t). 

Симметричное тело 

Для симметричного тела уравнения (9.11) сводятся к виду Wi = О. 

То есть составляющие вектора w постоянны. Поскольку~ = L:;~=l Wkek, 

вектор w постоянен. Если положить Q(t0 ) = I, то ось вращения q тела 
будет фиксированной6 , и значит, мы можем найти 

Q(t) = cos(v)(I- q 0 q)- sin(v)щ + q 0 q, 

где ось вращения и угол вращения равны 

w(to) 
q = llw(to)ll' v = llw(to)li(t- to) 

и w(t) = w(to). 
5 Решение Пуансо анализируется во многих учебниках, например в работах Марсдена и Ра

тиу [138] иРауса [184]. 
6Возможны и другие варианты для Q(to), которые, однако, не гарантируют постоянства 

оси вращения q для тензора Q. 
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Для симметричного тела все оси являются главными. Следовательно, 

такое тело можно построить вращением вокруг любой оси с постоянной 

скоростью. Чуть позже мы придем к аналогичным результатам для осесим

метричного и асимметричного тел. 

Осесимметричное тело 

Для осесимметричного тела удобно определить >ч = Л1 = Л2 и Ла = 
= Лз. Управляющие уравнения для составляющих угловой скорости (9.11) 
сводятся к виду 

где f2 = ~з(tо)- константа, а 

w1 = ktf2~2, 
w2 = -ktf"l~l, 
~3 = п, 

(9.12) 

Дифференциальные уравнения (9.12) имеют простое аналитическое реше
ние: 

[~l(t)] _ [ cos(ktЩt- to)) sin(ktЩt- to))] [~1 (to)J 
~2(t) - - sin(ktЩt- ta)) cos(ktЩt- to)) ~2(to) · 

Итак, мы рассчитали ~i(t). 

(9.13) 

Остановимся на нескольких частных случаях. Во-первых, заметим, что 

тело можно вращать с постоянной скоростью либо вокруг оси е3 , либо во

круг любой оси в плоскости е1- е2 . Все эти оси являются главными осями 
тела. Значит, движение тела можно построить в виде вращения с постоян

ной скоростью вокруг главной оси. 

Интересной особенностью осесимметричного тела является то, что со

ставляющая вектора (А) по оси симметрии е3 всегда постоянна. Это утвер
ждение верно даже в том случае, когда функция e 3 (t) достаточно сложна. 
Объяснением служит инвариантность кинетического момента Н· е3 . Инва

риантность составляющей ~3 ( t) является ключом к решению многих задач 
динамики твердого тела, а также широко используется в проектировании 

маховиков. 

Асимметричное тело 

Если тело асимметрично, то его осевые моменты инерции отличны 

друг от друга. Если заново проанализировать уравнения (9.11) для этого 
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случая, то мы увидим, что если все, кроме одной, составляющие v.Ji равны 
нулю, то иенулевая составляющая всегда будет постоянной. К примеру, ес

ли UJ2 = О и v.Jз = О, то составляющая UJ1 может иметь любое значение, ин

вариантное для уравнений движения. Следовательно, тело можно вращать 

с постоянной скоростью вокруг главной оси при отсутствии приложеиного 

момента сил М. Как и в двух предыдущих случаях, движение тела можно 

построить в виде вращения с постоянной скоростью вокруг главной оси. 

Импульсная сфера 

Чтобы наглядно изобразить решения уравнений (9.11), воспользуемся 
графическим методом, который был разработан в середине 19-го века. В ос

нове метода лежат два факта: решения v.Ji(t) уравнений (9.11) оставляют 
неизменными величину вектора Н и кинетическую энергию вращения Твр .. 

Следовательно, решения 

лежат на пересечении поверхностей h = h0 и Твр. =Тв, где 

h2 = hi + h~ + h~, 
hi h~ h5 

Твр. = 2.>.1 + 2.>.2 + 2Лз ' 

а значения ho и Тв определяются из начальных условий v.Ji(to). 
Поверхность h = ho в трехмерном пространстве h1 - h2 - hз соот

ветствует сфере и называется импульсной сферой. Поверхность Твр. = Тв 
в трехмерном пространстве h1 - h2 - hз соответствует эллипсоиду и на

зывается ЭJUlиnсоидом энергии. Пересечением эллипсоида со сферой будет 

либо дискретный набор точек, либо набор кривых 7 . Эти пересечения яв
ляются траекториями функций hi(t). На 9.1а показавы пересечения для 
осесимметричного тела, а на рис. 9.1 Ь - соответствующие пересечения для 

асимметричного тела8 . Эти рисунки весьма популярны в динамике. 
На рис. 9.1а видно, что эллипсоид энергии имеет ось вращения (в на

шем случае это третья ось). В случае симметричного тела эллипсоид энер

гии вырождается в сферу, которая совпадает с импульсной сферой, из-за 

чего применение графического метода для иллюстрации решений hi(t) 
(и v.Ji(t)) теряет смысл. Однако нам уже известно, что для симметричного 

7Более подробно об этих пересечениях читайте в работе Синга и Гриффита (207). 
8Рисунки нам любезно предоставил весной 2007 года Патрик Кесслер. 
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тела wi(t) = wi(to). Следовательно, любая точка на поверхности импульс
ной сферы соответствует равномерному вращательному движению твердо

го тела. 

Устойчивость и неустойчивость равномерных вращений 

Проанализируем кривые AiWi ( t) на импульсной сфере и сделаем 
кое-какие выводы о характере равномерных вращений твердого тела. Наши 

рассуждения будут носить качественный характер; более детальное иссле

дование этого вопроса можно найти в других учебниках. Устойчивость рав

номерных вращений анализируется, например, в работах Хана [85], Хью
за [97] и Марсдена и Ратиу [138]. 

Из анализа траекторий, изображенных на рис. 9.la, следует, что рав
номерное вращение вокруг оси е3 является устойчивым. Под устойчиво
стью мы понимаем то, что если слегка отклонить вращательное движение 

тела от невозмущенного состояния, то решения hi(t) (или, что эквивалент
но, решения wi(t)) останутся в непосредственной близости от состояния 
(h1(t), h2(t), hз(t)) = (0, О, h38 ), где h38 - значение величины h3, соответ
ствующее равномерному вращению9 . С другой стороны, по рис. 9.1а видно, 
что равномерные вращения вокруг произвольной оси в плоскости е1 - е2 
не удовлетворяют этому условию. Значит, такие равномерные вращения не 

устойчивы. 

Анализ траекторий на рис. 9.1Ь, характерных для асимметричного слу

чая, подтверждает сделанные ранее заключения о возможном существова

нии шести равномерных вращений. Четыре вращения вокруг осей е1 и ез 

являются устойчивыми, тогда как два вращения вокруг оси е2- неустойчи

выми. Таким образом, вращение вокруг промежуточной главной оси инер

ции не устойчиво, а вращения вокруг большой главной (ез) и малой (е1) 

осей инерции устойчивы. 

Ориентация вращательных движений 

Та информация, которую мы извлекаем из импульсной сферы, не дает 

полного описания движения твердого тела. Мы до сих пор ничего не мо

жем сказать о свойствах тензора Q. Чтобы получить необходимую инфор
мацию, можно воспользоваться аналитическими решениями Якоби, речь 

о которых шла ранее, или параметризовать Q с последующим численным 
интегрированием уравнений, связывающих Wi с выбранными параметрами. 
Если, например, тензор Q параметризуется в системе 3-2-1 углов Эйлера, 

9Поскольку hi = >ч"•Ji, результаты, справедливые для hi, можно отнести и к Wi. 
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(а) 

(Ь) 

Рис. 9.1. Траектории составляющих Л;w; на импульсной сфере. Кривые и точки на 

поверхности сферы соответствуют пересечениям импульсной сферы с эллипсоидом 

энергии. На рисунке изображены два отличных друг от друга тела: (а) Л1 = >..2 = 4 

и Лз = 5 и (Ь) Л1 = 2, >..2 = 4 и Лз = 5. Для каждого рисунка справа показа

но безмоментное движение вектора е2, вращающегося одновременно с движением 

параллелепипеда, которое соответствует одной из траекторий на сфере. При постро

ении рисунков были численно проинтегрированы уравнении (9.10) и (9.11) 

то, помимо интегрирования уравнений (9.11), надо проинтегрировать урав
нения (9.10) и найти ф(t), O(t) и 'lj;(t). После этого мы сможем построить 
ei ( t) и визуализировать движение тела. 
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(а) (Ь) 

~(i) 
6 

Рис. 9.2. Безмоментное движение твердого тела: (а) твердое тело и его главные оси, 
(Ь) составляющие wi(t) = w · ei, соответствующие двум разным наборам началь
ных условий: (i) w(O) = О, 5Е2 + 5, ОЕз и (ii) w(O) = 5, ОЕ2 +О, 1Е3 • Рисунки 
построены по результатам численного интегрирования уравнений (9.10) и (9.11) 
при начальных условиях Q(O) = 1 и значениях параметров Л1 = 2, >.2 = 4 и >.3 = 5 

На рис. 9.2, 9.3 и 9.4 показаны результаты для двух примеров чис
ленного интегрирования уравнений (9.10) и (9.11). Первый пример соот
ветствует возмущению равномерного движения твердого тела, вращающе

гося вокруг главных осей. При таком вращении возникает максимальный 

момент инерции. Результирующее поведение векторов wi ( t) соответству
ет траектории (i) на рис. 9.2Ь. Поведение векторов коротационного базиса 
показано на рис. 9.3. Из первого рисунка должно быть очевидно, что воз
мущение равномерного вращения не ведет к существенному отклонению 

векторов ei ( t) от их поведения при равномерном вращении. Проще всего 
визуализировать полученные результаты следующим образом: подбросьте 

вверх книгу с начальным вращением вокруг оси е3 и вы заметите, что, хо

тя книга будет покачиваться, ее мгновенная ось вращения не отклонится 

существенно от начального состояния. 

На рис. 9.4 показано поведение векторов ek(t), соответствующее тра
ектории Wi ( t), проходящей вблизи невозмущенного движения ( w1 , w2 , w3 ) = 
= (0, w0 , 0). Это невозмущенное движение обозначено на рисунке звездоч
кой. На рис. 9.4Ь видно, что вектор ez(t), изначально близкий к вектору Е2 
в момент времени t = О, существенно отклоняется от своего начально

го значения. Такая ситуация противоположна ситуации, изображенной на 

рис. 9.3, и говоритонеустойчивости равномерного безмоментнога движе
ния твердого тела вокруг промежуточной оси инерции. Проще всего про

демонстрировать эту неустойчивость следующим образом: возьмите книгу 

и задайте ей начальную угловую скорость вокруг оси е2 . Вы увидите, что 
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1 

(а) (Ь) 1 

ei·EI 

1 1 
1 

(с) 

-1 1 ез 

о 

1 

Рис. 9.3. Результаты моделирования, иллюстрирующие устойчивость равномерного 

вращения твердого тела вокруг главной оси, соответствующей максимальной оси 

инерции. (а) Составляющие Е; вектора e 1 (t), (Ь) составляющие Е; вектора e 2 (t) 
и (с) составляющие Е; вектора ез(t). Эти результаты соответствуют траектории (i) 

на рис. 9.2Ь 

книга будет покачиваться, при этом l.tJ • е2 будет поочередно принимать то 
положительные, то отрицательные значения. Вы, действительно, сможете 

пронаблюдать это движение и сделать так, чтобы книга повернулась на 

180° вокруг оси е1 или е3 . Это крутящее движение было замечено лишь 

недавно и проанализировано в работе Эшбауха и др. [11] 10 • 

10В работе [11] используются две разные системы углов Эйлера, что позволяет избежать 
сингулярностей при параметризации тензоров вращения в углах Эйлера. Для примеров, изоб

раженных на рис. 9.3 и 9.4, использование второй системы углов Эйлера не обязательно. 
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(а) 1 

(Ь) 

-1 
-1 

е2 

е2·Ез 
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Рис. 9.4. Результаты моделирования, иллюстрирующие неустойчивость равномер
ного вращения твердого тела вокруг главной оси, соответствующей промежуточной 

оси инерции. (а) Составляющие Ei вектора e1(t), (Ь) составляющие Ei вектора 
e2(t) и (с) составляющие Ei вектора ез(t). Эти результаты соответствуют траекто
рии (ii) на рис. 9.2Ь 
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9.6. Бейсбольный и футбольный мячи 

Рассмотрим сферу массы т и радиуса R, брошенную в пространство 
с начальной скоростью v(t0 ) и угловой скоростью "'-'(t0 ). Начальная ори
ентация сферы задается тензором Q(t0 ). Требуется описать движение век
торах и рассчитать Q сферы. Как утверждается в статье Тейта [211], еще 
Исаак Ньютон знал о том, что в результате вращения сферы при ее движе

нии в атмосферном воздухе траектория центра сферы искривляется. Из-за 

этого свойства мы наблюдаем необычную динамику во многих видах спор

та, таких как гольф, бейсбол и футбол. Наша цель - проанализировать 

искривление траектории сферы. Будем опираться на материал нескольких 

классических работ, главным образом, на статью Тейта [211]. 

Сила Магиуса 

Ключевая сила, действующая на сферу, называется подъемной силой 

или силой Магиуса (рис. 9.5)11 : 

Fм =тВ""' х v, 

где В - положительная константа. Знак В определяется по уравнению Бер
нулли12. Ясно, что эта сила моделирует взаимодействие вращения с ли
нейной скоростью. Недавние исследования, построенные на результатах 

штрафных ударов в футболе, показали, что поле течения может переходить 

от турбулентного к ламинарному, из-за чего траектория полета мяча суще

ственно изменяется (см. Карре и др. [25]). Согласно Айресону [100], для 
нескольких свободных ударов в футболе llvll = 25 м/с и тВ~ 0,15716 кг. 

Помимо силы тяжести и силы Магнуса, на сферу действует сила со

противления, равная 

В этом выражении Cd- коэффициент сопротивления, Р!- плотность жид

кости, в которой движется сфера, а А -- фронтальная площадь сферы, со

прикасающейся с жидкостью: А= 1rR2 . 

11 Она была названа так в честь немецкоm ученоm Генриха Густава Магиуса (1802-1870) 
в 1851 mду (см. [133, 134]) 

12Уравнение Бернулли применяется к течению невязкой жидкости и гласит, что сумма дав
ления р и величины ~ р f U2 постоянна. Здесь И обозначает скорость движения жидкости, 
а PJ- плотность жидкости. 
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Fм Fм 

Рис. 9.5. Сфера, центр масс которой движется вправо с вектором скорости v. Когда 
мяч вращается по часовой стрелке, скорость воздуха, движущегося поверх мяча, 

оказывается меньше скорости воздуха, соприкасающегося с нижней поверхностью 

мяча. Из уравнения Бернулли следует, что давление на верхушку мяча больше дав

ления на нижнюю часть мяча, в результате чего возникает направленная вниз си

ла F м. Когда мяч вращается против часовой стрелки, сила Магиуса направлена 
вверх 

Уравнения движения 

Для рассматриваемой системы М= О и Н= 2"'r,R2 

VJ, откуда заключа-
ем, что VJ постоянна: 

VJ(t) = VJ(to). 

Иначе говоря, угловая скорость сферы не изменяется. Как и в случае сим

метричного тела, можно легко рассчитать тензор вращения сферы, если 

положить, что Q(t0 ) = 1: 

Q(t) = cos(v)(I- q ® q) - sin(v)eq + q ® q, 

где единичный вектор оси и угол вращения равны 

Чуть позже мы увидим, что решение этой задачи о движении центра масс 

сферы вовсе не тривиально. 

Пусть тензор вращения Q = L:%=1 ek ® Ek для твердого тела пара
метризуется в системе 3-1-3 углов Эйлера (см. подраздел 6.8.2). Векторы 
базиса Эйлера при этом равны 

cos( ф) sin( В) 
- sin(ф) 

о 

cos( В)] [е1] 
О е2 = 
1 е3 
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= [ соs~ф) sin~ф) 6 ] [~~]. (9.14) 
sin( 8) sin( ф) - sin( 8) cos( ф) cos( 8) Е3 

Далее, на углы Эйлера накладываются ограничения: ф Е [О, 2п), 8 Е (0, п) 
и 'lj; Е [0, 2п). Используя эти углы Эйлера, получаем 

w = П1Е1 + П2Е2 + ПзЕз = 
= (iJcos('lj;) + Фsin(8) sin('lj;))E1 + (iJsin('lj;)- фsin(8) cos('lj;))E2+ 

+ (~ + фсоs(8))Ез. 

Если задать радиус-вектор центра масс в декартовых координатах (х · Ei = 

= Xi), ТО ПОЛУЧИМ 

Из предыдущих рассуждений, касающихся теоремы об изменении кинети

ческого момента, мы знаем, что составляющие Пi постоянны. 

Из теоремы об изменении количества движения для сферы строится 

уравнение движения центра масс. Рассчитывая в декартовых координатах 

F = G, находим 

mx1 = (Fv + Fм) · Е1, 
mx2 = (F D + F м) . Е2' 
m:Тз = -mg + (Fv + Fм) · Ез. 

Пренебрегая силой сопротивления и применяя (9.15), получаем три диф
ференциальных уравнения для Xi ( t): 

mx1 = mВ(±зП2 - ±2Пз), 

mx2 = mВ(±1Пз - ±зП1), 

m:Тз = mВ(±2П1 - х1П2) - mg. 

(9.16) 

В общем случае эти уравнения численно интегрируют и находят x(t). 

Траектория мяча 

Рассмотрим простой случай, в котором w(t0 ) = П10Е1 . Из предыду

щих рассуждений известно, что для твердого тела вектор w постоянен. Сле-
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довательно, уравнения (9.16) сводятся к виду: 

mxl =о, 

mx2 = -тВхзП10, 

mхз = mВх2П1о - mg. 

Если допустить, что ВП1о =1- О, то решением этих дифференциальных урав
нений будет: 

где 

[

t- to 
А= О 

о 

о 
sin(Bfl1o(t-to)) 

Bfl1o 
l-cos(Brl1o (t-to )) 

вn1о 

(9.17) 

_ l-cos(1nlo(t-t0 ))] 

Bfl1o · 
sin(Bf!lo(t-to)) 

вn1о 

По уравнению (9.17) можно определить траекторию движения центра масс 
сферы. Обратите внимание на два важных свойства: спин П1о оказывает 
влияние на скорость ±2 сферы и, кроме того, изменяет положение сферы 
и скорость по вертикали. Сравним формулу (9.17) с соответствующим вы
ражением, в котором отсутствует сила Магнуса. В последнем случае траек

тория центра масс является параболической: 

[

xl(t)- x1(to)] [(t- to)±l(to)] [ О ] 
x2(t)- x2(to) = (t- ta)x2(to) - О . 
хз(t)- хз(tо) (t- to)±з(to) ~(t- to? 

На рис. 9.6 показаны примеры траекторий точки, выпущенной из начала ко
ординат. При малых значениях ВП10 траектория существенно отличается 
от той, которая рассчитывается при отсутствии силы Магнуса: спин (П 10 ) 
в одном направлении приведет к тому, что мяч «поднимется», а когда на

правление спина изменится на противоположное, то мяч «опустится». При 

больших значениях IBП1ol траектории начинают носить нефизический ха
рактер: либо появляется точка заострения, либо знак производной ±3 меня
ется на противоположный13 . Таким образом, представления силы Магиуса 
применямы не ко всем физическим ситуациям. 

13На рис. 4 в [21 !] видно, что движения такого типа обнаруживаются и в соответствующем 
анализе Тейта. 
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Мы упростили построение уравнений движения в этой задаче за счет 

того, что момент тензора инерции для сферы имеет простой вид. Интерес

но сравнить полет мяча в нашей модели ·с полетом игрушечной летающей 

тарелки. Уравнения движения летающей тарелки формулируются, к приме

ру, в работах [95, 97]; подъемная сила и сила сопротивления, действующие 
на летающую тарелку, найдены по результатам экспериментов. 

15 

-20 

30 

(iv) 

Рис. 9.6. Траектории движения центра масс сферы, выпущенной из начала коорди

нат с начальной скоростью v(to) = 10(Е2 + Ез) и начальной угловой скоростью 
""(to) = П1оЕ1. Траектории соответствуют разным значениям ВП1о: (i)ВП1о = 
= -0,5, (ii) ВП10 = -0,2, (iii) ВП1о = 0,0, (iv) ВП1о = 0,2, (v) ВП1о = 0,5 и (vi) 
ВП10 = 1,0. Все траектории построены для значений периода в 4 с и g = 9,81 м/с/с 

9.7. Движение твердого тела с одной закрепленной точкой 

Задача о движении тела, свободно вращающегося вокруг неподвиж

ной точки О, которая также является материальной точкой тела, занимает 

важное место в истории механики. На рис. 9.7 изображен пример такого 
тела. Аналогичные системы встречаются в маятниках часов и некоторых 

вращающихся волчках. В этих системах на движение тела накладываются 

три связи. Эти связи реализуются реакциями, действующими в точке О, 

и определяются из закона F = та. Еще один закон изменения, Мо = 
= Но, имеет необычную форму и позволяет найти тензор вращения Q для 
твердого тела. 
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Рис. 9.7. Пример твердого тела, свободно вращающегося вокруг неподвижной точ
ки О, которая также является материальной точкой тела. В этом примере х- хо = 
= he3 , где h- постоянная. Кроме того, на тело действуют консервативные силы со 

стороны пружины постоянной жесткости и Земли 

Кинематика 

Материальная точка О рассматриваемого тела совпадает с началом ко

ординат: хо = О. Пусть радиус-вектор центра масс относительно точки О 
равен 

х- ха= L1e1 + L2e2 + Lзез, 
где Li - постоянные. Дифференцируя это уравнение по времени, получаем 

(9.18) 

С помощью этого выражения можно выразить кинетический момент Но 

через тензор инерции J0 тела относительно точки О и построить удобное 
выражение для кинетической энергии Т тела. 

Сначала запишем выражение для Но, зависящее от Н и G: 

Но =Н+хх G= 
= J..., + m(L1e1 + L2e2 + Lзез) х ("'-' х (L1e1 + L2e2 + Lзез)) = 
= Jo...,. (9.19) 

На последнем шаге мы воспользовались тождеством а х (Ь х с) = (а· с) Ь
-(а· Ь)с14 . Тензор инерции J0 , фигурирующий в (9.19), равен 

J0 = J + m(LI + L~ + L~)I-
14Это тождество мы использовали ранее для того, чтобы получить представление Н = J"" 

(см. (7.20)). 
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Как и следовало ожидать, это выражение согласуется с выражением, кото

рое мы получили бы по теореме об изменении момента инерции при пере

носе оси (см. (7.25)). Исходя из разложения Кенига (7.21) и осуществляя 
ряд стандартных преобразований, приходим к удобному выражению для 

кинетической энергии твердого тела: 

(9.20) 

Промежуточные шаги проработайте самостоятельно. 

Можно доказать, что J0 - положительно определенный симметрич
ный тензор, для которого существует система главных осей. Пусть этими 

осями будут ei, тогда тензор инерции будет равен 

Путем непосредственных иреобразований можно построить выражение, 

связывающее >.f с компонентами тензора J и величинами m, L1 , L2, Lз. 

Реакции и моменты связей 

На движение тела накладываются три (интегрируемые) связи: 

Эти связи возникают в силунеподвижности точки 0: 

(9.21) 

Дифференцируя эти связи, приходим к уравнению (9.18). Если допустить, 
что шарнир в точке О является гладким, то, пользуясь уравнением (9.18) 
и представленнем Лагранжа, мы докажем справедливость формул: 

Здесь F с и Мс эквивалентны силе F с, действующей в точке шарнирного 
соединения О. Напомним, что в подразделе 8.6.1 мы рассматривали ситу
ацию, в которой шарнир в точке О был цилиндрическим. В этом случае 

момент реакции связи Мс имел бы две дополнительные составляющие. 
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Уравнения движения 

Для рассматриваемой задачи удобно поступить следующим образом: 

используя закон F = ma, найти три неизвестные составляющие силы F с. 
после чего, применяя закон Мо = Н0 , построить уравнения движения 
тела. 

Закон изменения Мо = Но можно записать в компонентной форме, 
используя базис ei. Напомним, что в качестве этого базиса мы выбрали 
оси, параллельные главным осям тензора инерции J0 , поэтому искомыми 
уравнениями будут: 

Лfw1 +(Л~- Л~)wзw2 = Мо · е1, 

Л~w2 + (Лf- Л~)w3w1 = Мо · е2, (9.22) 

Л~wз +(Л~- Лf)wlw2 = Мо · ез. 
Очевидно, что между этими уравнениями и уравнениями Эйлера (9.9) мож
но провести параллели. Действительно, при М0 = О уравнениями движе
ния будут слегка модифицированные уравнения безмоментнаго движения, 
которые мы рассматривали ранее. 

Чтобы рассчитать тензор вращения тела, уравнения (9.22) следует до
полнить уравнениями, связывающими w с Q 15 . Рассчитав тензор вращения, 
можно определить R, исходя из уравнения F = ma, где а = а х х + 
+ w х ("-' х х). 

Уравнения Эйлера-Пуассона 

В случае, когда на тело действует сила тяжести -mgE3 , движение тела 
можно описать уравнениями Эйлера-Пуассона16 • Вместо того, чтобы пара
метризовать Q в системе 3-1-2 углов Эйлера и дополнять уравнения (9.22) 
выражением (7.28), мы поработаем с тремя из девяти компонентов тензо
ра Q. 

На подготовительном этапе запишем в компонентной форме уравнение 

Q = Q!10 . Ясно, что относительно базиса Ei 0 Ek искомым уравнением 
будет 

(9.23) 

15В точной дифференциальной форме эти уравнения приводятся в одном из упражнений 
в конце главы (см. (9.36)). 

16В главе 10 мы рассмотрим третью альтернативу- уравнения движения Лагранжа. 
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Первым подобного рода соотношения для производных по времени от ком

понентов тензора вращения стал использовать Пуассон в начале 19-го ве

ка 17 , поэтому они называются кинематическими соотношениями Пуассона. 
Важно отметить, что 

(9.24) 

Поскольку сила тяжести порождает момент, в будущем нам потребуются 

компоненты Ез · ei. 
Обратите внимание, что, дифференцируя уравнение (9.24) и используя 

ТОЖДеСТВО ei = W Х ei, МЫ ПрИШЛИ бы К выражению 
3 

Qзlel + Qз2е2 + Qззез =-L Qзk'-" х ek. 
k=l 

Эти соотношения представляют собой три дифференциальных уравнения 

относительно Qзi, которые эквивалентны уравнениям (9.23). Коэффициен
ты Qзi = ез · Ei часто называют направляющими косинусами вектора ез. 

Уравнениями движения твердого тела являются три уравнения отно

сительно Qзi и уравнение теоремы об изменении кинетического момента 

относительно точки О. Объединим уравнение теоремы об изменении кине

тического момента, полученное Эйлером, с кинемати:ческими: соотношени

ями Пуассона. В компонентной форме уравнения Эйлера-Пуассона имеют 

вид: 

(9.25) 

17 См. раздел 411 в его трактате [173]. 
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Мы учли, что 

3 

Но= :L:>oiei, hOk = Л~r.vk (k = 1, 2, 3). 
i=l 

Более подробно об уравнениях Эйлера-Пуассона (9.25) читайте в работах 
Белецкого [16] и Сударшана и Мукуида [204]. 

Законысохранения 

В рамках рассматриваемой задачи можно воспользоваться представле

ннем (9.20) для кинетической энергии Т и записать теорему об изменении 
кинетической энергии в следующих формах: 

N 

Т=Мо ·(.J = L Fк ·vк+Мр·""· 
K=l 

Если на систему действуют консервативные силы и моменты, то полная 
энергия тела не изменяется в силу того, что реакция связи F с действует 
в точке с нулевой скоростью. Такая ситуация возникает тогда, когда на тело 
действует сила тяжести. 

Если Мо = О, то Но не изменяется. В типичных формулировках этой 
задачи, однако, силу тяжести, действующую на тело, моделируют равной 

-mgE3 . В этом случаеМо -1- О, а момент М0 не имеет составляющей по 
оси Е3 . Легко видеть, что в этом случае инвариантной оказывается величи
на Но· Е3 . Если, помимо всего прочего, тело является осесимметричным 
и Лf = Лrj, то с помощью уравнений (9.22) можно доказать, что величина 
Но · ез инвариантна. 

Задачу о движении осесимметричного тела, для которого М0 = х х 
х ( -mgE3 ), часто называют задачей о симметричном волчке Лагранжа18 • 
При движении такого волчка неизменными остаются величины Е, Но · е3 
и Но · Е3 . Симметричный волчок Лагранжа - одна из самых известных 
механических систем. Лагранж пришел к выводу, что уравнения движения 

волчка имеют аналитические решения 19 . Это заключение чрезвычайно по
лезно, потому как если убрать допущение о симметричности тела (т. е. ис
ключить из модели равенство Лf = Лrj), то аналитические решения будут 

18В разделе 10.8 мы будем рассматривать эту задачу в контексте уравнений движения 
Лагранжа. 

19См. раздел IX.34 второй части <<Аналитической механики» Лагранжа [121]. Одно из ана
литических решений получил Уиттекер [228]. 
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существовать лишь в нескольких частных случаях (см. [128, 228]). Попро
буйте численно проинтегрировать уравнения движения для случая, когда 

Мо = х х ( -mgEз) и значения л? отличны друг ОТ друга. 

Сфера массы т и радиуса R 
о 

Наклонная плоскость 

Рис. 9.8. Движение сферы по наклонной плоскости. Угол наклона плоскости ра
вен {3, а сила тяжести, действующая на тело, равна -mg соs({З)Ез + mg sin(fЗ)Et 

9.8. Движения катящихся и скользящих сфер 

Решение и задачи о движении сферы, катящейся по плоскости, при

меняется в нескольких областях, например, в боулинге и бильярде. Самые 

известные исследования этой задачи принадлежат Корполису [41] и Рау
су [184]. В современной литературе, посвященной изучению тел, на движе
ние которых накладываются неголономные связи, исследуются обобщения 

этой задачи20 . В этом разделе мы сделаем допущение, что плоскость яв
ляется шероховатой, коэффициент трения покоя равен f1 8 , а коэффициент 

трения качения равен /1d· Особый интерес для нас представляет переход от 
качения к скольжению. Наши рассуждения будут опираться, главным обра

зом, на исследования Рауса [184] и Синга и Гриффита [207]. 
Рассмотрим сферу, движущуюся по плоскости (рис. 9.8). Радиус сферы 

равен R, скорость точки контакта сферы с наклонной плоскостью равна 

vp = v+w х (-RЕз). 
20См., например, работы Борисова и Мамаева [19], Фрелиха [66], Хьюстона и др. [99]. В по

следних статьях рассматривается динамика шаров для боулинга. 



358 ГЛАВА 9 

Обратите внимание, как просто здесь задается 1r р· Поскольку точ

ка Р - точка мгновенного контакта, то 

vp · Ез =О. 

Следовательно, эта скорость равна 

где и= Jv;1 + v;2 - скорость проскальзывания, а с= v,: -направление 
скольжения. Когда сфера катится, на v р накладываются две дополнитель
ные связи, в результате чего v81 = О и V 82 = О. Для катящейся сферы 

направление скольжения не определяют. 

Равнодействующая сила и суммарный момент, действующие на сферу, 

равны 

F = -mg соs(,В)Ез + mg sin(,В)E1 + NЕз + F f, М = -RЕз х F f. 

Для катящейся сферы 

F f = 111Е1 + 112Е2, 
где 111 и 112 - неизвестные. С другой стороны, для скользящей сферы 

Для удобства силы трения для катящейся и скользящей сферы будем обо
значать одинаково, но это не должно вводить вас в заблуждение. 

Катящаяся сфера 

Найдем уравнения качения сферы исходя из уравнений движения 

и уравнения связи Vp = О. Определим радиус-вектор х в декартовой си

стеме координат и положим (.А)= 2:::=1 ПiEi, тогда искомыми уравнениями 
будут 

х1 = RП2, 
х2 = -RП1, 
хз =О, 

mx1 = mg sin(;З) + /11' 

mx2 = /12, 
О= N- mgcos(,В), 
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2 2" 
gmR П1 = RJ.l2, 

2 2" gmR П2 = -RJ.Ll, 

2 2" gmR Пз =0. 

Прежде чем решать эти уравнения, получим дифференциальные уравнения 
относительно Пi. Из девяти уравнений, приведеиных выше, можно исклю
чить несколько переменных. В результате будем иметь: 

( 1 + ~) mR
2

tl1 = О, 

( 1 + ~) mR2
tl2 = mgRsin(fЗ), 

2 2" 
gmR Пз =О. 

Решением этих уравнений является: 

"'-'(t) = "'-'(to) + g sin({З~t- to) ( 1 + ~) -1 Е2. (9.26) 

В качестве упражнения рассчитайте x(t). Вы увидите, что при f3 =О сфера 
катится по прямой с постоянной скоростью. 

Скользящая сфера 

В случае скользящей сферы удобно начать с дифференциальных урав
нений для vp. Продифференцируем скорость и найдем: 

vp = ils1E1 + ils2E2 = 
= v + а х (-RЕз). 

Пользуясь теоремами об изменении количества движен~ и кинетического 
момента, заменяем в предыдущем выражении величины v и а и находим 

mv8 1= (1+~)Ff·E1+mgsin(f3), mil8 2= (1+~)F1·E2. (9.27) 
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Заменяя в этих выражениях силы трения, получаем два дифференциаль

ных уравнения относительно скоростей проскальзывания21 . Эти уравнения 
удобно выразить как дифференциальные уравнения относительно и и уг

лах, где 

( ) ( ) ( ) 
Vsl 

с = cos х Е1 + sin х Е2, cos х = и, . ( ) Vs2 
sш х =и· 

Если значение х постоянно, то направление скольжения с также постоянно. 

Преобразуем уравнения (9.27) и построим эквивалентные им выражения22 : 

и= -}ld9 ( 1 + ~) + g sin(/3) cos(x), их= -g sin(,8) sin(x). (9.28) 

Эти дифференциальные уравнения имеют аналитические решения для x(t) 
и и(t). Самостоятельно запишите пять дифференциальных уравнений для 

Х1, Х2 И Пi. 
Рассмотрим простой случай, в котором плоскость горизонтальна. 

В этом случае ,8 = О и дифференциальные уравнения для скорости про

скальзывания существенно упрощаются до вида: 

Из этих уравнений следует, что значения скоростей Vsl и V 82 всегда стре

мятся к нулю. К этому же выводу мы придем, если возьмем уравне

ния (9.28) и положим ,в = 0: 

и= -jldg (1 + ~), х =о. (9.29) 

Решением этих уравнений является 

и(t) = и(tо) - щg ( 1 + ~) (t- to), x(t) = x(to). 

Следовательно, за конечный интервал времени Т скорость и достигнет ну

левого значения, при этом направление скольжения не изменится: 

Т= и(tо) (1 + §.) -1 

/ld9 2 

21 В качестве познавательноm упражнения приведите уравнения (9.27) к безразмерному 
виду и численно проинтегрируйте их. Вы увидите, как изменяются составляющие скорости 

проскальзываиия с изменением отношения Jld к sin(,В). 
22Чтобы получить эти уравнения, мы продифференцировали выражения u 2 = v;1 + v;2 

и sin(x) = v~2 и применили (9.27) 
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Можно доказать, что траектория центра скользящей сферы является ли

бо фиксированной, либо прямой, либо параболической дугой. Как только 

значение и становится равным нулю, сфера начинает катиться. Поскольку 

(3 =О, сфера будет катиться по прямой с постоянной скоростью (рис. 9.9). 
Заметим, что сфера, начав катиться, будет продолжать катиться. Переходом 

от параболической траектории во время скольжения к прямой траектории 

во время качения объясняются подкрученные броски в боулинге и особые 

удары (массе) в бильярде23 . Пример такого перехода изображен на рис. 9.9а. 
Множитель ~, фигурирующий в уравнениях движения для катящихся 

и скользящих сфер, связан с тем, что высота <щентра колебаний» Q сферы 
относительно центра масс равна 2{!. В работе Кориолпса [41] говорится, 
что Q есть точка, в которую целится человек, когда ударяет в бильярдный 
шар, так что он начинает катиться без скольжения сразу после соприкосно

вения с кием. 

9.9. Заключение 

Итак, мы затронули несколько вопросов, касающихся динамики твер

дого тела. Некоторые аспекты мы не раскрьши, поэтому часть из них будет 

рассмотрена в упражнениях в конце главы, тогда как другая часть раскры

вается в статьях и учебниках, содержащихся в списке литературы. В част

ности, мы рекомендуем прочесть монографии Аппеля [7], Папаставриди
са [169], Рауса [184], Унттекера [228] и прекрасный учебник Крэбтри [42]. 

Важно отметить, что хотя катящиеся сферы и брошенные бейсболь

ные мячи нееледовались на протяжении столетия, эти задачи богаты для 

дальнейшего изучения. Действительно, малейшее изменение их кинемати

ческих свойств может привести к неожиданным результатам. Один из са

мых известных примеров такого изменения мы наблюдаем у сферы Чаплы

гина, для которой J =1 ~mR21 и 7rp = -RE3 . Отчасти из-за асимметрич
ности сферы Чаплыгина траектория точки ее контакта с землей может быть 

весьманеобычной (см. [19, 191] и содержащиеся в этих работах ссьшки). 
Приведем еще два примера твердых тел, обладающих интересными 

свойствами движения: диск Эйлера и кельтский камень [42]. Первый со
стоит из тяжелого кругового цилиндра, который катится и скользит по вы

пуклому зеркалу. По мере того, как диск принимает все более горизонталь

ное положение, слышится специфический звук (жужжание), частота кото

рого усиливается. Затем диск внезапно останавливается, что сопровождает-

23 Cornacнo Фрелиху [66], шары для боулинга обладают смещенным центром масс и мо
ментом тензоров инерции, которые не кратны I. Вот почему некоторые хитрости совершения 
бросков в боулинге нельзя обьяснить нашей простой моделью катящихся и скользящих сфер. 
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Рис. 9.9. График изменения скорости проскальзывания u(t) от времени для сферы, 
начинающей скольжение по шероховатой горизонтальной плоскости и затем катя

щейся по ней. На рисунке показалы три типовых траектории центра масс сферы: 

(а) траектория скользящего центра масс есть параболическая дуга; (Ь) траектория 

скользящего центра масс есть прямая; (с) центр масс покоится, хотя сфера сколь

зит. Когда сфера катится, траектория центра масс есть прямая. Пунктяром показаны 

траектории скользящей сферы 

ся ударом диска о выпуклое зеркало. Первым эту систему исследовал Моф

фатт [143]. После того, как в свет вышла его спорная статья, было опуб
ликовано еще несколько работ разных авторов, посвященных альтернатив
ному описанию неожиданного движения диска Эйлера (см. [110] и ссыл
ки внутри). Ранее упоминалось, что кельтский камень - это твердое те

ло, искривленная боковая поверхность которого катится по горизонтальной 
плоскости. На первый взгляд кажется, что криволинейная поверхность тела 
симметрична, но это не так, поэтому мы и наблюдаем необычные измене

ния направления его вращения. Исследованию кельтского камня посвящено 
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несколько статей (см., например, [129, 171]); разработано несколько моде
лей его двИJКения. ~еханизм переориентации спина хорошо объясняется 

в статье Блзковиак и др. [17]. 
Последние исследования динамики твердых тел направлены, главным 

образом, на изучение устойчивости и бифуркации семейств установивших

ся двЕDКений (см., например, [128, 157]). В рамках некоторых исследова
ний анализируются такие двЕDКения систем, которые, хоть и не являются 

установившимися, но приближенно-установившимися или складываются 

из двух стационарных двЕDКений твердого тела. Среди современных ра

бот, посвященных анализу динамики твердого тела, мы рекомендуем сле

дующие: [20, 177, 219], где исследуется двЕDКение волчка, [22, 142, 194], 
где описывается возможное скачкообразное поведение вращающегося яйца, 

и [11], где моделируются положения брошенной теннисной ракетки. Наде
емся, что содержащийся в этой главе материал сподвигнет вас на новые 

исследования в этой области. 

Упражнения 

9.1. Пусть твердое тело катится без скольжения по неподвижной по

верхности под действием силы тяжести -mgE3 . Исходя из теоремы об 

изменении кинетической энергии 

Т = F · v +М·'-', 

докажите, что полная энергия Е тела не изменяется. Докажите, что она не 

изменяется и в случае, когда тело скользит по гладкой поверхности. 

9.2. Твердое тело массы т двИJКется в пространстве под действием 

внешней силы F а = Fаез и момента М= О. Опишите алгоритм расчета 
тензора Q и алгоритм построения уравнений движения для центра масс 
тела. 

9.3. Ориентация твердого тела относительно его неподвижной на

чальной конфигурации определяется тензором вращения Q. В момент вре
мени to тензор вращения равен Q(to), а в момент времени t1 он ра
вен Q(t1). Каков физический смысл тензора вращения Q(t1)QT(t0)? При 
ответе на этот вопрос воспользуйтесь понятием коротационного базиса. 

9.4. Пусть тело имеет одну неподвижную точку О. Какие три связи 

накладываются на движение тела? Почему достаточно решить уравнение 

Мо =Но, чтобы описать двИJКение этого тела? 
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9.5. Пусть в задаче на динамику твердого тела известны решения 

wi(t). Как с их помощью найти Q(t)? 

9.6. Потенциальная энергия твердого тела равна и = и(х, '"Yi), где 
1'1 , 1'2 , 'Уз - углы Эйлера, используемые для параметризации тензора Q. 
Докажите, что если консервативная сила F и консервативный момент М 
равны 

-И= F. х +м. (А), 

то справедливы формулы 

3 

F=-LaиE 
а " х· 

i=1 • 

(9.30) 

где Xi = х · Ei, а gi - векторы двойственного базиса Эйлера. Докажите, что 
потенциальная энергия ип твердого тела, вращающегося вокруг неподвиж

ного сферически симметричного твердого тела, задается функцией и = 
= и(x.,'"'fi). 

9.7. На рис. 9.8 изображена сфера массы т и радиуса R, которая 
катится (без скольжения) по наклонной плоскости. Тензоры инерции сферы 

2mR2 
равны J = Jo = pJ, где f..l = - 5-. 

(а) Какие три связи накладываются на движение сферы? Докажите, что 

они предполагают выполнение равенств 

х1 - RП2 = О, х2 + RП1 = О, хз = О, 
где Xi = х. Ei, а пi = (/.). Ei. 

(Ь) Исходя из теоремы об изменении количества движения для сферы, до

кажите, что 

Fc = (тRП2- mgsin(,8))E1- mRП1E2 + mgcos(,8Eз). 
(с) Докажите, что из теоремы об изменении кинетического момента для 

сферы и результатов пункта (Ь) следуют равенства 

7 2" 7 2" 2 2" 
5mR П1 =О, 5mR П2 = mgRsin(,8), 5mR П3 =О. 

(d) Исходя из теоремы об изменении кинетической энергии для твердого 
тела, докажите инвариантность полной энергии Е катящейся сферы, 

равной 

Е= 7mR2 п2 + 7mR2 П2 + mR2 П2_ 
10 1 10 2 5 3 

- mgx1 sin(,В) + mgRcos(,В). 



9.9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 365 

(е) Почему кинетический момент Н сферы в направлении Е3 не изменя
ется? 

(f) Докажите, что если в момент времени t = О сфере задать начальную 
утловую скорость w(O) = 2::7=1 ПiOEi, то угловая скорость w(t) будет 
рассчитываться по (9.26). Чему равен вектор утлового ускорения а для 
сферы? 

(g) Предположим, что сфера помещается на наклонную плоскость и на
чинает движение из состояния покоя с тензором Q(O) = 1. Докажите, 
что сфера покатится и что результирующий тензор вращения Q для 
нее будет соответствовать вращению вокруг неподвижной оси. 

9.8. В модели тела, летящего в атмосферном воздухе, действуют че

тыре основные силы: сила тяжести, подъемная сила, сила сопротивления 

и сила со стороны двигателя: 

(а) Докажите, что одна из четырех приложеиных к телу сил является кон

сервативной. 

(Ь) Докажите, что подъемная сила не совершает работы. 

(с) Пользуясь теоремой об изменении кинетической энергии, получите 

выражение для Е в случае, когда сила со стороны двигателя прило
жена к точке, радиус-вектор которой относительно х равен 7rt. 

9.9. Решение этой задачи есть почти во всех учебниках по динамике 

спутников (см., например, работы Белецкого [16] или Хьюза [97]). Ниже 
обсуждаются 24 решения, полученные Лагранжем [116, 118] в конце 18-го 
века. В выдающейся работе [ 118] Лагранжа, посвященной этому вопросу, 
перечисляются замечательные свойства этих решений и, в частности, то, 

как использовать их в контексте твердого тела. В этой же работе Лагранж 

исследует систему утлов Эйлера, известную в настоящее время как система 

3-1-3 углов Эйлера. На рис. 9.10 изображено твердое тело В массы m, дви
жущееся в центральном гравитационном силовом поле вокрут неподвижно

го тела большой массы М. Центр этого силового поля берется в неподвиж

ной точке О. Сила, момент и потенциальная энергия поля приближенно 

рассчитываются по уравнениям (8.25). 

(а) Докажите, что Мп = -х х F n· Каков физический смысл этого выра
жения? 
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Твердое тело В 

Неподвижное тело массы М 

~ 

El 

Рис. 9.10. Схема движения твердого тела массы т вокруг неподвижного симмет
ричного тела массы М 

(Ь) Почему кинетический момент Но и полная энергия Е спутника не 
изменяются? 

(с) Основываясь на теореме об изменении количества движения, докажи
те, что тело может двигаться по круговой орбите х = Raer вокруг 
точки О с постоянной угловой скоростью 00 , называемой модифици
рованной частотой Кеплера Wкm: 

3 1 + -
2
-(tr(J)- Зет· Jer), 

2R0m 
(9.31) 

где частота Кеrшера равна 

w'k = GM rs 
(см. (2.12)). В уравнении (9.31) вектор er = cos(B)E1 + sin(B)E2 явля
ется собственным вектором тензора J. Это значит, что он параллелен 
одной из главных осей инерции тела. 

( d) Пользуясь результатами из пункта (с), докажите, что равномерное дви
жение твердого тела (то есть когда~= О) описывается уравнением 

w Х (Jw) = Зw'ker х (Jer)· (9.32) 
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(е) Предположим, что тело асимметрично. Это значит, что главные зна

чения тензора J 0 не равны друг другу. Найдите решения уравне

ния (9.32), такие что w · er = О. Докажите, что существует шесть 
возможных решений для w, удовлетворяющих уравнению (9.32), и че
тыре возможных решения для er. Допустим, что нам известен тензор 
инерции J и, как следствие, тензор вращения Q. Тогда приходим к вы
воду, что существует 6 х 4 возможных решений уравнения (9.32). 

(t) Предположим, что для тела выполняется равенство J = J-LI, где J-L - по

стоянная. Докажите, что уравнению (9.32) удовлетворяет любая кон
станта w, и что в этом случае возможна любая ориентация твердого 
тела. 

(g) Пользуясь результатами из пункта (е), объясните, почему наблюдатель 
на Земле может видеть одну и ту же сторону спутника, вращающегося 

по круговой орбите над Землей? 

9.10. Пусть сфера массы т и радиуса R, тензор инерции которой 
равен J 0 = 2"'r,R

2 
1, движется по вращающемуся диску. Эту задачу реша

ли, среди прочих, Герстен и др. [70], Льюис и Мюррей [127] и Паре [170]. 
Контакт между сферой и диском является неровным. Центр О диска непо
движен; диск вращается вокруг вертикальной оси Е3 с угловой скоро

стью n. 

(а) Допустим, что сфера катится по вращающемуся диску. Радиус-вектор 

точки контакта сферы с диском равен 7rp = -RE3 . Докажите, что 

движение сферы подчиняется трем связям: 

v + w х (-RE3 ) = ПЕ3 х х. (9.33) 

Пользуясь представлениями w = L::~=l ПiEi их = L::~=l XiEi, дока
жите, что эти три связи предполагают выполнение равенств 

(Ь) Нарисуйте силовую схему свободной сферы при условии, что на нее 

действует вертикально направленная сила тяжести. 

(с) Основываясь на теореме об изменении количества движения и уравне

ниях связей, докажите, что на сферу действует реакция связи, равная 
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( d) Основываясь на теореме об изменении кинетического момента и ре
зультатах из пунктов (а)-(с), докажите, что уравнениями движения 

сферы будут 

х1 = RП2- nx2, 
х2 = -RП1 + nx1, 
хз =0, 

Пl = ( mnR 2) xl' 
м+mR 

f!2 = ( mnR 
2

) х2 , 
м+mR 

Пз =О. 

(9.34) 

Здесь 11 = 2~R
2

• Почему уравнений (9.34) достаточно для описания 
движения (х, Q(t)) сферы? 

(е) Докажите, что в частном случае, когда n =О, центр масс сферы дви
жется с постоянной скоростью по прямой и что вектор угловой скоро

сти UJ для сферы постоянен. 

(t) Численно проинтегрируйте уравнения (9.34) при разных начальных 
условиях. Может ли сфера упасть с диска радиуса Ro? Выбирая на
чальные условия (x(to), v(t0 ), t..V(to)), будьте уверены в том, что они 
не противоречат условию качения (9.33). 

9.11. Напомним, что кинетическая энергия твердого тела определяет

ся по формуле 

Т= ~ J v · vpdv. 
n 

(а) Исходя из определения кинетической энергии, докажите справедли

вость разложения Кенига 

т 1 - - lн = 2mv · v + 2 · UJ. 

(Ь) Получите следующие промежуточные результаты: 

j = n.J - Jn., JUJ. (А)= н. w, JUJ. (А)= 2ii. UJ, 

где кинетический момент равен Н = J UJ. 
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(с) Пользуясь промежуточными результатами и законами равновесия, до

кажите теорему об изменении кинетической энергии: 

(d) Докажите, что если 

к 

М= 2:)xi -х) х Fi +Мр, 
i=l 

то 
к 

т= L Fi . Vi + Мр. r..J. 

i=l 

Приведите три примера использования этого выражения для решения 

задач о движении одного тела. 

9.12. Докажите следующую теорему (она рассматривается в разде

ле 44 работы Эйлера [54]): «Для любого заданного (твердого) тела мы все
гда можем найти ось, проходящую через центр тяжести тела, вокруг кото

рой тело может свободно вращаться с постоянной скоростью». Как эта тео

рема связана с более поздним результатом, полученным Эйлером, согласно 

которому для тела существуют три отличные друг от друга оси, вокруг ко

торых тело может свободно вращаться с постоянной угловой скоростью? 

Об этом результате говорится в работе [53]; в этой же работе они впервые 
были названы главными осями инерции. 

9.13. На рис. 8.12 изображен китайский волчок, который уже обеуж
дался в упражнении 8.4. 

(а) Опираясь на рассуждения Ора [156], предположим, что точка Р сколь
зит по горизонтальной поверхности так, что на нее действуют сила 

трения Кулона и сила вязкого трения: 

где /1k и /1v - коэффициенты трения, N - нормальная сила, а s - на

правление скольжения. Пользуясь теоремой об изменении количества 

движения, докажите, что нормальная сила, действующая на китайский 

волчок, равна 

N = m(g + zёsin(B) + l02 cos(B))E3 . 
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(Ь) По теореме об изменении кинетической энергии докажите, что полная 

энергия скользящего волчка уменьшается с течением времени, тогда 

как полная энергия катящегося волчка не изменяется. 

(с) Какой вид имеют дифференциальные уравнения, описывающие движе

ние китайского волчка, при условии, что тензор инерции волчка равен 

(d) Докажите, что кинетический момент Н· 7rp катящегося и скользящего 

волчков не изменяется. Этот интеграл движения был открыт Джеллет

том (1817-1888) в 1870 году и потому называется интегралом Джел
летта24. 

(е) Докажите, что если китайский волчок катится по горизонтальной плос

кости, то инвариантной является не только полная энергия, но и сле

дующая кинематическая величина: 

где 7rp -радиус-вектор точки мгновенного контакта Р (относитель

но центра масс Х) между волчком и горизонтальной поверхностью. 
Интеграл движения J1 был впервые получен Раусом (см. раздел 243 
работы [184]) и потому может быть назван интегралом Рауса. Также 
его называют интегралом Чаплыгина [107, 115]. 

9.14. Пусть тело свободно движется вокруг одной из своих мате

риальных точек О, которая является неподвижной (см. рис. 9.7). Тензор 
инерции тела относительно его центра масс равен J = L7=1 Лiei ® ei, где 
{ е1 , е2, е3}- коротационный базис. Радиус-вектор центра масс Х относи
тельно точки О равен 

х- хо = hез, 
где h- постоянная. К телу в точке Xs крепится пружина постоянной жест
кости К, свободная длина которой составляет Lo. Другой конец пружины 
закреплен в неподвижной точке А: 

Кроме того, на тело действует сила тяжести -mgE3 . 

2406 истории открытия этого интеграла (и некоторых друrих) читайте в работе Грэя и Ни
келя [76]. 
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(а) Докажите, что векторы скорости и ускорения для центра масс равны 

v = h1.JJ2e1- h1.JJ1e2, 

а= h(w2 + 1.JJ11.JJз)e1 - h(w1 - 1.JJ21.JJз)e2 - h(i.JJ~ + i.JJ~)eз, 

где (J) = 2:::~= 1 i.JJkek. 

(Ь) Докажите, что кинетический момент тела относительно точки О равен 

Но= (>.1 + mh2)1.JJ1e1 + (>.2 + mh2)1.JJ2e2 + Лзi.JJзез. 
Докажите, что кинетическая энергия тела рассчитывается по формуле 

(с) Какие три связи накладываются на движение твердого тела? Чему рав

ны реакция связи F с и момент связи Мс? 

( d) Нарисуйте силовую схему для этого твердого тела. 

(е) Опираясь на закон равновесия количества движения, докажите, что ре

акция связи в точке О равна 

F с= mh(w2 + 1.JJ11.JJз)e1- mh(w1- 1.JJ21.JJз)e2-

_ mh(i.JJ~ + i.JJ~)eз + mgEз- F s, 

где F s - сила сжатия/растяжения пружины. 

(t) Предположим, что тензор Q = 2:::~=1 ei 0 Ei параметризуется в систе
ме 3-1-3 углов Эйлера. Докажите, что потенциальную энергию И = 
= И(х, Q) рассматриваемого твердого тела можно задать функцией 
ЭТИХ углов: и= U('lj;, (), ф). 

(g) Докажите, что консервативная сила F кон. и консервативный момент 
Мкон., действующие на тело, удовлетворяют тождеству 

F кон. · V + Мкон. · (J) = Мокон. · (J), 

где Мо'"'"· - суммарный консервативный момент, действующий на те

ло. С учетом полученного выше результата объясните, почему 

= _ aug1 _ aug2 _ au з 
Мокон. д'lj; д() дф g · 
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(h) Докажите, что вращательное движение тела описывается уравнениями 

(Л1 + mh2)w1 = (Л2 + mh2 - Лз)w2wз + Мо · е1, 
(Л2 + mh2)w2 = (Лз - Л1 - mh2)w1wз + Мо · е2, 

Лзwз = (Л1 - Л2)w1w2 + Мо · ез, (9.36) 

[~] [sin(ф) cosec(B) соs(ф) cosec(B) 0о1] [w'w·'~1J . 
(;1 = соs(ф) - sin(ф) ...., 
ф - sin(ф) ctg(B) - соs(ф) ctg(B) 



ГЛАВА 10 

Уравнения движения Лагранжа для 

твердого тела 

10.1. Введение 

В 1782 году была опубликована известная статья [118], в которой 
Лагранж исследует динамику Луны, вращающейся вокруг Земли. В этой 

статье Лагранж записывал уравнения движения в следующей форме: 

_4_ ( дТ ) - дТ = - дV (К= 1, ... '6), 
dt аq_к дqк дqк 

(10.1) 

где V - потенциальная энергия Луны, а Т - кинетическая энергия Луны. 

Колебания (либрацию) Луны Лагранж изучает с точки зрения наблюдате

ля, находящегося на Земле. При этом он не пользуется эйлероными урав

нениями движения, хотя на момент написания статьи они бьши известны 

Лагранжу. Что было бы, если бы Лагранж, вместо (10.1), использовал урав
нения м = н и F = mv? в этой главе мы покажем (наряду с прочим), ЧТО 
его уравнения эквивалентны эйлеровым уравнениям движения, поэтому он 

в любом случае пришел бы к одним и тем же заключениям. 

В начале главы мы докажем, что уравнения F = mv и М = Н для 
твердого тела аналогичны уравнениям движения Лагранжа 

~ ( ~~) - ~~ = F · ai, 

:t ( ~~) -~~ = м . gi. 

(10.2) 

Воспользуемся этими уравнениями в классической задаче об орбитальном 

движении спутника вокруг неподвижного тела. На самом деле, эта задача 

эквивалентна той, что решал Лагранж [118]. 
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Существует и другая форма уравнений движения Лагранжа, которая 
позволяет использовать более широкий класс координат. Эта форма являет
ся более общей и потому весьма полезной при решении задач. Она имеет 
вид: 

(А= 1, ... , 6), (10.3) 

где 

(10.4) 

После того как мы получим уравнение (10.3), мы покажем, как объединить 
его с уравнениями связей, и проиллюстрируем это на примерах катящихся 

дисков, скользящих дисков и вращающихся волчков. 

Вы узнаете, что если система связей, накладываемых на движе

ние тела, является интегрируемой, а реакции и моменты связей заданы 

в представлении Лагранжа, то при проходящем выборе координат уравне
ние (10.3) можно разложить в систему уравнений, описывающих свободное 
движение тела, и систему уравнений, задающих реакции и моменты связей. 

Уравнения первой системы называются инертными. Кроме того, мы рас
смотрим еще один подход к построению уравнений Лагранжа (подход 11). 

Большая часть материала этой главы, касающаяся уравнений Лагран

жа, основана на исследованиях Кейси (26, 28]. Материал, касающийся ре
акций и моментов связей, основан на исследованиях О'Рейли и Шринива
са [163]. 

10.2. Конфигурационное многообразие свободного 
твердого тела 

Движение твердого тела можно разложить на две составляющие: па

раллельный перенос х центра масс Х и вращение Q. Система всех век
торов х образует трехмерное евклидово пространство JE3

, а система всех 
тензоров вращений Q- трехмерное пространство 80(3) 1. Таким образом, 
конфигурационное многообразие М для твердого тела - это пространство 
всех векторов х и тензоров вращения Q. Это пространство является произ
ведением JE3 на SО(З): 

М = JE3 EfJ 80(3). 

Пfоизведение EfJ соответствует топологическому произведению. Например, 
JE = JE Ef) JE2 = JE Ef) JE Ef) JE. Очевидно, что размерность М равна 6, и что 

1 Пространство 0(3)- это пространство всех ортогональных тензоров. Буква S в записи 
80(3) обозначает «особый», так как определитель тензора вращения равен 1. 
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конфигурационное многообразие можно рассматривать как подмногообра
зие пространства конфигураций S, равного Е3 Е1:Э Е9 . Под трехмерным про
странством здесь понимается пространство, содержащее радиус-вектор х, 

а под девятимерным пространством - пространство, содержащее тензор 

второго ранга Q. 
Для параметризации М можно использовать любую криволинейную 

систему координат. Для одной из форм уравнений Лагранжа, которые рас

сматриваются ниже, мы используем координаты q1 , q2
, q3 для параметри

зации радиус-вектора х центра масс и систему углов Эйлера v1 , v2 , v 3 для 
параметризации тензора вращения Q. Вектор скорости центра масс в на-
шем случае равен 

3 

v= 2::~/ai, 
i=l 

где ковариантные базисные векторы равны 

. - дх 
а,--.. 

дq' 

Напомним, что { ai} - базис пространства Е3 и что углы Эйлера задают ба
зис Эйлера {gi}, который также является базисом пространства Е3 . В част-
ности, имеем: 

3 

(А)= L:iigi. 
i=l 

Векторы базиса Эйлера не являются линейно независимыми для некоторых 
значений второго угла Эйлера. Важно отметить, что 

Оба эти тождества легко доказываются. 

Для конфигурационного многообразия можно вычислить кинематиче
ский элемент длины ds. Он находится из кинетической энергии Т. В вы
бранной системе углов Эйлера и криволинейной системе координат он ра

вен 

ds= (fi)dt= 
( Jv·v+lnw·(J·w))dt. 
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Чуть позже мы покажем на примере, как получить соответствующее выра

жение для Т. 

Поскольку движение твердого тела мы описываем с помощью криво

линейной системы координат и утлов Эйлера, в некоторых точках конфигу

рационного многообразия параметры принимают вырожденвые значения. 

В этих точках тело может находиться в состоянии движения, хотя соот

ветствующее значение энергии Т равно нулю. Такая ситуация нарушает 

одно из главных свойств энергии Т, согласно которому Т равно нулю тогда 

и только тогда, когда v = О и r...; = О, то есть когда тело в данный мо
мент времени покоится. Кроме того, сингулярности ведут к ошибкам при 

численном интегрировании уравнений движения. Чтобы этого избежать, во 

многих компьютерных программах динамика твердого тела описывается 

с помощью двух или более систем криволинейных координат и двух си

стем утлов Эйлера. 

Выражение для кинетической энергии 

Рассмотрим конкретный пример. Параметризуем радиус-вектор х с по

мощью сферических координат R, е и Ф, а тензор вращения Q- с помо
щью системы 3-1-3 утлов Эйлера. Из подраздела 6.8.2 мы знаем, что для 
этой системы утлов Эйлера базис Эйлера равен 

[

gl] [Е1з] [sin(ф) sin(B) соs(Ф) sin(B) cos(B)] [е1] 
g2 = е 1 = соs(ф) - sш(ф) О е2 . 
gз ез О О 1 ез 

С учетом этого выражения можно сразу же рассчитать вектор угловой ско

рости: 

r...; = -ф Ез + В е~ + Фез = 

= (фsin(ф) sin(B) + Осоs(ф))е1 + (фсоs(ф) sin(B)- Bsin(ф))e2 + 
+ (фсоs(В) + ф)ез. 

(10.5) 
Для удобства будем считать, что Ei являются главными осями инерции 
тела2 • Тогда 

Jo = Л1Е1 181 Е1 + Л2Е2 0 Е2 + ЛзЕз 0 Ез, 

J = QJ0Qт = Л1е1 0 е1 + Л2е2 0 е2 + Лзез 0 ез. 
2В противном случае выражение для кинетической энергии вращения будет иметь сложную 

форму, а именно: ,_.., · (J~N) = Joнwr + Jo22w~ + JоззwШ + 2Jo12w1w2 + 2Jo2зw2wз + 
+ 2J01зw1wз, где Wi = ,_.., · ei и Joik = ei · (Jek) = Ei · (JoEk)· 
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Объединим эти выражения и получим формулу для кинетической энер

гии Т твердого тела: 

т m- - 1 J = -v · v + -У) · ""' = 2 2 

= т; (.Ю + R2Ф2 + R2 sin2 (Ф)B2 ) + ~1 (~ sin(ф) sin(B) +е соs(ф)) 2+ 
Л2 · · 2 Лз · · 2 + 2 (1/;соs(ф) sin(B)- Bsin(ф)) + 2 (1/;cos(B) + ф) . 

В качестве упражнения подставьте выражение для Т в выражение для ки

нематического элемента длины ds и найдете меру расстояния, которое про
ходит тело по конфигурационному многообразию. 

При параметризации движения сингулярности появляются при В = 
= О, тr и Ф =О, тr. Чтобы оценить влияние сингулярностей на значения Т, 

рассмотрим пример, в котором Ф = О и В = О. Предыдущее выражение 

для т сводится к виду 

Т= m(R2 + R2ф2 +О)+ 
2 

+ ~1 (О+ Осоs(ф)) 2 + ~2 (О- Bsin(ф)) 2 + ~3 (~ + ф) 2 . 

Если, кроме того, "j; = -ф, в = R = ф = о и е =1- О, то предыдущее 
выражение для Т будет равно О, хотя действительная кинетическая энергия 

тела не будет нулевой. 

10.3. Уравнения движения Лагранжа: первая форма 

В этом разделе мы получим уравнения Лагранжа для свободного твер

дого тела. Наш вывод будет основываться на исследованиях Кейси [28], 
но будет носить более частный характер. Кейси первым показал, что урав

нения (10.6) эквивалентны теоремам об изменении количества движения 
и кинетического момента для твердого тела3 . Об эквивалентности уравне
ний движения Лагранжа и теоремы об изменении кинетического момента 

для твердого тела говорится также в разделах 8-2 и 8-6 работы Гринву
да [79]4 . На уравнения (10.6) мы будем ссылаться как на первую форму 
уравнений движения Лагранжа. 

3 См., в частности, теоремы 4.2 и 4.4 в работе Кейси [28]. 
4В построениях Гринвуда отсутствует промежуточный результат g:;; =Н· gi. 
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Начнем с того, что выберем для параметризации вектора х криволи
нейную систему координат: х = x(q1 , q2 , q3 ). Для параметризации тен
зора вращения Q твердого тела выберем систему углов Эйлера vi: Q = 
= Q(v1 , v2 , v3 ). Тогда уравнения Лагранжа для твердого тела будут иметь 
вид (позже мы это докажем): 

(10.6) 

где gi - векторы базиса Эйлера, а ai - базисные векторы для JE3
, соответ

ствующие криволинейным координатам qi. Напомним, что 

3 3 

v = L:riai, 
i=l 

дv 
-=а· 

д('i "' 
w = L::z)gi, 

i=l 

Из уравнений (10.6) очевидно, что уравнения Лагранжа для твердого тела 
схожи с уравнениями, которые встречались нам в контексте материальных 

точек. Главное отличие состоит в добавлении уравнения для кинетического 
момента. 

Если некоторые из сил и моментов, действующих на твердое тело, яв
ляются консервативными, то эти консервативные силы F кон. и консерватив

ные моменты Мкон. вычисляются по формулам 

3 
"дИ i Fкон. =-~-ia' 
i=l дq 

3 

М = _" дИ i кон. ~дig, 
i=l l/ 

где функция потенциальной энергии И имеет вид 

(10. 7) 

Заметим, что F кон. · ai = - g~ и Мкон. · gi = - ~~ . Следовательно, вовсе 
не обязательно рассчитывать F кон. и М кон. в уравнениях Лагранжа; доста
точно рассчитать частные производные от И. Заметим, что соотношения, 
касающиеся потенциальных энергий твердых тел, аналогичны соотноше

ниям, которые справедливы для потенциальных энергий систем материаль

ных точек. 
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Уравнения движения Лагранжа можно записать в альтернативной фор

ме с использованием лагранжиана L = Т - И: 

:t ( ~~) - ~~ = (F - F кон.) · ai, 

:t (~~)- ~~ =(М- Мкон.) · gi. 

(10.8) 

В качестве (несложного) упражнения получите (10.8) из (10.6). 

10.3.1. Вывод уравнений Лагранжа 

Чтобы доказать справедливость уравнений Лагранжа, необходимо при

менить разложение Кенига и формулу для вектора угловой скорости "-'о = 
= Qт "-'· Прежде чем переходить непосредственно к доказательству, вспом
ним некоторые промежуточные результаты. 

Доказательство состоит из четырех шагов. На первом шаге мы пара

метризуем вектор х в системе криволинейных координат и тензор Q в си
стеме углов Эйлера vi. При этом мы будем предполагать, что кинетическая 
энергия Т задается функцией этих величин и их производных по времени: 

Т Т( i ·i k . k) 1 - _ 1 J = q , q , v , v = 2 mv · v + 2 о"-'о ·"-'о, 

где "-'о = Qт"" - вектор угловой скорости, а J0 = Qт JQ - тензор инер
ции. 

Далее рассмотрим частные производные от Т: 

дТ д ( 1 - -) - дv -
дqi = дqi 2mv · v = mv · дqi = mv. ai, 

дТ д (1 - -) - дv - . 
дqi = дqi 2 mv · v = mv · дqi = mv . ai, 

дТ = ~ (1Jo"-'o ·"-'о) = Jo"-'o · д"-'о = Jo"-'o · (Qтg·) 
дv' дv' 2 дv' ' ' 

(10.9) 

-. = -. -Jo"-'o ·"-'о = Jo"-'o · --. = Jo"-'o · Q gi)· дТ д ( 1 ) д"-' о ( т . 
дv' дv' 2 дv' 

При построении этих выражений мы применили тождества 

дv . дv д"-'о . д"-'о 
ai = дqi , ~ = дqi , gi = Q дvi ' gi = Q дvi . (10.10) 

Чуть позже мы докажем справедливость этих тождеств. 
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На третьем шаге, используя первое и второе уравнения (10.9) и полагая 
G = mv, получим: 

!1. (ат) - ат = .!l.(G. а·)- G. а = 
dt дq" дq" dt • • 

=G·ai= 
= F·ai. 

Итак, мы вывели первые три уравнения движения Лагранжа. 

На четвертом шаге заметим, что для любого вектора Ь выполняется 

равенство: 

Н· Ь = J"' · Ь = QJ0QтQ"-'o · Ь = Jo"-'o · QтЬ. 

Объединяя это выражение с третьим и четвертым уравнениями из (10.9), 
находим: 

!1. ( ат ) _ ат = !1. (Н . g.) _ н . g· . = 
dt дil" дv" dt " " 

= ii. gi = 
=M·gi. 

Таким образом, мы получили последние три уравнения движения Лагран

жа. 

10.3.2. Четыре тождества 

При выводе уравнений Лагранжа мы воспользовались тождества

ми (10.10). Первые два тождества аналогичны тем, с которыми мы имели 
дело при рассмотрении одной материальной точки. В третьем и четвер

том тождествах следует обратить внимание на наличие Q. К сожалению, 
д<.оJ--'-. 
дvi т gi. 

и 

Сначала получим более простые тождества: 

3 

= Lдikak = ai 
k=l 
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= t,qk д;2~k = t,qk д~k ( ~;) = 

3 
""' ·k даi . = L....q --k = ai. 
k=l дq 

Обратите внимание, что ai не зависят как от qk, так и от производных х по qi. 
Далее докажем простейшее из двух оставшихся тождеств: 

дi.IJo = _2_(QT1.1J) = дQТ I.IJ + QT (дi.IJ) = 01.1J + QT( ·) = 
дii дvi дvi avi g, 

= Qтgi. 

Преобразовывая, получаем: 

д~.~Jо 
gi = Q дvi. 

Мы учли, что Q не зависит от vi. 
Чтобы доказать последнее тождество, необходимо также принять во 

внимание, что Q зависит от углов Эйлера vi, но не зависит от их производ
ных vi. Сначала запишем: 

gi = ~~ = д~i ( -~e[QQт]) = д~i (-~Е [t, vk ~~ qт]) = 

= _le [дQQт]. 
2 дv' 

Дважды продифференцируем выражение QQT = 1 относительно углов Эй
лера и найдем5 : 

Учитывая предыдушие результаты, получаем четвертое тождество: 

5На самом деле в двукратном дифференцировании нет необходимости. Первое тожде
ство доказывается однократным дифференцированием тождества QQт = 1, а второе тож-

дество является простым следствием первого и доказывается цепочкой равенств ~ 88~~ = 

_ aq тQаqт _ (- ~) (- aq т)_ аqт aq т _ 
- дvi Q дvk - Q дvi дvk Q - Q дvi дvk Q . Прим. ред. 
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= _le [QдnoQт] = 
2 дv' 

= Q (-~Е [ ~~?]) = 

= Qдwo. 
дv' 

На последнем шаге мы учли, что w0 - аксиальный вектор тензора 0 0 = 
= QтQ = QтnQ. Кроме того, мы воспользовались тождеством 

e[QBQт] = det(Q)Q(e[B]). 

Это тождество позволяет связать w0 с w. Мы ссылались на него ранее, 
когда рассматривали векторы угловой скорости (см. (6.7)). 

1 0.4. Задача о движении спутника 

В качестве примера задачи динамики твердого тела, в которой отсут

ствуют связи, рассмотрим вращение спутника массы т вокруг сферически 

симметричного тела массы М (рис. 10.1). Допустим, что сферически сим
метричное тело покоится и что относительно его центра масс измеряется 

радиус-вектор центра масс спутника. 

Предварительные расчеты 

Движение центра масс твердого тела мы параметризуем в сферической 

системе координат: 

х= Rен = 
= Rсоs(ф)Ез + Rsin(ф)er = 



10.4. ЗАДАЧА О ДВИЖЕНИИ СПУТНИКА 383 

= Rсоs(ф)Ез + Rsin(ф)(cos(O)E1 + sin(O)E2) 

и 

v = Rен + Rsin(ф)Beo + RфеФ. 
Из этого уравнения вам должно быть очевидно, чему равны ковариантные 

базисные векторы а;. 

Тензор вращения Q мы параметризуем в системе 1-2-3 углов Эйлера: 

"-' = zi1E1 + zi2e~ + ziзез. 
Заметим, что ei = QEi. Вектор угловой скорости тела также равен 

где 

"'-'1 = zi2 sin(vз) + zi1 cos(v2) cos(vз), 

"'-'2 = zi2 cos(vз) - zi1 cos(v2) sin(vз), 

wз = zi1 sin(v2) + ziз. 
Попробуйте получить выражения для gi из этих уравнений. 

В качестве главных осей тела в его начальной конфигурации выберем 

оси Ei. Тогда кинетическая энергия тела будет равна 

Т= r; ( R2 + R2ф2 + R 2 sin2 (ф)02 ) + 

+ ~1 
(zi2 sin(vз) + zi1 cos(v2) cos(vз)) 2+ 

+ ~2 (zi2 cos(vз)- zi1 cos(v2) sin(vз)) 2+ 

Лз (. . ( . )2) + 2 V1 SШ V2 + Vз . 

Если тело имеет ось симметрии, такую что >.1 = >.2 , то выражение для 

кинетической энергии вращения существенно упрощается. 

На твердое тело действуют только сила и момент, обусловленные цен

тральной силой гравитационного воздействия тела массы М на тело мас

сы m. Эти силы и моменты являются консервативными; соответствующая 
им потенциальная энергия равна 

GMm GM 3GM И=----- tr(J) + --(Jен) · ен. 
R 2R3 2R3 

(10.11) 
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Рис. 10.1. Твердое тело, вращающееся вокруг сферически симметричного тела мас
сы М. Угол (3 = ~ - ф 

Чтобы выразить эту потенциальную энергию через углы Эйлера vi, необ
ходимо учесть, что 

ен = соs(ф)Ез + sin(ф) cos(B)E1 + sin(ф) sin(B)E2, 

Е1 = cos(v2) cos(vз)el - cos(v2) sin(vз)e2 + sin(v2)eз, 
Е2 = - sin(v2) cos(vз)el + sin(v2) sin(vз)e2 + cos(v2)eз, 
Е3 = (sin(v1) sin(vз)- cos(v1) sin(v2) cos(vз))e1 + 

+ (sin(v1) cos(vз) + cos(v1) sin(v2) sin(vз))e2 + cos(v1) cos(v2)eз. 

С помощью этих выражений можно выразить ен через векторы коротаци

онного базиса, а затем построить выражение для (Jен) · ен. После этого, 
применяя (10.7), можно вывести формулы для силы и момента, которые 
соответствуют этой потенциальной энергии. Также можно воспользоваться 

альтернативным методом и применить уравнения (8.25), описанные в гла
ве 8. 

Уравнения движения 

Уравнения движения для рассматриваемого тела формулируются сле

дующим образом: 

mv=F= 
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GMm 3GM = ---2-ен- --4 (2J + ((Л1 + Л2 + Лз)- 5ен · Jен)I)ен, 
R 2R 

Н=М= 

= ( 3~~) ен х (Jен). 
Для консервативных сил и их моментов мы использовали представле

ния (8.25). Следует отметить, что если е н- собственный вектор тензора J, 
то Jен параллелен вектору е н. В этом случае так называемый вращающий 

момент гравитационного градиента М равен О. Кроме того, если R = 

= Roer и iJ = w0 , где Ro и wo- постоянные, то центр масс твердого тела 
вращается по круговой орбите с постоянной скоростью w0 . 

Уравнения движения Лагранжа 

Уравнениями движения Лагранжа для спутника являются ai компонен
тов уравнения для количества движения и gi компонентов уравнения для 
кинетического момента: 

!l_ (дТ)- дТ = F · ен = 
dt дR дR 

=- 30м;:п(ф) (ен. Jeo), 

!l_ ( дТ) - дТ = М . gi = 
dt дvi дvi 

= ( ( 
3~~) ен х (Jен)) · gi. 

В последнем уравнении i = 1, ... , 3. В качестве упражнения рассчитайте 
частные производные от Т по координатам и их скоростям. Либо запишите 

уравнения Лагранжа по (10.8) в терминах лагранжиана L =Т- И. 
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Законысохранения 

Поскольку на твердое тело действуют только консервативные силы 

и моменты и поскольку на движение тела не накладывается никаких свя

зей, полная энергия Е = Т + И не изменяется. Кинетический момент Но 
также не изменяется. Чтобы это доказать, заметим, что 

Но = Мо = Rен х F +М. 

Подставляя вместо F и М соответствующие выражения, находим, что 

Мо=О. 
Обратите внимание, что, хотя значение Н не изменяется при нулевом 

вращающем моменте гравитационного градиента М в конкретном частном 

случае, эта величина не является инвариантной для произвольного движе

ния твердого тела. 

10.5. Уравнения движения Лагранжа: вторая форма 

Ранее мы сделали допущение, что вектор х и тензор Q параметризу
ются в системе координат q1 , ... , q6 : 

- - ( 1 3) x=xq, ... ,q, (10.12) 

Этим координатам соответствуют ковариантные базисные векторы 

av-a·=-
' Шi' 

i = 1, 2, 3. 

Докажем, что в этом случае уравнения движения Лагранжа имеют вид: 

(10.13) 

Нетрудно заметить, что эти уравнения можно записать более компактно: 

.!i ( ат) _ а~ = F. av- +м. а~ (А= 1, ... , б). 
dt aqA aq aqA aq 

(10.14) 

Уравнения Лагранжав форме (10.14) особенно полезны в ряде случаев: 
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1) когда на движение твердого тела не накладывается никаких связей; 

2) когда связи (и соответствующие им реакции и моменты), ограничива

ющие движение твердого тела, не связывают между собой вращатель

ную и поступательную степени свободы. 

В других случаях необходимо оперировать уравнениями Лагранжа 

в более общей форме. 

Параметризуем радис-вектор и тензор в других координатах: 

_ -с 1 б) X=XU , ... ,U , (10.15) 

Покажем, что и в новых координатах уравнения движения Лагранжа будут 

иметь вид: 

.!l:_(дТ)_дТ_Ф 
dt дuА дuА - А, 

где обобщенные силы равны 

ф дv мдw A=F·-+ ·-
дuА диА 

(А= 1, ... ,6). 

(10.16) 

Чуть позже мы применим уравнения Лагранжа в этой форме к решению 

конкретной задачи. 

Чтобы получить уравнения (10.16), необходимо применить следующие 
тождества6 : 

где 

w = Qwo. 

С помощью этих тождеств и разложения кинетической энергии7 после ряда 
преобразований получаем уравнения (10.16): 

( 
дТ _ дv (дwо)) 

- диА = mv. диА + Jowo. диА 

6Доказательство этих тождеств вытекает из (10.15); оно аналогично тому, как мы доказы
вали четыре тождества в подразделе 10.3.2. 

7Напомним, что Jw · w = QJ0 wo · w = QJ0 wo · Qwo = Jowo · wa. 
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(10.17) 

В этой форме уравнения Лагранжа служат отправной точкой для решения 

многих задач. Кроме того, на основе этих уравнений строится подход 11. 
Далее рассмотрим некоторые аспекты, связанные с применением вто

рой формы уравнений Лагранжа к описанию связанного движения твердого 

тела при наличии связей. 

10.5.1. Изменение координат: одно тождество 

Итак, мы используем две координатные системы: u 1 , ... , u6 и q1 , ... , q6 . 

Мы неявно предположили, что они связаны обратимыми функциями: 

Тогда, поскольку 

заключаем, что 

А А( 1 6) q =q u, ... ,u. 

6 д А 
·А_"" _q_ ·В q-L..- ви, 

В=1 дu 

(А= 1, ... ,6,В= 1, ... ,6). 

Эти тождества часто называют «сокращением точею>. 

(10.18) 

В качестве полезного упражнения докажите, что тождества (10.18) 
справедливы и тогда, когда преобразования координат зависят от времени: 

А А( 1 6 t) q =q u, ... ,u,. 

Результирующие тождества применяются в литературе в рамках подхода 11 
к построению уравнений Лагранжа. 
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10.5.2. Связи и соответствующие им реакции и моменты 

Пусть на движение твердого тела накладывается интегрируемая связь 

Ф(ql, ... , q6
, t) =О. 

Допустим, мы вправе выбрать такие координаты и 1 , ... , u6 , чтобы уравне
ние связи получило более простую форму, например такую: 

и6 - f(t) =О. 

Возникает вопрос: как это отразится на правой части уравнений Лагранжа? 

Связь Ф = О предполагает, что Ф = О. После некоторых преобразова
ний приходим к выводу, что уравнение Ф = О можно свести к виду 

где 

f · v + h · w +е = О, 

3 

h - """ __QL i 
- ~ дq(i+З)g' 

д\II 
е= 7ft· 

Для нас сейчас удобнее иметь выражения для f и h в координатах, которые 
используются для параметризации х и Q, а не в координатах u 1 , ... , u6 . 

Чтобы ответить на поставленный вопрос, предположим, что реак

ция и момент связи, которые нам не известны, задаются в формулировке 

Лагранжа: 
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3 3 д ·k 3 3 д ·k+З 
= ""'""' дЧ! _q_бk + ""'""' дЧ! _q -8~ = 

J.t ~ ~ д i д· А ' J.t ~ ~ д i+3 д· А ' 
i=1 k=1 q и i=1 k=1 q и 

3 . 3 . 3 
дЧ! дi/ дЧ! дrу+ 

=мL:-д iд·А +мL:д i+3-д·А = 
i=1 q и i=1 q и 

3 дЧ! дqi 3 дФ дqi+3 
= J.t L дqi диА + J.t L дqi+3 диА = 

•=1 •=1 

(10.19) 

На предпоследнем шаге мы воспользовались тождеством (10.18) и вырази
лиФ как функцию от иl, ... , и6 и t: 

Ф = Ч!(ql, ... ,q6,t) = Ф(иl, ... ,и6 ,t). 

Во избежание путаницы (там, где это возможно) будем употреблять сим

вол ф со знаком л' если он обозначает функцию от и 1 ' ... ' и6 и t. 
Итак, мы готовы сделать ряд важных заключений. Для уравнения связи 

Ф =О, где Ф = Ч!(ql, ... , q6, t) = Ф(иl, ... , и6 , t), 

справедливо выражение 

(10.20) 

при условии что реакции и моменты связи задаются в представлении Лаг

ранжа. 

Таким образом, получаем ответ на наш вопрос: связь Ф = О и соот
ветствующие ей силы реакции и моменты реакции обусловливают наличие 

в правой части уравнений Лагранжа члена м/!. Такая ситуация аналогич
на той, с которой мы встречались ранее в контексте одной материальной 

точки и систем материальных точек. 

10.5.3. Следствия представления Лагранжа и интегрируемых связей 

Рассмотрим некоторые следствия уравнения (10.20). Допустим, инте
грируемую связь можно представить в виде 

и6 - f(t) =О. 
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Тогда 
av- м а(А) .-6 

Fc. аиА + с. аиА =/ША-

Таким образом, сила реакции связи и момент реакции связи появляются 

лишь в уравнении Лагранжа, соответствующем u6 . Аналогичное разделе
ние мы встречали и для материальной точки и систем материальных точек! 

10.5.4. Потенциальная энергия и консервативные силы и моменты 

Пусть потенциальная энергия тела равна 

Этой потенциальной энергии соответствуют консервативные силы и мо

менты, равные 

Выберем теперь новую систему координат. Если положить в (10.19) Ф 
=-И, а f.1 = 1, то получим 

Итак, консервативные силы и моменты появляются в правой части уравне

ний движения Лагранжа в уже знакомой форме. 

10.5.5. Механическая мощность и сохранение энергии 

Если на движение твердого тела накладывается единственная интегри

руемая связь, а потенциальная энергия тела равна И, то суммарная механи

ческая мощность Р этих сил и моментов равна 

Р = F с · v + Мс · (А) - U = 

( 8Ф) · =J.L -дt -И, 
(10.21) 
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где реакция связи и момент связи задаются представленнем Лагранжа. Сле

довательно, если интегрируемая связь не зависит от времени, т. е. ~~ = О, 
и если все приложеиные силы и моменты являются консервативными, то 

по (10.21) приходим к заключению, что 

т= Р =-И. 

Это значит, что полная энергия Е = Т + И не изменяется в случае, ко
гда интегрируемая связь не зависит от времени, а все приложеиные силы 

и моменты являются консервативными. 

Уравнение (10.21) выводится путем прямых преобразований: 

( о 8\fl) о = JL \fl - дt - и. 

Выражение, полученное на последнем шаге, т. е. Р 
и соответствует (10.21). 

10.5.6. Заключительные выводы 

о дw о 

JL(W - дt) - И, 

Пусть все силы и моменты, приложеиные к телу, являются консерва-
тивными: 

а и F = F с - дх, М = Мс - UQ· 

Кроме того, предположим, что на движение тела накладываются две связи: 

\fl = u6
- f(t) =О, f · v + h ·"-'+е= О. 
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Первая связь является интегрируемой, а вторая - неинтегрируемой. Допу

стим, что соответствующие им реакции связей и моменты связей задаются 

представленнем Лагранжа: 

3 
'"'дiJ! i Fc = /11 L.J -.а + 112f, 
i=l дq' 

3 

'"' дiJ! i Мс = f.Ll L.J ---н=зg + f.L2h. 
i=l дq 

Уравнения движения Лагранжа (10.16) примимают вид 

(10.22) 

(10.23) 

Поскольку все неконсервативные силы, действующие на тело, обусловлены 

реакциями и моментами связей, член Q А равен 

(А= 1, ... , 6). 

Пользуясь лагранжианом L = Т - И и Представлениями (10.22) для F с 
и Мс, приходим к выводу, что уравнения (10.23) можно записать в виде 

В этих уравнениях В = 1, ... , 5. Обратите внимание, что правые части 
этих уравнений Лагранжа аналогичны правым частям уравнений Лагранжа 

для систем материальных точек; исключение составляют дополнительные 

члены, обусловленные моментами. 

10.6. Уравнения движения Лаrранжа: подход 11 

Рассмотрим подход II к построению уравнений Лагранжа, описыва
ющих движение твердого тела, ограниченное связями. Как и в подразде

ле 10.5.6, допустим, что на движение тела накладываются одна интегри
руемая и одна неинтегрируемая связи. При необходимости наши рассужде

ния можно будет легко обобщить на случай множественных интегрируемых 

и неинтегрируемых связей. Результат, который выводится в этом разделе, 
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первым получил Кейси (28]. В этой форме уравнения Лагранжа часто при
меняются в физике и ИIIЖенерно-технических областях. 

На первом шаге ВЬ!берем шесть координат и 1, ... , и6 , в которых инте
грируемая связь \[1 = О имеет простой вид 

\[1 = и6 - f(t). 

Накладывая на движение тела эту связь, рассчитываем кинетическую Т 

и связанную потенциальную (J энергии системы с учетом связи. Первая 
задается функцией от u1 ' ... 'и5 ' и1 ' ... 'и5 и t, а вторая- функцией от 
и 1 , ... , и5 и t. Неинтеrрируемая связь 7!'2 = О, выраженная через новые 
координаты и их скорости, имеет вид 

5 

11'2 = LРвив +е, 
B=l 

где Pl, ... ,р5 и е- фунiЩии времени t и координат и1 , ... , и5 . Соответству
ющие реакции связей и моменты реакции связей зададим в представлении 
Лагранжа (см. (10.22)). 

Рассуждая так же, как при построении уравнений Лагранжа для ма

териальной точки, находим уравнения, описывающие движение твердого 
тела: 

5 

L рвив +е::: О, 
B=l 

d(дт) дт дv дw 
dt див - диВ ::: F. див + м. див = 

::: - дй . дv м . дw 
див + F п.нек. див + п.нек. див + f..L2PB· 

(10.24) 
Здесь В = 1, ... , 5. Обратите внимание, что в этих уравнениях отсутству
ют реакции и моменты реакции интегрируемой связи, а силы и моменты, 

действующие на тело, мы разложили на составляющие: 

F = F п.нек + F с + F кон., 

М = Мп.нек. + Мс + Мкон., 
где F п.нек. - приложеннЬiе неконсервативные силы. Примером такой силы 
является сила Магиуса F м = mBw х v, которая рассчитывается при ис
следовании траектории полета бейсбольного мяча. 
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1 О. 7. Катящиеся диски и скользящие диски 

В качестве примеров неевободных твердых тел рассмотрим круглый 

диск массы т и радиуса R, который катится без скольжения по шерохова
той горизонтальной плоскости (рис. 10.2) или скользит по гладкой горизон
тальной плоскости. Пусть тензор инерции J0 равен 

(10.25) 

Это значит, что осью симметрии диска в его начальной конфигурации явля

ется ось Ез. Главные моменты инерции равны Л3 = 2Л и Л = m_f2
, но мы 

не делаем соответствующих подстановак для упрощения алгебраических 

преобразований. 

Предварительные расчеты 

Радиус-вектор центра масс диска зададим в системе декартовых коор-

динат: 
3 

Х= LXiEi. 
i=l 

Тензор вращения диска опишем в системе 3-1-3 углов Эйлера: 

~..J = .фЕз +де~+ Фез. 

Согласно выражению (6.33) из подраздела 6.8.2, векторы gi базиса Эйлера 
равны 

[

g 1 = Е3] [sin(ф) sin(O) соs(ф) sin(O) cos(O)] [е1] 
g2 =е~ = соs(ф) - sin(ф) О е2 . 
gз = ез О О 1 ез 

(10.26) 

Кроме того, углы Эйлера удовлетворяют ограничениям: 'ljJ Е [0, 27Г), О Е (0, 1r) 
и ф Е [0, 21Г). 

Угол О обозначает угол наклона диска. При О = ~ диск вертикален. 

С другой стороны, при О = О или 1r диск горизонтален. В обоих случаях 
диск всей своей поверхностью соприкасается с плоскостью, так что урав

нения движения, которые мы строим, оказываются не применимыми. 

Связи 

В подразделе 8.6.3 говорилось, что катящийся диск подчиняется трем 
связям, поскольку вектор скорости точки контакта Р равен нулю: 

Vp = V + I..J Х 7rp = 0. (10.27) 
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Рис. 10.2. Круглый диск, движущийся по горизонтальной плоскости, соприкасаясь 
с ней одной своей точкой 

Ранее мы доказывали, что эти уравнения соответствуют трем уравнениям 

связей: 

1Г1 = О, 1Гz = О, 1Гз = О 

(см. (8.21)). Кроме того, мы знаем, что третья из этих связей является ин
тегрируемой: 

w = хз- Rsin(e) =О. (10.28) 

Другие две связи неинтегрируемые8 . Очевидно, что все три связи, накла
дывающиеся на качение диска, можно выразить в виде f · v + h · r..J = О, что 

позволяет задать F с и Мс в представлении Лагранжа. 

Координаты и энерrии 

С учетом интегрируемой связи хз = R sin( е) определим систему коор-
динат: 

u 1 =x1 , u2 =Xz, U
3 ='1/J, 

u4 =е, u5 = ф, и6 = Хз- Rsin(e). 

Если известны значения u 1
, ... , u6 , то с помощью отношений, 

отношениям (10.29), можно найти Xi и углы Эйлера: 

х1=и\ хz=и2 , xз=и6 +Rsin(u4 ), 

'l/J=u3, е=и4 , Ф=и5 . 

(10.29) 

обратных 

(10.30) 

8Это уrверждение доказЬJвается по теореме Фробениуса в одной из задач в конце главЬI 8. 
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Ясно, что координаты и1 , ... , и5 являются обобщенными координатами для 
катящегося и скользящего дисков. С перспектиной на будущее рассчитаем: 

v = u1E 1 + u2E2 + (u6 + Ru4 cos(и4))E3, 
·3Е ·4 1 ·5 IN = и 3 + и е1 + и е3. 

(10.31) 

Заметим также, что IN не зависит от координаты и6 и ее производной по 
времени. 

Нам понадобятся производные от v и IN по координатам и1 , ... , и5 . 9 

Рассчитаем их по (10.31): 

и 

дv_Е дv_Е 
аи1 - 1, аи2 - 2, 

;; = Rcos(O)E3, ::5 =О, 

дv =0 
дu3 ' 

дv -Е 
аиб- 3 

дiN =о дiN =о дiN 
дu1 ' дu2 ' дu3 = Е3, 

дiN - е' д~N - е дiN = О. 
аи4 - 1, аи5 - 3, аиб 

Эти векторы будут фигурировать в будущих уравнениях Лагранжа. 

(10.32) 

(10.33) 

Если задан тензор инерции (10.25), представления (10.31) и выраже
ния (10.5) для IN · ek, тонетрудно найти кинетическую энергию свободного 
диска: 

Т= т; ( ±i + х~ + (u6 + RBcos(0)) 2
) + 

+ ~ (~2 sin2 (0) +02
) + ~3 (ф+~соs(О))2 • 

Кроме того, потенциальная энергия диска равна 

И= mg(и6 + Rsin(O)). 

Обратите внимание, как сильно упрощается выражение для кинетической 

энергии вращения в силу симметричности рассматриваемого тела. 

Реакции и моменты связей 

Реакции связей и моменты связей, действующие на катящийся диск, 

можно задать представленнем Лагранжа. С помощью выражения для 1r i 

9Видимо, имеется в виду производные по обобщенным скоростям it 1, ... , itб. - Прим. ред. 
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находим: 

Fc = /lзЕз + 111Е1 + 112Е2, 
Мс = ~Jз( -Rcos(B)g2

) + 
+ 111 (Rcos(B) cos(-ф)g1 - Rsin(B) sin(-ф)g2 + Rcos(-ф)g3 ) + 

+ 112(Rcos(B) sin(-ф)g1 + Rsin(B) cos(-ф)g2 + Rsin(-ф)g3 ). 

Векторы двойственного базиса Эйлера рассчитываются по (6.34) из разде
ла 6.8. 

Если выразить векторы двойственного базиса Эйлера gi через е~' и раз
ложить выражения для Мс, то получим Мс = 7r р х F с· Следовательно, F с 
и Мс эквивалентны силе R = F с, действующей в точке мгновенного кон
такта Р. Составляющая этой силы по оси Ез есть нормальная сила, а дру

гие две составляющие образуют силу трения. Таким образом, представле

ние Лагранжа дает физически реалистичное описание реакций и моментов 
связей. 

Наложение интегрируемой связи 

Если наложить интегрируемую связь, то u6 = О, а энергии (потенци
альная и кинетическая) неевободного диска будут равны 

U = mgRsin(B), 

Т = т; (xi + х~) + ~ ( ~? sin2( В)) + ~(Л+ mR2 cos2(8) )t'P+ 

+ ~3 (ф + -ф cos(B))2
. 

Важно отметить, что Т= Т(х1 ,х2 ,х 1 ,х2 ,В,ф,iJ,-ф). Таким образом, мы 
исключили координату u6 . 

Уравнения движения катящегося диска 

Теперь петрудно получить уравнения движения Лагранжа для катя
щегося диска. В первую очередь заметим, что равнодействующая сила F, 
приложеиная к диску, равна сумме реакции связи и консервативной силы: 

F = Fc- mgEз. Результирующий момент М равен моменту связи: М= 

=Мс. 
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Пользуясь формулами (10.6), (10.32) и (10.33), находим: 

.!1_ ( дТ ) _ ( дТ ) = Ф1 dt дх1 дх1 ' 

.!1_ ( дТ ) _ ( дТ ) = Ф2 dt дх2 дх2 ' 

d (ат) ат 
dt д-ф - д'lj; = Фз, 

:t (~~)- ~~ = Ф4, 
d (ат) ат 
dt аф - дФ = Ф5, 

.!1_ (дТ) _ (дТ) -Ф 
dt дu6 ди6 -

6
' 

Ф1 = F · Е1 + М · О = f11, 

Ф2 = F · Е2 + М · О = f.J,2, 

Фз = F ·О+ М· Ез = Rcos(B)(f.11 cos('lj;) + f12 sin('Ф)), 

Ф4 = F · Rcos(B)Eз +М· е~= 

= -mgRcos(B) + Rsin(B)(f.12 cos('lj;)- fJ,l sin('Ф)), 

Ф5 = F ·О+ М· ез = f.11Rcos('lj;) + f.12Rsin('lj;), 

Фб = F · Ез + М · О = f.J,з - mg. 

399 

(10.34) 

Рассчитывая в (10.34) частные производные от Т, накладывая интегрируе
мую связь u6 =О и преобразовывая, получаем: 

mxl = f.11, 
mx2 = f12, 

:t (Лsin2 (B)-ф + Лз(Ф + -фсоs(В)) cos(B)) = Фз, 

(Л+ mR2 соs2 (В))ё- mR2 cos(B) sin(B)ё2 + 

+ Лз(ф + -фcos(B))-фsin(B)- Л-ф2 sin(B) cos(B) = Ф4, 
d . . 
dt (Лз(Ф + 'Ф cos(B))) = Ф5, 

(10.35) 
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Чтобы построить замкнутую систему уравнений относительно девяти неиз

вестных х1, ф, (},фи J-li, эти уравнения необходимо дополнить уравнениями 
связей: 

х3 - Rsin((J) =О, 1Г1 =О, 1r2 =О. (10.36) 

Важно отметить, что системы уравнений (10.35) и (10.36) не подда
ются прямому численному интегрированию. Эти системы нельзя тотчас же 

записать в виде векторного уравнения у= f(y), с которым работают боль
шинство алгоритмов численного интегрирования, например основанные на 

методе Рунге- Кутта. 

Законы сохранения для катящегося диска 

Полная энергия Е катящегося диска не изменяется. Самый простой 

способ прийти к этому заключению - применять теорему об изменении 

кинетической энергии в дифференциальной форме. На катящийся диск дей

ствуют две силы: сила тяжести -mgEз и реакция связи F с, приложеиная 
к точке Р. Следовательно, 

T=Fc·Vp-mgEз·V. 

Однако vp =О и mgE3 · v = ft(mgxз), откуда 

:t (Т+ mgxз) = О. 

Поскольку Е= T+mgx3 , полная энергия диска не изменяется. Доказатель

ство, которое мы только что привели, применимо ко всем твердым телам, 

катящимся под действием силы тяжести. 

Как это ни удивительно, катящийся диск характеризуют еще две ин

вариантные величины. Их существование бьшо открыто в конце 19-го века 

Аппелем [6], Чаплыгиным [36] и Кортевегам [113] (см. [19, 43, 107, 157]). 
К сожалению, вопрос об их физической интерпретации остается открытым, 

как и вопрос о физическом смысле интегралаРауса (9.35). 

Уравнения движения скользящего диска 

Уравнения, описывающие движение скользящего диска по гладкой го

ризонтальной плоскости, выводятся из (10.35) и (10.36). Следует положить 
/-ll = /-l2 =О и пренебречь связями 1Г1 =О и 1r2 =О. 
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С другой стороны, полезно применить подход 11. На скользящий диск 
не накладывается никаких неинтегрируемых связей. Реакция связи и мо

мент связи задаются в представлении Лагранжа, поэтому уравнения (10.24) 
сводятся к виду 

!i ( ат ) _ ат = _ ай + F . av- м . а.., 
dt аил аил аил с аил + с аил. 

Здесь А= 1, ... ,5,Fc = J.LзЕз и Мс = -Re~ Х Fc. 
Объединяя (10.29) с (10.37), приходим к искомым уравнениям: 

mir =О, 

mx2 =о, 

:t (Л sin2 
( О)ф + Лз( ф + ф cos( О)) cos( В)) = О, 

.. . . . 2 sin(20) )..(} + Лзффsin(О) + (Лз- Л)ф 
2 

= -mgRcos(B), 

:t (Лз(Ф + ф cos(B))) =О. 

(10.37) 

(10.38) 

Обратите внимание, что из этих уравнений можно получить уравнения дви

жения для катящегося диска. Для этого необходимо дополнить их уравне

ниями связей и добавить в правую часть (10.38) реакции и моменты инте
грируемых связей. 

Очевидно, что уравнения движения для скользящего диска имеют бо
лее простой вид, чем уравнения движения для катящегося диска. Эти урав

нения можно записать в виде у= f(y), гдеу-вектор-столбец из 10 строк. 
Следовательно, они поддаются численному интегрированию стандартны

ми методами. В рамках любого численного моделирования этих уравнений 

сохраняются следующие величины: количество движения G, проекции ки
нетического момента Н· е3 и Н· Е3 и полная энергия Е скользящего диска. 

Конфигурационное многообразие 

Конфигурационные многообразия М для катящегося и скользящего 

дисков совпадают и равны 

м = JE2 
EJj 80(3). 

Координатами пространства JE2 являются х1 и х2 , а координатами про
странства 80(3) являются углы Эйлера. Таким образом, оба диска име
ют пять степеней свободы и пять обобщенных координат. Кинематический 
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элемент длины ds равен 

где Т - связанная кинетическая энергия, определенная ранее. 

Заметим, что неинтегрируемые связи, накладывающиеся на катящийся 

диск, не влияют на конфигурационное многообразие. С аналогичной ситу

аций мы встречались при рассмотрении материальной точки, на движение 

которой накладывались неинтегрируемые связи. 

1 0.8. Волчки Лагранжа и Пуассона 

В динамике твердого тела вьщеляют две классические задачи на вра

щающиеся волчки. В первой задаче исследуется так называемый волчок 

Лагранжа - осесимметричное тело, свободно вращающееся вокруг непо

движной точки О под действием силы тяжести (рис. 10.3). На этой задаче 
Лагранж иллюстрировал свои уравнения движения в 1789 году 10 . Несколь
кими годами позднее Пуассон [173] исследовал ту же задачу за тем ис
ключением, что острие волчка могло свободно двигаться по горизонталь

ной плоскости (рис. 10.4). Пуассона интересовало решение этой задачи по 
той причине, что вращающийся волчок может, по идее, использоваться для 

определения вертикального направления к палубе корабля в море и, стало 

быть, потенциально полезен для навигации. 

В этом разделе мы не сможем провести полного исследования уравне

ний движения обоих волчков. Мы лишь сконцентрируемся на выборе коор
динат и кратко расскажем, как построить для них уравнения движения. 

Волчок Лагранжа: координаты, связи и энергии 

Пусть радиус-вектор центра масс волчка Лагранжа относительно точ

ки О равен 

х = хо + L1e1 + L2e2 + Lзез, 
где Lk - постоянные. Предположим также, что тензор вращения волчка 

параметризуется в систем~ 3-1-3 углов ~йлера11 . Тогда вектор угловой ско
рости волчка равен I.AJ = ФЕз + Ве~ + фез. Напоминаем, что углы Эйлера 
принимают вырожденвые значения тогда, когда Е3 = ±е3 , т. е. когда В = О 
или 7Г, а волчок вертикален. 

10См. раздел IX.34 второй части <<Аналитической механики» Лагранжа. 
11 Эту систему yrnoв Эйлера мы уже неоднократно использовали в этой главе и подразде

ле 6.8.2. 
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El 

Рис. 10.3. Волчок Лагранжа: осесимметричное тело, свободно вращающееся вокруг 

неподвижной точки О. Слева изображен портрет Жозефа-Льюиса Лагранжа 

р 

Рис. 1 0.4. Волчок Пуассона: осесимметричное тело, движущееся по горизонтальной 

плоскости, соприкасаясь с ней одной точкой Р 

У читывая наличие трех интегрируемых связей х0 
систему координат: 

О, определяем 

3 

u
4 = х1 - (~ Lkek) · Е1, 

u
6 

= х3 - (t Lkek) · Ез. 
k=l 

(10.39) 
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В этих уравнениях ek являются функциями углов Эйлера; выражения для 
них имеют громоздкий вид, поэтому мы их не приводим. Для заданных 

значений и1 , ... , и6 можно определить Xi и углы Эйлера с помощью отно
шений, обратных к (10.39): 

х1 = и4 + (tLkek) · Е1, 
k=1 

х3 = и6 + (tLkek) · Е3, 
k=1 

С помощью отношений (10.40) легко найти: 

3 

- " 4Е " 5Е " 6Е '"'L v =и 1 +и 2 +и 3 + w х L..- kek. 
k=1 

·1Е ·2 , ·3 w = и 3 +и е1 +и е3. 

(10.40) 

(10.41) 

Обратите внимание, что v зависит от углов Эйлера и их производных по 
времени. Эта зависимость объясняется нашим выбором координат. Вме

сто х и трех углов Эйлера в качестве координат мы используем углы Эйлера 

и три составляющие вектора хо. 

В дальнейшем нам понадобится несколько векторов. Вычислим их 
дt..J_E дt..J_' дt..J_ П · 

с учетом того, что a:;j; - 3, дО - е1 и аф - е3. олучим. 

и 

дw -е' 
дu2 - 1, 

дw =о 
дu5 , 

(10.42) 

(10.43) 

С помощью этих векторов можно получить правые части уравнений дви

жения Лагранжа. 
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Пусть волчок имеет ось симметрии и пусть тензор инерции J 0 волчка 

равен 

Jo = ЛаЕз 0 Ез + Лt(I- Ез 0 Ез). 

По формулам (10.41) вычислим кинетическую энергию волчка: 

т =r; ((и4? + (u5)2 + (u6)2) + 

+ m(u4E1 + u5E2 + u6Ез) · ((А) х t, Lkek) + 

( Лt + mL~ + mL~) 2 (Лt + mLI + mL~) 2 + 2 wl + 2 w2 + 

( Ла + mLi + mL~) 2 + 2 wз. 

Чтобы не загружать это уравнение, мы не подставили вместо Wi = (А) · ei 

соответствующие выражения в углах Эйлера и их производных по времени. 

Эти выражения даются в разделе 10.2 (уравнения (10.5)). Потенциальная 
энергия волчка равна 

Эта энергия обусловлена действием силы тяжести. 

На движение волчка Лагранжа накладываются три связи: u4 = О, u 5 = 

= О и u6 = О. Это значит, что х0 = О. Эти связи являются интегрируемыми, 
поэтому обобщенными координатами для волчка Лагранжа будут три угла 

Эйлера. Конфигурационное многообразие М для волчка соответствует про

странству SО(З). Преобразовывая уравнения связей vo · Ek =О, где О

неподвижная точка волчка, находим реакцию связи F с = I:~=l J-LkEk и мо-
мент связи Мс = - ( I:~=l Lkek) х F с· Как и следовало ожидать, эта 
система сил и моментов эквивалентна силе F с, действующей в точке О. 

С учетом наложенных связей кинетическая и потенциальная энергии 

волчка Лагранжа равны 

- _ ( Лt + mL~ + mL~) 2 ( Лt + mLi + mL~) 2 
Т- 2 wl + 2 w2 + 
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( Ла + mLi + mL~) 2 + 2 wз, 

U = mg (t Lkek) · Ез. 
k=l 

Легко видеть, что 2Т = Но · (J). Кинетический момент Но можно рассчи
тать по теореме об изменении момента инерции при параллельном перено

се оси. Чтобы сделать некоторые наши кинематические построения более 

попятными, потребуем, чтобы значения L k были отличными друг от друга 

и не равными нулю. Если же наложить стандартное условие L1 =О= L2, 
то полученные нами выражения для Т и U = mgL cos( О) будут соответ
ствовать тем, которые применяются во многих учебниках по динамике. 

Волчок Пуассона: координаты, связи и энергии 

Для волчка Пуассона удобно выбрать другую систему координат: 

ul = ф, u2 = (}, из = ф, 

u4 = х 1 , и5 = х2, и6 = хз- (tLkek) · Ез. 
k=l 

Сравните (10.44) с (10.39) и рассчитайте -/& и ~· 

(10.44) 

В отличие от волчка Лагранжа, волчок Пуассона подчиняется од

ной интегрируемой связи u6 = О. Преобразовывая уравнение связи 
v р · Е3 = О, где Р - точка контакта между волчком и горизонтальной 

плоскостью, находим реакцию связи F с = м1Е3 и момент связи Мс = 
= - ( L:~=l Lkek) х J11Ез. Как и ожидалось, эта сила и момент эквива
лентны силе F с. действующей в точке Р. 

Выражения для Т и И строятся так же, как и для волчка Лагранжа, 

поэтому приведем лишь их конечные варианты: 

- Лt 2 Лt 2 Ла 2 
т = 2(.<)1 + 2(.<)2 + тwз + 

+ '; ( ("' х t, L,e,) Ее) ' + '; ( ±j +±!), 

U = mg (t Lkek) · Ез. 
k=l 
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Из этих выражений очевидно, что обобщенными координатами для волч

ка Пуассона являются '1/J, (}, ф, х1 и х2 . Следовательно, конфигурационное 
многообразие М для этой системы имеет пять измерений. Оно совпадает 
с конфигурационным многообразием для скользящего диска. 

Замечания к уравнениям движения 

Уравнения движения для волчков Лагранжа и Пуассона можно постро

ить, применяя подход II и не рассчитывая /!х и /tx. Такая возможность 
объясняется тремя причинами. Во-первых, реакции и моменты реакций свя

зей совместимы с представленнем Лагранжа. Во-вторых, мы выбрали та

кие координаты, что каждая интегрируемая связь выражается через одну из 

них. Наконец, все приложеиные силы, действующие на волчки, являются 

консервативными. Следовательно, мы можем построить уравнения Лагран

жа с использованием лагранжиана L =Т- U. Эти уравнения аналогичны 
уравнениям движения для дисков, поэтому мы их не приводим. 

Легко видеть, что полная энергия Е обоих волчков не изменяется. 

Для волчка Пуассона инвариантными также являются количества движе

ния G · Е1 и G · Е2. Если на волчки наложить условия L 1 = L2 =О, то 
мы увидим, что для волчка Лагранжа сохраняются кинетические моменты 

Но · Е3 и Но · ез, тогда как для волчка Пуассона неизменными остаются 
кинетические моменты Н· Ез и Н· ез. 

10.9. Заключение 

Мы получили уравнения Лагранжа для нескольких систем, состоящих 

из одного твердого тела. Если на движение тела не накладывается никаких 

связей или если эти связи «идеальны», то уравнениями движения является 

система дифференциальных уравнений, которые можно проинтегрировать 
и тем самым описать движение тела. Если, однако, движение тела подчи

няется неинтегрируемым связям или если на тело действует сила трения 

движения, то уравнения Лагранжа имеют громоздкий вид, поэтому в этих 

случаях порой удобнее просто проанализировать условия сохранения ко
личества движения и кинетического момента. Из примеров, которые мы 

обсуждали в главе 9, следует, что подходящие уравнения движения можно 
получить, исходя из законов F = mv и м= Н. Нужно ЛИШЬ приложять 
минимум внимания и терпения. 

Задачи 

10.1. Рассмотрим механическую систему, изображенную на рис. 10.5. 
Она состоит из твердого тела массы т, свободно вращающегося вокруг 



408 ГЛАВА 10 

неподвижной точки О. На тело действует вертикально направленная сила 

тяжести mgE1. Тензор инерции тела относительно центра масс С равен 

Радиус-вектор центра масс Х тела относительно точки О равен L0e1. 

Рис. 10.5. Вращающееся осесимметричное тело 

(а) Параметризуем тензор вращения тела в системе 1-3-1 утлов Эйлера: 

g1 = Е1, g2 = е~ и gз = е1. Докажите, что 

r...J = ~Е1 + Ое~ + фе1 = 
= (ф + ~ cos(O))e1 +(О sin(ф)- ~ sin(O) соs(ф))е2 + 
+(О соs(ф) + 1/1 sin(O) sin(ф))eз. 

(Ь) Поскольку точка О неподвижна, выберем в качестве координат точ

ки О координаты u 4 , ... , u6 : 

Пусть u1 = ф, и2 =О и u3 = ф. Докажите, что 

(10.45) 



и 
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дw -Е 
аиl - 1, 

дw =о 
аи4 , 

дw -е' 
аи2 - з, 

дw =о 
дu5 ' 

При дальнейшем решении эти выражения нам не понадобятся. 
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(10.46) 

(с) Получите выражения для потенциальной И и кинетической Т энер

гий свободного движения твердого тела. Эти величины должны быть 

функциями координат u 1 , ..• , u6 и, где уместно, их производных по 
времени. 

(d) На движение тела накладываются четыре связи: 

Получите выражения для реакции связи и момента связи, действую

щих на тело, при условии что шарнир в точке О является гладким. 

(е) Чему равны обобщенные координаты для системы? Почему конфигу

рационное многообразие имеет форму сферы? 

(t) Докажите, что полная энергия тела не изменяется. 

(g) Докажите, что с учетом наложенных связей кинетическая и потенци
альная энергии тела равны 

Т= ~ ( Л1 ~2 cos2 (B) + Л(iР + ~2 sin2 (B))), U = -mgLo cos(B). 

(10.47) 
Кроме того, применяя подход 11, запишите уравнения движения 

Лагранжа для твердого тела: 

!i (aL) _ ат = 0 d (aL) aL 0 
dt аё ав ' dt а~ - дФ = ' 

где L - лагранжиан. 

(10.48) 

(h) Покажите, что решения ф(t) и B(t) уравнений (10.48) полностью за
дают движение твердого тела. Объясните, почему не обязательно рас

считывать уравнения Лагранжа для всех шести координат? 
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10.2. Рассмотрим просrую модель автомобиля, изображенную на 

рис. 10.6. Она состоит из единственного твердого тела массы m. Момент 
тензора инерции для твердого тела равен J = I:~=l Лiei ® ei. Тензор инер
ции J и масса т заключают в себе массы и инерции колес, подвески, дви
гателя и пассажиров. Ограничимся рассмотрением случая, когда передние 

колеса скользят, а задние - катятся. Такая сиrуация возникает после нажа

тия переднего тормоза. Чтобы смоделировать качение задних колес в этой 

простой модели, допустим, что 

vq · е2 =О, (10.49) 

где 1r Q = - L1 е1 - L2e2 - радиус-вектор точки Q относительно центра 
масс Х твердого тела. Связь (10.49) часто называют связью Чаплыгина 
(см. [151, 165, 186]). 

Твердое тело массы т 

Рис. 10.6. Модель автомобиля, движущегося по горизонтальной плоскости. Автомо

биль моделируется как одно твердое тела 

(а) Предполагается, что движение центра масс тела является плоским 

и удовлетворяет уравнению связи (10.49), при этом твердое тело по
ворачивается на угол ф вокруг неподвижной оси Е3 . Параметризуйте 

в любой системе координат радиус-вектор х и тензор Q и запишите 
выражения для четырех связей, накладываемых на движение тела. 

(Ь) Убедитесь, что одна из связей, полученных в пункте (а), является неин

тегрируемой. 

(с) Задайте с помощью лагранжена представления реакции связей F с и мо
менты связей Мс, действующие на тело. 

( d) Докажите, что движение тела описывается уравнениями: 

mx1 = -p,4sin(ф), mx2 = р,4соs(ф), Лзф = -p,4L1, 

±1 sin(ф)- ±2 соs(ф) = -L1ф, 
(10.50) 
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(е) Докажите, что, согласно уравнениям (10.50), тело может двигаться по 
прямой, не вращаясь, и что полная энергия тела не изменяется. 

10.3. На рис. 10.7 изображен стержень круглого сечения, масса кото
рого равна m, длина L, а радиус R. Стержень скользит по горизонтальной 
плоскости. Пусть тензор инерции J0 равен 

На стержень действует единственная внешняя сила- сила тяжести -mgE3 . 

Горизонтальная плоскость 

Цилиндр круглого 
сечения 

Рис. 10.7. Стержень круглого сечения, движущийся по горизонтальной плоскости 

(а) Пусть тензор вращения стержня параметризуется в системе 3-2-3 уг
лов Эйлера. При каких пространствеиных положениях стержня углы 

Эйлера принимают вырожденвые значения? 

(Ь) Пусть радиус-вектор центра масс стержня параметризуется в декарто

вой системе координат. Тогда и 1 = x 1 ,u2 = х2,и3 = x3 ,u4 = ф,и5 = 
= ()и u 6 = ф. Рассчитайте для этой системы координат производиые 
-/:!;. и /:1;7:. При каких условиях можно не использовать все 12 векто
ров в записи уравнений движения этого твердого тела? 

(с) Докажите, что кинетическая энергия свободного стержня равна 

Т= ~(xf + х~ + х~) + ~(Bsin(ф)- ~sin(()) соs(ф)) 2+ 
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+ ~2 (Всоs(ф) + фsin(O) sin(ф)) 2 + 
л . . 

+ 2 (Ф + -ф cos(0))2
, 

где х = х1Е1 + х2Е2 + хзЕз. 
(d) Докажите, что две связи, ограничивающие движение твердого тела, 

могут быть заданы уравнениями 

v · Ез = О, l.tJ • g 3 = О. 

(е) Используя лагранжево представление, запишите выражения для реак

ции связи F с и момента реакпии связи Мс, которые реализуют эти две 
связи. С помощью силовой схемы для свободного скользящего стержня 

дайте физическое толкование силам F с и Мс. 

(t) Покажите, что шесть уравнений движения Лагранжа для стержня 
включают в себя следующие дифференциальные уравнения: 

(10.51) 

(g) Покажите, что шесть уравнений движения Лагранжа для стержня 
включают в себя следующие выражения для реакпии связи и момента 

реакпии связи: 

Fc = mgEз, 

Выразите g3 через е~ и постройте более простое выражение для Мс. 

(h) Каков физический смысл решений уравнений (10.51)? Докажите, что, 
согласно этим решениям, цилиндр может двигаться с переменным зна

чениемl.tJ. 

10.4. На рис. 9.8 изображена сфера массы т и радиуса R, свободно 
движущаяся по шероховатой наклонной плоскости. В разделе 9.8 мы уже 
решали эту задачу. Снова решим ее с использованием уравнений движения 

Лагранжа. Символом Р обозначена точка мгновенного контакта сферы с 

плоскостью. Напомним, что 

Vp=V+I.tJX7Гp, (10.52) 

где v - вектор скорости центра масс Х сферы, а тг р - радиус-вектор точ
ки Р относительно центра масс Х. 
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(а) Применяя систему 3-1-3 утлов Эйлера, докажите, что скорости про
скальзывания сферы равны 

V 8 1 = ±1- RBsin('lj;) + Rфsin(B) cos('lj;), 

V 8 2 = ±2 + RB cos( 'lj;) + Rф sin(B) sin( 'lj; ), 

где Vp = VslEl + Vs2E2 и v = I:~=l XkEk. 

(Ь) Какая связь накладывается на скользящую сферу? Чему равны реакция 

связи F с и момент реакции связи Мс? 

(с) Докажите, что по крайней мере одна из трех связей для катящейся сфе

ры является неинтегрируемой. Чему равны соответствующие реакции 

связей F с и моменты реакций связей Мс? 

(d) Какой вид имеют уравнения движения Лагранжа для скользящей сфе
ры при условии, что кинетическая энергия свободной сферы равна 

(е) Как следует модифицировать уравнения Лагранжа из пункта (d), чтобы 
они описывали движение катящейся сферы? 

(t) Исходя из уравнения (10.52) и применяя законы равновесия количе
ства движения и кинетического момента, докажите, что 

mvsl = (1+~)Ft·E1+mgsin(j3), 

mils2 = ( 1 + ~) F t · Е2, 

где F f - сила трения, действующая на сферу. Чему равна сила F f 
в случае катящейся сферы? 

10.5. Рассмотрим тело массы m, свободно вращающееся относитель
нонеподвижной точки О. Радиус-вектор центра масс Х тела относительно 
точки О равен х - ха = Loe3 , где Lo - постоянная. Тензор инерции тела 

относительно его центра масс равен J = I:~=l Лkek®ek. На тело действует 
вертикально направленная сила тяжести -mgE3 . 
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(а) Получите выражение для кинетической энергии вращения Твр. тела, 

используя систему 3-1-3 углов Эйлера. 

(Ь) Какие три связи накладываются на движение тела? 

(с) С помощью представления Лагранжа запишите выражения для реак

ции связи F с и момента реакции связи Мс, действующих на тело. 

(d) Задайте систему шести координат u 1 , ... , u 6 с помощью углов Эйлера 
и декартовых координат Xk = х · Ek, такую чтобы три интегрируемые 

связи, накладываемые на движение тела, можно было записать урав

нениями 

где 

Ф1 = и4 , Ф2 = и5 , Фз = и6 . 

Обратите внимание, что обобщенными координатами для твердого те

ла являются углы Эйлера. 

(е) Вычислите следующие 12 векторов: 

аv

аил' 
(А= 1, ... , 6). 

Чему равна потенциальная энергия И= U(u1 , ... , u6 ) тела? 

(t) Какой вид имеют уравнения движения Лагранжа относительно обоб
щенных координат? Докажите, что сумма членов в правых частях этих 

уравнений, обусловленных силой F с и моментом Мс, равна нулю. 

(g) На основании основных теорем динамики покажите, что 

Fc = mgEз + тLоёз. 
Запишите соответствующее выражение для Мс. 

(h) Докажите, что полная энергия Е тела не изменяется. 

10.6. Рассмотрим задачу о спутнике, которая обсуждалась в разде

ле 10.4. Применям координатную систему, которая часто используется в ди
намике спутников (см., например, [164, 187, 203]). 

Ссьmаясь на рис. 10.1, параметризуем вектор х в сферической системе 
координат { R, (), ,В}, где ,в - широта, а () - долгота. Для этой координатной 

системы единичными векторами являются: 

er = cos(O)E1 +sin(O)E2, 

е;з = соs(,В)Ез- sin(,В)er, 

ен = cos(,В)er + sin(,В)Eз, 

ее = cos( О)Е2 - sin( О)Е1. 
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Тензор вращения Q спутника задает переход от фиксированного бази

са {Ei} к коротационному базису {ei}· В динамике спутников тензор Q 
принято параметризовать так, чтобы выделить вращение() вокруг оси Е3 . 

С этой целью разложим тензор в произведение 

где тензор Q1 равен 

Q1 = cos((J)(I- Ез 0 Ез)- sin((J)eEз + Ез 0 Ез. 

Тензор вращения Q 2 мы параметризуем в системе 1-2-3 углов Эйлера. Пер
вый угол Эйлера соответствует повороту против часовой стрелки на угол v1 

вокруг оси er. Второе вращение соответствует повороту против часовой 
стрелки на угол v2 вокруг вектора cos(v1 )ее+ sin(v1 )Е3 . Третье вращение 
соответствует повороту против часовой стрелки вокруг оси е3 на угол v3 . 

(а) Исходя из представления х = Rен, докажите, что вектор скорости v 
центра масс спутника равен 

v = Rен + Rcos((З)Beo + R/Jef3. 

(Ь) Исходя из представления Q = L~=l ei 0 Ei, докажите, что е1 = 
= Qzer, ez = Qzeo и ез = QzEз. 

(с) Используя выражения для трех векторов относительной угловой ско

рости, докажите, что вектор угловой скорости t.rJ спутника равен 

( d) Докажите, что вектор угловой скорости спутника также равен 

где 

w1 =В (sin(v1
) sin(v3 ) - cos(v1

) sin(v2
) cos(v3 )) + 

+ v2 sin(v3
) + v1 cos(v2

) cos(v3
), 

"-'2 =В (sin(v1
) cos(v3 ) + cos(v1

) sin(v2
) sin(v3 )) + 

+ v2 cos(v3 ) - v1 cos(v2
) sin(v3 ), 

"-'з =В cos(v1
) cos(v2

) + v1 sin(v2
) + v3

. 

(10.53) 
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(е) Пусть движение спутника определяется координатами u 1 = R, u2 = 
= (), u3 = (3, u 4 = v 1 , u 5 = v2 и u6 = v 3 . С помощью этих координат 
запишите выражения для 12 векторов 

дv 

аил' 
(А= 1, ... , 6). 

(t) Потенциальная энергия, соответствующая гравитационным силам и мо
ментам гравитационных сил, рассчитывается по формуле Ь10.11). 

С учетом выбранных координат u 1 , ... , u6 докажите, что ~о = О. 
Докажите также, что значение ~~ не изменяется. Докажите, что со
хранение этой величины означает сохранение кинетического момента 

Но·Ез. 

(g) Исходя из уравнений Лагранжа, получите уравнения движения спут
ника. 

10. 7. Рассмотрим тело, свободно вращающееся вокруг одной сво

ей неподвижной точки О (рис. 9.7). Эта система рассматривалась в зада
чах 9.15 и 10.5. 

(а) С учетом наложенной связи вычислите связанный лагранжиан L и ре
шите уравнения движения (см. (10.8)) 

(10.54) 

где 1'1 = '1/J, 1'2 = ()и 1'3 = ф- система 3-1-3 углов Эйлера, в которой 
параметризуется тензор Q. 

(Ь) Покажите, что уравнения (10.54) эквивалентны уравнениям Но· gi = 
= Мо · gi, где {g1, g2, gз}- векторы базиса Эйлера. 

(с) Сравните уравнения движения (10.54) с уравнениями (9.36), получен
ными в задаче 9.14. 

10.8. Напомним, что сила ФА по определению равна 
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(см. (10.4)). Допустим теперь, что на тело в точке Хр действует сила Р. 
Докажите, что если радиус-вектор точки Хр равен хр, то12 

avp av - ау; 
Р · - = Р ·-+ ((хр- х) х Р) · -. 

аиА аил аиА 

Как с помощью этого тождества упростить расчет силы ФА? 

12Это тождество широко используется во многих учебниках аналитической механики (см., 
например, работы Кейна и Левинсона [105] и Кейна и др. (106]). 
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Введение в системы многих тел 

11.1. Введение 

В этой главе мы рассмотрим системы твердых тел. Наша цель - по

нять, как с помощью уже полученных знаний построить уравнения движе

ния для этих систем. Ясно, что уравнения движения могут оказаться очень 

сложными, поэтому, чтобы их получить, порой необходимо выборочно про

водить компонентный анализ общих теорем динамики. Такой подход мы 

проиллюстрируем на примере гироскопа с двумя степенями свободы. 

Объем книги не позволил нам в полной мере раскрыть этот вопрос. 

У нас не было возможности обсудить многие интересные системы, состоя

щие из нескольких тел, такие как двухспиновый космический корабль, ве

лосипеды, гирокомпасы и тренажер Dynabee. Согласно [86], двухспиновый 
спутник может изменять свое пространствеиное положение в условиях, ко

гда результирующий момент, действующий на сrг;тник, пренебрежимо мал. 

Это свойство используется в спутниках связи, а в свое время было реализо

вано в космическом корабле «Галилей», который был запущен в 1989 году 
и шестью годами спустя начал вращаться вокруг планеты Юпитер. Траек

тории этого корабля бьmи спроектированы таким образом, чтобы он мог 
собирать информацию о самом большом из естественных спутников Юпи

тера. Миссия Галилея окончилась весьма успешно1 . В начале 1970-х годов 
Арчи Мишлер [141] изобрел тренажер Dynabee (Роллербол), действие кото
рого направлено на то, чтобы раскрутить ротор до скорости 5 000 оборотов 
в минуту и выше за счет вращения внешнего корпуса. Об этом новом гиро

скопическом устройстве рассказывается в конце главы. 

11.2. Общие теоремы динамики и уравнения движения 
Лагранжа 

Наша задача - исследовать динамику системы N твердых тел 

В1, ... , BN. Массу тела В к обозначим через mк, его центр масс - че-

1 История запуска космического корабля «Галилей» описывается в недавней работе Мель
цера [140]. 



422 ГЛАВА ll 

рез Хк, радиус-вектор центра масс- через :Хк, тензор инерции тела отно
сительно центра масс Х к - через J к, а угловую скорость тела - через у; к. 
С помощью этих величин можно, как обычно, определить кинетическую 

энергию Тк, кинетический момент Нк и количество движения Gк: 

Если положить К = 1, ... , N, то можно найти выражения для кинема
тических величин, характеризующих каждое из N твердых тел. Алгоритм 
наложения связей на системы тел и расчета потенциальных энергий анало

гичен алгоритму, который описьiВался в главе 8, поэтому мы не будем на 
нем останавливаться. 

Для системы тел можно определить центр масс Х. Радиус-вектор этой 
точки вычисляется по формуле 

х = --=-"
1
=--- ( t ткхк) · 

L~=l тк K=l 

Количество движения G системы тел равно сумме количеств движения 
каждого тела, поэтому величину G можно назвать импульсом центра масс: 

G = (t тк) х= t ткхк. 
K=l К=1 

Во многих задачах, где присутствуют системы тел, приходится рассчиты

вать кинетический момент системы относительно какой-нибудь точки, ска

жем точки А (Ил). В качестве этой точки часто берут центр масс системы 

или неподвижную точку. Величину Нл мы найдем, если применим тожде

ство (7.15) к каждому телу: 

N 

Нл = L (Нк + (хк- хл) х ткхк). 
K=l 

И наконец, кинетической энергией системы N тел является сумма кинети
ческих энергий каждого тела: Т = Т1 + ... + TN. Результирующее выра
жение для Т может оказаться очень громоздким, поэтому для его расчета 

часто используют программные пакеты МАТНЕМАПСА или МАРLЕ. 

Уравнения движения для системы N тел строятся, исходя из теорем 
об изменении количества движения и кинетического момента для каждого 
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тела: 

m1x1 = F1, ... ,mNXN = FN, 

Hl =Ml, ... ,HN =MN, 
(11.1) 

где F к -равнодействующая сила, приложеиная к К -му телу, а М к -сум
марный момент, вычисленный относительно центра масс Хк тела. Уравне
ния (11.1) включают в себя дифференциальные уравнения, описывающие 
движение тел, и выражения, задающие реакции и момент реакций связей. 

Согласно [30], общие теоремы динамики (11.1) эквивалентны урав
нениям движения Лагранжа для системы твердых тел. Обозначим через 

и1 , ... , и6N координаты, в которых параметризуются радиус-векторы Х:к 
и тензоры вращения Qк. Уравнения движения Лагранжа имеют вид 

(А= 1, ... , 6N), (11.2) 

где v = х и 
N -
~ дvк дwк 

ФА= L-JFк· а·А +Мк· а·А" 
K=l и и 

(11.3) 

Еще раз подчеркнем, что мы придем к одним и тем же уравнениям движе

ния для системы тел, исходя как из (11.1), так и из (11.2). 
Если реакции и моменты реакций связей заданы в представлении 

Лагранжа, если система связей, накладываемая на движение тел, являет

ся интегрируемой и если координаты и 1 , ... , и6N выбраны правильно, то, 
как и в случае с другими системами, уравнения движения Лагранжа для си

стемы твердых тел распадаются в две системы уравнений: одна задает ре

акции и моменты реакций связей, а другая описывает движение системы. 

Доказательство рассматривается в [30], здесь оно не приводится. Прежде 
чем использовать этот результат, сделаем ряд замечаний, касающихся вы

ражений для обобщенных сил, вытекающих из (11.3). Пусть на систему 
тел накладывается С интегрируемых связей, которые с учетом выбранных 

координат могут быть записаны в виде: 

Кроме того, предположим, что реакции связей F сК и моменты реакций 
связей Мск задаются в представлении Лагранжа. Можно показать, что 

~ дvк ~ дwк 
L-J Fск · --:-::4 + L-J Мск ·~=О 
K=l ди K=l ди 

(А= 1, ... , 6N- С). (11.4) 
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Это значит, что реакции и моменты реакций связей не участвуют в расче

те обобщенных сил Ф1 , ... , Ф6N-С· Следовательно, выражения (11.3) для 
сил ФА эквивалентны выражениям, которые используются в других рабо

тах, посвященных исследованию уравнений движения Лагранжа для систем 

тел2 . 

11.3. Два тела, соединенные цилиндрическим шарниром 

В качестве первого примера рассмотрим два тела В1 и В2 , соединен

ных посредством цилиндрического шарнира. Эту систему мы рассматри

вали в подразделе 8.6.4 (рис. 8.8). Построим для этой системы уравнения 
движения Лагранжа. 

Начнем с определения кинематических величин. Ранее говорилось, что 

цилиндрический шарнир накладывает на движение тел В1 и В2 пять свя
зей. С учетом этого параметризуем радиус-вектор х1 в декартовых коорди
натах, тензор вращения Q 1 - в углах Эйлера ')'1 , ')'2 , "Уз, а относительный 
тензор вращения Q 2 Qf -с помощью угла е. Угол()- зто угол, на кото
рый поворачивается тело В2 относительно тела В1 ; осью вращения здесь 

является ез. Таким образом, Q 2Qf = L((), ез). Целесообразно определить 
следующие семь координат: 

uk = :Х1 · Ek, uk+З = ')'\ u 7 = (), 

где k = 1, 2, 3. Допустим также, что 

1rp1 = L1e1, 7rP1 = (L2)2e1, 

где L 1 , L 2 - константы. Заметим, что векторами коротационного базиса для 

В1 являются { е1 = 1 е1, е2 = 1е2, ез = 1ез}, а для В2- {2е1, 2е2, 2ез = ез}. 
С учетом выбранных координат имеем: 

з 

v1 = l::±iEi, 
i=1 

v2 = v1 + (1)1 х L1e1 + ((1)1 +Вез) х (L2)2e1, 
з 

(1)1 = 2:: i'igi, 
i=1 
з 

(1)2 = L i'igi +Вез. 
i=1 

2См., например, работы Баруха [14], Гринвуда [80] и Кейна [104]. 
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Используя эти выражения, можно вычислить кинетическую энергию Т си
стемы с учетом наложения связей. Она равна сумме кинетических энергий 
тел В1 и В2 . В этой главе мы придержива~мся краткости изложения, поэто
му не приводим полного выражения для Т. 

Реакции и моменты связей, действующие на систему и обусловленные 
цилиндрическим шарниром, рассчитываются по формулам (8.23). Посколь
ку эти величины задаются в представлении Лагранжа и поскольку мы вы

брали подходящие координаты, можно применить подход 11 и немедленно 
получить уравнения движения для рассматриваемой системы3 : 

(А= 1, ... , 7), (11.5) 

где 

2 
~ дvк дwк 

ФА= 6 Fк · а·А +Мк · а·А · 
K=l и и 

Обратите внимание, что F cl, F с2, Mcl и Мс2 не участвуют в расчете сил 
Ф1 , ... , Ф7 . В качестве упражнения докажите, что 

дv1 дv2 дw1 дw2 
F cl · -А + F с2 · -А + Mcl · -А + Мс2 · -А = О (А = 1, ... , 7). 

дu дu дu дu 

Вы, должно быть, заметили, что эти тождества являются частными слу

чаями тождеств (11.4). Если построены выражения для приложеиных сил 
и моментов и рассчитана энергия Т, то движение системы двух тел можно 
описать с помощью семи дифференциальных уравнений (11.5). Результи
рующая система дифференциальных уравнений может оказаться настолько 
сложной, что потребуется наложить дополнительные связи и сделать ряд 

геометрических упрощений. 

Альтернативный подход к построению уравнений движения заключа
ется в применении теорем об изменении количества движения и кинетиче
ского момента для каждого тела: 

m1x1 = F1, 

m2x2 = F2, 

Hl = Ml, 

н2 = м2. 

(11.6) 

3 Ранее мы рассказывали, как применять подход II ко случаям одного тела, одной мате
риальной точки и системы материальных точек. В работе [30] выводится соответствующий 
результат для системы тел; им-то мы и воспользуемся. 
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В рамках этого подхода мы получим систему связанных уравнений для 

реакций связей р, 1 , ... , р,5 (см. (8.23)) и ii1 , ... , ii7 . В том, чтобы строить 
уравнения Лагранжана основе автоматического выбора линейных комби

наций уравнений (11.6), есть свои преимущества. 

11.4. Гироскоп с одной измерительной осью 

На рис. 11.1 изображен двухстепенный гироскоп с одной измеритель
ной осью, закрепленный на платформе Р. Гироскоп состоит из подвеса Q, 
свободно вращающегося относительно платформы Р (подвес поворачива

ется на угол а вокруг оси е1 ), и ротора R, свободно вращающегося относи
тельно подвеса Q (ротор поворачивается на угол {3 вокруг оси е2 ). Помимо 

двух опор, соединяющих платформу с подвесом, между Q и Р находится 
пружина жесткости К и амортизатор с коэффициентом затухания с. 

Рис. 11.1. Схема демпфирующего гироскопа с двумя степенями свободы. Гироскоп 

состоит из ротора R, закрепленного с помощью подвеса Q над платформой Р. Когда 
платформа вращается вокруг tз, ротор стремится вниз, чему препятствует пружина 

и амортизатор 

Принцип действия гироскопа заключается в следующем: допустим, 

платформа начинает вращаться вокруг вертикальной оси t 3 с угловой ско

ростью П. Тогда ротор начнет вращаться вокруг горизонтальной оси е 1 . 
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Это вращение будет компенсироваться действием пружины так, что резуль
тирующий угол отклонения составит а= а0 . Далее мы увидим, что4 

ао сх П. 

Следовательно, калибровав гироскоп, можно определить П, измеряя угол 
а0 . На практике, однако, измерение а0 чувствительно ко многим другим эф
фектам, так что П определяется порой неправильно. Арнольд и Моидер [8] 
исследовали этот и другие вопросы, связанные с применением скоростного 

гироскопа. Далее мы посмотрим, как прийти к формуле (11. 7), основыва
ясь на полученных ими результатах. Но перед этим заметим, что если на 
теле В установить под определенными углами друг к другу три скорост
ных гироскопа, то с их помощью можно измерить Wi = w · ei. Интегрируя 
wi(t) согласно уравнениям вида (7.28), можно определить тензор враще
ния Q для тела В. Такая система называется инерциальной навигационной 
системой, жестко связанной с корпусом прибора. 

Кинематика 

Пусть {t1,t2,tз},{el,e2,eз} и {r1,r2,rз} будуткоротационнымиба
зисами для Р, g и R соответственно. Эти базисы являются правыми. С их 
помощью и с помощью фиксированного базиса {Е1, Е2, Ез} декартовой си
стемы координат можно определить тензор вращения для каждого из трех 

тел. Допустим, что между ротором и подвесом трение отсутствует, и что 

радиус-векторы центра масс подвеса и ротора совпадают и равных. 

Тензор вращения Qp = 2::=1 ti 0 Ei для платформы параметризуется 
в системе 3-1-3 углов Эйлера. Обозначим вектор угловой скорости платфор
мы через wp, вектор угловой скорости подвеса через w9, а вектор угловой 
скорости ротора через Wr. По формуле (6.32) легко рассчитать эти три век
тора угловых скоростей: 

Wp = Фtз + Bt~ + ФЕз, 
w9 =wp+ael, 

Wr = w 9 + iзе2. 
Обозначим тензоры инерции ротора и подвеса относительно их центров 

масс через 

Jr = Л1(I- r2 0 r2) + Л2r2 0 r2, 

J 9 = Pl е1 0 е1 + Р2е2 0 е2 + рзез 0 ез 
-----------------------

4См., в частности, (11.9). 
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соответственно. Заметим, что в силу симметричности ротора его тензор 

инерции можно выразить через векторы коротационного базиса подвеса 

Jr = Л1 (1 - r2 ® r2) + Л2r2 ® r2 = 

= Л1(l- е2 ® е2) + Л2е2 ® е2. 

Кинетический момент ротора относительно его центра масс и кинетиче

ский момент ротора и подвеса относительно их совпадающих центров масс 

равны 

Hr = JrWr, 

H=Hr+H9 = 
= JgWg + Jr'"'-'r = 
= ((р1 + Л1)е1 ® е1 + (Р2 + Л2)е2 ® е2 + (Рз + Лз)ез ® ез)w9+ 

+ Л2/Зе2. 

Отчасти из-за симметричности ротора выражение для Н имеет простой 

вид. 

Реакции и моменты связей 

На движение подвеса относительно ротора накладывается пять связей: 

Vr = v9 , 

(wr- w9 ) · r1 =О, 

(wr-w9)·rз=O. 

Допустим, что опоры между платформой и подвесом, на котором держится 

ротор, являются гладкими, тогда реакции и моменты реакций связей можно 

задать с помощью представления Лагранжа (8.22): 

3 

Fcr = -Fcg = L f.lkek, 
K=l 

Мет= -Meg = /14el + /15ез. 

Докажите, что сила F er и момент Мет эквивалентны двум реактивным си

лам R 1 и R2 , действующим на противоположных концах ротора. Отсюда 

следует, что лагранжево представление дает физически реалистичное опи

сание реакций и моментов связей. 
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Уравнения движения гироскопа 

Из теоремы об изменении кинетического момента, применяемой для 

движения ротора относительно его центра масс следует одно интересное 

свойство. Во-первых, заметим, что Mr = Mcr. причем, этот момент не 
имеет составляющей по оси е2 = r2. Кроме того, легко видеть, что Hr·e2 = 
= О. Следовательно, величина h = Hr · е2 не изменяется, где 

(11.7) 

В силу сохранения этой величины, мы можем изменить относительную ско

рость /3 ротора за счет изменения угловой скорости платформы в направле
нии е2 = r2. В общем, мы допускаем, что 

Считается, что скорость /J не изменяется в течение работы гироскопа. 
Глядя на результирующую силу и суммарный момент, действующие 

в системе подвес-ротор, легко видеть, что моменты связи в точках оnо

ры, где nодвес крепится к платформе, не имеют составляющих по оси е1 . 

Следовательно, будет l?азумно, если мы запишем теорему об изменении ки

нетического момента Н = М для системы подвес-ротор и проанализируем 
его составляющую по оси е1 . Аппроксимируя момент по оси е1 , обуслов

ленный пружиной и амортизатором, значением -(Ка+ са)Ае1, где А
константа, соизмеримая с квадратом длины, находим дифференциальное 

уравнение относительно угла а: 

(Л1 + Pl)a + КАа + сАа =Л2/Jwз- (Л1 + P1)w1 + 
+ (Л2 + Р2- (Лз + рз))w2wз, 

(11.8) 

Действие гироскоnа 

Дифференциальное уравнение (11.8) характеризует изменение угла а 
при движении платформы. Ясно, что угол а чувствителен ко всем состав

ляющим вектора ""v· На практике ротор обычно раскручивается до боль
шой скорости /3, так что в правой части уравнения (11.8) доминирует член 
Л2/Jw3 . Следовательно, уравнение (11.8) можно аппроксимировать уравне-
ни ем 

(11.9) 
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Предположим, что изначально а = О (ротор находится в горизонтальном 
положении), значение /3 велико, а w3 =О. Из (11.9) следует, что ротор так 
и останется в горизонтальном положении. Если теперь придать скорости w3 

постоянное неиулевое значение wз0 , то значение a(t) начнет со временем 
изменяться. В качестве упражнения проинтегрируйте уравнение (11.9); вы 
увидите, что если значение >..2/Jwз постоянно, а сА > О, то решение a(t) 
в конечном итоге примет постоянное значение а0 . Из уравнения ( 11.9) 
можно построить соотношение, связывающее это значение с постоянной 

угловой скоростью платформы5 : 

(11.10) 

Это уравнение объясняет принцип работы гироскопа. 

В мире существует множество устройств, аналогичных гироскопу: ги

рокомпас, гироскопический горизонт, трехстепенный гироскоп (с тремя 

измерительными осями). Объем книги не позволяет нам рассмотреть их 

устройство и действие. Хорошее оnисание есть в работах Арнольда и Мои

дера [8], Крэбтри [42] и Гинзберга [71]. Хотя в сравнении с современными 
микроэлектромеханическими гироскопами эти устройства выглядят уста

ревшими, практическая реализация многих механических моделей просто 

поражает своей гениальностью. 

11.5. Заключение 

В этой главе мы на двух примерах продемонстрировали построе

ние уравнений движения для системы твердых тел. К счастью, в рамках 

большинства физических задач к реакциям и моментам связей применимо 

лагранжево представление, поэтому движение системы может быть описа

но уравнениями Лагранжа. Эта мысль раскрывается на протяжении всей 

книги и широко используется при формулировке систем многих тел. 

К неголономным системам применимы альтернативные формы урав

нений Лагранжа. Самыми известными из них являются уравнения Гибб

са-Аппеля и уравнения Больцмана-Гамеля. Они позволяют исключить из 

модели реакции и моменть1 неинтегрируемых связей. Эти уравнения не 

рассматриваются в настоящей книге; они исследуются во многих других 

учебниках и статьях, например в работах Баруха [14], Гринвуда [80], Гаме
ля [87], Карапетяна и Румянцева [108], Неймарка и Фуфаева [151], Папас-

5Видимо, в формуле (11.10) опечатка. Должно быть: wзо = (К4) ао.- Прим. ред. 
Л2fЗ 
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тавридиса [167-169] и Удвадия и Калаба [218]. Другие формы уравнений 
движения выводятся из уравнений Лагранжа (11.2). Если вы примените 
знания, полученные в этой книге (а также выражения (11.3)), вы сможе
те связать эти уравнения с теоремами об изменении количества движения 

и кинетического момента. 

Задачи 

11.1. На рис. 11.2 изображена пластина массы m, шарнирно сочле
ненная в точке А с тонким стержнем. Длина стержня равна L. Один его 
конец ( 0) является неподвижным. Стержень вращается вокруг оси Ез с уг
ловой скоростью -ф = n. 
(а) Используя систему 3-1-3 углов Эйлера, докажите, что на движение пла

стины накладываются пять связей, уравнения которых имеют вид 

(11.11) 

где х -радиус-вектор центра масс пластины, (.А) - угловая скорость 

пластины, а 7r А - радиус-вектор точки А относительно центра масс Х. 

(Ь) При каких пространствеиных nоложениях пластины углы Эйлера при

нимают вырожденвые значения? 

(с) Заnишите выражения для сил Fc и моментов Мс, соответствующих 
пяти связям. Нарисуйте силовую схему для свободной пластины. 

( d) Докажите, что механическая мощность реакций и моментов связей не 
равна нулю при n =1- о. 

(е) Пусть вектор 1r А и момент тензора инерции J пластины относительно 
его центра масс равны 

3 

7rA = -ае2, J = L Лiei@ ei. 
i=l 

(11.12) 

Получите выражение для кинетического момента Ил и nокажите, что 

Нл =1- JA(.A) при n =1- 06• 

(f) Расскажите, как бы вы строили уравнения движения пластины. 

6Подсказка: можете воспользовmъся тождеством а х (Ь х с) = (а · с) · Ь - (а · Ь) · с. 
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Тонкий стержень длины L 

о 

Прямоугольная пластина 

Рис. 11.2. Твердая пластина, соединенная с тонким стержнем цилиндрическим шар
ниром в точке А. Один конец стержня закреплен в точке О так, что стержень может 

свободно вращаться вокруг оси Ез. На пластину действует сила тяжести -mgEз 

11.2. Согласно (2.1), теоремы об изменении количества движения 
и кинетического момента для твердого тела в интегральной форме имеют 

вид: 
tl 

G(t1)- G(to) = j F(т)dт, 
to 

(11.13) 
tl 

H(t1)- H(to) = j М(т)dт. 
to 

Применим эти уравнения в задаче о столкновении твердого тела с гладкой 

поверхностью. Имеем t1 - to --> О; в этом пределе значения G(t) и H(t) 
могут быть непрерывными. Предположим, что столкновение происходит 

в момент времени t. Тогда мы должны рассмотреть пределы t 1 = t +а "'. t 
и to = t -а/ t. 

Аналогично тому, как трактуются в механике сплошных сред на

рушения непрерывности, мы обозначим изменение (скачок) функции 
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f(u(t), u(t), t) в момент времени t следующим образом: 

([!]] = lim f(u(t +а), u(t +а), t +а)- f(u(t- а), u(t- а), t- а), 
О"-+0 

где а> О. 

(а) Пусть движение тела параметризуется в системе координат и 1, ... , u6 . 

При каких условиях выполняются равенства 

[[ дv ]] -о [[~]] -о аик - ' аик - ' (11.14) 

где К = 1, ... , 6. Какой физический смысл имеют эти условия? 

(Ь) При условии, что выполняются равенства (11.14), докажите, что, ес
ли взять подходящие пределы, уравнения (11.13) можно переписать 
в виде 

(11.15) 

где К = 1, ... , 6, а обобщенные ударные силы равны 

(
t+a ) (t+a ) Фк = lim j F(r)dr · ~ (t) + lim j M(r)dr · д~ (t). 

а--+0 ди а--+0 дu 
-q -(1 

При выводе (11.15) полезными могут оказаться вычисления (10.17). 
В разделе 15.2 работы Синга и Гриффита [207] описывается альтерна
тивный метод построения (11.15) для системы материальных точек. 

(с) Покажите, что шесть уравнений (11.15) описывают столкновение 
стержня с гладкой горизонтальной поверхностью. 

11.3. Рассмотрим еще раз роботизированную руку, изображенную на 

рис. 7.9. Масса роботизированной руки равна m, а момент тензора инерции 
относительно ее центра масс равен 

Вращение роботизированной руки осуществляется двигателями, которые 

на рис. 7.9 не показаны. Вращение складывается из: 
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1) поворота вокруг оси Ез на угол 'ljJ и 

2) поворота вокруг оси g2 =е~= cos('ljJ)E1 + sin('ljJ)E2 на угол О. 

Другая система приводов описывает движение точки Р роботизированной 

руки. Радиус-вектор центра масс руки относительно точки Р равен 

- L 
х-хр = 2ез. 

(а) Рассматривая углы 'ljJ и О как углы Эйлера системы 3-1-3, для которой 
ф = О, докажите, что векторы g1, g2 и g3 двойственного базиса Эйлера 
не являются ортонормированными. При каких положениях роботизи

рованной руки эти векторы не определяются? 

(Ь) Какие шесть связей накладываются на движение руки при условии, что 

движение точки Р описывается функпией Хр = u(t), и что вращение 
руки является предопределенным? 

(с) Докажите, что кинетический момент Н (относительно центра масс) 

руки равен 

( d) Нарисуйте силовую схему для свободной роботизированной руки. По
кажите на ней силу тяжести -mgEз. 

(е) Докажите, что сила, приводящая в движение центр масс руки, равна 

F act = тgЕз + mii + ~L (2фд cos( О) + ;f sin( О) )е1 + 

+ ~L (ф2 sin(O) cos(O)- ё)е2- ~L (tP + ф2 sin2 (0))eз. 

(f) Докажите, что момент Мс, поворачивающий роботизированную руку, 
равен 

mL mL2 . . 
Mact =тез х (gЕз + ii) + - 2-'l/JoOo cos(O)e2-

mL2 ·2 
- -4-'Фо sin(O) cos(O)e1 + I.IJ х Н. 

Во время поворота д = Во, ф = Фо, поэтому угловая скорость I.IJ не 
изменяется. 
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(g) Докажите, что изменение полной энергии Е роботизированной руки 
равно работе, которую совершают сила F act и момент Mact: 

Е= Fact · U + Mact · ФЕз + Mact · ёе1. 

11.4. Ранее мы рассказывали о недавно изобретенном кистевом эс

пандере, который известен как тренажер Динаби (Dynabee ), Пауэрбол 
(Powerball) или Роллербол (Rollerball). Внутри этого тренажера находит
ся тяжелый ротор, который катится без скольжения по круговому тре

ку [82, 94]. Трек является частью корпуса, который человек держит в руке 
и раскручивает. В работе [82] говорится, что nутем эффективного раскру
чивания корпуса можно заставить вращаться ротор. Чтобы ротор начал вра

щаться, человек должен постоянно увеличивать момент, в результате чего 

тренируются мышцы руi<И и запястья. Посмотрим, каi<Ие связи накладыва

ются на движение ротора и корпуса. 

На рис. 11.3 видно, что система векторов { еп, et2, еtз} вращается вме
сте с треком, а система векторов { er1, er2, еrз} вращается вместе с ротором. 
Определим также промежуточную систему векторов 

Заметим, что эти векторы не составляют коротационный базис. 

(а) Тензор вращения Q = l::~=l etk 0 Ei корпуса параметризуется в си
стеме 3-1-3 углов Эйлера (ф,В,ф). По рис. 11.3 определите, к чему 
приведет наложение условий ф = -ф и В = В0 , где Во - константа. 

(Ь) Тензор вращения R ротора относительно трека (корпуса) параметри
зуется в системе 3-1-2 углов Эйлера (а, 'У, J.L :::::: О). Подчеркнем, что 

(11.16) 

Получите выражения для векторов угловой скорости ротора (A)r и тре

ка (A)t. 

(с) По рис. 11.4 видно, что ротор соприкасается с треком в двух точ
ках. Для удобства определим четвертую систему единичных векторов 

{ е71"1, е71"2, е71"з}, из которых вектор е71"1 параллелен отрезку прямой меж
ду точкамиР и Q, а е71"2 = а2. Докажите, что угол (3 между erl и е71"1 
равен 

(3 = tg-1 ( ~:), 
где Ra - радиус оси ротора, а Rt - радиус трека. 
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i 

Рис. 11.3. Схема тренажера Динаби, на которой показав трек Т и ротор n. Углы а 
и 'У характеризуют вращение ротора относительно трека. Рисунок взят из [82] 

( d) Докажите, что условие качения в точках Р и Q накладывает связи: 

где v r и v t - векторы скорости центров масс ротора и корпуса соот

ветственно. Кроме того, докажите, что эти связи nредполагают выпол

нение равенства 

. (Rt) . 'У=- - а. 
Ra 

(11.17) 

Как и в [82], мы допускаем, что JL ~О. 

(е) При условии, что движение корпуса является полностью nредоnре
деленным, докажите, что система тел, состоящая из корпуса и рото

ра, подчиняется 11 независимым связям. С помощью представления 
Лагранжа задайте реакции и моменты связей, действующие на два те
лаn и т. 
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(t) Докажите, что е7r 1-компонент уравнения равновесия кинетического 
момента ротора относительно центра масс Х есть дифференциальное 

уравнение, описывающее движение ротора. 

(g) В условиях равномерного вращения ротора выполняется равенство 

ф = а. Объясните, почему из ( 11. 7) следует, что ротор будет вращаться 
быстрее корпуса. 

Рис. 11.4. Схематическое изображение того, I<ак ротор соприкасается с треком в двух 

точках Р и Q. Центры масс ротора R и корпуса Т совпадают и находятся в точке Х. 

Радиус Ra оси ротора и угол /-! преувеличены 

11.5. Пусть тензор вращения Q твердого тела параметризуется в си
стеме 3-1-3 углов Эйлера ('lj;, (), ф). Допустим, что через интервал времени 
t1 - t0 выполняется равенство 

(11.18) 

(а) Докажите, что вращение тела в интервале времени t1 - t0 описывается 

произведениемтензоров 

(Ь) Докажите, что для определения ф(t1 )- ф(t0 ) недостаточно показаний 

r..,; • ез от одного скоростного гироскопа7 . 

7 Воспользуйтесь выражением (7.22) из задачи 7.4. 
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(с) Для какого движения твердого тела выполняется равенство (11.18)8. 

(d) Рассмотрите движение из пункта (с). При условии что начало вектора 
ез является неподвижным, постройте график изменения координат для 

конца этого вектора. Конец вектора лежит на поверхности единичной 

сферы. С помощью выражения, которое дается в разделе 123 работы 
Кельвина и Тейта [109] и которое независимо от них получили Гуд
маи и Робинсон [73] и Леви [126], докажите, что площадь, которую 
описывает конец вектора е3 ( t) на единичной сфере, зависит от угла 
ф(t1)- ф(tо). 

(е) Докажите, что выводы, полученные в пункте (d), имеют отношение 
к парадоксу Кодмана, который обсуждался в задаче 6.8. 

8При ответе на этот вопрос полезными могут оказаться статьи Монтгомери [144] 
и О'Рейли [158]. 
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Основы теории тензоров 

A.l. Введение 

Тензор - это линейное отображение, преобразующее вектор в вектор. 

Векторные преобразования принято задавать в матричной форме. В этом 

приложении мы поговорим о другой величине, тензоре, которая служит 

для тех же целей. Тензоры обычно обозначаются полужирными символами 

заглавного регистра (например А). Преобразование вектора а в вектор Ь 

под действием тензора А записывается уравнением 

Ь=Аа. 

Преимуществом тензорного представления является его компактность, 

в сравнении с матричным, и то, что тензоры легче дифференцировать, чем 

матрицы. Кроме того, при изменении базиса составляющие тензора преоб

разуются очевидным образом. Это свойство особенно полезно в кинемати

ке твердого тела. В разделе 6.2 главы 6 рассматривается пример, в котором 
сравниваются матричное и тензорное обозначения. В этом примере нагляд

но демонстрируются все преимущества тензорного представления. 

Заметим, что материал настоящего приложения традиционно изучается 

на курсах механики сплошных сред. Среди работ на эту тему можем назвать 

статьи Кейси [26, 28] и учебники Чэдвика [35] и Гуртина [84]. 

А.2. Базисы, альтернаторы и символы Кронекера 

Пусть JE3 обозначает трехмерное евклидово пространство. Правый 
фиксированный ортонормированный базис этого пространства будем обо

значать через {Е1, Е2, Ез}. Система векторов {р1, Р2, рз} задает другой 
правый ортонормированный базис, который не обязательно является фикси

рованным1. Латинские строчные курсивные индексы, например i, j, k, при
нимают значения от 1 до 3. 

1 Он служит для представления коротационных баз, изменяющнхся во времени баз, таких 
как { er, ее, Ез}, и фиксированных баз, таких как {Е1, Е2, Ез}. 
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Напомним, что система векторов {Ь1 , Ь2 , Ь3 } является ортонормиро
ванной, если при i =f. k выполняется равенство bi · bk = О, а при i = k 
выполняется равенство bi · bk = 1. Далее считаем, что система векторов 
{Ь1 , Ь2 , Ь3 } является правой, если смешанное произведение векторов 

положительно. 

Поскольку мы очень часто будем использовать скалярное произведе

ние, удобно определить символ Кронекера дik: 

Ясно, что 

о, i =1- j, 
1, i = j. 

Pi · Pk = дik· 
Определим также альтернирующий символ (Леви-Чивита) Eijk: 

Е123 = Е312 = Е231 = 1, 
Е213 = Е132 = Е321 = -1, 

в противном случае Eijk =О. 

Иначе говоря, Eijk = 1, если ijk соответствует четной перестановке 
чисел 1, 2, 3; Eijk = -1, если ijk соответствует нечетной перестановке чи
сел 1, 2, 3; Eijk О, если i = j, или j = k, или k = i. Заметим также, 
что 

[Pi, pj, Pk] = Eijk· 

Это выражение легко доказать, воспользовавшись определением смешан

ного произведения векторов. 

А.З. Тензорное произведение двух векторов 

Тензорное произведение любых двух векторов а и Ь в пространстве JE3 

определяется следующим образом: 

(а0Ь)с= (Ь·с)а, (А.1) 

где с- произвольный вектор пространства JE 3
. Это значит, что произведе

ние а Q9 Ь проецирует вектор с на вектор Ь и умножает результирующий 
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скаляр на вектор а. Очевидно, что а Q9 Ь иреобразует вектор с в вектор, па

раллельный вектору а. Можно дать эквивалентное определение тензорного 

произведения 

c(aQ9b)=(a·c)b. 

Оба определения тензорного произведения широко используются в настоя

щей книге. Обратите внимание, что произведение а@ Ь линейно иреобразу

ет любой вектор с, на который оно действует. К примеру, если а = Е1, Ь = 
= Ez и с = Ez, то 

Проанализируйте эти выражения, выбрав в качестве с другие векторы. 

Тензорное произведение векторов а и Ь обладает рядом полезных 

свойств. Если о: и {3 - два произвольных скаляра, а а, Ь и с - три про

извольных вектора, то 

(о:а + {Jb) Q9 с= о:(а Q9 с)+ {З(Ь Q9 с), 

с Q9 (о:а + {Jb) =о:( с@ а)+ {З(с@ Ь). 

Эти свойства вытекают из определения тензорного произведения. Чтобы их 

доказать, достаточно продемонстрировать, что левые и правые части этих 

тождеств одинаковым образом преобразуют произвольный вектор d. 

А.4. Тензоры второго ранга 

Тензор второго ранга А есть линейное преобразование простран

ства JE3 в себя. Это значит, что для любых двух векторов а и Ь и любых 
двух скаляров о: и {3 выполняется равенство 

А(о:а + {Jb) = о:Аа + {ЗАЬ, 

где Аа и АЬ- векторы пространства JE3
. Чтобы проверить, равны ли друг 

другу два тензора второго ранга А и В, достаточно доказать, что векто

ры Аа н В а равны друг другу для всех векторов а. Тензор а@ Ь - простой 

пример тензора второго ранга. 

Для тензоров второго ранга традиционно определяют следующие пра

вила сложения: 

(А+ В)а = Аа + Ва, (о:А)а = о:(Аа), (АВ)а = А(Ва), 

где А и В- произвольные тензоры второго ранга, а- произвольный век

тор, а о: - произвольный скаляр. 
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Определим также единичный тензор 1 и нулевой тензор 0: 

la=a, Оа=О, 

где а- произвольный вектор. 

A.S. Теорема представления тензоров второго ранга2 

На этом этапе удобно получить представление для тензора второго ран

га А. Мы должны прийти к выражению 

3 3 

А= LLAkjPk0Pj, (А.2) 

j=lk=l 

где 
3 3 

Aik = (Apk) ·Pi, ai = LAkJPk, А= Lai 0Pj· 
k=l j=l 

Величины Aik называют компонентами тензора А относительно базиса 
{р1, р2, р3}. Удобно интерпретировать тензоры с помощью представления 

А = E~=l aj 0 Pj· Согласно этой записи, тензор А преобразует вектор 
Pk в вектор ak. Следовательно, если мы знаем, как иреобразует тензор А 
три ортонормированных вектора, то мы можем сразу же записать для него 

представление. 

Приступим к доказательству (А.2). Заметим, что Api есть вектор. Зна
чит, его можно задать линейной комбинацией базисных векторов Pl, Р2 
и р3: 

Ар1 = АнРl + А21Р2 + А31р3, 
Ар2 = А12Р1 + А22Р2 + А32р3, 
Ар3 = А13Р1 + А23Р2 + А33Р3· 

Для скаляров Aik имеет значение порядок индексов i и k. Пусть Ь 
"'3 ь ~ ~ = L...i=l iPi- произвольныи заданныи вектор, тогда 

3 3 

АЬ = LA(Ьjpj) = Lbj(Apj) = 

j=l j=l 

2В современных учебниках цо тензорному анализу для уцрощения обозначений цринято 
оцускатъ знак суммы I; цри наличии в выражении цовторяющегося индекса. Автор исцолъ
зует несколько устаревшее обозначение, указывая знак суммы I; явно. - При.м. ред. 
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На предпоследнем шаге мы воспользовались определением тензорного про

изведенщ двух векторов. 

Итак, мы доказали, что 

3 3 

АЬ = L L(AkjPk@ Pj)b. 
j=lk=l 

Поскольку это выражение справедливо для всех векторов Ь и поскольку А 

задает линейное преобразование, мы заключаем, что выражение (А.2) есть 

верное представление тензора А. 

Представление линейного преобразования 

Получим на основе теоремы представления (А.2) выражения, задаю

щие преобразование под действием тензора второго ранга А. Эти выраже

ния аналогичны матричному умножению. Вспомним, что 

3 3 

А= LLAkjPk@Pj· 
j=lk=l 

Тензор А иреобразует вектор Ь следующим образом: 

Если определить вектор с= АЬ, то легко видеть, что компоненты ci = c·pi 
вектора с равны 

3 

Ci = i:Aijbj· 
j=l 

(А.З) 
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В матричной форме выражение (А.З) имеет знакомый вид: 

(А.4) 

Из (А.4) следует, что единичный тензор равен 1 = 2::~= 1 Pi 0 Pi· Выберем 
в качестве базиса {р1 , р2 , р3 } известные нам системы векторов и получим: 

1 = Е1 0 Е1 + Ez 0 Ez + Е3 0 Е3 = 
= er 0 er + ее 0 ее + Е3 0 Е3 = 
= eR 0 eR +ее 0 ее+ еФ 0 еФ. 

По ходу книги встречаются и другие примеры представления 1 = 2::~= 1 Pi 0 Pi. 

Произведение двух тензоров второго ранга 

Получим полезное выражение, задающее произведение двух тензоров 

второго ранга. Произведением АВ является тензор второго ранга С. Пусть 

3 3 3 3 3 3 

А= L L AikPi0Pk, в= LLдkPi0Pk, с= .L: .L: cikPi0Pk· 
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1 

Решим уравнения 

Са= (АВ)а, 

где а - произвольвый вектор. В силу произвольности вектора а для девяти 

компонентов тензора С имеем: 

3 

cik = .L:Aijвjk· 
j=1 

Это выражение аналогично тому, которое используется в матричном умно

жении. Действительно, если определить три матрицы с компонентами 

cik, Aik и вik, то получим: 
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В этом выражении все компоненты трех тензоров выражаются через векто

ры одного и того же базиса. Представление произведения БА получается 

путем прямого расчета. 

Наконец, рассмотрим произведение двух тензоров второго ранга а Q9 Ь 
и с Q9 d. Используя теорему представления для обоих тензоров и записывая 
их произведение, находим: 

(а Q9 Ь)(с Q9 d) =а Q9 d(b ·с). 

С помощью этого выражения легче всего запомнить, как перемножаются 

два тензора второго ранга. 

А.6. Функции тензоров второго ранга 

Симметричные и кососимметричные составляющие тензора второго 

ранга 

Тензор А т, который получается транспонированием тензора второго 
ранга А, по определению равен 

Ь · (Аа) = (АтЬ). а, (А.5) 

где а и Ь - произвольные векторы. Применяя к тензору второго ранга с Q9 d 
операцию транспонирования, получаем: 

Будет показано, что эти выражения являются весьма полезными. 

Для любых двух заданных тензоров второго ранга А и В можно до
казать равенство (АВ)т =вт Ат. Если А= А т, то тензор А называется 
симметричным. Тензор А называется кососимметричным, если А = -А т. 
Любой тензор второго ранга В можно представить суммой симметричного 

тензора второго ранга и кососимметричного тензора второго ранга: 

К кососимметричным тензорам, часто встречающимся в настоящей книге, 

относятся тензоры угловой скорости. Эти тензоры имеют непосредствен

ное отношение к векторам угловой скорости. Примерами симметричных 

тензоров являются тензоры Эйлера Е0 и Е и тензоры инерции J0 и J. 
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Получим представления для симметричной и кососимметричной со

ставляющих тензора второго ранга А. С учетом определения (Аа) · Ь = 
= (АтЬ) ·а и произвольности векторов а и Ь можно доказать, что 

3 3 3 3 

Ат = LLAkiPi ®Pk = LLAikPk ®pi, 
i=l k=l i=l k=l 

где 
3 3 

А= LLAikPi®Pk· 
i=l k=l 

Поскольку тензор второго ранга А является симметричным при условии, 

что А = А т, получаем 

Это значит, что симметричный тензор второго ранга имеет шесть независи

мых компонентов. Аналогично если А т = -А, то А - кососимметричный 
тензор: 

Обратите внимание, что кососимметричный тензор второго ранга имеет три 

независимых компоненты. 

Инварианты, определители и следы 

С тензором второго ранга связаны три скалярные величины, которые 

не зависят от правого ортанормированного базиса пространства JE3
. Эти ве

личины называются (главными) инвариантами тензора второго ранга. Для 

тензора второго ранга А инварианты JA, I IA и I I IA по определению рав
ныз 

[Аа, Ь, с]+ [а, АЬ, с]+ [а, Ь, Ас]= JA[a, Ь, с], 

[а, АЬ, Ас]+ [Аа, Ь, Ас]+ [Аа, АЬ, с] = ПА[а, Ь, с], 

[Аа,АЬ,Ас] = ПJА[а, Ь,с], 

где а, Ь и с - три произвольных вектора. 

Первый инвариант называется следом тензора, а третий инвариант -
определителем тензора: 

tr(A) = IA, det(A) = lliA. (А. б) 

3Наши рассуждения во многом основываются на рассуждениях Чэдвика [35]. 
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Посмотрим, почему они так называются. Во-первых, вспомним, что 

[Аа, Ь, с]+ [а, АЬ, с]+ [а, Ь, Ас]= tr(A)[a, Ь, с], 

[Аа, АЬ, Ас] = det(A)[a, Ь, с]. 
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Если положить а = Pl, Ь = Р2 и с = р3, где {Pl, Р2, Р3} - правый ор
тонормированный базис пространства Е3 , то получим промежуточные ре
зультаты: 

[pl,P2,P3] = 1, 
3 

[Apl, Р2, Р3] + [Pl, Ар2, Р3] + [р1, Р2, Ар3] = L)Api) · Pi, 
i=l 

Принимая их во внимание, находим след тензора А: 

3 

tr(A) = ~)Api) · Pi =Ан + А22 + А33· 
i=l 

Аналогичное выражение справедливо для следа матрицы. Далее, находим: 

det(A) = [Ар1 , Ар2 , Ар3] = 
3 3 3 

= LLLAi1Aj2Ak3[Pi,Pj,Pk] = 
i=l j=l k=l 
3 3 3 

= L L L EijkAilAj2Ak3· 
i=l j=l k=l 

(А.7) 

Напомним, что определитель матрицы размерностью 3 х 3, компоненты 
которой равны Bik, определяется по формуле 

(А.8) 

Сравнивая (А. 7) с (А.8), мы видим, что определитель тензора А можно 
рассчитать, воспользовавшись представленнем тензора в терминах правого 
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ортонормированного базиса и стандартной формулой для матриц: 

([
Ан 

det(A) = det А21 
А31 

Заметим также, что tr(a Q9 Ь) =а· Ь. 

Обратные н присоединенные тензоры 

Тензор А - 1, обратный для тензора второго ранга А, есть тензор вто
рого ранга, удовлетворяющий уравнению 

А - 1 А= АА - 1 = I. 

Для тензора существует обратный ему тензор тогда, когда det(A) =F О. Если 
транспонировать это уравнение, то получим, что тензор, обратный к транс

понированному тензору, равен транспонированному обратному тензору. 

Присоединенный тензор А* для тензора второго ранга А есть тензор 

второго ранга, удовлетворяющий уравнению 

А*(а х Ь) = Аа х АЬ, 

где а и Ь - произвольные векторы. Если тензор А имеет обратный тензор, 

то присоединенный тензор также равен 

Если определитель тензора А равен единице, то последнее выражение су

щественно упрощается. 

Собственные значения и собственные векторы 

Характеристические значения (по-другому, собственные или главные 

значения) тензора второго ранга А называются корнями Л характеристиче

ского уравнения для А: 

det(ЛI- А) =О. 

Это уравнение имеет три корня Л1, Л2 и Лз. Раскладывая его, получаем: 
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Это значит, что 

Л1Л2Лз = det(A) = IIIл, 

Л1Л2 + Л2Лз + Л1Лз = ~(tr(A) 2 - tr(A2)) = Пл, 

Л1 + Л2 + Лз = tr(A) = Iл. 

449 

Следует отметить, что если тензор положительно определенный, то все его 

собственные значения строго положительны. 

Собственный вектор (по-другому, характеристическое или главное на

правление) тензора А есть вектор u, удовлетворяющий уравнению 

Au = Лu, (А.9) 

где Л - корень характеристического уравнения. У тензора второго ранга 

есть три собственных вектора. Чтобы их найти, необходимо преобразо

вать (А.9) с учетом (А.4) и применить стандартный метод линейной ал

гебры. 

Рассмотрим простой пример: 

Анализируя данное выражение, приходим к выводу, что собственные зна-
2 ь2 2 

чения тензора J 0 равны ~~ , ~2 и ~~ , а собственные векторы равны 
Е1 , Е2 , Е3 . Отметим также, что если а, Ь и с имеют неиулевые значения, то 

тензор J 0 положительно определенный. 

А.7. Тензоры третьего ранга 

Рассмотрим один пример тензора третьего ранга. Тензор третьего ран

га преобразует векторы в тензоры второго ранга или тензоры второго ранга 

в векторы. Все построения, полученные выше для тензоров второго ранга, 

можно по аналогии распространить на тензоры третьего ранга. Тем не ме

нее отметим, что произвольвый тензор третьего ранга А выражается через 

векторы базиса {р1, р2 , Р3} следующим образом: 

3 3 3 

А= 2::::2::::2:::: AijkPi 0 Pj 0 Pk· 
i=l j=l k=l 
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Определим также тензорное произведение: 

(a0b0c)[d0e]=a(b·d)(c·e), (a0b0c)d=a0b(c·d). (A.lO) 

Возможны и другие определения тензорного произведения. Обратите вни

мание на квадратные скобки []в (A.lO). 
Самый часто используемый тензор третьего ранга называется альтер

натором Е: 

3 3 3 

Е= I:I:I:щkPi 0Pj 0Pk = 
i=l j=l k=l 

= Р1 0 Р2 0 Р3 + Р3 0 Р1 0 Р2 + Р2 0 Р3 0 Р1-

- Р2 0 Р1 0 Р3- Pl 0 Р3 0 Р2- Р3 0 Р2 0 Pl· 

У этого тензора есть ряд полезных свойств. Первое: если А - симметрич

ный тензор, то Е[А) =О (попробуйте доказать это свойство самостоятель-

но). Второе: если с= I;~=l CkPk- вектор, то тензор 

3 3 3 

ЕС = I: I: I: EijkPi 0 PjCk = 
i=l j=l k=l 

= с3(Р1 0 Р2- Р2 0 PI) + с2(р3 0 Pl- Р1 0 Р3) + 
+ с1(Р2 0 Р3- Р3 0 Р2) (A.ll) 

является кососимметричным. 

Тот факт, что Е действует на вектор и дает кососимметричный тензор, 

позволяет нам определить кососимметричный тензор С для произвольного 

вектора с, и наоборот: 

С= -Ее, 

Вектор с называется аксиальным вектором тензора С. В качестве упражне

ния полезно доказать, что если С задается выражением 

то, согласно первому тождеству из (A.lO), имеем 
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Другим важным результатом является: 

Са= ( -Ес)а =с ха. 

Он позволяет заменить векторное произведение тензорным и наоборот. 

Примеры. Приведем несколько примеров. Пусть задан кососиммет-

ричный тензор 

Тогда 

Е[П] = -2ПЕз, 
откуда заключаем, что ПЕ3 есть аксиальный вектор тензора !1. В качестве 
упражнения докажите, что для всех векторов а выполняется равенство 

(П(Е2 ® Е1- Е1 ® Е2))а = ПЕз ха. 

Аналогично для заданного вектора ')'Е 1 можно рассчитать: 

Е')'Е1 = 'УЕ2 ® Ез - ')'Ез ® Е2. 

С учетом этого получаем: 

'УЕ1 х Ь = ('УЕз ® Е2- ')'Е2 ® Ез)Ь 

для всех векторов Ь. 

A.S. Особые тензоры второго ранга 

Выделяют три типа тензоров второго ранга, которые играют важную 

роль в динамике твердого тела: собственно ортогональные тензоры, сим

метричные положительно определенные тензоры и кососимметричные тен

зоры. 

Ортогональные тензоры 

Тензор второго ранга L называется ортогональным, если LLт = 

= LтL = 1. Это значит, что транспонированный ортогональный тензор 
совпадает с обратным тензором. Из этого определения также следует, что 

det(L) = ±1. Ортогональный тензор обладает уникальным свойством: 
La · La = а· а, то есть длина вектора, который преобразуется под дей
ствием ортогонального тензора, остается неизменной. 

Вот некоторые примеры ортогональных тензоров: 

1, -1, Е1 ® Е1 + Е2 ® Е2 - Ез ® Ез. 

Последний пример описывает отражение в плоскости х3 = О. 
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Собственно ортогональные тензоры 

Тензор второго ранга Q называется собственно ортогональным, если 
QQT = QтQ = 1 и det(Q) = 1. Теорема Эйлера гласит, что этот тензор 
эквивалентен тензору вращения (см. раздел 7.2). Собственно ортогональ
ные тензоры второго ранга относятся к подклассу ортогональных тензоров 

второго ранга. В самом деле, можно доказать, что любой ортогональный 

тензор второго ранга либо уже является тензором вращения, либо может 

быть получен умножением тензора вращения на -1. 
Согласно формуле Эйлера, любой тензор вращения можно задать вы

ражением 

Q = cos(e)(l- р Q9 р)- sin(e)t:p + р Q9 р, 

где е - вещественное число, а р - единичный вектор. Переменпая е на

зывается углом вращения (против часовой стрелки), а р - осью вращения. 

В главе б рассматривается несколько примеров тензоров вращения. 

Симметричные, положительно определенные тензоры второго ранга 

Тензор А называется положительно определенным, если Аа · а > О 
для всех а -=/=- О и Аа · а = О при а = О. Из этого определения следует, 

что кососимметричный тензор второго ранга не может быть положительно 

определенным. Примерами положительно определенных тензоров в меха

нике являются тензоры Эйлера и тензоры инерции. 

Если А - положительно определенный тензор, то все три его соб

ственные значения являются положительными, а сам тензор может быть 

задан выражением 

где Aui = Лilli· То есть ui есть собственный вектор тензора А, собствен
ные значения которого равны Лi. Это представление часто называют спек

тральным разложением. 

А.9. Производвые от тензоров 

По ходу книги нам часто приходится рассчитывать производные тен

зоров. Пусть тензор А равен 

3 3 

А= LLAikPi Q9 Pk· 
i=l k=l 
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Допустим, что компоненты тензора А и векторы Pi являются функциями 
времени. Производнан от А по времени определяется следующим образом: 

3 3 3 3 3 3 

А= L:L:AikPi 0 Pk + LLAikPi 0 Pk + LLAikPi 0 Pk· 
i=l k=l i=l k=l i=l k=l 

Обратите внимание, что мы дифференцируем как компоненты тензора, так 

и базисные векторы. 

Возьмем, к примеру, тензор 

Если выразить er и ее через векторы Е1 , Е2 и Е3 и продифференцировать, 
то получим: 

А= Вее 0 Е1 - Ber 0 Е2. 

В качестве упражнения докажите, что А есть тензор вращения и что АА т 
есть кососимметричный тензор. 

Определим цепное правило дифференцирования сложной функции 

и правила умножения. Пусть А= A(q(t)), В= B(t) и с= c(t). Тогда 

А- дА. 
- дq q, 

;t(AB) =Ав+ АВ, 
d . 
dt (Ас)= Ас+ Ас. 

Если дана функция 'lj; = 'lj;(A), то производная этой функции относительно 
А является тензором второго ранга: 

Кроме того, если векторы Pi постоянны, то 

3 3 
. "' "' д'lj; . ( д'lj; . т) 

'lj; = ~ ~ дА- Ak = tr дА А . 
i=l k=l •k 

Этот результат мы используем, когда исследуем связи, ограничивающие 

движение твердых тел. 
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Задачи 

A.l. Пусть а = Е1 и Ь = Е2 . Докажите, что для любого вектора 

с= 2:~=1 ciEi справедливы тождества (а® Ь)с = с2Е1 и с( а® Ь) = с1Е2. 

А.2. Пусть а = Е1 и Ь = Е2 . Докажите, что для любого вектора 

с= 2:~=1 ciEi справедливо тождество (а® Ь- Ь ® а)с = с2Е1 - с1Е2. 

А.З. Пользуясь определением транспонированного тензора (А.5), до

кажите, что (а® Ь)т = Ь ®а. 

А.4. Докажите, что если а= 10Е1 и Ь = БЕ2, то (а®Ь )u = 50Е1 (Е2 · u) 
и (Ь ® a)u = БОЕ2(Е1 · u). 

А.5. Докажите, что если а= er и Ь =ее, то (а® b)u = er(ee · u) 
и (Ь ® a)u = ee(er · u). 

А.6. Пользуясь определением альтернатора, докажите, что 

Где в кинематике твердого тела используется этот результат? Докажите, что 

для любого вектора а выполняется равенство Ез ха= (Е2®Е1 -Е1 ®Е2)а. 

А.7. Докажите, что следующее уравнение, содержащее умножение 

матриц, 

[

er] [ cos(O) sin(O) 
ее = - sin(B) cos(B) 
ez О О 

может быть записано тремя уравнениями 

где 

Р = cos(O)(E1 ® Е1 + Е2 ® Е2) + sin(O)(E2 ® Е1- Е1 ® Е2) + Ез ® Ез = 

= cos(B)(I- Ез ® Ез)- sin(B)eEз + Ез ® Ез. 

Чтобы доказать последнюю строчку, сначала полезно доказать, что 

Проверьте, что тензор Р является собственно ортогональным. 
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А.8. Докажите, что умножение матриц 

[
eR] [cos(O) sin(ф) 
еФ = cos( О) cos( ф) 
ее - sin(O) 

sin( О) sin( ф) 
sin( О) cos( ф) 

cos(O) 

cos( ф) ] [Е1] 
- si~(ф) :: 

эквивалентно трем уравнениям 

где 

R = cos(B) sin(ф)E1 ® Ез + sin(B) sin(ф)E2 ® Ез + соs(ф)Ез ® Ез+ 

+ cos(B) соs(ф)Е1 ® Е1 + sin(O) соs(ф)Е2 ® Е1-

_ sin(ф)Eз ® Е1 - sin(B)E1 ® Е2 + cos(B)E2 ® Е2. 

Чтобы это доказать, полезно сначала получить представление 

R = eR ® Ез + еФ ® Е1 +ее® Е2. 

455 

А.9. Докажите, что тензор R из предыдущей задачи является соб
ственно ортогональным. 

A.lO. Приведите пример, в котором тензорное умножение является 
некоммутативным, то есть АВ =f. БА. 

A.ll. Докажите, что если В - тензор второго ранга, то 

А.12. Докажите, что 

А.13. Пусть А и В - кососимметричные тензоры второго ранга. До-
кажите, что 

(A.l2) 

где а и Ь- аксиальные векторы тензоров А и В соответственно. 

A.l4. ПустьА-кососимметричный тензор второго ранга, а- его 

аксиальный вектор, а С - симметричный тензор второго ранга. Докажите, 
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что 

-~Е[АС +СА]= (tr(C)I- С)а. 

Исходя из этого тождества, можно получить выражение для кинетического 

момента Н твердого тела, зависящее от тензора Эйлера Е и вектора угловой 

скорости'-<); Н= (tr(E)I- Е)(.о). 

А.15. Пусть А - тензор, а Ь и с - два произвольных вектора. Дока-

жите, что 

(tr(A)I- Ат)(Ь х с)= АЬ х с+ Ь х Ас. 

Подсказка: Легче всего это доказать, если сначала положить Ь = Е3 и с= 
= с1Е1 + с2Е2 , а затем подставить эти выражения в искомое тождество. 
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Собственные векторы тензора, 449 
Собственные значения тензора, 449 
Сохранение 

- кинетического момента, 56, 60, 188, 
355,386,406,416 

- количества движения, 55 
-энергии, 55, 56,188,333,355,386, 

390,400,406,416 

Степени свободы, 104, 402 
Столкновение твердого тела, 431 
Сфера Хобермана, 236 
Сфера Чаплыгина, 362 

Тейт П. Г., 225, 347, 437 
Тензор относительной угловой 

скорости, 219 
Тензор угловой скорости, 207 
Тензорное произведение 

- двух векторов, 440 
- двух тензоров второго ранга, 441, 443 
- тензора второго ранга и вектора, 443 
- тензора третьего ранга и вектора, 449 
- тензора третьего ранга и тензора 

второго ранга, 449 
Тензоры 

- вращения, 201, 210 
- второго ранга, 441 
- кососимметричные, 208, 445 
-обратные, 447 
- ортогональные, 451 
- присоединенны е, 44 7 
- симметричные, 445 
- симметричные положительно 

определенные, 451 
-собственно ортогональные, 205,217, 

451 
-третьего ранга, 449 
- угловой скорости, 207 
Теорема Родригеса-Гамильтона о 

вращении, 248, 317 
Теорема Фробениуса об 

интегрируемости, 31, 300, 326 
Теорема Шаля о вращении, 254 
Теорема Эйлера о вращении, 217, 252 
Теорема о спектральном разложении, 

451 
Теорема об изменении кинетической 

энергии 

- для материальной точки, 56 
- для системы материальных точек, 

130 
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- для твердого тела, 332 
Теорема представления для тензоров, 

441 
Тренажер Динаби (Dynabee), 421, 433 
Третий закон Ньютона, 136, 138, 309 
Тройка Френе, 74, 108 

УглыБрайана,233,235 

Углы Кардана, 233, 235 
УглыТейта,233, 235 
Углы Эйлера 

- асимметричная система, 235 
- вектор угловой скорости, 222 
- двенадцать систем, 233 
- переключении между системами, 344 
- связанные с телом, 248 
- симметричная система, 235 
- система 1-3-1, 248, 321, 324 
- система 3-1-2, 283 
-система 3-1-3,231, 306, 322,324-326, 

395,403,412,413,432,433 
- система 3-2-1, 225, 248, 286, 321 
- система 3-2-3, 241, 280, 411 
Угол поворота/вращения, 212 
Уокер Г. Т., 292 
Уравнение Бернулли, 348 
Уравнения Больцмана- Хамеля, 430 
Уравнения Гиббса-Аппеля, 430 
Уравнения Эйлера, 337 
Уравнения Эйлера- Лагранжа, 160 
Уравнения Эйлера-Пуассона, 354 
Уравнения движения Лагранжа 

- материальной точки, 88 
--в ковариантной форме, 89, 116 

- - в контравариантной форме, 117 
- системы материальных точек, 141, 

148 
--в ковариантной форме, 155 
--в контравариантной форме, 155 
- твердого тела, 378, 386, 393 
Уравнения движения Рауса-Восса, 88, 

96 
Устойчивость движения, 341 
Устойчивость летательного аппарата, 

233 

Фазовая картина, 63 
Формула Эйлера для вращения, 211 
Фробениус Ф.Г., 29, 31,299 
Фуко Ж. Б. Л., 4 

Хаос, 188 

Центр колебаний, 361 
Центр масс 

- системы материальных точек, 132 
- твердого тела, 262 
Циглер Х., 312, 317 

Чаплыгин С. А., 362, 400, 409 
Частота Кеплера, 63, 365 

Шаль М., 254 

ЭйлерЛ.,41, 201,210,248,252,369 
Эйлера тензоры, 266, 451 

ЯкобиК.Г.Я.,29, 101,160,338 
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