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Глава 5 

ГЕНЕРАЦИЯ ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ 

В КРЕМНИЕВЫХ НАНОСТРУКТУРАХ 

Как уже отмечалось во Введении, в последние годы значительный 

интерес вызывают нелинейно-оптические исследования кремниевых на­

ноструктур: квантовых точек, квантовых ям и сверхрешеток [1-3]. 
Квантовая точка (КТ, quantum dot) - обособленный от окружа­

ющей среды, ограниченный по всем трем направлениям, содержащий 

электроны проводимости фрагмент проводника или ПП, размеры кото­
рого столь малы, что существенны квантовые эффекты. Свойства КТ 

принципиально отличаются от свойств объемного материала такого же 

состава. Кристаллы кремния нанометрового размера (нанокристаллы, 
иногда называемые нанокристаллитами), отграниченные от окружаю­

щей среды, являются квантовыми точками. 

Электрон в таком нанокристалле (трехмерной потенциальной яме) 
имеет дискретный стационарный энеrгетический спектр с характерным 

n R " расстоянием между уровнями ,....., 
2
mR2 , где - характерныи размер 

КТ, т - эффективная масса электрона в КТ (точное выражение 
для уровней энергии зависит от формы КТ). Между энергетическими 

уровнями КТ возможны переходы (в том числе - оптические), ана­
логичные переходам между уровнями энергии атома. Очень важно, 

что, в отличие от настоящих атомов, частотами переходов в КТ легко 

управлять, меняя размеры кристалла. По выражению Ж. И. Алферова: 
«Квантовые точки - это искусственные атомы, свойствами которых 

можно управлять». Можно сказать, что КТ - это квазинульмерная 
электронная система с размерно-зависимым дискретным спектром. 

Квантовая яма (КЯ, quantum well) - тонкий плоский слой ПП 
(обычно толщиной 1-10 нм), внутри которого потенциальная энергия 
электрона ниже, чем за его пределами, таким образом, движение элек­

трона ограничено двумя измерениями. Квантовую яму можно рассмат­

ривать как одномерную потенциальную яму для электрона. Если ши­

рина L ямы достаточно мала и соизмерима с длиной волны де Бройля 
электрона, то движение в направлении, перпендикулярном плоскости 

квантовой ямы, квантуется, и энергия электрона может принимать 

лишь некоторые дискретные значения. 

Сейчас в качестве КЯ широко используются гетероструктуры, ко­
торые получаются при контакте ПП с различной шириной запрещен-
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ной зоны. Тонкий слой ПП с узкой запрещенной зоной помещается 

между двумя слоями материала с более широкой запрещенной зоной. 

В результате электрон оказывается запертым в одном направлении, 

в то же время в двух других направлениях движение электрона будет 

свободным. 

Сверхрешетка (superlattice) - периодическая структура, состоящая 
из тонких чередующихся в некотором направлении слоев ПП. Период 

сверхрешетки намного превышает постоянную кристаллической решет­

ки, но меньше длины свободного пробега электронов. В такой струк­
туре на периодический потенциал кристаллической решетки накла­

дывается дополнительный потенциал (потенциал сверхрешетки), обу­
словленный одномерной вариацией свойств ПП. Полупроводниковые 

сверхрешетки имеют особые физические свойства. Наличие потенциала 

сверхрешетки существенно меняет зонную энергетическую структу­

ру исходных ПП: возникает модуляция электронного энергетического 
спектра, приводящая к расщеплению разрешенных энергетических зон 

на ряд минизон (подзон). Это создает широкие возможности для пере­
стройки зонной структуры. Сверхрешеткам также свойственны сильная 

анизотропия (двумерность) и подавление электронно-дырочной реком­
бинации. Концентрация электронов и дырок в сверхрешетке являет­

ся перестраиваемой величиной, а не определяется легированием. Все 

эти особенности позволяют считать полупроводниковые сверхрешетки 

новым типом ПП. По способу создания периодического потенциала 
сверхрешетки делятся на несколько типов. Наиболее распространен­

ными являются композиционные и легированные сверхрешетки. Ком­

позиционные сверхрешетки представляют собой эпитаксиально выра­

щенные чередующиеся слои различных по составу ПП с близкими 

постоянными решетки. В легированных сверхрешетках периодический 

потенциал образован чередованием слоев п- и р-типов одного и того 

же ПП. Эти слои могут быть отделены друг от друга нелегированны­

ми слоями. Такие полупроводниковые сверхрешетки называют часто 

пiрi-кристаллами. Потенциал сверхрешетки может создаваться также 

периодической деформацией образца в поле мощной ультразвуковой 

волны или стоячей световой волны. 

Сверхрешетки, у которых ширины запрещенных зон соседних слоев 

сильно отличаются друг от друга, называют периодическими кванто­

выми ямами (ПКЯ, multiple quantum we!Js, MQWs). 

5.1. Фемтосекундная спектроскопия Bf и размерные 
эффекты в кремниевых квантовых точках 

Данный раздел основывается на работе [ 1]. 
Благодаря своим уникальным электронным свойствам кремниевые 

нанокристаллиты, помещенные в диэлектрическую матрицу, являются 



412 Гл. 5. Генерация второй гармоники в кремниевых наноструктурах 

весьма перспективным материалом для различных приложений в элек­

тронике [4], например, в качестве элементов «флэш»-памяти, и в фо­
тонике [5] как материал для светоизлучающих устройств [6], в том 
числе - для широко обсуждаемых в последнее время кремниевых 
лазеров. 

В микроэлектронике особый интерес вызывают структуры, пред­
ставляющие собой монослойные двумерные ансамбли кремниевых КТ, 

помещенные между буферными диэлектрическими слоями. Исследова­

ния электронных свойств таких структур интересны и для понимания 

принципиальных особенностей поведения электронных спектров твер­

дотельных наноструктур с учетом пространственного квантования. 

Спектроскопия линейного оптического поглощения не всегда эф­
фективна в исследованиях электронных спектров монослоев кремние­

вых КТ в силу низкой чувствительности метода к объектам с малым 
количеством вещества. В отличие от линейных, нелинейно-оптические 
спектроскопические методы обладают существенно большей чувстви­

тельностью к спектральным свойствам нанообъектов. Одним из таких 

наиболее чувствительных методов является спектроскопия оптической 

вг [7]. 
В данном разделе изложены результаты исследования с помощью 

фемтосекундной спектроскопии ВГ размерных эффектов в электронных 

спектрах образцов кремниевых КТ, полученных методом плазменного 

химического осаждения из газовой фазы. 

Процедура изготовления образцов состояла из двух этапов [8]. 
На первом этапе на подложку из плавленого кварца толщиной 1 мм 
методом плазменного химического осаждения из газовой фазы напыля­

лась трехслойная структура a-SiNx/a-Si:H/a-SiNx (далее индексы «а>> 
и «С» обозначают аморфную и кристаллическую фазы, соответственно). 

Толщина слоя аморфного кремния D выбиралась разной для различных 
образцов и определяла характерный размер R будущих наночастиц 
(R ~ D). Верхний и нижний слои нитрида кремния изготавливались 
из смеси газов NНз и SiH4 в объемной пропорции NНз : SiН4 = 5 : 1 
и имели толщину 30 нм. Слой нитрида кремния защищает кремний от 
окисления, а также ограничивает размеры образующихся кремниевых 

КТ. На втором этапе в течение 30 минут при температуре 400 °С 
производилось дегидрирование (удаление остаточного водорода), а за­
тем образцы отжигались в азотной атмосфере в течение 30 минут 
при температуре 1100 °С. В результате кристаллизации в среднем слое 
формировался монослой кремниевых наночастиц (нанокристаллитов) 

в диэлектрической матрице (рис. 5.1 а); морфологический анализ таких 
структур проведен в работах [8-10]. 

Исследовались три серии образцов, отражающие все этапы изготов­
ления наночастиц: до дегидрации и отжига, дегидрированные и дегид­

рированные с последующим отжигом. Для каждой серии было сделано 

по 10 образцов, у которых толщина слоя кремниевых наночастиц 
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Рис. 5.1. а - схематическое изображение образца с кремниевыми наночасти­

цами. 6 - спектры пропускания образцов с толщинами слоев кремниевых 

наночастиц D = 30, 50 нм (сплошные линии). Квадратики - расчетный спектр 
пропускания при f = 0,8 и толщине слоя 28 нм. Треугольники - расчетный 

спектр пропускания при f = 0,9 и толщине слоя 48 нм. По работе [1] 

составляла 2, 4, 7, 10, 20, 30, 40, 50, 70 и 100 нм. Концентрация 
КТ в полученных образцах неизвестна, однако ее можно оценить из 

измеренных спектральных зависимостей линейного отклика. 

На рис. 5.1 6 представлены спектры пропускания по интенсивности 
Т(Л) образцов с толщинами промежуточного слоя 30 и 50 нм. Спектры 
измерялись при нормальном падении в диапазоне длин волн, кото­

рый захватывает край фундаментального поглощения кристаллическо­

го кремния. Поскольку исследуемые объекты состоят из нескольких 
слоев с разными показателями преломления, то спектры линейного 

пропускания можно аппроксимировать аналитическими зависимостя­

ми, описывая оптический отклик такой слоистой среды при помощи 

матриц распространения [ 11-13]. Средний слой в образцах представ­
ляет собой композитную среду, состоящую из нанокристаллов кремния 

и аморфного кремния, диэлектрические проницаемости которых суще­

ственно различаются, поэтому в расчетах использовалась эффективная 

диэлектрическая проницаемость Eeff композитного слоя. Связь Eeff с па­

раметрами композитного слоя определяется уравнением, полученным 

в рамках приближения когерентного потенциала для монослоя сфери­

ческих частиц [14] в пренебрежении эффектами локального поля: 

J Ее - Еп + (l _ J) Еа - Еп = Eeff - Еп ' 

Ее + 2Еп Еа + 2Еп Eeff + 2Еп (5.1) 

где f - безразмерный фактор поверхностного заполнения для кремни­

евых нанокристаллитов (доля поверхности, занимаемая ими в компо­
зитном слое), Ее, Еа, Еп - диэлектрические проницаемости в объеме 
кристаллического кремния, аморфного кремния и нитрида кремния, 

соответственно. Уравнение (5.1) позволяет использовать фактор за­
полнения f в качестве подгоночного параметра при аппроксимации 
измеренных спектров пропускания расчетными зависимостями и, еле-
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довательно, получить оценки значений f для исследуемых образцов. 
На рис. 5.1 6 показано несколько рассчитанных значений пропускания 
исследуемых структур. Для образца с толщиной слоя D = 30 нм рас­
четный спектр совпадает с экспериментальным при факторе заполне­

ния f = 0,8 и толщине слоя 28 нм. Для образца с толщиной слоя 
D = 50 нм рассчитанные значения составляют соответственно f = 0,9 
и 48 нм. Для образцов с толщиной монослоя нанокристаллитов в 20, 
40, 70 и 100 нм рассчитанный аналогичным образом фактор заполнения 
лежит в интервале 0,8-0,9, т. е. в плоскости монослоя средняя толщина 
разделяющего нанокристаллиты аморфного кремния составляет около 

О, 1 от их среднего размера. 
Для исследования генерации ВГ использовалась эксперименталь­

ная установка на основе фемтосекундного титан-сапфирового лазера, 

перестраиваемого в диапазоне длин волн 710-840 нм, с длительностью 
импульсов 80 фс, частотой повторения импульсов 80 МГц и средней 
мощностью 150 мВт. Все нелинейно-оптические эксперименты прово­
дились в геометрии на отражение, угол падения составлял 45°, излу­
чение фокусировалось на образец в пятно диаметром 30 мкм. Чтобы 
устранить отражение луча накачки от задней поверхности тонкой под­

ложки, образец помещался на толстую пластину плавленого кварца, 

покрытую иммерсионным слоем. 

Для выяснения поляризационных и анизотропных свойств ВГ, от­

раженной от образцов кремниевых наночастиц, был проведен ряд проб­

ных экспериментов. Во-первых, было обнаружено, что интенсивность 

ВГ изотропна, т. е. не зависит от азимутального угла ф. Это указывало 

на отсутствие в образцах выделенных направлений. Во-вторых, сигнал 

ВГ от разных точек образца в пределах точности эксперимента оказал­

ся одинаковым. В-третьих, поляризационные измерения показали, что 

в сигнале ВГ отсутствует s-компонента, весь сигнал полностью р-поля­

ризован. В дальнейшем все измерения производились в рр-комбинации 

поляризаций излучений накачки и ВГ. Также было обнаружено, что вся 

ВГ отражается зеркально, т. е. диффузная составляющая отсутствует. 

Измерения на тестовой части подложки, где средний слой аморфного 

кремния и кремниевых КТ отсутствовал, показали полное отсутствие 

сигнала ВГ от нитрида кремния и плавленого кварца. 

На рис. 5.2 а представлены спектры интенсивности ВГ для 
дегидрированного образца со слоем аморфного кремния толщиной 

50 нм, отожженного образца с толщиной слоя кремниевых наночастиц 
50 нм, а также для кристаллического кремния. Видно, что в спектре 
образца с нанокристаллитами интенсивность сигнала ВГ на порядок 

больше, чем для образца со слоем аморфного кремния. Это 

означает, что практически весь сигнал ВГ в таких структурах 

генерируется кремниевыми наночастицами. Близость спектрального 

максимума для отожженного образца к резонансной энергии 3,34 эВ, 
характерной для спектра интенсивности ВГ от монокристаллического 
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Рис. 5.2. а - спектры интенсивности ВГ для кристаллического кремния 
(кружки), дегидрированного образца со слоем аморфного кремния толщиной 
50 нм (ромбики) и отожженного образца со слоем кремниевых КТ толщиной 
50 нм (треугольники). 6 - нормированные на максимальное значение спектры 
интенсивности ВГ от образцов с толщинами слоев 10 (ромбики), 30 (треуголь­
ники ..-), 50 (треугольники •), 100 нм (квадратики) и от кристаллического Si 
(кружки). Сплошные линии - аппроксимация по формуле (5.4). По работе [1] 

кремния, свидетельствует о присутствии хорошо сформировавшейся 

кристаллической фазы в отожженных образцах. 

На рис. 5.2 6 изображены нормированные спектры интенсивности 
ВГ, измеренные для образцов с толщиной монослоя кремниевых КТ 

в 10, 30, 50, 100 нм и для пластины кристаллического кремния. При 
уменьшении толщины монослоя от 100 до 30 нм спектральный пик 
вблизи 3,3 эВ сдвигается в коротковолновую область на О, 12 эВ, при 
этом ширина пика возрастает в полтора раза. Для образцов с толщиной 

монослоя наночастиц 20 нм и меньше максимум резонанса выходит за 
область перестройки титан-сапфирового лазера и наблюдается только 

рост интенсивности ВГ с увеличением энергии. 

Представленная на рис. 5.3 зависимость положения спектрального 
максимума (2ru.и)r от толщины D монослоя кремниевых наночастиц 
отчетливо демонстрирует наличие размерного эффекта. 

3,50 
(2hw)r, эВ 

• 3,45 • • 
3,40 • 
3,35 • 
3,30 

30 50 70 90 D, нм 

Рис. 5.3. Зависимость энергии резонанса интенсивности ВГ от толщины моно­
слоя кремниевых КТ. По работе [ 1] 
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При комнатной температуре для слоев кремния с толщиной от 30 
до 100 нм эффектами, связанными с размерным квантованием движе­
ния носителей поперек слоя, можно пренебречь. Поэтому естественно 

связать наблюдаемый размерный эффект с другими механизмами. При 

интерпретации экспериментальных результатов учтем, что в исследу­

емом спектральном диапазоне отклик монокристаллического кремния 

определяется близкими друг к другу по частоте прямыми межзон­

ными переходами в окрестности критических точек Еб и Е1 • Как 
утверждается в работе [ 15], критическая точка Еб является двумерной 
седловой точкой, а точка Е1 - точкой экситонного типа, и ей соот­

ветствует лоренцевская форма линии. При этом резонансные вклады 

в зависимость линейной восприимчивости x(I) от частоты"-' имеют вид 
(см. формулу (4.25)) 

X~I) ,...., ln(w - "-'а+ iГ а) (точка Еб), 

X(I) ,...., l (точка Е1), 
Ь w-wь+iГь 

где "-'а, "-'Ь - частоты переходов и Га. Гь - константы затухания. 

(5.2) 

(5.3) 

Будем считать, что аналогичным образом описываются и резонанс­
ные вклады в спектральную зависимость квадратичной восприимчиво­

сти, и учтем, что при генерации ВГ нелинейная (квадратичная по полю 

накачки) поляризация индуцирует линейный (по поляризации) отклик 
среды на удвоенной частоте. Тогда вблизи резонанса на удвоенной ча­

стоте для спектра интенсивности ВГ может быть записано следующее 
выражение: 

2 

J. "-'/ п [i+a(m)·ln(2w-wa,a+iГa,a)+ь(m). П J/ 2"'·(7 и n и 2 + т ' m=l,2 w - Wb,a i Ь,а 

(5.4) 
где П - фиксированный масштабный множитель, a~m) и Ь~m) - безраз­
мерные комплексные константы (силы осцилляторов), а= М, N, здесь 
и далее индексы М и N обозначают величины, относящиеся к моно­
кристаллу и нанокристаллитам кремния соответственно, а т = 1, 2 -
индекс, означающий соответственно линейный и квадратичный отклик. 

Следует отметить, что вследствие выбранных приближений выраже­

ние (5.4) инвариантно относительно перестановки индексов 1 +-+ 2, 
из-за чего в спектре ВГ невозможно однозначно разделить линейный 

и квадратичный вклады. 

Результаты аппроксимации спектров ВГ выражением (5.4) пред­

ставлены на рис. 5.2 б сплошными линиями. Для монокристаллическо­
го образца использовались экспериментальные значения параметров 

из работы [ 15]: nwa,M = 3,32 эВ, nwь,м = 3,40 эВ, nГ а,м = 0,07 эВ, 
nГь,м = 0,09 эВ. Коэффициенты ас;;) и ьr;;J предполагались ве­
щественными и играли роль подгоночных параметров. Считалось, 



5.1. Фемтосекундная спектроскопия ВГ и размерные эффекты 417 

что для образцов с нанокристаллитами аС::) = ас.;;) и ьс;;) = ьr.;;). 
Предполагалось также, что выполняются дополнительные условия 

wь,N - Wa,N = wь,м - Wa,M И Гь,N - Г a,N = Гь,м - Г а,М, т. е. hwa,N = 
= hwь,N - 0,08 эВ и hГ a,N = nГь,N - 0,02 эВ. В результате совокуп­
ность подгоночных параметров wь,N, Wa,N, Гь,N, Г a,N сводилась к двум: 
wь,N и Гь,N· 

Для построения представленных на рис. 5.2 6 аппроксимирующих 
зависимостей использовались следующие значения подгоночных раз­

мерно-независимых параметров: ai)J = а~) = О, 10, Ьi)) = Ь~) = 1,00, 
aCf} =а~)= 1,00, ЬСf} = Ь~) = 0,11, hП = l эВ. Считалось, что размер­
ный эффект в спектре ВГ для образцов с нанокристаллитами вызван 

тем, что для них определяющие положение и ширину резонансных 

пиков величины nwь,N, hwa,N, nГь,N, nГ a,N сами ЯВЛЯЮТСЯ размерно­
зависимыми. На рис. 5.4 точками показаны значения параметров nwь,N 

nwь,N, эВ nГь,N, эВ 
3,65 0,30 

а 6 
3,60 

0,25 

3,55 

3,50 
0,20 

3,45 0,15 
nwь,м 

3,40 -------------------------- nГь,м 0,10 -----------------------------

20 40 60 80 R,нм 20 40 60 80 R,нм 

Рис. 5.4. Размерные зависимости величин nwь,N (а) и nГь,N (6). Точки 
значения nwь,м и nГь.м, найденные при аппроксимации спектров на рис. 5.2 6; 
сплошные кривые - аппроксимация по формулам (5.5) размерных зависимо­
стей Пыь,N и nГь,N при nc"' = 3,41 эВ, ndw = 6,43 эВ· нм и nсг = 0,14 эВ, 
ndг = 6,43 эВ· нм. Принято, что характерный размер КТ R ~ D. По работе [1] 

и nГь,N для D = 30, 50, 100 НМ, подобранные при аппроксимации 
спектральных зависимостей, изображенных на рис. 5.2 6. 

Возможный механизм размерной зависимости параметров wь,N, 

Wa,N, Гь.N, Г a,N заключается в следующем. Ограничивающие нанокри­
сталлиты поверхности (т. е. границы раздела c-Si/a-Si и c-Si/a-SiNx) 
нерегулярны на микроуровне. Кроме того, естественно предположить, 

что и в объеме нанокристаллитов имеются структурные дефекты. При 

рассмотрении квантовомеханической задачи об оптических переходах 

в нанокристаллите учет обоих факторов означает появление в од­

ноэлектронном гамильтониане системы дополнительного статического 

возмущения Н D = Н s + Н в, где операторы Н s и Н в описывают взаи-
14 О. А. Акципетров, И. М. Баранова, К. Н. Евтюхов 
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модействие электронов соответственно с поверхностными и объемными 

дефектами. Согласно [ 16], в условиях стационарного резонансного от­
клика на внешнее монохроматическое поле наличие дополнительного 

статического возмущения приводит к сдвигу частоты перехода и уве­

личению константы затухания. Можно по~зать, что поправки к этим 

величинам, обусловленные возмущением Н в, не зависят от среднего 

размера R нанокристаллитов (в данном случае, как уже было сказано, 
в качестве такого среднего размера пуинималась толщина слоя D). 
В то же время поправки, связанные с Н s, пропорциональны я- 1 (при 
этом предполагается, что средние концентрации дефектов на гран':!.__це 

и в объеме частиц, а также корреляции случайных потенциалов Н s 
и Н в не зависят от R). Это означает, что размерные зависимости шь,N 
и Гь,N имеют вид 

d"' 
шь,N = Cw + R' 

dг 
Гь.N = сг + R, (5.5) 

где Cw, сг и dw, dг - вещественные положительные константы. 

На рис. 5.4 представлены результаты аппроксимации по формулам (5.5) 
размерных зависимостей величин hшь,N и hГь,N, найденных при ап­
проксимации спектров ВГ, показанных на рис. 5.2 6. При построении 
расчетных зависимостей шь,N (R) и Гь,N (R) использовались следующие 
значения подгоночных параметров: hcw = 3,41 эВ, hdw = 6,43 эВ· нм, 
hсг = 0,14 эВ, hdг = 6,43 эВ· нм. 

Интересно отметить, что шь,N(R---+ оо) = Cw ~ шь,м, в то время как 
Гь.N (R---+ оо) = сг > Гь,м. Такое расхождение между Гь,N(R---+ оо) 
и Гь,м не может быть вызвано избыточной концентрацией дефектов 

в объеме нанокристаллитов по сравнению с монокристаллическим об­

разцом, поскольку уаличие избыточного по сравнению с монокристал­

лом возмущения Н в приводило бы к независимому от R дополни­
тельному сдвигу шь,N и, следовательно, к несовпадению шь.N (R---+ оо) 
и шь,м. Естественно связать дополнительное увеличение Гь,N с неодно­

родным уширением, обусловленным флуктуациями макроскопических 

параметров, характеризующих структуру композитного слоя (размера 
частиц, их формы и др.) Вместе с тем, в возникновении размерного 

эффекта неоднородное уширение, по-видимому, не играет доминиру­

ющей роли, поскольку в излучении ВГ отсутствует некогерентная 

(диффузная и деполяризованная) компонента. 
Итак, как для монокристаллического образца, так и для образ­

цов с нанокристаллитами выражение (5.4) воспроизводит измеренные 
спектры ВГ при значениях параметров, «привязанных>-> к измеренным 

в [15] параметрам переходов ЕЬ и Е1 в монокристаллическом крем­
нии. Это подтверждает предложенный механизм размерного эффекта 

в спектре ВГ, генерируемой слоем кремниевых КТ. 
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5.2. Спектроскопия второй гармоники аморфных 
периодических квантовых ям Si-Si02 

Сверхрешетки на основе кремния, в том числе ПКЯ, являются 

перспективными материалами для использования в оптоэлектронике, 

например, в качестве фильтров и поляризаторов инфракрасного излу­

чения. На основе сверхрешеток могут быть созданы усилители и ге­

нераторы электромагнитных колебаний, частота которых может пере­

страиваться путем приложения электростатического поля. Они также 

используются для создания полупроводниковых лазеров. Уникальные 

свойства сверхрешеток обуславливаются квантово-размерными эффек­

тами, которые, в свою очередь, связаны с чередованием зонных струк­

тур соседних слоев. 

ПКЯ, в которых сохраняется кристаллическая структура слоев, 

могут быть получены путем эпитаксии лишь из материалов с близкими 

параметрами кристаллических решеток. Примером служат решетки 

типа Si/SixGe1-x/Si. В противном случае плотность дефектов на гра­
ницах раздела будет столь велика, что квантово-размерные эффекты 

в таких структурах будут искажены. Однако требование согласован­

ности решеток накладывает ограничения и на различие ширин запре­

щенных зон в соприкасающихся слоях. Если же ширины запрещенных 

зон в соседних слоях будут близки, то квантово-размерные эффекты 

не проявятся в должной мере. Требование согласованности решеток 

снимается, если использовать ПКЯ из аморфных материалов. Боль­

шой интерес вызывают ПКЯ, состоящие из слоев аморфных кремния 

и оксида кремния, так как в них, с одной стороны, обеспечивается 

высокая резкость границ, с другой стороны, ширины запрещенных зон 

соседних слоев сильно отличаются (от,..__, 1, 1 эВ в Si до,..__, 8,9 эВ в Si02, 

как показано на рис. 4.41). 
Первые исследования генерации ВГ и ТГ в ПКЯ были выполне­

ны в работах [ 17-19] для кристаллических структур AllnAs/GalnAs, 
SimGen, GaAs/ AlxGa1_xAs. Например, в [17] была продемонстрирова­
на возможность существенного увеличения нелинейных восприимчи­

востей в таких структурах. 

Данный же подраздел будет посвящен изложению результатов 

нелинейно-оптических исследований аморфных ПКЯ Si-SI02, прове­

денных О. А. Акципетровым и А. А. Федяниным с соавторами [2, 
20-26]. 

Первые исследования генерации ВГ в ПКЯ Si-Si02, сформиро­
ванных на поверхности (001) кремниевой подложки, были описаны 
в работах [20, 21]. Уже в этих работах наблюдались многие харак­
терные особенности ГВГ в кремниевых ПКЯ: анизотропия сигнала ВГ, 

зависимость интенсивности ВГ от геометрических параметров (толщин 

слоев) ПКЯ и от приложенного внешнего электростатического поля. 

14* 
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В работе [21] сообщалось также о наличии осциллирующей зависи­
мости интенсивности сигнала ОВГ от температуры образца, изменяв­

шейся в диапазоне 20-80 °С. Такая зависимость объяснялась тепловым 
расширением образца, ведущим к изменению условий интерференции 

волн ВГ в слоях ПКЯ и в подложке. 

Спектроскопические исследования ГВГ в аморфных ПКЯ Si-Si02 
были начаты в работе [22]. Исследовались сформированные на грани 
Si(OOl) образцы, содержащие по 40 квантовых ям, образованных слоя­
ми a-Si02 толщиной Dox = 1 нм и слоями a-Si толщиной Dsi = 0,55 нм 
(образцы первого типа) либо Dsi = 1,1 нм (образцы второго типа). 
Излучение накачки падало под углом 45°, использовались различные 
сочетания поляризаций накачки и ОВГ, длина волны накачки варьи­

ровалась в пределах от 710 до 840 нм (энергия фотона ВГ 2hUJ -
в пределах от 2,9 до 3,4 эВ). 

В угловых зависимостях интенсивности ОВГ 121" ( ф) кроме изо­
тропных составляющих Io обнаруживались фурье-компоненты I1 х 
х sin (ф + Ф1) и [4 · sin (4ф + ф4). Анизотропия сигнала ВГ объясня­
лась двумя причинами. Присутствие компоненты '""sin (4ф + ф4 ) объ­
яснялось влиянием волны ВГ, отраженной от анизотропной кристалли­

ческой подложки, присутствие компоненты'"" sin (ф + ф1 ) - наличием 
выделенного направления в плоскости слоев ПКЯ, обусловленного тех­
нологией выращивания слоев. 

Исследовались спектральные зависимости постоянной составляю­

щей Io и фурье-коэффициентов I1, 14 . В спектрах коэффициента [4 вы­

явлено наличие резонанса при 2hUJ ~ 3,4 эВ, соответствующего перехо­
ду Е1 в объеме кристаллического кремния (подложки). В спектрах изо­
тропной составляющей Io обнаруживался резонанс при 2hUJ ~ 3,3 эВ, 
который связывался с поверхностным резонансом в кремнии, т. е. с тем 

же переходом Е1 , претерпевшим красное смещение в приповерхностной 
области кремниевой подложки. Но кроме этих вполне ожидаемых резо­

нансов в данных опытах впервые был обнаружен резонанс, обусловлен­

ный, по-видимому, переходами между подзонами ПКЯ. Для образцов 

второго типа этот резонанс приходился на 2hUJ ~ 3,05 эВ, для образцов 
первого типа - на 2hUJ ~ 3,2-3,3 эВ. 

В работах [23, 24] изучалось влияние на ГВГ в аморфных ПКЯ 
Si-Si02 электростатического поля, приложенного к образцу, т. е. изу­

чалось явление НЭО в таких многослойных наноструктурах. В ра­
боте [23] использовалась геометрия «на отражение», в [24] - «На 
просвет», причем в работе [24] многослойная структура формировалась 
на вицинальной поверхности Si(OOl). Снимались угловые зависимости 
интенсивности ВГ. В работе [23] на изотропный пьедестал накла­
дывалась анизотропная составляющая с угловой симметрией первого 

порядка Ц~'"" lao + с1 · cos (ф - Фо)l 2 , в [24] угловая зависимость ин­
тенсивности ВГ была чисто анизотропной, и считалось, что угловая 

зависимость соответствующей НП имеет лишь первую и третью фурье-



5.2. Спектроскопия ВГ аморфных периодических квантовых ям 421 

компоненту: Р(2) '"" В1 · sin 'ljJ + Вз · sin 3'lj;. В обеих работах было обна­
ружено сильное влияние приложенного к ПКЯ электрического поля на 

интенсивность ВГ. В работе [23] наблюдалось многократное возраста­
ние интенсивности ОВГ при приложении поля, зависимости laol 2 и lc11 2 

от напряжения И, приложенного к ПКЯ, имели параболический вид. 

В работе [24], в отличие от [23], зависимость I2w (И) имела вид почти 
периодических осцилляций сложной формы, накладывающихся на по­

стоянную составляющую. Эти специфические электроиндуцированные 

эффекты объяснялись тем, что в ПКЯ распределение электрического 

поля существенно иное, чем хорошо изученное распределение поля 

в приповерхностной области толстого монослоя кремния. В случае 

ПКЯ возможна локализация электрического поля в кремниевых сло­

ях, приводящая к усилению ГВГ, и немонотонная зависимость поля 

в кремниевых слоях от приложенного к ПКЯ напряжения. 

Более подробно рассмотрим последние работы этого цикла [2, 25, 
26], посвященные экспериментальному и теоретическому исследованию 
влияния квантово-размерных эффектов на анизотропию, спектры ин­

тенсивности и фазы ВГ, отраженной от аморфных кремниевых ПКЯ. 

Образцы ПКЯ формировались на поверхности Si(OOl) путем вы­
сокочастотного ионно-плазменного распыления мишеней из кремния 

и плавленого кварца в плазме аргона при давлении О, 1 Па. Ско­
рость осаждения кремния была равна 6 нм/мин, диоксида кремния -
2,5 нм/мин. Толщина кремниевых слоев для четырех типов образцов 
соответственно составляла Ds; = 0,25, 0,5, О, 75, 1,0 нм, а толщина 
диоксида кремния была одинаковой для всех образцов и составляла 

Dox = 1, 1 нм. Количество периодов ПКЯ варьировалось от 30 до 70 
так, чтобы общая толщина кремния от образца к образцу практически 

не менялась. Отметим, что в зависимости от методики приготовления 

эффективная ширина запрещенной зоны в аморфном кремнии может 

варьироваться от О, 95 до 1,65 эВ. 
Источником накачки служил наносекундный параметрический ге­

нератор света. Длина волны накачки изменялась от 745 до 1000 нм 
(2,49 эВ ~ 2nw ~ 3,34 эВ), а в работах [2, 26] - также и в диапазоне 
490-680 нм (3,66 эВ ~ 2nw ~ 5,07 эВ). Все измерения проводились 
в рр-геометрии «На отражение». 

Во-первых, исследовались угловые зависимости If~ ( 'ljJ) как для об­
разцов с разной толщиной кремниевых слоев Ds; при фиксированной 
длине волны накачки, так и для образцов с фиксированным значением 

Ds;, но при различных длинах волн накачки. Пример зависимости 

последнего типа приведен на рис. 5.5 для образца с Ds; = 0,5 нм при 
3, 1 эВ ~ 2nw ~ 4,6 эВ. Во всех этих исследованиях проявлялась уже 
отмеченная выше анизотропия ВГ, отраженной от аморфной струк­

туры. В основном наблюдались зависимости с угловой симметрией 

первого и второго порядка, что, по мнению авторов, обуславливалось 
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I~~, усл. ед. 

о 120° 240° 'ljJ 360° 

Рис. 5.5. Угловые зависимости интенсивности ОВГ Ц~ ( 'ljJ) для ПКЯ с Dsi = 
= 0,5 нм при 3, 1 эВ ~ 2nw ~ 4,6 эВ. Точки - эксперимент, сплошные линии -

аппроксимация по формуле (5.6). По работам [2, 26] 

появлением выделенного направления в плоскости слоев ПКЯ в про­

цессе их формирования. 

Представленные на рис. 5.5 угловые зависимости авторы работ [2, 
26] предложили аппроксимировать выражением, отражающим наличие 
угловой симметрии первого порядка для поля ВГ: 

(5.6) 

Здесь Е0 , Е 1 , ф - действительные амплитуды изотропной и анизо­

тропной составляющих поля ВГ и частотно-зависимый фазовый сдвиг 

между ними соответственно, Фо - угол, при котором в сигнале ВГ 

присутствует лишь изотропная составляющая. 

Во-вторых, путем аппроксимации по формуле (5.6) эксперименталь­
ных угловых зависимостей для ПКЯ с вышеуказанными значениями 

Dsi были определены значения углов 'l/Jo, а для величин Ео, Е1, ф были 
найдены значения при различных длинах волн накачки, т. е. получены 

их спектры. 

Отметим, что в спектрах фазового сдвига ф резонансные особенно­

сти не проявлялись, зависимости ф(2ш) были неубывающими. При этом 
явно была видна зависимость спектров от толщины Dsi, т. е. обнару­

живался размерный эwфект. Для ПКЯ с Dsi = 0,5 нм при 21iш ~ 4,3 эВ 
фазовый сдвиг ф ~ 2. В этом случае анизотропный и изотропный 
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вклады в сигнал ВГ не интерферируют: 

Ц~(ф) "'"'Е5 + Ef · sin2 (ф - Фа), 

и зависимость I~~ ( ф) обладает угловой симметрией второго порядка. 
Для этого же образца при 2nw < 4 эВ и при 2nw > 4,5 эВ указанные 
вклады интерферируют, что приводит к доминированию симметрии 

первого порядка в зависимости If~ ( ф). Графики на рис. 5.5 подтвер­
ждают сказанное. 

В-третьих, для образцов с указанными значениями Dsi были сняты 
спектры интенсивности ОВГ при ф = Фа. когда анизотропный вклад 
отсутствует и Jf~ "'"' Е5, а также при ф = Фа ± ~, когда изотропный 

"ф 2 и анизотропный вклады интерферируют и If~"'"' JEa ± е' · Е11 . Напри-
мер, на рис. 5.6 приведены спектры интенсивности изотропной состав­
ляющей ОВГ для образцов с Dsi = 0,25, 0,5, О, 75, 1,0 нм, полученные 
при угле ф = Фа в диапазоне 2,5 эВ ~ 2nw ~ 5,0 эВ. На этом же ри­
сунке для сопоставления приведен и спектр интенсивности изотропной 

составляющей ВГ, отраженной от кристаллической подложки Si(OOl). 

ц:. усл.ед. 

r-1'' 1 " 
2 

-

о '--~-'---~--'--~--'-~---'--~--'-~----'~~'--~"-~--'--~--'--

2, 5 3,0 3,5 4,0 4,5 2nw, эВ 

Рис. 5.6. Спектры интенсивности If: ~ Еб изотропной составляющей ОВГ. 
Точки - спектры ВГ, отраженной от аморфных ПКЯ с различной толщиной 
слоев кремния. Сплошная линия на верхней панели - спектр ВГ, отраженной 

от грани (001) кристаллического Si. По работам [2, 26] 
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В спектре кристаллического Si ( 001) наблюдались хорошо известные 
пики при 2nш ~ 3,3 эВ, что соответствует переходам ЕЬ и Е1, и при 
2nш ~ 4,3 эВ (переход Е2 ). В отличие от спектров подложки спектры 
для всех ПКЯ обнаруживали резонансы в окрестности 2nш = 2,7 эВ 
и 2nш = 4 эВ. Из линейной оптики известно, что для аналогичных ПКЯ 
первый резонанс имеет место при 1,2 эВ ::::;; nш ::::;; 1,5 эВ. Возможно, он 
связан с прямым переходом между подзонами кремния в квантовых 

ямах, зонная структура которого сильно изменена квантово-размер­

ными эффектами. Логично предположить, что именно этот переход 

и является причиной резонанса эффективной квадратичной восприим­

чивости х~~я на основной частоте, т. е. упомянутого пика в спектре 
ВГ при 2nш ~ 2,7 эВ. Второй резонанс в спектре ВГ, неизвестный 
из линейной оптики, может быть связан либо с прямым переходом 

между подзонами высших порядков ПКЯ, либо с переходами в атомах 

кремния на МГ a-Si/a-SIOx. 
Сравнительный анализ спектров, полученных при разных значени­

ях Dsi, позволил выявить влияние квантово-размерных эффектов на 
спектр ОВГ, т. е. на электронную структуру ПКЯ. Так, при увеличении 

толщины кремниевых слоев наблюдается красное смещение резонансов 

и изменение формы линий. 

Отметим, что при анализе размерной зависимости спектров интен­

сивности в принципе нужно учитывать и влияние вышеописанного 

размерного эффекта в спектре сдвига фазы ф между изотропным и ани­
зотропным вкладами в волну ВГ, генерируемую в ПКЯ. Но в рабо­

тах [2, 25, 26] основной причиной размерной зависимости спектров ин­
тенсивности считалась интерференция волн ВГ, генерируемых в ПКЯ 

и в кристаллической подложке. 

Рассмотрим спектр интенсивности в области первого резонанса при 

2,5 эВ::::;; 2nш::::;; 3,1 эВ (см. рис. 5.6). На рис. 5.7 этот участок спектра 
изображен более подробно для Dsi = 0,25 нм. 

В работах [25, 26] считалось, что квантовые ямы независимы, т. е. 
квантово-размерные эффекты в каждой из них не зависят от наличия 

других ям. Предполагалось, что указанный резонанс в спектре эффек­

тивной нелинейной квадратичной восприимчивости отдельно взятой 

квантовой ямы х~J(ш) является однофотонным, а форма его линии 
соответствует двумерной критической точке: 

(2)( ) {- ln(nшкя - nш - ihГкя), ш < wкя, (5_7) 
Хкя ш '"" iп - ln(nш - nшкя + ihГкя), ш > wкя, 

где nшкя = Ее - Ev - энергия двумерной критической точки, со­

ответствующей максимуму функции Im ( д~~~) , т. е. ширина запре­
щенной зоны аморфного кремния, Гкя - константа, характеризующая 

уширение линии резонанса. На рис. 5.7 показана оптимальная аппрок-
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If~, усл. ед. 
1,3 1,4 1,5 nw, эВ 

4 

3 

2 

о '---'----''---'----'--'-----'-_.._....._.._ 
2,5 2,7 2,9 3,1 2hw,эB 

Рис. 5.7. Спектры ВГ, отраженной от аморфной ПКЯ с толщиной слоев крем­
ния Dsi = 0,25 нм (кружки) и от грани (001) кристаллического Si (крестики). 
Сплошная линия - аппроксимация спектра ПКЯ по формуле (5.7), пунктир -
аппроксимация спектра кристаллического кремния по формуле (5.8). Стрелка-

ми отмечены резонансные энергии. По работам [25, 26] 

симация спектра ВГ по формуле (5.7) для образца с Dsi = 0,25 нм 
при hwкя >=:::: 1,36 эВ. Видно, что аппроксимирующая зависимость имеет 
ступенчатую форму и при 21'iw > 3 эВ выходит на насыщение, при этих 
энергиях возникает расхождение с экспериментом. 

Для устранения этого расхождения в данном цикле работ было 

предложено учитывать также и вклад подложки, интерферирующий 

с вкладом ПКЯ. Вклад поверхности Si(OOl) описывался тензором эф­
фективной дипольной восприимчивости х~7), для которого в указан­
ном спектральном диапазоне имеет место двухфотонный резонанс при 

энергии фотона ВГ 21'iw, близкой к энергии переходов ЕЬ и Е1. Форма 
линии этого резонанса является лоренцевской, что соответствует кри­

тической точке экситонного типа: 

(2) (2w) rv l 
Xsi 2hw - hwsi + inГ Si ' 

где hwsi >=:::: 3,25 эВ - смещенная энергия переходов ЕЬ и Е1, 
константа, характеризующая уширение линии резонанса. 

Интенсивность ВГ в этом случае описывается соотношением 

[РР rv lx(2) + еiФ . Х(2) 12 
2w КЯ S1 ' 

(5.8) 

(5.9) 

где Ф - разность фаз между вкладами ПКЯ и кристаллической под­

ложки, учитывающая пространственное запаздывание и являющаяся 

подгоночным спектрально независимым параметром. 

Как видно из рис. 5.6 и 5.7, в спектрах интенсивности ВГ в диапа­
зоне 3,0 эВ ~ 21'iw ~ 3,5 эВ независимо от толщины образца наблюда-
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ется провал. Можно предположить, что этот провал связан с деструк­

тивной (Ф,:::; п) интерференцией резонансных вкладов в интенсивность 

вг ОТ пкя и ОТ Si(OOl). 
На рис. 5.8 представлена теоретическая зависимость энергии ре­

зонанса 1iwкя от ширины ямы Dsi, рассчитанная для прямоугольной 
потенциальной ямы с д-образным возмущением Ws на границе. Видно, 

hwкя, эВ 

1,350 

1,325 

1,300 

Eg(a-Si) 
1, 27 5 L--l-_-_c--_-_,_-_--.L...----'---l-_--_.-_-_,_--_-.L...----,_-_._ 

0,2 0,4 0,6 0,8 Dsi, нм 

Рис. 5.8. Размерный эффект в спектре ВГ, отраженной от аморфных крем­

ниевых ПКЯ. Точки - значения резонансной энергии hwкя, найденные по 
экспериментальным спектрам. Сплошная линия - теоретическая зависимость. 

По работам [25, 26] 

что с ростом ширины ямы эта энергия убывает и приближается к ши­

рине запрещенной зоны Eg(a-Si),:::; 1,28 эВ в неограниченном объеме 
аморфного кремния. На этом рисунке показаны также значения вели­

чины 1iwкя, найденные из анализа экспериментальных спектров для 

использованных четырех типов образцов с Dsi = 0,25, 0,5, О, 75, 1,0 нм. 
Отметим, что имеет место хорошее совпадение модельной зависимости 

с результатами эксперимента. 

Однако авторы работы [2] сочли модель независимых ям слишком 
простой и предложили более сложную и адекватную модель кванто­

во-размерных эффектов в ПКЯ, учитывающую взаимосвязь всех ям 

слоистой структуры. В рамках этой модели ПКЯ рассматривается как 

кусочно-непрерывная среда. Резонансная аппроксимация нелокального 

оптического отклика каждой ямы сочетается с формализмом матрицы 

переноса, описывающим распространение света в ПКЯ. 
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Глава 6 

ФОТОИНДУЦИРОВАННЫЕ 

ЭЛЕКТРОННЫЕ ПРОЦЕССЫ В КРЕМНИИ 

И ИХ ВЛИЯНИЕ НА ГЕНЕРАЦИЮ 

ОТРАЖЕННОЙ ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ 

Зачастую подразумевающееся в работах по генерации ОВГ допуще­
ние о малой значимости электронных процессов, возникающих в ПП 

из-за поглощения части энергии накачки, вообще говоря, безоснова­

тельно. Скорости фотогенерации неравновесных носителей в кремнии 

при воздействии излучения лазера на гранате с неодимом или титан­

сапфирового лазера (см. Приложение 5) достаточно велики, чтобы кон­
центрация таких носителей приблизилась к равновесной концентрации 

даже в сильнолегированном Si и, более того, значительно превзошла 

ее, что и отмечалось в работах [1-4]. В работах [2-4] даже выска­
зывалось предположение о том, что при столь высокой концентрации 

электронно-дырочной плазмы (до 1026 м-3 по оценкам, выполненным 
в этих работах) решетка центросимметричных кристаллов «размягча­

ется», и под воздействием внешних факторов, например механических 
напряжений, снимается запрет на генерацию ВГ в дипольном при­

ближении. Впоследствии эта гипотеза была отвергнута, и в большин­

стве дальнейших экспериментальных и теоретических исследований по 

нелинейной оптике кремния фотовозбуждение неравновесных носите­

лей не принималось во внимание. 

Однако как уже отмечалось в гл. 4, имеется ряд работ, в кото­
рых учитывались и использовались фотостимулированные электронные 

процессы применительно к генерации ВГ в ПП. В работе [5] описан 
эксперимент по фотомодуляционному воздействию на генерацию ОВГ 

при изучении МГ ZnSe-GaAs(OOl). Воздействие осуществлялось с по­
мощью дополнительного источника непрерывного оптического излуче­

ния. Механизм его влияния на генерацию ОВГ, как предполагалось, 

заключался в возбуждении неравновесных носителей, их разделении 

в поле, присутствующем на МГ, и захвате носителей в ловушки, 

приводящем к изменению изгиба зон. 

Одно из первых указаний на возможность влияния фотовозбужде­

ния носителей на генерацию ОВГ в кремнии посредством трансфор­

мации приповерхностной ОПЗ и, тем самым, электроиндуцированного 

вклада в сигнал ВГ было дано в работе [6]. Затем последовали работы 
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Ван Дриеля с соавторами [7, 8], в которых в структуре Si-SI02 произ­
водилось фотовозбуждение носителей от автономного источника света 

и исследовалось влияние инжекции электронов в Si02 на генерацию 

ВГ посредством изменения электроиндуцированной составляющей НП. 

В работе [9] было высказано предположение, что интенсивная фото­
генерация электронно-дырочных пар ведет к быстрому экранированию 

(screeпiпg) поля в приповерхностной ОПЗ с характерным временем 
экранирования 

где WpI - плазменная частота, п0 - концентрация свободных электро­

нов (см. формулу (1.32)). С этой точки зрения фотоиндуцированное 
влияние на генерацию ВГ является пороговым по интенсивности накач­

ки и должно приниматься во внимание, если интенсивность накачки 

и, следовательно, концентрация п0 станут столь велики, что время 

экранирования уменьшится до значения, соизмеримого с длительно­

стью самих ИМПУЛЬСОВ: TSCR "' tи. 

В статье (10] сообщалось об обнаружении влияния на генерацию 
ОВГ на границе Si-SI02 электронно-дырочных процессов, происходя­

щих уже после окончания воздействия подсветки. В работе [ 11] фо­
тоиндуцированное возбуждение неравновесных носителей и связанные 

с этим изменения приповерхностной ОПЗ и электроиндуцированного 

вклада в ОВГ считались причиной наблюдавшихся в этой работе от­

клонений от квадратичной зависимости I 2w ,..., I~. 
Авторы статьи (12] использовали фотогенерацию носителей и их 

инжекцию в SI02 для исследования изгиба зон методом НЭО. В этой 

статье был даже введен термин «генерация ВГ, индуцированная внут­

ренним фотоэффектом» (internal photoemission induced second-har­
monic generation) для обозначения генерации ОВГ, в которую главный 
вклад дает электроиндуцированная НП, обусловленная не приложени­

ем внешнего поля, а возникновением заряда на МГ Si-Si02 за счет 

разделения возбужденных светом неравновесных носителей и форми­

рованием ОПЗ вследствие этого. 

В работе [13] рассматривалась фотомодуляция генерации ОВГ при 
воздействии мегагерцовой последовательности импульсов от титан­

сапфирового лазера на МОП-структуру на основе кремния. В этой 

работе лазерный пучок разделялся на две части: зондирующий пучок 

накачки - источник ОВГ, падающий на исследуемую структуру под 

УГЛОМ 45° (средНЯЯ МОЩНОСТЬ 10-20 мВт, диаметр rv 50 МКМ), И пучок 
подсветки, служащий для фотовозбуждения носителей и падающий 

на поверхность нормально (средняя мощность до 300 мВт, диаметр 
""200 мкм). Интенсивность пучка подсветки варьировалась в диапа­
зоне частот от 100 до 4000 Гц. Отметим, что в этой работе, как и в ра­
боте [8], показано, что при изучении фотостимулированных электрон­
ных процессов излучение титан-сапфирового лазера можно считать 
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квазистационарным, так как длительность паузы между импульсами 

этого излучения гораздо меньше типичного времени релаксации нерав­

новесных носителей в кремнии. С учетом этого в [13) рассчитана 
фотоиндуцированная трансформация ОПЗ в кремнии и ее влияние 

на генерацию ОВГ. Было показано, что метод фотостимуляции ОВГ 

позволяет измерить потенциал плоских зон и исследовать параметры 

поверхностного заряда. 

Из приведенного краткого обзора литературы с полной очевидно­

стью следует, что такой фактор, как фотовозбуждение неравновесных 

носителей, должен учитываться в исследованиях по нелинейной оп­

тике кремния. Наибольший интерес при этом вызывает возбуждение 

носителей самим излучением накачки как фактор, неизбежный в таких 

исследованиях. 

В этой главе мы проанализируем фотостимулированную простран­

ственно-временную трансформацию ОПЗ в освещенном кремнии и по­

кажем, каким образом она может повлиять на нелинейно-оптический 

отклик ПП. Изложение будет основано на работах [ 14-16]. Но вначале 
рассмотрим эту задачу качественно. 

6.1. Качественный анализ и физико-математическая 
модель фотоиндуцированных электронных процессов 

Примем, что излучение накачки падает на поверхность кремния 

нормально, распределение интенсивности по поперечному сечению пуч­

ка - гауссовское (основная поперечная мода), а зависимость интенсив­
ности от глубины проникновения описывается законом Бугера с коэф­

фициентом поглощения а = 1 / z1: 

I = I(r,z,t) = I(r,z) · f(t) = Ioexp(- r
2

2 - !__) f(t), (6.1) 
R Z1 

где Io - интенсивность накачки в ПП на оси пучка в непосредственной 

близости от поверхности (при z __,О+ О), множитель f(t) описывает 
временную зависимость интенсивности. Считаем, что излучение на­

качки есть бесконечная последовательность прямоугольных импуль­

сов длительностью tи каждый, и примем начало первого импульса 

за t =О: 

f(t) = {1 при 
О при 

(п- l)(tи+tп) <t:::;; (n- l)tп+n·tи, 

( п - 1 )tп + п · tи < t :::;; п( tи + tп), 
(6.2) 

где tп - длительность паузы, п = 1, 2, 3, . . . - номер цикла (им­

пульс+ пауза), tи + tп = Т - период следования импульсов. 
Для лазера на гранате с неодимом характерна большая длитель­

ность пауз по сравнению с длительностью импульсов и относительно 

большой период их следования (Т::::; tп » tи). Можно предположить, 
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и последующий расчет это подтверждает, что при таком соотношении 

характерных времен неравновесное распределение носителей, сформи­

ровавшееся во время импульса, в течение паузы успевает релаксиро­

вать к равновесному распределению, имевшему место в неосвещенном 

ПП. Каждый импульс может рассматриваться как единичный, а про­
исходящие во время него процессы можно считать независимыми от 

предыдущего импульса. Анализ процессов в этом случае осложняется 
тем, что они нестационарны и при поступлении каждого нового им­

пульса начинаются с «нуля». 

Период следования импульсов титан-сапфирового лазера, напротив, 

весьма мал. Это дает основание предполагать, что в течение одного 
импульса распределение носителей в ПП изменяется лишь незначи­

тельно, а во время паузы оно не успевает заметно релаксировать к ис­

ходному состоянию. Поэтому после протекания в течение некоторого 

времени переходного процесса в кремнии устанавливается квазистаци­

онарное распределение носителей, лишь незначительно периодически 

изменяющееся во время импульсов и пауз. Эта ситуация напоминает 

воздействие последовательности импульсов напряжения с периодом 

следования Т на интегрирующую НС-цепочку, у которой характер­

ное время RC » Т и выходное напряжение почти постоянно. Можно 
предположить, и дальнейший анализ это подтверждает, что квазиста­

ционарное распределение носителей в ОПЗ соответствует усредненной 

(эффективной) интенсивности накачки. 
Далее предполагается, что в равновесном (неосвещенном) ПП су­

ществовала приповерхностная равновесная ОПЗ с характерной толщи­
ной zo, обусловленная наличием поверхностного потенциала cpsc. Этот 
потенциал может быть зафиксирован при использовании МДП-струк­

туры с тонким диэлектриком или может «плавать» в определенных 

пределах из-за трансформации ОПЗ при использовании электрохими­
ческой ячейки. Мы рассмотрим первый, более простой случай. Равно­

весный потенциал глубинной части ПП принимается равным нулю. 

Качественно картину фотостимулированных процессов можно пред­

ставить следующим образом (см. рис. 6.1). 
Во-первых, толщина приповерхностной плоской ОПЗ уменьшается 

при увеличении концентраций носителей. Естественно предположить, 

что значительное увеличение концентрации носителей при освещении 

ПП должно привести к «Схлопыванию», т. е. к резкому сужению припо­
верхностной ОПЗ в пределах освещенного пятна. В центральной части 
пятна толщина zb неравновесной приповерхностной ОПЗ становится 
так мала, что независимо от исходного легирования ПП вступает 

в силу приближение тонкой ОПЗ, для которой применимы результаты, 

изложенные в подразделе 3.3.3. 
Если бы дело ограничивалось лишь сужением приповерхностной 

ОПЗ, то за ней простирался бы электронейтральный объем ПП с ну­

левым потенциалом. Однако характерная глубина z1 проникновения 
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Рис. 6. 1. Качественная картина распределения электрического поля и концен­
траций носителей в освещаемом ПП. Область 1 - электронейтральный неосве­
щенный объем ПП; 2 - область эффекта Дембера; 3 - переходная область; 

4 - приповерхностная плоская равновесная ОПЗ с характерной толщиной za, 
4' - неравновесная приповерхностная ОПЗ, характерная толщина которой 

в центре освещенного пятна zb 

в кремний излучения указанных лазеров гораздо больше характерной 

толщины zb неравновесной ОПЗ, и это излучение освещает и более глу­
бинную часть ПП. Существенным моментом является неоднородность 
интенсивности в пучке как в поперечном сечении (из-за гауссовского 
профиля пучка), так и по глубине (из-за поглощения в среде). Поэтому 
распределение концентраций п', р' носителей в освещаемой области 
также неоднородно. Поскольку коэффициенты диффузии электронов 

и дырок различны (в кремнии Dn > Dp), то разноскоростное диффузи­
онное растекание носителей из более освещенной части ведет к обра­

зованию фотоиндуцированной ОПЗ и появлению электрического поля 

в объеме, «подстилающем» приповерхностную неравновесную ОПЗ. 

Возникновение разности потенциалов (фотоэдс) между различными 

точками неравномерно освещенного ПП называется эффектом Дембе­

ра. Поэтому глубинную освещенную область, в которой не сказывается 

влияние потенциала поверхности ср5с, а наличие электрического поля 

обусловлено лишь фотостимулированными электронными процессами, 

назовем областью эффекта Дембера (область 2 на рис. 6 .1). Меж­
ду областью эффекта Дембера и приповерхностной ОПЗ находится 
переходная область, в которой сочетаются влияние поверхностного 

потенциала и неравномерности освещения. Из-за появления фотости­
мулированного потенциала в глубинной части ПП разность потен­

циалов, приложенная к приповерхностной ОПЗ, изменяется, следова­
тельно, изменяется и электроиндуцированная составляющая НП рЕ, 
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и последующий расчет это подтверждает, что при таком соотношении 

характерных времен неравновесное распределение носителей, сформи­

ровавшееся во время импульса, в течение паузы успевает релаксиро­

вать к равновесному распределению, имевшему место в неосвещенном 

ПП. Каждый импульс может рассматриваться как единичный, а про­

исходящие во время него процессы можно считать независимыми от 

предыдущего импульса. Анализ процессов в этом случае осложняется 
тем, что они нестационарны и при поступлении каждого нового им­

пульса начинаются с «нуля». 

Период следования импульсов титан-сапфирового лазера, напротив, 

весьма мал. Это дает основание предполагать, что в течение одного 

импульса распределение носителей в ПП изменяется лишь незначи­

тельно, а во время паузы оно не успевает заметно релаксировать к ис­

ходному состоянию. Поэтому после протекания в течение некоторого 
времени переходного процесса в кремнии устанавливается квазистаци­

онарное распределение носителей, лишь незначительно периодически 

изменяющееся во время импульсов и пауз. Эта ситуация напоминает 

воздействие последовательности импульсов напряжения с периодом 

следования Т на интегрирующую RС-цепочку, у которой характер­

ное время RC » Т и выходное напряжение почти постоянно. Можно 
предположить, и дальнейший анализ это подтверждает, что квазиста­

ционарное распределение носителей в ОПЗ соответствует усредненной 

(эффективной) интенсивности накачки. 
Далее предполагается, что в равновесном (неосвещенном) ПП су­

ществовала приповерхностная равновесная ОПЗ с характерной толщи­

ной zo, обусловленная наличием поверхностного потенциала ЧJSC· Этот 
потенциал может быть зафиксирован при использовании МДП-струк­

туры с тонким диэлектриком или может «плавать» в определенных 

пределах из-за трансформации ОПЗ при использовании электрохими­

ческой ячейки. Мы рассмотрим первый, более простой случай. Равно­
весный потенциал глубинной части ПП принимается равным нулю. 

Качественно картину фотостимулированных процессов можно пред­

ставить следующим образом (см. рис. 6.1). 
Во-первых, толщина приповерхностной плоской ОПЗ уменьшается 

при увеличении концентраций носителей. Естественно предположить, 

что значительное увеличение концентрации носителей при освещении 

ПП должно привести к «схлоnыванию», т. е. к резкому сужению припо­

верхностной ОПЗ в пределах освещенного пятна. В центральной части 

пятна толщина zb неравновесной приповерхностной ОПЗ становится 
так мала, что независимо от исходного легирования ПП вступает 

в силу приближение тонкой ОПЗ, для которой применимы результаты, 
изложенные в подразделе 3.3.3. 

Если бы дело ограничивалось лишь сужением приповерхностной 
ОПЗ, то за ней простирался бы электронейтральный объем ПП с ну­
левым потенциалом. Однако характерная глубина z1 проникновения 
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Рис. 6.1. Качественная картина распределения электрического поля и концен­
траций носителей в освещаемом ПП. Область 1 - электронейтральный неосве­

щенный объем ПП; 2 - область эффекта Дембера; 3 - переходная область; 
4 - приповерхностная плоская равновесная ОПЗ с характерной толщиной z0 , 

4' - неравновесная приповерхностная ОПЗ, характерная толщина которой 
в центре освещенного пятна zb 

в кремний излучения указанных лазеров гораздо больше характерной 

толщины zb неравновесной ОПЗ, и это излучение освещает и более глу­
бинную часть ПП. Существенным моментом является неоднородность 

интенсивности в пучке как в поперечном сечении (из-за гауссовского 

профиля пучка), так и по глубине (из-за поглощения в среде). Поэтому 

распределение концентраций п', р' носителей в освещаемой области 
также неоднородно. Поскольку коэффициенты диффузии электронов 

и дырок различны (в кремнии Dn > Dp), то разноскоростное диффузи­
онное растекание носителей из более освещенной части ведет к обра­

зованию фотоиндуцированной ОПЗ и появлению электрического поля 
в объеме, «подстилающем» приповерхностную неравновесную ОПЗ. 

Возникновение разности потенциалов (фотоэдс) между различными 
точками неравномерно освещенного ПП называется эффектом Дембе­

ра. Поэтому глубинную освещенную область, в которой не сказывается 
влияние потенциала поверхности C(Jsc, а наличие электрического поля 

обусловлено лишь фотостимулированными электронными процессами, 

назовем областью эффекта Дембера (область 2 на рис. 6.1). Меж­
ду областью эффекта Дембера и приповерхностной ОПЗ находится 

переходная область, в которой сочетаются влияние поверхностного 

потенциала и неравномерности освещения. Из-за появления фотости­

мулированного потенциала в глубинной части ПП разность потен­

циалов, приложенная к приповерхностной ОПЗ, изменяется, следова­

тельно, изменяется и электроиндуцированная составляющая НП рЕ, 
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ответственная за один из вкладов в излучение ВГ. Таким образом 

осуществляется влияние фотоиндуцированных электронных процессов 

на генерацию ОВГ. Составляющая НП рЕ в области эффекта Дембера 
никакой роли не играет, так как напряженность поля в этой протя­

женной области гораздо меньше, чем в очень тонкой приповерхност­

ной ОПЗ. 

Описанная картина может сильно различаться при воздействии из­

лучения различных лазеров. Если излучение лазера сравнительно сла­

бо поглощается в кремнии, то неоднородностью интенсивности по глу­

бине можно пренебречь и рассматривать лишь разновидность эффекта 

Дембера, которую мы назовем поперечным эффектом Дембера, - воз­

никновение фотоэдс между приосевой частью пучка и неосвещенным 

окружающим объемом. Такая ситуация была исследована в работах 

[14-16) и будет рассмотрена в разделе 6.2. С некоторой степенью 
точности можно считать, что этот случай реализуется при воздействии 

на кремний излучения лазера на гранате с неодимом. Действительно, 

характерная глубина проникновения этого излучения (,....., 500 мкм) не 
превосходит значительно радиус пучка (также ,..._, 500 мкм), но хотя бы 
соизмерима с ним и, во всяком случае, гораздо больше, чем zo, и, 

тем более, чем zb. Однако в этом случае существенным обстоятель­
ством является сильная нестационарность воздействия и следователь­

но, значительная перестройка распределений концентраций носителей 

и поля во время каждого цикла импульс+ пауза. Строгое решение 

задачи о воздействии излучения этого лазера требует одновременно­

го учета как поперечной, так и продольной неоднородности пучка 

при нестационарном воздействии. Решить эту задачу до сих пор не 

удалось. 

Напротив, для излучения титан-сапфирового лазера невозможно 

пренебречь зависимостью интенсивности от глубины, но в этом слу­

чае воздействие излучения с достаточной степенью точности можно 

рассматривать как квазистационарное. Таким образом, в этом слу­

чае нужно рассматривать задачу о стационарном двухмерном эффекте 

Дембера. Этой задаче посвящена работа [16] и раздел 6.3 данной 
книги. 

Из ряда теоретических методов, применяемых для изучения нерав­

новесных электронных процессов в ПП, мы отдаем предпочтение ме­

тоду, основанному на решении системы уравнений непрерывности для 

электронов и дырок, дополненной уравнением Пуассона. Физико-ма­

тематическая модель, выражением которой является эта система, на 

наш взгляд, наиболее полно и адекватно описывает всю совокупность 

фотостимулированных электронных процессов. Она не накладывает 

невыполнимых ограничений на концентрации носителей и не требует 

выполнения трудно проверяемых (или вообще невозможных в данной 

ситуации) условий. 
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В цилиндрической системе координат, соответствующей геометрии 

задачи, указанная система уравнений такова r 17]: 

др' 1 д [ ( 1 др')] дt = g(r, z, t) - ; · дr r · µрр Er - Dp · дr -

д ( 'Е D др') R · - дz µрр z - р . дz - Р• 

д~' = g(r, z, t) + ~ · :r (r · (µпп1 Er + Dn · :')] + 

+ :z (µпп'Еz + Dn · :) - Rn; 

1 д ( дr.р) д2 
r.p е ( 1 1 ) -·- r·- +-=---· р -ро-п +по; 

r дr дr дz2 EoEsc 

Е =-дr.р_ 
r дr' 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

Выражения в круглых скобках в уравнениях (6.3) и (6.4) описы­
вают радиальную и продольную составляющие диффузионно-дрейфо­

вых электронного и дырочного токов. В этой системе и далее в этой 

главе штрих в обозначениях концентраций носителей п', р' указывает 
на их отношение к неравновесному состоянию, п0 , р0 обозначают 

концентрации носителей в электронейтральном объеме равновесного 

ПП, п, р - локальные концентрации в ОПЗ равновесного ПП. Напря­

женность и потенциал поля в неравновесном состоянии обозначены Е 

и <р, а в равновесной ОПЗ - Eeq и <f!eq· В системе (6.3)-(6.6) µn,p• 
Dn,p - соответственно подвижности и коэффициенты диффузии но­

сителей, Rn, Rv - рекомбинационные члены, вид которых зависит от 

используемой модели рекомбинации, g(r, z, t) - локальная скорость 
фотогенерации электронно-дырочных пар. 

Система (6.3)-(6.6) дополняется граничными условиями непрерыв­
ности напряженности и потенциала поля в объеме ПП. Конкретный вид 

этих условий будет приведен по мере необходимости. Для нестационар­

ного режима при воздействии излучения лазера на гранате с неодимом 

будут использованы также начальные условия. 

Система (6.3)-(6.6) позволяет учесть как поперечную, так и про­
дольную неоднородность скорости фотогенерации, пропорциональной 

локальной интенсивности излучения, и ее изменение во времени. Од­
нако решение задачи в этом, наиболее общем случае пока не получено. 

Далее раздельно рассмотрим случай нестационарной поперечной и слу­

чай стационарной двухмерной неоднородности интенсивности и скоро­

сти фотогенерации. 
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6.2. Нестационарный поперечный эффект Дембера. 
Электронные процессы в кремнии при воздействии 

излучения лазера на гранате с неодимом 

6.2.l. Модель нестационарного поперечного эффекта Дем­

бера. Влияние рекомбинации. В данном подразделе анализ попе­

речного эффекта Дембера проводится с использованием параметров 

излучения лазера на гранате с неодимом (см. Приложение 5), хотя, как 
отмечалось в 6.1, строгий расчет электронных процессов при воздей­
ствии такого излучения более сложен и требует одновременного учета 

как поперечной, так и продольной неоднородности. 

Пусть интенсивность падающего перпендикулярно на поверхность 

ПП пучка накачки зависит лишь от радиальной координаты r (ос­
новная мода) и времени t; в рассматриваемом приповерхностном слое 
зависимостью от координаты z, отсчитываемой вдоль оси пучка, пре­
небрежем ввиду относительной малости коэффициента поглощения. 

Рассмотрим глубинную часть ПП, «подстилающую» приповерхност­

ную ОПЗ, где Ez = О. В этой области расчет поперечного эффекта 
Дембера основывается на решении системы (6.3)-(6.6), в которой все 
производные по z полагаем равными нулю, и считаем, что Е = Er(r, t), 
i.p = 1.p(r, t), g = g(r, t) = g(r) · f(t) = go · ехр (-r2 

/ R2) · f(t) = go х 
х e(r) · f(t): 

др' ) l д ( 1 др' )] дt = g(r, t - r · дr [r µо· р · Е - Dp дt - Rp, 

дп' ) 1 д ( 1 дn') 
дt = g(r, t + r · дr [r µп · п · Е + Dп дt) - Rп, (6.7) 

! · .!!._ (r · Е) = _е_ (р' - Ро - п' +по). 
r дr Ео · Esc 

Система (6.7) дополняется граничными и начальными условиями: 

E(r =О, t) =О, E(r --+ оо, t) =О, (6.8) 

p'(r, t =О)= ро, п'(r, t =О)= по, E(r, t =О)= О. (6.9) 

Вначале рассмотрим роль рекомбинации в изменении концентрации 
неравновесных носителей во время воздействия импульса. 

В соответствии с [1, 17, 18] примем, что рекомбинация в Si в рас­
сматриваемых условиях определяется двумя механизмами: рекомби­

нацией через примесные центры и оже-рекомбинацией, существенной 

при концентрациях носителей п ::::о р > 1023 м-3, когда ее скорость 
Rл =ал· 8п3 (для Si ал= 4 · 10-43 м6/с [1]). 

В качестве центров рекомбинации рассмотрим двухзарядные ионы 

золота, обеспечивающие быструю релаксацию электронно-дырочной 

плазмы в Si к равновесному состоянию. Физико-математическая мо-
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дель, описывающая рекомбинацию через ионы золота, изложена в При­

ложении 14. 
В системе (6.7) используем первые два уравнения и, пренебре­

гая диффузионно-дрейфовыми процессами, примем в них выражения 

в квадратных скобках равными нулю. Таким образом, мы получим 

систему для отыскания локальных неравновесных добавок ng и Pg, 
обусловленных лишь фотоrенерацией и рекомбинацией: 

{ 

8%: = g(t) - R~ - ал· (2п') 3 , 
д;g = g(t) - R<;/, - ал· (2п') 3 , 

(6.10) 

где R~, R<;/, - скорости рекомбинации через примесные центры, ана­
литические выражения для которых даны в Приложении 14. 

Предположим, что накачка включается в момент времени t = О и 
затем постоянна: g(t) = g. 

Численное решение системы (6.10) проводилось при g = 1,6 х 
х 1032 м-3 • с- 1, что несколько меньше скорости фотогенерации, данной 
в таблице П5.2. Концентрация ионов золота Nt в численном экспери­
менте варьировалась от 1017 до 1020 м-3. На рис. 6.2 приведен пример 
временной зависимости концентрации носителей. 

1021 ~~~~~~.._._ ...................................... .u.LU ......... .u.LU"'-'-~ 

10-14 10-12 10-10 1 o-s t, с 

Рис. 6.2. Динамика изменения концентрации электронов в n-Si (n0 = 
= 1,45 . 1021 м-3 ) при концентрации рекомбинационных центров Au 
Nt = 1017 м- 3, темпе фотоrенерации g = 1,6 · 1032 м-3 

• с- 1 без учета оже-
рекомбинации (кривая 1) и с ее учетом (кривая 2) 

Из графика на рис. 6.2 и других результатов численного экспе­
римента следует, что при Nt ~ 1020 м-3 ни оже-рекомбинация, ни 
рекомбинация через примесные центры за время импульса лазера на 
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гранате с неодимом tи '"" 1 о-в с фактически не влияют на линейное 
по времени (за исключением малого начального участка) нарастание 

концентраций носителей со скоростью g. Никакой роли не играют 
также и значения исходных концентраций по и РО· 

Как отмечено в Приложении 14, использование иных примесей 

или дефектов в качестве центров рекомбинации не изменяет этого 

вывода. Наличие локального фотостимулированного потенциала также 

не имеет значения. 

Хотя рекомбинацией во время импульса можно пренебречь, однако 

ее необходимо учесть при расчете релаксации поля во время паузы. 

Для этого в системе (6.7) сохранены рекомбинационные члены, но при 
анализе релаксации мы применим простейшую - линейную модель 

рекомбинации с одинаковым для электронов и дырок и не зависящим 

от уровня возбуждения временем рекомбинации Тр. При этом 

1 
р -ро 

Rp=--, 
Тр 

1 
п -по 

Rп = ---. 
Тр 

(6.11) 

6.2.2. Поперечный эффект Дембера при воздействии лазерно­
го импульса. Во время импульса 

g(r, t) = g(r) = go · ехр (-r2 / R2
) = go · e(r). 

Для решения системы (6.7) применим метод последовательных при­
ближений. Неравновесные добавки к концентрациям дп = п' - п0 , 
др= р' - р0 разделим на главную, одинаковую для электронов и дырок 
часть G(r, t) и малые поправки ~ и Т}: 

p'(r, t) = Ро + др(r, t) = Ро + G(r, t) + ~(r, t), 
п'(r, t) =по+ дп(r, t) =по+ G(r, t) + rJ(r, t). 

(6.12) 

:1 Составляющая G(r, t) определяет фотопроводимость в освещенной 
области. Наличие вкладов G(r, t) не изменяет электронейтральности 
объема. Разность поправок (~ - ТJ) определяет локальную плотность 
заряда и напряженность возникающего поля. Отметим, что разбиение 
др на составляющие G и ~ (и разбиение дп на G и ТJ) в некоторой 
степени произвольно и зависит от способа определения главной ча­

сти G, т. е. от способа отыскания первого приближения к истинным 
значениям др и дп. Способ же нахождения величины G определяется 
тем, какие из всей совокупности электронных процессов принимаются 

к рассмотрению на первом этапе. 

В этом подразделе при расчете электронных процессов во время 

воздействия лазерного импульса примем в качестве G концентрации 
неравновесных носителей, обусловленные исключительно фотогенера­

цией без учета рекомбинации, диффузии и дрейфа, т. е. используем 
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следующее представление: 

р' ( r, t) = Ро + go · е · t + ~ ( r, t) 
п'(r, t) =по+ go ·с:· t + 'f!(r, t), 
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(6.13) 

где ~(r, t), 'f!(r, t) - малые по сравнению с G(r, t) составляющие нерав­
новесных добавок др и дп, обусловленные рекомбинацией, дрейфом 
и диффузией. 

Ввиду малости ~ и Т) пренебрежем ими в выражениях для диф­

фузионно-дрейфовых токов в первых двух уравнениях системы (6.7), 
но сохраним их в рекомбинационных членах, для которых используем 

простейшее представление (6.11 ). Тогда из системы (6. 7) получаем 
систему для нахождения поправок ~ и Т), а также напряженности Е 
фотоиндуцированного поля: 

()~ = _! · ~ {r [µ (Ро + go ·с:· t) · Е - D · ао · t · &] } -
дt r дr Р Р 15 ' дr 

go · Е · t + ~ 
ТР 

817 = ! · ~ {r [µ (по+ go · е · t) · Е + Dn · ао · t · де:]} -
дt r дr n ""' дr 

go·E·t+rt 

~ _ Т) = Ео · Esc . ! . д( r Е) . 
е r дr 

(6.14) 

Вычтя из первого уравнения системы (6.14) второе и используя тре­
тье уравнение, получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 

с нулевым начальным условием для определения Е = E(r, t): 

dE + (__!__ + _1 + 2е: . ..!._). Е = 2r. ED. 2е: . ..!._, (6.l5) 
dt ТР тм тн tи R тн tи 

где ED - характерная напряженность поля, порождаемого разноско­
ростной диффузией носителей: 

ED= Dп-Dp (6.16) 
R(µп + µv)' 

тм = ( 60 
· e:sc ) = e:ae:sc - максвелловское время релаксации объ-

е µрро + µnno о-о 
емного заряда в равновесном ПП, !То - проводимость в равновесном 
ПП, тн - время неравновесной релаксации, т. е. характерное время 

релаксации объемного заряда в среде, проводимость которой обуслав­

ливалась бы носителями обоих знаков, возбужденными за время tи/2 
при темпе генерации go: 

тн = 2Ео · e:sc Ео · e:sc 
е(µр + µn)go · tи 0"

1 
(6.17) 

!Т 1 - соответствующая фотостимулированная проводимость. 
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Решение уравнения (6.15) с нулевым начальным условием име­
ет вид 

( 
t t 2s t

2 
) 2r 

E(r, t) = ехр - 7Р - тм - тн · 2tи · R · ED х 

t 
2Е f t' ( t' t' 2Е t'

2 
) 1 

х - · - · ехр - + - + - · - dt . 
тн tи 7Р тм тн 2tи 

о 

(6.18) 

Типичные значения тр для Si лежат в пределах от 10-5 до 10-8 с, 
тм уменьшается от 2,21 · 10-7 с для собственного Si до 2,88 · 10- 12 с 
для n-Si с п0 = 1,5 · 1021 м-3 и до еще меньших значений при более 
сильном легировании, тн = 4, 1 · 10- 15 с при используемых значени­
ях g0 = 1,62 · 1032 м-3 • с- 1 и tи = 10 нс. При этом подынтегральная 
функция в (6.14) при значениях t, превышающих малую долю tи, 
и значениях r от нуля до нескольких R стремительно возрастает при 
t' -+ t, и в этом случае формула (6.18) принимает вид 

2с: t 

Е( ) _ 2r Е тн · tи 
r' t - R . D . 1 1 2с: t . 

-+-+-·-
71' тм тн tи 

(6.19) 

В центральной приосевой части пучка, где значение c:(r) не слиш­
ком мало и преобладают неравновесные добавки, уже вскоре после 

2s t 1 1 
начала импульса справедливо соотношение - · - » - , - . В этом 

тн tи 7Р тм 
2r 

случае формула (6.19) принимает вид E(r, t) = R · ED, т. е. напряжен-

ность поля линейно нарастает по мере удаления от оси. 

В периферийной области, где е( r) мало, преобладают равновесные 
1 2s t 1 1 

носители, - » - · - и, как правило, - » - . При этом (6.19) 
~ тн ~ m 7Р 

2r r/ (r, t) 
принимает вид Е = R · ED · --. 

O"Q 

Интегрированием (6.19) по r определяем потенциал поля в глубине 
ПП на расстоянии r от оси пучка: 

2с: t 

cp(r, t) = R · ED · ln(l + ~. ~ )· 
-+-
71' тм 

(6.20) 

В частности, на оси пучка, где формируется основной вклад в сиг-

нал ВГ, 2t 

1'(0, t) ~ R · Ev · ln(l+ 1_5} (6.21) 

71' тм 

При решении системы (6.7) был сделан ряд допущений. Для про­
верки их применимости и анализа временной трансформации радиаль-
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ных распределений напряженности и потенциала электрического поля 

в области поперечного эффекта Дембера проводилось численное ре­

шение системы (6.7). При этом рекомбинационные члены описывались 
соотношением (6.11) с типичным для кремния временем релаксации 
тр = 10-6 с. Скорость фотогенерации на оси пучка считалась равной 
go = 1,62 · 1032 м-3 · с-1, значения остальных параметров представлены 
в Приложении 5. Концентрационная зависимость подвижностей и ко­
эффициентов диффузии носителей не учитывалась и считалось, что 

соотношения Эйнштейна (см. Приложение 15) выполняются во всем 
диапазоне изменения концентраций. 

Некоторые результаты численного эксперимента представлены на 
рис. 6.3-6.5. Результаты этих и других численных экспериментов пол­
ностью соответствуют вышеизложенным результатам аналитическо­

го решения, что подтверждает справедливость сделанных допущений 

и пригодность предложенного метода исследований. 

60 Е, В/м 

45 

30 

15 

о 2 3 4 r, мм 

Рис. 6.3. Поперечный эффект Дембера. Радиальное распределение напря­
женности фотостим1лированного электрического поля в глубине n-Si при 

Ро = 1,45 · 1011 м-, п0 = 1,45 · 1021 м-3 : 1 - t = 0,6 · 10-9 с; 2 -
t = tи = ю-в с 

Итак, при воздействии лазерного импульса в глубинной части Si 
возникает радиальное поле, напряженность которого (102-103 В/м) 
невелика по сравнению с типичной напряженностью перпендикуляр­

ного поверхности поля ('"'-' 105 В/м) в приповерхностной ОПЗ. Од­
нако если поле в приповерхностной ОПЗ простирается на глубину 
'""10-7 - 10-9 м, то радиальное - на расстояние '""10-3 м, опреде­
ляемое радиусом пучка. Поэтому поперечная демберовская разность 
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Рис. 6.4. Поперечный эффект Дембера. Радиальное распределение потен­
циала фотостимулированного элекчшческого поля в глубине n-Si при 

Ро = 1,45 · 1011 м-3, по = 1,45 · 1021 м- 3 : 1 - t = 0,6 · io-9 с; 2 -
t = tи = 10-s с 

80 

60 

40 

20 

о 2 4 6 8 t, нс 

Рис. 6.5. Поперечный эффект Дембера. Динамика изменения потенциала фо­
тостимулированного электрического поля на оси пучка в объеме n-Si при 
ро = 1,45 · 1011 м-3, по = 1,45 · 1021 м- 3 в течение лазерного импульса длитель-

ностью tи = io-s с 

потенциалов соизмерима с типичной разностью потенциалов, прило­

женной к поверхностной ОПЗ. При этом фотоиндуцированное поле 
в области эффекта Дембера не столь велико, чтобы составляющая 
НП рЕ в этой области давала заметный вклад в ОВГ. Фотоиндуиро-
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ванное изменение потенциала максимально на оси пучка, где к концу 

импульса достигает нескольких сотен милливольт. Наибольшее изме­

нение потенциала присуще собственному ПП. Для собственного Si 
при указанных параметрах импульса и тр = l0-6 с оно на оси пучка 
к концу импульса составляет примерно 250 мВ, для n-Si с по = 1,45 х 
х 1021 м-3 - примерно 94 мВ. Примерно на такую же величину изме­
няется и разность потенциалов, приложенная к приповерхностной ОПЗ 
в центре освещенного пятна. К краям пятна это изменение разности 

потенциалов уменьшается до нуля. 

6.2.3. Релаксация фотоиндуцированного поля во время паузы. 
Воздействие бесконечной последовательности импульсов. Анало­

гично расчету, произведенному в подразделе 6.2.2, анализ электронных 
процессов в области эффекта Дембера в паузе между первым и вторым 

импульсами проведем методом последовательных приближений. Вос­

пользуемся системой уравнений (6. 7), положив в них функцию источ­
ника g(r, t) =О, а рекомбинационные члены представим в виде (6.11). 
Начало паузы примем за начальный момент времени t = О. Значения 

неравновесных концентраций и напряженности фотоиндуцированного 

поля, достигнутые к окончанию предшествующего паузе импульса, 

обозначим р~ (r), п~ (r), Е1 (r). Они будут являться начальными зна­
чениями соответствующих функций для рассматриваемого временного 

интервала О:( t :( tп. 
Рассмотрим вопрос о нахождении главной и одинаковой для до­

бавок др, дп части G(r, t). Во время действия импульса выбор был 
достаточно очевиден и определялся доминирующим фактором - фо­

тогенерацией носителей. Во время паузы этот доминирующий фактор 

отсутствует, а роли остальных факторов: рекомбинации, диффузии, 

дрейфа - представляются соизмеримыми. Поэтому будем считать, что 

главная и одинаковая для электронов и дырок часть неравновесных 

добавок G(r, t) задается решением системы (6.7) в приближении амби­
полярной диффузии [ 17). 

Модель (приближение) амбиполярной диффузии основывается на 
следующем. Разноскоростная диффузия носителей разных типов при­

водит к различию их локальных концентраций, т. е. к появлению ОПЗ. 

Поле ОПЗ тормозит диффузионное растекание из области фотогене­
рации носителей с большем коэффициентом диффузии (в кремнии -
электронов) и ускоряет движение носителей с меньшим коэффициен­
том диффузии (в кремнии - дырок). Подвижности и концентрации 
носителей в кремнии достаточно велики, поэтому дрейф носителей под 

действием возникающего поля приводит к почти полному выравнива­

нию концентраций и следовательно, к почти полному исчезновению 

фотоиндуцированного поля. 

Математически выражением модели амбиполярной диффузии яв­
ляется условие равенства неравновесных добавок др= дп = G(r, t) 
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и отсутствия полей, кроме поля, вызванного внешними источниками. 

Поскольку в области эффекта Дембера внешних полей нет, то из 
системы (6.7) исключается третье уравнение - уравнение Пуассона, 

ор' оп' oG др' дп' oG 
а в первых двух полагается Е---+ О, дt = дt = дt' дr = дr =а;:· 
Тогда известным приемом [ 17] система (6. 7) сводится к уравнению 
относительно G(r, t): 

дG = D. ! . !!_ (r дG) - С, (6.22) 
дt rдr дr Тр 

где D - коэффициент амбиполярной диффузии 

(6.23) 

Подстановкой G(r, t) = G1 (r, t) · ехр (-..!:.._) уравнение (6.22) преоб­
разуется в нелинейное уравнение диффузиR' в цилиндрических коорди­
натах [19, 20}: 

(6.24) 

Начальные условия для функций G(r, t) и G1 (r, t) идентичны. Стро­
гое решение уравнения (6.24) возможно лишь численными методами 
ввиду его нелинейности, обусловленной зависимостью коэффициента 
диффузии ОТ n 1 И р1 • 

В центральной области, где концентрация неравновесных носи­
телей значительно превосходит равновесные концентрации по и ро, 

выполняется соотношение п' ;:::::; р' и коэффициент диффузии является 
постоянной величиной: 

D = µn. Dn + µр. Dp = 2Dn. Dp. (6.25) 
µn + µр Dn + · Dp 

В (6.25) использовано соотношение Эйнштейна. Из данных таблицы 
П2.1 следует, что для Si D = 1,79. io-3 м2 • с 1• 

Решение уравнения (6.24) с постоянным коэффициентом диффузии, 
заданным формулой (6.25), и ненулевым начальным условием ищется 
в виде интегрального разложения по собственным функциям однород­

ного уравнения диффузии. Для интервалов длительностью в несколько 
десятков наносекунд величина G(r, t) такова: 

G t · go · tи r R2 ( 2 ) 
(r, ) = R2 + 4D · t . ехр - R2 + 4D · t х 

х 1 - 1 - · ех --
[ 

2D . tи ( r
2 

) ] ( t ) 
R2 + 4D · t R2 + 4D · t р rp . 

(6.26) 

Поскольку в рассматриваемой ситуации D · tи « R2, то вторым слага­
емым в квадратных скобках вполне можно пренебречь. 
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Из (6.26) следует, что цилиндрическое облако электронов и ды­
рок, возбужденных светом в течение импульса, после его окончания, 

сохраняя гауссовское распределение по координате r, расплывается, 

и в момент времени t паузы ха актерный размер электронно-дырочного 
облака составляет R2 + 4D · t . Одновременно в этом облаке про­
исходит синхронное снижение концентраций носителей обоих типов 

вследствие их рекомбинации, описываемое экспоненциальным сомно-

жителем" ехр ( - ~) . 
Переидем ко второму этапу решения, т. е. к отысканию малых по 

сравнению с G(r, t) поправок ( и ry. Однако, если принять в качестве 
G(r, t) величину, заданную формулой (6.26), то получить аналитиче­
ское решение задачи не удается. Упростим выражение для G(r, t). 
Учтем, во-первых, что D · tи « R2• Во-вторых, рассмотрим времен­
ной интервал, в течение которого диффузионным расплыванием об­

лака можно пренебречь, т. е. выполняется условие 2y'JJ:t « R или 
R2 

t « 
4
D. При R = 10-3 ми D = 1,79 · 10-3 м2 · с- 1 условие принимает 

вид t « 140 мкс. Длительность паузы между импульсами излучения 
лазера на гранате с неодимом варьируется от 80 до 20 мс, поэтому 
предлагаемое упрощение формулы для G(r, t) в этом случае оправ­
дано лишь для начальной части паузы. Для временного интервала, 

в котором указанные предположения верны, формула (6.26) принимает 
тривиальный вид: 

G(r, t) = go · e1(r) · tи · ехр(- :J. (6.27) 

Пусть главная часть разложения (6.12) описывается формулой 
(6.27). Пусть в системе (6.7) g(r, t) = О, а рекомбинационные чле­
ны описываются формулами (6.11). Способом, описанным в подразде­
ле 6.2.2, систему (6.7) можно свести к обыкновенному дифференци­
альному уравнению относительно напряженности E(r, t): 

dE + [J_ + J_ + 2с: · ехр (-.!__)] · Е = 2
r · Ev · 2с: · ехр (-.!__). 

dt Тр тм тн ТР R тн ТР 

(6.28) 
Начальное значение E 1(r) определим по формуле (6.19), положив в ней 
t = tи. 

В начале паузы, когда тм « t « Тр, решение уравнения (6.28) 
имеет вид: 

E(r,t)=E1(r)·exp ------+-- + ( 
t t 2с: . t с: . t2 

) 

ТР тм тн тн·ТР 
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Первое слагаемое в (6.29) описывает быструю релаксацию поля 
E1(r), сформировавшегося во время предшествующего импульса, авто­
рое слагаемое - пространственно-временную трансформацию поля, по­

стоянно генерируемого в паузе из-за наличия градиента концентрации 

неравновесных электронно-дырочных пар, оставшихся в объеме после 

импульса, и вызванной этим градиентом разноскоростной диффузии 

различных носителей. 

Таким образом, уже вскоре после начала паузы, т. е. при t « тр 
(но t » тм) первое слагаемое в (6.32) может быть отброшено. В цен-
тральной, приосевой части области, где Zi:: » _!_, формула (6.29) фак-

тн тм 

тически сводится к формуле E(r, t) ;::::J Е1 (r, t) = const. Это означает, 
что из-за продолжающейся во время паузы диффузии носителей в рас­

сматриваемом временном интервале поле в центральной части области 

эффекта Дембера остается неизменным. На периферии области, где 
1 2Е e(r)---. О и - »-,как следует из (6.29) 
тм тн 

E(r, t) ;::::J Е1 (r, t) · ехр ( - :r), 
т. е. поле экспоненциально убывает с течением времени. 

Аналитическое решение задачи об изменении ОПЗ в области эф­
фекта Дембера во время большей части паузы (за исключением рас­
смотренного выше начального отрезка) получить не удалось. Однако 

очевидно, что в течение промежутка времени, когда выполняется соот­

ношение Тр « t :( tп (а он и составляет основную часть паузы!), вне за­
висимости от пространственной трансформации электронно-дырочного 

облака на первый план выходит рекомбинация носителей, ведущая 

к экспоненциальному убыванию концентраций и напряженности поля: 

E(r, t) = f(r, t) · ехр(- :J. 
где f(r, t) - некоторая функция радиальной координаты и времени. 
С достаточной уверенностью можно считать, что ни при каких зна­
чениях r и t величина f(r, t) не превзойдет соответствующее значе­
ние Е1 (r, t). 

На рис. 6.6 представлен результат численного моделирования дина­
мики изменения потенциала Дембера на оси пучка в ходе импульса 

и последующей паузы. Результаты этого и других численных экспе­

риментов подтверждают правильность вышеизложенных теоретических 

представлений: в начале паузы фотоиндуцированное во время импульса 

поле некоторое время поддерживается почти неизменным, затем насту­

пает спад, переходящий в экспоненциальную релаксацию. 

Из вышеизложенного вырисовывается следующая картина нестаци­

онарного поперечного эффекта Дембера в кремнии при воздействии 
излучения лазера на гранате с неодимом или другого лазера со 
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Рис. 6.6. Поперечный эффект Дембера. Динамика изменения фотоин­
дуцированного потенциала на оси пучка в n-Si (р0 = 1,45 . 1011 м-3, 
по = 1,45 · 1021 м-3 ) в течение лазерного импульса длительностью tи = 1 О нс 

и после него (тр = 10-5 с, R = 1 мм) 

схожими параметрами. В течение импульсов цилиндрическое облако 

неравновесных носителей пополняется, а в паузах расплывается из-за 

диффузии, сохраняя в основном гауссовский профиль. На эти процес­

сы накладывается постоянно протекающая рекомбинация. В широкой 

области значений параметров ПП диффузионным расплыванием обла­

ка за характерное время рекомбинации можно пренебречь. Поэтому 

можно полагать, что при воздействии последовательности импульсов 

характерный поперечный размер облака остается неизменным и рав­

ным эффективному радиусу R поперечного гауссовского распределения 
интенсивности в световом пучке. 

Если пренебречь диффузионным расширением облака, то в целом 

при воздействии последовательности импульсов и пауз доминирую­

щими факторами изменения концентрации носителей являются им­

пульсное фотовозбуждение и непрекращающаяся рекомбинация. При 
высоком уровне фотовозбуждения, когда п' >::::: р', можно считать, что 
динамика главной и одинаковой для электронов и дырок части нерав­

новесных добавок к концентрациям описывается уравнением 

дG G 
дt = g(r, t) - 7Р, 

где g(r, t) = go · c(r) = g0 · ехр (- ~:) во время импульса и g(r, t) =О 
во время пауз. Если принять, что в момент начала первого импульса 

t =О, то начальное значение G(r, t) =О. 
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Нетрудно показать, что спустя некоторое количество циклов уста­

навливается периодический режим изменения величины G(r, t). К кон­
цу очередного импульса величина G(r, t) будет достигать максималь-
наго значения 

1 - exp(-!!i) 
Gmax = go · Е · Тр · ( 7;) , 

l -exp --
Тр 

а к концу очередной паузы - минимального значения 

Gmin = Gmax · ехр ( - ~). 
Поскольку длительность паузы для рассматриваемых здесь лазе­

ров, как правило, гораздо больше характерного времени релаксации, 

ТО Gmin « Gmax· 
Аналогично изменениям главной составляющей G(r, t) неравновес­

ных концентраций изменяется и фотопроводимость среды, т. е. куму­

лятивный эффект нарастания проводимости от импульса к импульсу 

ограничивается весьма незначительным уровнем, соответствующим ми­

нимальному уровню концентрации Gmin· 
Рассмотрим импульс, достаточно далекий от начала последователь­

ности, чтобы считать периодический режим изменения концентраций 

установившимся. Вновь воспользуемся для решения системы (6.7) 
методом последовательных приближений, представив неравновесные 

концентрации в виде 

Р1 = Ро + go · Е: • t + Gmiп(r) + ~, 
п' =по+ go · Е • t + Gmin(r) + ТJ, 

где время t отсчитывается от начала этого импульса. 

(6.30) 

Задача о пространственно-временной трансформации ОПЗ с уче­
том соотношений (6.30) нами была решена методом, аналогичным 
использованному выше при расчете трансформации во время первого 

импульса и паузы. Показано, что полученное решение близко к ре­

шению, полученному для первого импульса, но содержит добавку, 

обусловленную наличием Gmin(r). Существенно, что эта добавка очень 
мала и не зависит от номера импульса. Тем самым установлено, что 

кумулятивного эффекта нарастания поля нет, более того, динамика 

трансформации ОПЗ во время любого импульса почти такая же, как 
и во время первого. 

6.2.4. Сужение приповерхностной ОПЗ. Перейдем к рассмотре­

нию трансформации во время импульса приповерхностной ОПЗ, уже 

существовавшей в ПП до освещения. Характерная толщина этой ОПЗ 
весьма мала по сравнению с радиусом освещенного пятна R "' 1 мм. 
Действительно, ОПЗ имеет максимальную толщину в равновесном соб­
ственном кремнии, равную (см. формулу (2.224)) zo = Lb = 23,6 мкм. 
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Для легированного (см. рис. 2.16), а тем более для неравновесного 
Si величина z0 гораздо меньше. Очевидно, что в этой области до­

минирует влияние поверхностного потенциала, а роль поперечного 

эффекта Дембера ничтожна. Поэтому радиальными градиентами кон­

центраций и поля в данном расчете можно пренебречь, а в системе 

уравнений (6.3)-(6.6), описывающей фотостимулированные электрон­
ные процессы, все члены, содержащие производные по радиальной 

координате r, считать равными нулю. Влияние освещения проявляется 
в значительном и нестационарном изменении концентрации носителей. 

Зависимостью скорости фотогенерации от глубины в пределах тон­

кого приповерхностного слоя вполне можно пренебречь даже и при 

воздействии излучения с гораздо меньшей глубиной проникновения, 

чем у лазера на гранате с неодимом. Значительно упростить задачу 

позволяют следующие соображения. Уже вскоре после начала импуль­

са характерное время неравновесной релаксации тн, рассчитываемое 

по формуле (6.17), становится гораздо меньшим, чем длительность 
импульса tи. Поэтому пространственная трансформация приповерх­

ностной ОПЗ, сопровождающая изменение концентрации, происходит 

настолько быстро, что в любой момент времени t значения неравно­
весных добавок ~ и ТJ и напряженности поля Е фактически совпадают 

со стационарными значениями, которые имели бы место, если бы 

главная часть неравновесной концентрации, равная в данный момент 

G(r, t) = g0 • E(r) · t, существовала неизменной все предшествующее 
время. Это позволяет рассматривать задачу как стационарную и пола­

гать в системе (6.3)-(6.6) все производные по времени равными нулю. 
Учтем, кроме того, что исходные концентрации носителей р, п и 

напряженность поля Eeq в равновесной ОПЗ удовлетворяют условиям 
отсутствия диффузионно-дрейфовых токов: 

dp 
µР · р · Eeq - Dp · dz = О, 

и уравнению Пуассона 

dEeq е ( ) -- = -- p-po-n+no. 
dz Ео · Esc 

В предыдущих расчетах в выражениях для неравновесных диффу­

зионно-дрейфовых токов мы пренебрегали величинами ~ и ТJ. В данной 

ситуации это было бы неверно, так как в очень тонкой ОПЗ возмож-

но наличие значительных градиентов ~: и ~:. Именно эти гради­
енты определяют диффузию неравновесных носителей вдоль оси О Z 
и формирование ОПЗ. Поэтому в уравнениях (6.3) и (6.4) необходимо 

сохранить слагаемые ~: и ~:, хотя в выражениях для дрейфовых 
токов величинами ~ и ТJ, а также р, п можно пренебречь по сравнению 

15 О. А. Акципетров, И. М. Баранова, К. Н. Евтюхов 
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с G(r, t) = g0 · E(r) · t. Пренебрежем также релаксацией, тогда с учетом 
всего вышесказанного система (6.3)-(6.6) принимает вид 

д [ д~] дz µР · g · t(Eeq + дЕ) - Dp · дz =О; 

д [ дrу] дz µп . g. t(Eeq + ЛЕ) + Dn. дz =О; (6.31) 

ддЕ = __ е_. • (~ _ Т]), 
дz EoEsc 

где напряженность неравновесного поля представлена в виде Е = Eeq + 
+ ЛЕ, g = g(т) = go · E(r). 

Допустим, что даже при больших плотностях носителей выполняет­

ся соотношение Эйнштейна. Тогда система (6.31) сводится к уравнению 

дj = ~ [2 . t (Ее + ЛЕ) - kT. Ео . Esc . д2 дЕ] = О. (6.32) 
дz дz g q е2 дz2 

Из (6.32) следует, что общая плотность тока j в ОПЗ не зависит от 
координаты z, а поскольку вне ОПЗ (при z ---+ оо) ток вдоль оси OZ 
отсутствует, то j =О и из (6.32) следует, что 

д2дЕ l l 
- 2- = - 2 • Eeq + - 2 · ЛЕ, (6.33) 
дz Lc Lc 

где Lc - величина, аналогичная дебаевской глубине LD, которую 
назовем неравновесной дебаевской глубиной: 

Lc = 
kT · Ео · Esc 

е2 • 2 · g · t · 
(6.34) 

Решение неоднородного уравнения (6.33) зависит от вида функции 
Eeq(z). Для конкретности примем, что необлученный ПП был невы­
рожденным, поверхностный потенциал 'Psc - малым. В этом случае, 
как показано в подразделе 2.4.3, 

Eeq(z) = Esc · exp(-{v) = 'j,~ · exp(-{v)· 
При этом решение уравнения (6.33), удовлетворяющее условию 

ограниченности, таково: 

ЛЕ = С2 • ехр ( - {с) - Esc · ехр ( - {v), (6.35) 

где С2 определяется граничными условиями. 

Второе слагаемое в (6.35) описывает уничтожение в неравновесном 
ПП исходного поля равновесной ОПЗ. Первое слагаемое описывает 

экспоненциально убывающее по глубине поле неравновесной ОПЗ с ха­
рактерной глубиной Lc. Из формулы (6.34) видно, что во время им­
пульса толщина ОПЗ уменьшается по мере нарастания концентрации 
носителей и в центральной части освещенного пятна уже вскоре после 
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начала импульса становится гораздо меньше равновесной дебаевской 

толщины. Поскольку к периферии освещенного пятна величина g(r) 
уменьшается, то и толщина неравновесной ОПЗ изменяется в пределах 
пятна, достигая минимума на оси пучка. 

Отметим, что в кремнии ввиду резкого сужения приповерхностной 

ОПЗ вне зависимости от исходного легирования ПП в течение почти 

всего импульса выполняется условие «тонкой ОПЗ», использованное 

в подразделе 3.3.3. Как показано в этом подразделе, в случае «тонкой 
ОПЗ» анализ результатов НЭО-диагностики упрощается. 

6.3. Стационарный двухмерный эффект Дембера. 
Электронные процессы в кремнии при воздействии 

излучения титан-сапфирового лазера 

6.3.1. Динамика изменения концентрации неравновесных но­
сителей. Пусть электронные процессы в кремнии вызываются ла­

зерными импульсами с пространственным распределением вида (6.1) 
и временной зависимостью вида (6.2). Скорость фотогенерации при 

нормальном падении пучка связана с локальной мгновенной интен­

сивностью формулами (П5.7) и (П5.8). В случае воздействия им­
пульсов титан-сапфирового лазера в модели электронных процессов, 

описанной в разделе 6.1, необходимо учитывать как поперечную, так 
и продольную неоднородность интенсивности и непостоянство скорости 

фотогенерации. Но, как отмечалось в 6.1 и как будет доказано ниже, 

ввиду высокой частоты следования импульсов нестационарность это­

го излучения «сглаживается», и его действие эквивалентно действию 

непрерывного квазистационарного излучения с усредненной по времени 

локальной интенсивностью. 

Вначале в качестве доминирующих электронных процессов рас­

смотрим фотогенерацию и рекомбинацию. Проанализируем динамику 

изменения обусловленных этими процессами главных и одинаковых 

для электронов и дырок частей неравновесных добавок, которые обо­

значим ng. Для этого воспользуемся системой (6.10), описывающей 
фотогенерацию и два основных рекомбинационных процесса: рекомби­

нацию через примесные центры и оже-рекомбинацию. 

Если в качестве рекомбинационных центров рассматривать какие­

либо реальные примеси (например, ионы золота) или дефекты, то 

аналитически решить систему (6.10) не удается. Поэтому для получе­
ния качественного представления о динамике процесса допустим, что 

при определенных условиях (высокий уровень возбуждения и малая 

концентрация центров рекомбинации) можно учитывать лишь оже­

рекомбинацию. В таких условиях п' :::::: р' :::::: ng :::::: Pg » п0 ,ро и любое 

15* 
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из уравнений системы (6.10) сводится к уравнению 

dng _ ( ) В з dt - g r, t - ал· ng. (6.36) 

Можно предположить, что спустя некоторое время после начала воз­

действия последовательности импульсов устанавливается периодиче­

ский режим изменения концентрации носителей, при котором прирост 

концентрации носителей за время воздействия импульса tи равен ее 

убыли за время последующей паузы длительностью Т - tи. 

Примем начало очередного импульса в установившемся режиме за 

начальный момент t =О. При О< t < tи g(r, t) = g(r) = g и уравнение 
(6.36) имеет вид 

d~g = g - Вал · п~. (6.37) 

Введем величину N = if"li - стационарную концентрацию но­
сителей, которая установилась бы при бесконечной длительности им­

пульса, и проинтегрируем уравнение (6.37): 

1 (ng-N)
2 

1 (2ng+N)-
-2 · ln 2 2 - vГз 2 · arctg vГз - -Вал · t +С. 
6N ng + ngN + N 3 · N 3 · N 

(6.3В) 
Естественно предположить, что в режиме периодического измене­

ния концентрации ng значение этой величины колеблется около стаци-

онарного значения неравновесной концентрации Ne = (F,, которое 
имело бы место при постоянной эффективной (усредненной) скорости 

фотогенерации ge = g · tи/Т = gQ. Поскольку в нашем случае Q « 1, 
то Ne << N. Можно предположить, что отличие величины ng от Ne 
в периодическом режиме невелико, и выполняются соотношения 

ir ~ ~ « 1. (6.39) 

Линеаризируем левую часть (6.3В) по малому параметру ng/N: 

с ng 7Г В 
+-3 +~= алt. N 6v3N 

(6.40) 

Концентрацию носителей в момент t =О, т. е. минимальную кон­

центрацию при установившихся колебаниях, обозначим nшin· Тогда 

константа интегрирования С = - nm~n - ; 
2 

и уравнение (6.40) 

имеет вид ng - nmin = gt. 
N 6v3N 

Итак, при О < t < tи ng = nmin + gt, т. е. изменение концентрации 

носителей во время воздействия импульса в периодическом режиме 

можно считать линейным по времени. 
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В момент окончания импульса t = tи достигается максимальное 

значение концентрации носителей 

ng(tи) =птах= nmin + gtи. (6.41) 

Во время паузы, т. е. при tи < t < Т, уравнение (6.36) прини­
dп 

мает вид dtg -8аА · п~. Интегрированием последнего уравнения 
получаем 

--
1
- = -8aAt +С'. 

2п~ 
(6.42) 

Из условия периодичности режима (ng = nmin при t = Т) следует, 
1 

что константа интегрирования С' = 8аАТ - - 2- и уравнение (6.42) 
2nmin 

принимает вид 

2п~ 
_ 16ал(t - Т) · n~in + 1 (6.43) 

Из (6.43) следует, что при tи < t < Т 

ng = J1+16ал(t-Т) · n~in 
nmin (6.44) 

Для определения nmin учтем, что в момент t = tи значения концен­
трации, найденные по формулам (6.41) и (6.44), одинаковы: 

nmin + gtи = nmin (6.45) 
J 1 + 16ал(tи - Т) · n~in 

Оценим значения ряда величин, фигурирующих в расчете. Примем, 

что g = g0 (Л = 690,6 нм) = 5,747 · 1035 м-3 · с 1 . Значения остальных 
требуемых параметров взяты из Приложения 5. Тогда 

N = 3U = 5 64. 1025 м-3 ysa;. , , 

Ne = 3~ = 3{i;Q = 1,18 · 1024 м-3 . v во:;. v во:;. 
Из этой оценки следует, что Ne/N = 0,0209 « 1, что подтверждает 
правильность использованного выше соотношения (6.39). 

g · tи = 6,90 · 1022 м-3 , g "н~и = 0,0585. 

Последний результат подтверждает предположение о малости ам­
плитуды колебаний концентрации носителей в установившемся перио­

дическом режиме по сравнению со средним ее значением. 

Наконец, оценим величину добавки к единице в подкоренном 

выражении в уравнении (6.45). Примем nmin ~ Ne и учтем, что 
Т»tи: 16aAT·N;=0,1l7« 1. 
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Из вышесказанного следует, что, как и предполагалось, значение 
nmin отличается от среднего значения Ne лишь на небольшую величину 
дп: nmin = Ne + дп. Уравнение (6.45) возведем в квадрат (считаем (Т -
- tи) ~ Т): 

(Ne + дп + gtи) 2 
• [ 1 - 16алТ · н; · ( 1 +;;:У] = (Ne + дп) 2 . (6.46) 

Примем во внимание, что 16алТ · N~ = 2 · ~~. Введем безразмер­
ные величины х = дп/Nе и х' = gtи/Ne. Эти величины малы (ixl, 
х' « 1) и соизмеримы, т. е. имеют одинаковый порядок малости. Урав­
нение (6.46) принимает вид 

(1 +х+х')2 
· [1-2х' · (1 +х)2] = (1 +х) 2 . (6.47) 

Разложим выражения в скобках в (6.47) в ряды по малым пара­
метрам х и х', удерживая члены до второго порядка малости. Ограни­
читься разложением до членов первого порядка малости недостаточно, 

поскольку при этом все члены в уравнении сокращаются. В результате 
х' gtи gtи 

получим, что х = - 2 , т. е. дп = - 2 и nmin = Ne - 2 . Поскольку 
в формуле (6.44) добавка к единице в подкоренном выражении весьма 
мала, то линеаризируем это выражение по указанному малому пара­

метру: 

Ne +бп gtи t 
ng = = Ne + 2 - gtи · Т. 

j l + lбал(t - Т) · (Ne + бп) 2 

Итак, приведенный расчет показывает, что спустя некоторое вре­

мя после начала воздействия бесконечной последовательности им­

пульсов от титан-сапфирового лазера в центральной части облуча­

емого объема кремния устанавливается периодический режим из­

менения концентрации носителей. При этом концентрация неравно­

весных носителей значительно превосходит исходные концентрации 

равновесных носителей и совершает незначительные колебания око­

ло среднего значения Ne, равного стационарной концентрации, ко­

торая установилась бы при замене данного импульсного излучения 

на непрерывное с равной средней интенсивностью. С достаточной 

степенью точности колебания концентрации носителей можно счи­

тать пилообразными: во время воздействия импульса концентрация 

линейно нарастает по закону ng(t) = Ne - g~и + gt (О < t < tи) от 
gtи 

минимального значения nmin = Ne - Т до максимального значения 

птах = Ne + g~и , во время последующей паузы линейно убывает по за­
кону ng(t) = Ne + g~и - g:и · t (Т > t > tи r::::! О). Глубина модуляции 
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б = g~:2 , как показывают вышеприведенные оценки, незначительна 
('"'-'3%). 

Численное решение уравнения (6.36) подтвердило и конкретизиро­
вало полученные выводы: периодический режим в кремнии при дей­

ствии излучения титан-сапфирового лазера устанавливается за срав­

нительно малый промежуток времени (около 100 импульсов), при 
этом неравновесные концентрации носителей выходят на стационарный 

уровень, определяемый оже-рекомбинацией. Далее в ходе воздействия 

последовательности импульсов эти концентрации совершают устано­

вившиеся периодические пилообразные колебания с незначительной 

амплитудой (см. рис. 6.7). При этом концентрация ng колеблется около 
постоянного значения Ne = 1,27 · 1024 м-3, а б = 3,5 %. 

1,35 

1,30 

1,25 

1,20 

2,3 2,4 2,5 t, мкс 

Рис. 6.7. Динамика изменения концентрации неравновесных носителей в n-Si 
при воздействии импульсного излучения титан-сапфирового лазера с учетом 

оже-рекомбинации (установившийся режим после первых 100 импульсов) 

Более адекватный анализ динамики изменения величины ng тре­
бует учета рекомбинации через примесные центры. Для этого было 

проведено численное моделирование динамики на основе системы ки­

нетических уравнений (6.10), в которых использовалась модель реком­
бинации на ионах золота (см. Приложение 14). Численный эксперимент 
позволял учитывать совместное действие рекомбинации через центры 

и оже-рекомбинации, а также «отключатЬ» любой из этих механизмов. 

На рис. 6.8 изображены графики зависимости ng(t) для варианта 
с наибольшей скоростью фотогенерации. В этом варианте как реком­

бинация через центры, так и оже-рекомбинация играют существенную 

роль в ограничении нарастания плотности носителей. Моделирова­

ние показало, что при уменьшении скорости фотогенерации, т. е. при 

перемещении на периферию освещенной области или при снижении 
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Рис. 6.8. Динамика изменения концентрации неравновесных носителей в крем­
нии при воздействии излучения титан-сапфирового лазера: 1 - оже-реком­

бинация и рекомбинация через ценvы; 2 - рекомбинация через центры; 

3 - оже-рекомбинация; g0 = 5,75 · 103 м-3 
· с- 1, концентрация ионов золота -

Nt = 1021 м-3 

мощности накачки, влияние оже-рекомбинации быстро убывает вплоть 

до полного исчезновения уже при уменьшении скорости фотогенерации 

на порядок. 

Численный эксперимент полностью подтвердил полученный ана­

литически вывод, что вскоре после начала воздействия последова­

тельности импульсов от титан-сапфирового лазера в рассматриваемой 

части объема Si устанавливается периодический режим изменения 

концентраций носителей, при этом ng и Pg практически одинаковы. 

Эти концентрации незначительно и почти пилообразно колеблются 
около постоянного уровня, соответствующего воздействию непрерыв­

ного излучения с эффективной постоянной скоростью фотогенерации 

ge(r, z) = g(r, z)Q. При изменении g(r, z) в широких пределах, т. е. 
в большей части освещенного объема Si, глубина модуляции зави­

симости ng(t) не превышает нескольких процентов. Следовательно, 
при теоретическом изучении электронных процессов, индуцируемых 

в кремнии излучением титан-сапфирового лазера, и их влияния на 

генерацию ОВГ можно с достаточной точностью заменить реальное 

импульсное излучение непрерывным с усредненной мощностью. Задача 

о распределениях неравновесных носителей и фотоиндуцированного 

электрического поля становится стационарной: в системе (6.3)-(6.6) 
производные по времени обращаются в ноль, а величина g(r, z, t) 
заменяется на ge(r, z). 
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6.3.2. Концентрация неравновесной электронно-дырочной 

плазмы. Рассмотрим еще одну модель рекомбинационных процессов 

в кремнии при воздействии излучения титан-сапфирового лазера. 

Эта сравнительно простая модель позволяет учесть оба основных 

механизма рекомбинации, сравнить их роль в различных ситуациях 

и связать установившуюся локальную концентрацию носителей 

с локальной эффективной скоростью фотогенерации. 

В этой модели считается, что фотовозбуждение стационарно и в 

каждой точке облучаемой зоны характеризуется локальной эффектив­

ной скоростью фотогенерации, не зависящей от времени 

ge = goe · ехр (- ; 2 - о: z), (6.48) 

где g0e = g0 Q - эффективная скорость фотогенерации в центре облу­

чаемой зоны, значения которой даны в таблице П5.2. 

Диффузионно-дрейфовое движение не учитывается, т. е. рассмат­

риваются близкие к истинным неравновесным концентрациям п', р', 
но все-таки отличающиеся от них концентрации пg, Pg. определяе­

мые лишь фотогенерацией и рекомбинацией. Эта модель «работает» 

в области интенсивного возбуждения, где пg ::::::: Pg » по, ро, что дает 
возможность рассматривать носители лишь одного типа, например, 

свободные электроны. 

По этой модели в каждой точке облучаемой зоны с координатами 

r, z эффективная скорость фотогенерации равна сумме скоростей оже­
рекомбинации и рекомбинации через центры: 

(6.49) 

причем для рекомбинации через центры принимается простейшая ли­

нейная модель и ее скорость при п' » по, Ро описывается формулой 
Rc = ng , где те - характерное время линейной рекомбинации через 

те 
центры. 

Последнее уравнение позволяет при заданных значениях ge и те 

найти локальную стационарную концентрацию пg. Однако для это­

го необходимо решать кубическое уравнение, что неудобно. Поэтому 

практичнее построить для различных значений те семейство графиков 

зависимости ge ( пg) и уже по ним определять значения пg при дан­
ных ge и те. На рис. 6.9 представлено такое семейство графиков в ло­
гарифмическом масштабе. Использованы значения те, типичные для 

кремния. Горизонтальные линии А, В, С, D обозначают максимальные 
для указанных длин волн значения скорости фотогенерации goe, т. е. 

значения на оси пучка у поверхности ПП при ! 0 = 1,06 · 1012 Вт/м2 

(см. табл. П5.2). На этих графиках, в особенности - на графике для 
те = io-6 с, можно выделить два линейных участка, соединенных 
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Рис. 6.9. Зависимость эффективной скорости фотогенерации ge носителей в 

кремнии от концентрации ng неравновесных носителей при различном времени 

рекомбинации через центры те: 1 - те = 10-7 с; 2 - те = 10-6 с; 3 - те = 
= 10-5 с; 4 - те = 10-4 с. Линии А, В, С, D указывают значения goe для 

длин волн 690,6 нм, 731,2 нм, 776,9 нм, 828,7 нм, соответственно 

плавной переходной кривой. Первый участок расположен при относи­

тельно низких концентрациях носителей и имеет угловой коэффици­

ент, близкий к единице, что соответствует прямо пропорциональной 

зависимости ge(ng ), т. е. преобладанию рекомбинации через центры 
и малому влиянию оже-рекомбинации. Высоким концентрациям соот­

ветствуют линейные участки зависимости с угловым коэффициентом, 

в логарифмическом масштабе примерно равным трем. Им соответствует 

кубическая зависимость ge от ng, т. е. преобладание оже-рекомбинации 
и малый вклад рекомбинации через центры. 

Уменьшение параметра те вызывает расширение области значений 
величины ng, в которой доминирует рекомбинация через центры, что 
иллюстрируется на рис. 6.9 удлинением в области больших значе­

ний ng линейных участков графиков с угловым коэффициентом, близ­
ким к единице, при переходе от те= 10-4 с к те= 10-7 с. Максималь­
ные возможные значения неравновесной концентрации при различных 

значениях те и длины волны Л излучения определяются положением 

точек пересечения графиков зависимости ge ( ng) с горизонтальными 
линиями А, В, С, D. Видно, что значения ngmax увеличиваются при­
мерно от 2 · 1023 до 1,2 · 1024 м-3 при увеличении те. 

Значения концентрации, при которых скорости оже-рекомбинации 

и рекомбинации через центры равны, обозначим ng; они находятся из 

уравнения Вал · n~ = ng и определяются по формуле 
те 

- 1 ng = . 
)8ал ·те 

(6.50) 
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Соответствующие значения величины ge обозначим через g е; они та-
- 1 

КОВЫ: g е = ----,==== 
те· J2ал ·те 

На рис. 6.1 О представлен график зависимости ng (те), построенный 
по формуле (6.50). Область, лежащая выше графика, соответствует 
преобладанию рекомбинации Оже, область под графиком - преобла­

данию рекомбинации через центры. 

1025 

1024 

102з 

- -3 ng,M 

Преобладание 

рекомбинации Оже 

Преобладание рекомбинации 
через центры 

1022~--~---~---~---~ 

10-7 10-5 10-5 10-4 те, с 

Рис. 6.1 О. Зависимость концентрации носителей f'ig, при которой скорости оже­

рекомбинации и рекомбинации через центры равны, от характерного времени 

рекомбинации через центры те 

Анализ полученных результатов приводит к выводу, что в зависи­
мости от соотношения параметра те (определяется природой и кон­
центрацией центров) и параметра ge (определяется мощностью излу­
чения и положением рассматриваемой точки в облучаемой зоне) может 
превалировать тот или иной механизм рекомбинации. В центральной 

части облучаемой зоны роль оже-рекомбинации возрастает вплоть до 

полного ее преобладания, с повышением мощности излучения эта зона 

расширяется. При удалении от центра возрастает роль рекомбинации 

через центры вплоть до полного ее преобладания. 

Из формул (6.48) и (6.49) следует соотношение 

r 3 ng 
( 

2 ) goe · ехр - R2 - a;z = Вал · ng + те, 

из которого, в свою очередь, выводится уравнение поверхности (в ци­

линдрических координатах), на которой при заданном goe концен­

трации неравновесных носителей имеют некоторое одинаковое значе-

ние ng: 

QZ + r22 = ln ( foe ) . 
R 8ал · ng + ng/тc 

(6.51) 
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По уравнению (6.51) могут быть построены графики поверхностей 

равной концентрации для длин волн, перечисленных в таблице П5.2, 
и некоторых характерных времен рекомбинации через центры. 

На рис. 6. l l показаны сечения поверхностей равной концентрации 
плоскостью, проходящей через ось OZ, для,.\= 690,6 нм и те= l мкс. 
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Рис. 6.11. Сечения поверхностей равной концентрации неравновесных носи­
телей ng при Л = 690,6 нм, goe = 5,241 · 1030 м-3 

· с-1, а = 2,366 · 105 м-1, 
тр = 1 мкс. Кривая 1 - ng = 3 · 1023 м-3 ; 2 - ng = 5 · 1023 м-3 ; 3 -

ng = 7 · 1023 м-3 ; 4 - ng = 9 · 1023 м- 3 

Из (6.51) следует, что поверхности равной концентрации представ­
ляют собой параболоиды, характерные точки которых определяются по 

формулам 

Zmax = ± · ln ( ~: ) ; r max = R · ln ( ~: ) , (6.52) 

в которых ge рассчитывается по формуле (6.49). 
Отметим, что во всей облучаемой зоне скорость изменения генера­

ции носителей вдоль оси z значительно превышает скорость изменения 
концентрации в радиальном направлении. 

6.3.3. Фотостимулированное стационарное поле в области эф­
фекта Дембера. Для расчета стационарного распределения нерав­

новесных концентраций и фотостимулированного электрического поля 

в области эффекта Дембера, где не сказывается влияние поверхностно­

го потенциала, воспользуемся системой уравнений (6.3)-(6.6), в кото­
рой все производные по времени положим равными нулю, а рекомбина­

ционные члены представим в простейшем виде (6.l l). Будем считать, 
что скорость фотогенерации не зависит от времени и равна эффек-



6.3. Стационарный двухмерный эффект Дембера 461 

тивной скорости ge, пространственное распределение которой задается 
формулой (6.48). С учетом этого модель электронных процессов для 
данной ситуации принимает вид: 

О = ge - ! · ~ [r · (µ р1 Er - D · др' ) ] -
rдr Р Рдr 

- ~ (µ р' Е - D . др') - р' - Ро. 
дz р z р дz Тр , 

О = ge + ~ · :r [r · (µп п1 
Er + Dn · ~~)] + 

+ ~ ( 1 Е + D . дп') _ n' - по. 
д µпп z n д , z z Тр 

(6.53) 

1 д ( Е ) дЕz е ( 1 1 ) -·- r· r +--=--· р -ро-п +по; 
r дr дz c:ac:sc 

Е - дер. Е - дер 
r - - дr, z - - дz. 

Обратим внимание на то, что в данной книге отсчет координаты z 
до сих пор велся от поверхности ПП. В системе (6.53) подразумевается, 
что координата z отсчитывается от некоторой условной границы, где 
«начинается» область эффекта Дембера. Такой сдвиг начала отсчета 
координаты требует изменить формулу (6.48), по которой рассчитыва­
ется зависимость ge(r, z), чтобы под goe понималась скорость фотоге­
нерации на условной границе области эффекта Дембера, а не непосред­

ственно у поверхности. Но начало отсчета сдвигается на весьма малое 

расстояние, соизмеримое с толщиной неравновесной приповерхностной 

ОПЗ. Поэтому можно не корректировать формулу (6.48), а считать 

ge = goe на условной границе эффекта Дембера, т. е. пренебречь ослаб­
лением лазерного пучка в приповерхностной ОПЗ. 

Поскольку в области эффекта Дембера внешнее поле отсутствует, 

и до светового воздействия потенциал всех точек ПП был равен нулю, 
то система (6.53) дополняется граничными условиями 

Er(r--> оо) = Er(z--> оо) = Ez(r--> оо) = Ez(z--> оо) = 
= cp(r --. оо) = cp(z --. оо) =О. (6.54) 

В качестве первого приближения к решению системы (6.53) рас­

смотрим случай, когда диффузионно-дрейфовое движение отсутствует, 

следовательно, отсутствует и электрическое поле, и система (6.53) 
принимает простой вид: 

1 1 n-no р-ро ge = _g __ ' ge = _g __ ' (6.55) 
Тр Тр 

откуда следует, что в этом приближении неравновесные концентрации 

определяются формулами 

п~ = Тр · ge(r, z) +по= пg +по, р~ = пg + Ро, 



462 Гл. б. Фотоиндуцированные электронные процессы в кремнии 

где 

пg = пg ( r, z) = тр · goe · ехр ( - ~2 - az) = пgо · ехр ( - ~
2

2 - az) . 
Отметим, что величина пg есть основное слагаемое G неравновесных 
добавок, введенное в подразделе 6.2.2. 

Истинные концентрации неравновесных носителей, как и в пара­

графе 6.2, будем искать в виде п' = пg +по + ry, р' = пg + Ро + ~. где 
'Т/ = ry(r, z), ~ = ~(r, z) - добавки к неравновесным концентрациям, 
учитывающие диффузию и дрейф носителей. Примем, что эти добавки 

удовлетворяют условиям 

(6.56) 

В первых двух уравнениях системы (6.53) выражения в круглых скоб­
ках под знаками частных производных по r и по z представляют собой 
проекции векторов плотностей дырочного и электронного токов jp и jn 
на радиальное направление и на ось OZ соответственно. 

В силу неравенств (6.56) в системе (6.53) пренебрежем малыми 
добавками ry, ~ в выражениях для плотностей токов и сохраним их 

в рекомбинационных членах и в уравнении Пуассона. Учтем, что 1;0 = 
дро дпо дпо r = дz = дr = дz = О. В результате система (6.53) примет вид 

О=~·~ {r · [µ · (п + Ро) · Er - D · дng]} + 
rдr Р g Рдr 

+ lz [µр · (пg + Ро) · Ez - Dp · д;:] + ~; 

О=~· lr {r · [µп · (пg +по)· Er + Dn · д;: J} + 

+ lz [µп · (пg +по)· Ez + Dn · д;:] - ~; 
1 д дЕz е ) 

-:;: . дr (r. Er) + дz = Ео · Esc . (~ - 'Т/ · 

(6.57) 

Сложим первые два уравнения системы (6.57), величину (~ - ry) выра­
зим из третьего уравнения системы и получим уравнение 

1 д { [ ( ) ( ) Ео · Esc - · -д r · пg · µп + µр · Er + µп по + µрро · Er + -- · Er + 
r r е~ 

+ (Dn - Dp) д;:]} + lz [пg · (µп + µр) · Ez + (µппо + µрро) · Ez + 

+ Ео. Esc . Ez + (Dп - Dp). ддпg] =О. (6.58) 
е~ z 
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Используем введенные в 6.2 величины тм, тн. Для тм остается 
в силе формула (6.16). Формула для тн несколько видоизменяется: 

EoEsc 
тн=------­

(µп + µр) · ngo · е · 

Соответственно несколько изменяется и смысл этой величины. Здесь 

тн - время релаксации спонтанной неоднородности концентраций но­

сителей в неравновесном ПП в результате движения носителей с кон­

центраций ngo, имеющей место в центре облучаемой зоны. Кроме того, 
введем имеющую размерность потенциала величину Ип, обусловлен­
ную наличием разности коэффициентов диффузии электронов и дырок, 

D -D 
которую назовем напряжением диффузии: И D = п Р. Учтем, что 

µп + µр 

дпg д [ ( r
2 

) ] 2r ( r
2 

) а;:- = дr ngo · ехр - R 2 - az = - R 2 · ngo · ехр - R 2 - az , 

дng ( r
2 

) дz = -а · ngo · ехр - R2 - az . 

В результате уравнение (6.58) принимает вид 

~ ~ {r [Er (_1_ ехр (-i_ -az) + _l + _1_) _ 
r дr тн R2 тм тр 

2rU v 1 ( r
2 

) ] } - -- · - ехр - - - az + 
R2 тн R2 

+ - Ez - ехр -- - az + - + - -д [ ( 1 ( r
2 

) 1 1 ) 
дz тн R2 тм Тр 

- aUv · _1_ ехр (-i_ -ш)] =О. (6.59) 
тн R2 

Вообще говоря, из уравнения (6.59) не следует, что равны нулю по 
отдельности первое и второе слагаемые, т. е. производные по r и по z. 
Однако предположим, что это именно так. Физически это означает, что 
по отдельности равны нулю производные по r и по z от компонент Jr 
и Jz вектора плотности электронно-дырочного тока. Из этого предпо-

" д 
ложения следует, что выражение, стоящее под знаком производнои дr, 

u д 
не зависит от r, а выражение, стоящее под знаком производнои дz, 

не зависит от z. Более того, из граничных условий (6.54) и того, 

что ехр ( - ;: - az) __, О при z __, оо и при r __, оо, следует, что эти 
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выражения равны нулю. Таким образом, получаем два алгебраических 

уравнения для отыскания компонент поля по отдельности: 

(6.60) 

1 1 1 
где - = - + -, т. е. т - характерное время релаксации спонтанных 

т тм Тр 

локальных неоднородностей концентрации носителей, обусловленной 

дрейфом равновесных носителей, а также рекомбинацией. 

Из (6.60) следует, что компоненты электрического поля, возни­

кающего в облучаемой зоне ПП в результате диффузионно-дрейфового 

движения носителей, таковы: 

Е __ дер _ 2И D . r 
r- дr- R2 тн (r2 )' 

t + - · ехр - + az 
т R2 

(6.61) 

д и Е _ _ _JJ_ _ а D 

z - дz - ( 2 ) . 
1 + тн · ехр !:.._ + az 

т R2 

(6.62) 

Формулы (6.61), (6.62) описывают стационарный двухмерный эффект 
Дембера в облучаемой зоне. 

Отметим, что формулы (6.61), (6.62) удовлетворяют граничным 

условиям (6.54). Для подтверждения предположения о равенстве нулю 
производных по r и по z в уравнении (6.59) покажем, что выражения 
для потенциала ip(r, z), получаемые из (6.61) и (6.62), совпадают. 
Действительно, интегрированием (6.61) по r получаем, что 

<р = UD · ln [1 + тн · ехр (!!__+а z)] - UD · ~ + С1 
т Rz Rz ' 

(6.63) 

где С1 = С1 (z) - величина, не зависящая от r, но могущая зависеть 
ОТ Z. 

Интегрированием (6.62) по z получаем, что 

<р = И D · ln [ 1 + ~ · ехр (;; + а z)] - И D · а z + С2, (6.64) 

где С2 = C2(r) - величина, не зависящая от z, но могущая зависеть 
от r. Сопоставление (6.63) и (6.64) приводит к выводу, что 

<p=UDin[1+ ~ ·ехр(~2 +az)]-uD. (~2 +az) +С, 
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где С - константа, не зависящая ни от r, ни от z. Из граничных 
условий (6.54) следует, что 

с тн 
= -Иv ·ln-. 

т 

Таким образом, формула, описывающая пространственное распре­

деление фотоиндуцированного потенциала в облучаемой зоне ПП, т. е. 

двухмерный эффект Дембера, имеет вид 

<р = Иv · ln [1 + ~ · ехр (- ~2 - а z)]. (6.65) 

Из (6.65) следует, что максимальное значение фотоиндуцированно­
го потенциала, достигаемое в центре облучаемой зоны, таково: 

<р ( r = Z = О) = 'Ртах = И D · ln ( 1 + ~). (6.66) 

В качестве примера рассмотрим следующую ситуацию. Пусть 

облучается невырожденный n-Si с удельным сопротивлением р = 
= 3,5 Ом· см, т. е. с концентрациями носителей п0 = 1,45 · 1021 м-3, 
ро = 1,45 · 1011 м-3. Пусть используется излучение титан-сапфирового 
лазера с Л = 690,6 нм, g0e = 5,241 · 1030 м-3 · с- 1 . При типичном зна­
чении характерного времени рекомбинации через центры те = 10-6 с 
указанной величине goe в модели, учитывающей также и оже-реком­

бинацию, соответствует добавка концентрации ngo = 1,09 · 1024 м-3 

(см. рис. 6.9). Определим соответствующее время рекомбинации тр 
в используемой в данном расчете упрощенной модели линейной реком­

бинации. Учтем, что ng ~ п0 , ро. и из кинетического уравнения (6.55) 
для линейной рекомбинации получаем, что тр = ng/ge. Для данно­
го случая находим тр = 0,21 · l0-6 с. Учтем концентрационные за­
висимости подвижностей. При рассмотрении центральной приосевой 

части освещенной зоны используем значения µп,р и Dn,p• которые 

определим по графикам (Пl4.1}-(П14.4) для п = р = l,l · 1024 м-3 : 
µп = 0,0239 м2/(В·с), µР = 0,0112 м2/(В·с), Dп = 0,65 · l0-3 м2 /с, 
Dp = 0,29 · 10-3 м2/с. При этом UD = 10,3 · l0-3 В, тн = 1,68 · 10- 14 с, 
тм = 1,87 · 10- 11 с. Так как тм « тр, то из (6.60) следует, что 
т ~ тм = 1,87. 10- 11 с.. 

Максимальные значения напряженности и потенциала фотоиндуци­

рованного демберовского поля достигаются на оси пучка у границы 

области эффекта Дембера, т. е. при r = z = О, и, как следует из 
формул (6.62), (6.66), они составляют 

о:. ИD 
Ev = Ezmax = -ТН = 2430 В/м, 

l+-
T 

<р D = 'Ртах = И D · ln ( 1 + 1;) = 72 мВ. 
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Для указанных значений параметров по формулам (6.61), (6.62), 
(6.65) были рассчитаны следующие зависимости: зависимость Er(r) 
при различных значениях z, зависимость Ez(z) при различных значе­
ниях r, зависимость cp(r) при различных значениях z, зависимость cp(z) 
при различных значениях r. Графики этих зависимостей представлены 
на рис. 6.12-6.15. 

Er, В/м 

400 

300 

200 

100 

о 100 200 300 r, мкм 

Рис. 6.12. Графики зависимости радиальной составляющей напряженности Er 
фотоиндуцированного поля в области эффекта Дембера от радиальной коорди­

наты r при воздействии излучения титан-сапфирового лазера с длиной волны 
.\ = 690,6 нм для различных значений координаты z: кривая 1 - z = О; 2 -

z = 5 мкм; 3 - z = 10 мкм; 4 - z = 15 мкм 

Полученные результаты свидетельствуют, что при воздействии из­

лучения титан-сапфирового лазера на исходно электронейтральный Si 
в нем в результате эффекта Дембера возникает ОПЗ, распределение по­

тенциала в которой подобно распределению интенсивности в освещен­

ной зоне. Эта область эффекта Дембера простирается вдоль направле­

ния распространения пучка на глубину, в несколько раз превышающую 

характерную глубину проникновения излучения в ПП, ее поперечные 

размеры соизмеримы с характерным радиусом пучка. Напряженность 

поля в области эффекта Дембера относительно невелика: возрастает 

от нуля на границе области до нескольких тысяч В/м в эпицентре. 
Поскольку эти поля простираются на несколько десятков микрометров 

в глубину и несколько сотен микрометров в радиальном направлении, 

то потенциал поля на оси пучка у поверхности ПП достигает несколь­

ких десятков милливольт, что является значительной величиной для 

полупроводниковых структур микроэлектроники. 
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Рис. 6.13. Графики зависимости продольной составляющей напряженности Ez 
фотоиндуцированного поля в области эффекта Дембера от координаты z при 
воздействии излучения титан-сапфирового лазера с длиной волны Л = 690,6 нм 
для различных значений радиальной координаты r: кривая 1 - r = О; 2 -

r = 100 мкм; 3 - r = 200 мкм; 4 - r = 300 мкм 
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Рис. 6.14. Графики зависимости фотоиндуцированного потенциала 'Р в области 
эффекта Дембера от радиальной координаты r при воздействии излучения 

титан-сапфирового лазера с длиной волны Л = 690,6 нм для различных значе­
ний координаты z: кривая 1 - z =О; 2 - z = 5 мкм; 3 - z = 10 мкм; 4 -

z = 15 мкм 
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Рис. 6.15. Графики зависимости фотоиндуцированного потенциала 1.р в области 
эффекта Дембера от координаты z при воздействии излучения титан-сапфиро­
вого лазера с длиной волны Л = 690,6 нм для различных значений радиальной 
координаты r: кривая 1 - r =О; 2 - r = 100 мкм; 3 - r = 200 мкм; 4 -

r = 300 мкм 

6.3.4. Приповерхностная неравновесная ОПЗ. Значительный 
практический интерес представляет ситуация, когда лазерное излуче­

ние воздействует на ПП, потенциал поверхности которого <psc фикси­
рован, например, с помощью МДП-структуры. 

Пусть в необлученном Si имелась плоская приповерхностная ОПЗ 
(область 4 на рис. 6.1). Для конкретности предположим, что Si изначаль­
но был невырожден, и поверхностный потенциал мал (/е · <psc/(kT)/ « 
« l). В этом случае распределение по глуби не потенциала !f'eq и поля 
Eeq экспоненциально (см. формулу (2.236)). Толщина равновесной ОПЗ 
может изменяться в широких пределах: от Lv = Lb = 23,6 мкм для 
собственного Si до Lv = 0,107 мкм для вышеупомянутого легирован­
ного n-Si с р = 3,5 Ом· см и до еще меньших значений для более 
легированного Si. 

Как уже отмечалось, значительный рост концентрации носителей 
при освещении ПП ведет к резкому «схлопыванию>) приповерхност­

ной опз. 
На данном этапе в рамках используемой модели удалось с уче­

том ряда упрощающих допущений рассчитать распределение поля 

в центральной части пятна (r « R) неравновесной ОПЗ, т. е. в обла­
сти 4' на рис. 6.1, где интенсивность излучения и скорость генерации 
носителей можно считать не зависящими от радиальной координа­

ты: ge = ge(z) = goe · ехр (-o:z). 
Как и в подразделе 6.3.2 воспользуемся представлением неравно­

весных концентраций в виде: 

n' = Тр · ge + n + 'ГJ, р' = Тр · ge + р + ~ (6.67) 
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Положим в системе (6.57) все производные по r равными нулю, и она 
с учетом (6.67) примет вид 

:z [µр · Е (тр · ge + р + ~) - Dp :z (тр · ge + р + ~)J =О, (6.68) 

~ [µп · Е ( 'Тр · ge + n + 7]) - Dn :Z ( Тр · ge + n + 7])] = О, 

dE = dEeq + _е_ (~ _ 7J), 
dz dz eoesc 

(6.69) 

(6.70) 

Е Е dEeq е ( ) 
где = z, -d = -- р - Ро - п +по - градиент напряженности 

z eoesc 
поля в равновесной ОПЗ, существовавшей до облучения. Процессы 
рекомбинации, играющие решающую роль при определении неравно­

весных добавок ng = Pg = тр · ge, совершенно несущественны при 
формировании ОПЗ в результате диффузионно-дрейфового движения. 
Поэтому рекомбинационные члены в уравнениях (6.68) и (6.69) отсут­
ствуют. 

Выражения в квадратных скобках в уравнениях (6.68) и (6.69) не 
зависят от координаты z. Более того, они равны нулю, поскольку пред­
ставляют собой плотности электронного и дырочного токов, а в рас­

сматриваемом стационарном случае эти токи равны нулю. Поделим эти 

выражения на Dp и Dn, соответственно, из (6. 70) выразим величину 
(~ - ry) и получим систему уравнений 

~ · Е (rp · ge + р + ~) - ~ (тр · ge + р +~)=О, 

~: · Е ( Тр · ge + n + 7]) - ~ ( Тр · ge + n + 'ГJ) = О, 

( ~ _ 7]) = eoesc ( dE _ dEeq) . 
е dz dz 

(6.71) 

(6. 72) 

(6.73) 

Оценим роль величин п, р, Eeq· При малом поверхностном потенци­
але в невырожденном ПП справедлива статистика Больцмана (2.229), 
и в первых членах уравнений (6.71) и (6.72) величинами n, р, а также~ 
и 'f/ можно пренебречь по сравнению с ng = Pg = Тр · ge. Отметим, что 
предположение о малости величин ~ и 77 не означает, что градиенты 
этих величин на некоторых участках не могут быть достаточно боль-

dп dp dng 
шими, более того, превосходящими градиенты dz, dz, dz. Разумно 
предположить, что в очень тонкой неравновесной ОПЗ выполняется 

соотношение 

Наконец, разумно предположить (и оценки это подтверждают), что 
градиенты напряженности поля в относительно толстой равновесной 
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ОПЗ значительно меньше градиента поля в очень тонкой неравновес-

" ОПЗ· 1dE1 1 dEeчl нои . dz » dz . 
Сложим уравнения 6.71) и (6.72), используя формулу (6.73), и с 

учетом сделанных допущений получим уравнение 

( ) ( 
µп µр ) Е:о · i::sc d

2 Е 
Тр · goe · ехр -а · z · - + - · Е - -- · - 2 = О. 

Dn Dp е dz 
(6.74) 

Поскольку предполагаемая толщина неравновесной ОПЗ много 
меньше, чем а-1, то в рассматриваемой области можно считать 
ехр (-а· z) r::::: 1 и свести уравнение (6.74) к следующему: 

d2E 1 
-=-·Е (6.75) 
dz2 L~o ' 

( µп µр) ' 
Т? · go. · е · - + -

Dп Dp 

Lgo = 
е:о · e:sc (6. 76) 

где Lgo - величина, имеющая размерность длины, ее можно рассмат­

ривать как аналог дебаевской длины экранирования для неравновес­

ного ПП с концентрацией неравновесных носителей ngo = Тр • goe• до­
стигаемой в центре освещенного пятна. Аналогия величины Lgo с рав­
новесной дебаевской длиной экранирования LD (см. формулу (2.228)) 
и неравновесной нестационарной дебаевской длиной экранирования La 
(см. формулу (6.34)) была бы еще более очевидной, если бы для данно­
го случая было применимо соотношение Эйнштейна (П14.2). Для рас­
сматриваемого нами значения ngo = 1, 1 · 1024 м-3 и соответствующих 
значений µn,p• Dn,p (Приложение 15) получаем, что Lgo = 2,79 нм, т. е. 
действительно в центре освещенного пятна неравновесная ОПЗ гораздо 
тоньше равновесной. Общее решение уравнения (6.75) очевидно: 

E(z) = - d<.p = С1 · ехр (~) + С2 · ехр (-~). (6.77) 
dz Lgo Lgo 

Соответственно, потенциал поля в рассматриваемой области зависит от 

координаты z по закону 

r.p(z) = -01 • Lgo · ехр (L:J + С2 · Lgo · ехр (- L:J +В. (6.78) 

Вторые слагаемые в полученных формулах описывают экспоненциаль­

но убывающее поле приповерхностной ОПЗ, экранирующее поверх­
ностный потенциал 'PSC· Первые слагаемые описывают экспоненциаль­

но нарастающее с увеличением координаты z поле ОПЗ, экранирующее 
потенциал, наводимый в глубинной части ПП, или потенциал задней 
поверхности ПП (если она находится вблизи от передней). Если бы 
потенциал глубинной части ПП был равен нулю, то константа С1 долж­
на была бы обратиться в ноль. В данном случае глубинная часть ПП 
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в результате эффекта Дембера имеет некоторый потенциал, и полагать 

константу С1 равной нулю нельзя. Можно заметить, что полученные 
зависимости E(z) и 1.p(z) представляют собой линейные комбинации 
гиперболических функций sh z и ch z. 

Покажем, что предположение о том, что в приповерхностной нерав-

новесной ОПЗ градиент d(~d~ ТJ) может превосходить градиент d::, 
оправдано. 

Пренебрегая в (6.73) величиной d::q, получаем 
(~ _ ТJ) = c:ac:sc dE = EoEsc [с1 . ехр(_!_) _ с2 . ехр(-_!_)]; 

е dz eLgo Lgo Lgo 

_d ~(~_-~ТJ) _ Eoesc [с ( z ) +С ( z )] _ c:oc:sc Е( ) - --- 1·ехр - 2·ехр -- ---· z. 
dz eL~0 Lgo Lgo eL~0 

В то же время 

j d;:o j = j d~ ( 7р · goe ехр (-а: · z)) j = 1-о:тр · goe ехр (-а: · z) 1 ~ -о:тр · goe, 

поскольку при малых z справедливо ехр (-а: · z) ~ 1. 
Выясним, существует ли вообще точка с координатой z = l, где 

рассматриваемые градиенты равны по модулю: 

eoesc E(l) -2- · = О:Тр · goe· 
eLgo 

С учетом (6.76) получаем, что в искомой точке 

E(l) = /1. а: /1. = 3140 В/м. 
~+!:1'.. 
Dn Dp 

Это значение соизмеримо с найденной выше максимальной напряжен­
ностью демберовского поля ED = 2430 В/м, хотя и несколько пре­
восходит ее. Очевидно, что искомая точка z = l лежит в переходной 

области 3 и при z < l градиент d(~d~ ТJ) > j d~g ), что соответствует 
переходу к неравновесной ОПЗ, при z > l градиент d(~d~ ТJ) < j d~g /, 
что соответствует переходу к области эффекта Дембера. По-видимому, 

близость значений E(l) и Ev свидетельствует, что переходная область 
не очень широкая - порядка нескольких Lga. т. е. нескольких нано­

метров. 

Исходя из изложенного, можно предложить упрощенную схему 
формирования ОПЗ в освещенном ПП с фиксированным потенциалом 
поверхности. Наиболее оправданным предлагаемое упрощение схемы 

будет для центральной, приосевой части пучка. 

Будем считать, что вблизи от оси пучка переходная зона 3 вообще 
отсутствует, а зоны 2 и 4' непосредственно смыкаются на некоторой 
глубине z = zь. Область z < zь - область неравновесной ОПЗ, где 
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справедливы соотношения (6.77), (6.78). Область z > zь - область 
эффекта Дембера, где справедливы соотношения (6.61), (6.62), (6.65). 

Константы интегрирования С1, Cz, В, а также положение границы 
zь могут быть найдены из граничных условий 

'Р(О) = -С1 · Lgo + С2 · Lgo +В = <psc. (6.79) 

'f'(zь) = -С1 · Lgo · ехр ({;J + С2 · Lgo · ехр (-{;J +В= 'PD· (6.80) 

Е(zь) = С1 · ехр (_!!!..._) + С2 · ехр (-32_) = ED, 
Lgo Lgo 

(6.81) 

dE (z = zь) = ~ · ехр (_!!:__) - ~ · ехр (-_!!:__) =О, 
dz Lgo Lgo Lgo Lgo 

(6.82) 

где ED, 'PD - максимальные значения напряженности Ez и потен­
циала 'f', достигаемые на передней границе области эффекта Дембера 
и рассчитываемые по формулам (6.62), (6.65) при r = О и z = О (по­
следнее означает, как было отмечено ранее, что ослаблением излучения 

в слое малой толщины zь пренебрегаем). Равенство (6.82) отражает тот 
факт, что у передней границы области эффекта Дембера величина Ez 
очень мало зависит от z (см., например, г9афики на рис. 6.13) и на 

границе областей можно принять градиент d~ = О. 
В~едем обозначение Е: = ехр ( ~;J. Из (6.82) следует: С2 = е2 х 

х С1, из (6.79) следует, что В = 'Psc + С1 · Lgo - С2 · Lga· Подстановка 
последних соотношений в (6.80) и (6.81) приводит к уравнениям: 

Из этих равенств получаем квадратное уравнение для отыскания С1: 

4Cf + 4 r.psc - 'PD . С1 - Еь =О. 
Lgo 

Его корни 

_ 'Psc - 'PD ± 'Psc - 'PD . 1 + ( Ev · Lgo ) 2 

Ci = __ L_g;.....o ____ L-'g_o __ '---__ 'P_sc_-_'P_D_ 

2 
(6.83) 

Физический смысл имеет положительный корень. Несложно по-

казать, что 1 Ev · Lgo 1 ~ 1: даже при сравнительно малой разно-
'Рsс - 'PD 

сти потенциалов 'Psc - r.p D = 10-3 В и найденных выше значениях 
9 ED. L о Lgo = 2, 79 · 10- м и Ev = 2430 В/м, g = 0,0068. Поэтому 

t.psc - 'PD 
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формулу (6.83) можно линеаризовать по указанному малому параметру 
ED ED · Lgo 

и получить С1 = -
4 

· . Следовательно, 
(f!sc - l.f!D 

Е=ехр(~) =21.f!sc-r.pD' С2=С1Е2= (f!sc-1.f!D, 
Lgo Lgo · ED Lgo 

ED ED · Lgo 
B=rpsc+Lgo·-4 · ::::;rpv. r.psc -r.pD 

Итак, в центральной части неравновесной ОПЗ зависимости напря­
женности и потенциала поля от координаты z таковы: 

E(z)=ED. ED·Lgo ·exp(_:_)+r.psc-r.pD·exp(-_:_), (6.84) 
4 r.psc - r.pD Lgo Lgo Lgo 

rp(z) = 1PD + (rpsc - 1Pv) · ехр(-_:_) + ED · ED · Lgo · (1 - ехр(_:_)), 
Lgo 4 r.psc - r.pD Lgo 

(6.85) 
а координата границы неравновесной ОПЗ и области эффекта Дембера 
определяется формулой 

L l ( 2 (f!sc - r.p D ) 
zь = go . n Lgo . ED . (6.86) 

Если использовать вышеуказанные значения параметров Lgo = 
= 2,79 нм и Ev = 2430 В/м, то из формулы (6.86) следует, что 

при i.psc - i.pD = 1 мВ zь = 5,69 · Lgo = 15,9 нм, 

при i.psc - i.pD = 10 мВ zь = 7,99 · Lgo = 22,3 нм, 

при 'Psc - 1PD = 100 мВ zь = 10,3 · Lgo = 28,8 нм. 

Приведенные результаты свидетельствуют, что при варьировании 

потенциала 'Psc (а, следовательно, и разности потенциалов 'Psc - !.р v) 
в широких пределах толщина неравновесной ОПЗ в центральной ча­

сти освещенного пятна изменяется в гораздо более узких пределах 

и остается весьма незначительной по сравнению с характерной глу­

биной проникновения лазерного излучения с >. = 690,6 нм в кремний 
z1 = 4230 нм. Следовательно, сделанное выше допущение о том, что до 
передней границы области эффекта Дембера излучение доходит фак­

тически неослабленным, подтверждается. Это позволяет использовать 

в подразделе 6.3.3 формулы (6.61), (6.62), (6.65) и основанные на них 
численные расчеты и в случае наличия фиксированного потенциала по­

верхности ПП. Иначе говоря, zь настолько мало, что в формулах (6.61), 
(6.62), (6.65) безразлично, отсчитывать ли координату z от поверхно­
сти ПП или от задней границы z = zь неравновесной ОПЗ. 

Однако заметим, что величины Lgo и zь соизмеримы с характерной 
глубиной проникновения в кремний второй гармоники лазерного излу­

чения z2 = 9,2 нм. 
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Приложение 

ПАРАМЕТРЫ ЛАЗЕРНЫХ ИСТОЧНИКОВ 

НАКАЧКИ 

В табл. П 1.1 приведены параметры основных источников излучения 
накачки, используемых в нелинейной оптике кремния: лазера на гра­

нате с неодимом (YAG:Nd3+), дающего излучение на фиксированной 
циклической частоте ш, и перестраиваемых по частоте источников: 

титан-сапфирового лазера и параметрического генератора света (ПГС). 
Отметим, что приведенные в табл. П 1.1 значения энергии импуль­

сов, средней мощности излучения и интенсивности являются не мак­

симально возможными для данных типов лазеров, а типичными при 

изучении генерации ОВГ на поверхности кремния. Значения этих па­
раметров определяются условиями отсутствия существенных измене­

ний самого исследуемого объекта - поверхности кремния. Эти усло­
вия сводятся, во-первых, к отсутствию морфологических изменений 

поверхности: отжига, образования периодических структур (гофров) 
и т. п., во-вторых, к отсутствию значительного нагрева поверхности. 

Эти условия выполняются, если энергия импульса излучения лазера на 

гранате с неодимом не превышает "' 1 мДж [ 1], а титан-сапфирового 
лазера ""'4 нДж [2]. 

Связь интенсивности Io и энергии W импульса задается формулой 

w 
Io = 2. 

tи · 1ГR 
(П 1.1) 

Эта формула верна, если интенсивность Io постоянна в пределах 
сечения круглого пучка радиусом R, а также при гауссовском распре­
делении интенсивности по сечению пучка: 

I(r) = Io · ехр (-~2 ) • (Пl .2) 

В формуле (П 1.2) под !0 понимается интенсивность на оси пучка, 
R - эффективный радиус пучка, r - расстояние до оси пучка. Гаус­

совское распределение имеет место при использовании основной попе­

речной моды лазерного излучения, модель равномерного распределения 

интенсивности может применяться в случае многомодового излучения. 
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Таблица Пl.1 
Параметры титан-сапфирового лазера [2), лазера на YAG:Nd3+ [3, 4] и ПГС [5] 

Параметры 
Титан-сапфировый 

лазер 
YAG:Nd3+ пгс 

Длина волны Л, нм 705-935 1060 500-2000 

Энергия фотона накачки 1,33-1,76 1, 17 0,622-2,49 
ru..u, эВ 

Циклическая частота 2,02-2,67 1,777 0,94-3,77 
w · 10- 15, с- 1 

Длительность импульса 120. 10-15 10. 10-9 4. 10-9 

tи, с 

Частота следования 76. 106 12,5-50 10 
импульсов v, Гц 

Период следования 1,32. 10-3 0,08-0,02 0,1 
импульсов Т, с 

Скважность импульсов 
9,12·10-б 

1,25. 10- 7 - 4. lo-8 
Q= tи 5. 10-7 

т 

Эффективный радиус 0,1 l 2,5 
пучка R, мм 

Энергия импульса W, 4. 10-9 lо-з lо-з 
Дж 

Средняя мощность 300 12,5-50 10 
излучения (Р), мВт 

Интенсивность на оси 
1060 32 12,7 

пучка ! 0 , ГВт/м2 
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Приложение 2 

СВОЙСТВА КРЕМНИЯ 

В табл. П2.1 приведены данные, характеризующие статистику но­

сителей в кремнии. Концентрация атомов рассчитывалась по формуле 

N АТ = р · N л/ µ на основе данных о плотности р и молярной массе µ 
кремния из той же таблицы (N А = 6,02 · 1023 моль - 1 - число Авогад­
ро). Концентрация валентных электронов принята равной Nвал = 4Nлт 
с учетом того, что кремний четырехвалентен и при Т = 300 К концен­
трация освободившихся электронов пренебрежимо мала по сравнению 

с концентрацией валентных электронов. 

Таблица П2.1 
Параметры кремния (mo = 9,1·10- 31 кг - масса покоя электрона) 

Параметр Значение Источник 

Молярная масса µ, кг/м3 28, 086 . 10-3 [3] 

Плотность р, кг/м3 2328 (3] 

Длина связи l, А 2,35 [4] 

Постоянная решетки а, А 5,42 [4] 

Атомный радиус R, А 1, 18 [4] 

Ионный радиус Rion, А: 
s·4-- 1 1,98 [4] 

- Siн 0,40 

Модуль Юнга Ею, ГПа 109 

Коэффициент Пуассона v 0,266 

Концентрация атомов Nлт, м- 3 5,0. 1028 

Концентрация валентных электронов 

при Т = 300 К Nвал, м-3 2,0. 1029 

Ширина запрещенной зоны при 
41,80 · kT = 1,08 (3] 

Т = 300 К Eg, эВ 
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Таблиц а П2.1 (продолжение) 

Параметр Значение Источник 

Эффективная масса плотности 

состояний: 
[2] 

- в зоне проводимости те, кг 1,08 ·то= 9,84 · 10-31 

- в валентной зоне тv, кг 0,59 ·то = 5,37 · 10-31 

Эффективная плотность состояний: 

- в зоне проводимости Nc, м-3 

2,8. 1025 [1] 
- в валентной зоне Nv, м-3 

1,04. 1025 

Концентрация носителей 

в собственном кремнии ni, м-3 1,45·1016 [1] 

Статическая диэлектрическая 

проницаемость 
[3] 

- кремния fsc 11,7 [5] 
- оксида кремния еох 2,13 [5] 
- слоя Гельмгольца в водном О, 1 М 

5 
растворе KCI Ен 

Линейная восприимчивость 0,955 [5] кремния xL (СГС) 

Подвижность носителей в собственном 

Si, м2 /(В· с) 
[ 1] 

- электроны µп 0,150 
- дырки µр 0,045 

Коэффициенты диффузии носителей 

в собственном Si при Т = 300 К, м2 /с 
3,88 · 10-3 - электроны Dn 

- дырки Dp 1,16 · 10-3 

Коэффициент оже-рекомбинации ал, 
Мб·С-1 

4. 10-43 [6] 

Коэффициент (3 в уравнении (2.29) для 
квантов с hv = 2,87 эВ, ед. СГС 

[7] 
- экспериментальные значения 4,8. 10-15 

- расчет по формуле (2.34) 6,0. 10- 15 

Компонента х~'х'х' тензора 
поверхностной нелинейной ~4,5. 10-15 [8] 
восприимчивости для грани Si ( 111), 
ед. СГС 
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Таблиц а П2.1 (окончание) 

Параметр Значение Источник 

Комбинация 

J.;j = lx~xxx - 2х~хуу - X~yxyJ 
компонент тензора квадрупольной ~5. 10- 13 [8] 
объемной нелинейной 

восприимчивости, ед. СГС 

Коэффициент зависимости ширины 

запрещенной зоны от температуры -2,3. 10-4 [9] dE 
(при 300 К) d; , эВ/К 

Коэффициент зависимости ширины 
" dEg -1,5. 10-2 [9] запрещеннои зоны от давления --, 

dp 
эВ/ГПа 

Отметим, что значения параметров статистики носителей могут 

в разных источниках заметно различаться. Более того, даже дан­

ные одного источника могут противоречить друг другу. Так, в книге 

С. Зи [l] даны приведенные в табл. Пl .2 значения величин Nc, Nv, 
ni. Значение ширины запрещенной зоны Eg, найденное по этим дан­
ным с помощью известной формулы физики ПП [2] ni = JNcNv х 
х exp(-Eg/2kT), при Т = 300 К составляет 1,08 эВ, что совпадает 
с величиной, приводимой в [3] и в ряде других источников, но отлича­
ется от значения Eg = 1, 12 эВ, взятого из той же книги С. Зи. Такие 
расхождения в исходных данных являются дополнительным источни­

ком погрешностей теоретических предсказаний. 

Представленные в табл. П2.1 значения коэффициентов диффузии 

для собственного Si рассчитывались по значениям подвижности с по-
" Э" " D kT мощью соо.тношении инштеина п,р = -;; µп,р для невырожден-

ных ПП. 
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Приложение 3 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП 

При анализе симметрии кристаллов и ее влияния на физические 

свойства широко используется математическая теория групп. В объеме, 

достаточном для применения в нелинейной оптике кристаллов, но не 

претендующем на полноту и обоснованность изложения с точки зрения 

математики, теория групп изложена во многих учебниках по квантовой 

механике и физике твердого тела, например в книгах [1-4], на основе 
которых написано данное Приложение. 

Под группой G понимается набор элементов А, Б, С, ... , для кото­
рых определена бинарная операция АБ (назовем ее умножением), при 
выполнении четырех условий: 

1) замкнутость: для любых элементов А, Б Е G результат операции 
АБ также принадлежит G; 

2) ассоциативность: для любых А, Б, С Е G выполняется прави­

ло А (БС) =А (БС); 
3) наличие тождественного преобразования: группа G должна со­

держать единичный элемент Е такой, что для любого А EG справед­
ливо соотношение АЕ = ЕА = А; 

4) наличие обратного элемента: каждому элементу А EG соответ­
ствует элемент А- 1 EG такой, что А- 1 А = АА- 1 = Е. 

Можно показать, что (АБ)- 1 = Б- 1 А- 1 • 
Вообще говоря, АБ # БА, т. е. умножение не коммутативно. Если 

же для любых А, Б Е G АБ = БА, то группа называется абелевой. 
Группа называется бесконечной, если число ее элементов беско­

нечно, в противном случае - конечной. Порядком конечной группы 

называется число элементов в ней. 

Если из группы G можно выделить совокупность элементов Н 
такую, что она сама является группой, группу Н называют подгруппой 

группы G. Можно показать, что порядок группы кратен порядку своей 
подгруппы. 

Произведение n одинаковых элементов будем обозначать Ап. 
Элемент Б называется сопряженным элементу А, если в группе 

содержится элемент С такой, что А= свс- 1 • Если Б сопряжен А, 
то А сопряжен Б. Совокупность взаимно сопряженных элементов 
группы называют классом группы. Единичный элемент группы Е сам 
по себе образует класс, так как АЕА- 1 = Е для любого А EG. Всю 

16* 
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группу можно разбить на классы, причем каждый из элементов группы 

может входить только в один из классов. Класс группы не обязательно 

является ее подгруппой, хотя бы потому, что все классы, отличные 

от Е, не содержат единичного элемента. 

Группа G называется гомоморфной группе G', если каждому эле­
менту первой группы соответствует элемент второй группы (А =} А' 

и т. д.), причем из АВ =С следует А' В'= С'. Если это соответствие 
взаимно однозначно (А{:} А' и т. д.), то группы G и G' называются 
изоморфными. 

Совокупность операций симметрии данного кристалла является 
группой в определенном выше смысле (группой симметрии), если под 

умножением АВ понимать последовательное применение операций: 
вначале В, затем А. Группы симметрии классифицируются по числу п 
измерений пространства, в которых они определены, и по числу т 

измерений пространства, в которых объект периодичен, и обозначают­

ся G~. Важнейшую роль играют точечные группы симметрии G~, 
отражающие внешнюю форму кристалла и симметрию его макроскопи­

ческих физических свойств, и пространственные группы симметрии G~, 
описывающие атомарную структуру кристалла. 

Совокупность преобразований симметрии для каждого кристалло­
графического класса является точечной группой симметрии. Группа 

называется точечной, поскольку все элементы симметрии (оси и плос­

кости) пересекаются в одной точке, и любая комбинация операций 
симметрии оставляет неизменной положение этой точки в простран­

стве, т. е. не вызывает перемещение объекта как целого. 32 классам 
кристаллов соответствуют 32 точечные группы симметрии. 

Симметрийные свойства бесконечных кристаллических сред 
несколько иные. Бесконечный кристалл отличается от ограниченного 

тела воспроизводимостью при переносе (трансляции) на вектор 
трансляции (вектор решетки) ап = n1a1 + n2a2 + nзаз, т. е. наличием 
трансляционной симметрии. Набор всех операций симметрии 

бесконечного кристалла, включающий вращения, трансляции и их 

сочетания, называется пространственной группой. В трехмерном про­

странстве имеется 230 неэквивалентных, так называемых федоровских, 
пространственных групп. Эти группы дискретны и бесконечны, хотя бы 

потому, что любая трансляция может быть проделана неограниченно 

много раз. 

В качестве примера точечной группы рассмотрим группу симметрии 

такого относительно простого объекта, как равносторонний треуголь­

ник АВС, расположенный в плоскости ОХУ (рис. П3.1). Считаем, что 
при всех перемещениях треугольник остается в плоскости О ХУ. 

Для такого треугольника имеется шесть операций симметрии: Е -

б с 27Г u 

тождественное прео разование, з - поворот на З против часовои 

стрелки вокруг оси OZ, проходящей через центр треугольника пер-
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Рис. ПЗ.1. Операции симметрии равностороннего треугольника, расположен­

ного в плоскости OXYZ (ось OZ направлена «на нас~) 

пендикулярно плоскости ОХУ, Cl = с3 1 
- поворот на 2 · 

2
; вокруг 

оси OZ по часовой стрелки, а1, а2 , аз - зеркальные отражения 

относительно указанных на рис. ПЗ.1 линий, совпадающих с высотами 
треугольника. В табл. ПЗ.1 приведены результаты умножения любых 

двух из указанных операций симметрии. 

Таблица ПЗ.1 

Произведения операций симметрии равностороннего треугольника 

Второй сомножитель 

Е Сз с-1 
3 171 172 173 

Е Е С3 с-1 
3 О'[ а2 173 

С3 С3 с-1 
3 Е 173 17[ а2 

Первый с-1 
3 

с-1 
3 Е С3 а2 0'3 17[ 

сомножитель 
Е С3 с-1 О'[ 171 172 173 3 

0'2 а2 0'3 О'[ с-1 
3 Е С3 

0'3 0'3 17[ а2 С3 с-1 
3 Е 

Из этой таблицы следует, что множество операций симметрии рав­

ностороннего треугольника образует группу в математическом смыс­

ле этого слова. Действительно, произведение любых двух операций 

дает операцию, принадлежащую тому же множеству; имеется еди­

ничный элемент Е; каждый из элементов множества имеет обрат­

ный: Cl = С3 1 , операции, обратные Е, а1, а2, аз, тождественны 
самим этим операциям. Группа некоммутативна, так как, например, 

а1Сз = а2-=/=- Сза1 =аз. 
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Группа состоит из трех классов. Первый содержит единственный 

элемент Е. Второй класс содержит операции Сз и С3 1 , поскольку они 
сопряжены друг другу. Так, например, alC;3 1aJ" 1 = а1Сза 1 = а1а2 = Сз 
И, наоборот, а1 Сза! l = а1 С за~ = а1 аз = с3 1 . Третий класс образуют 
взаимно сопряженные операции al, а2, аз. 

В квантовомеханических расчетах симметричных объектов - мо­

лекул, кристаллов - важную роль играют так называемые матричные 

представления групп симметрии и, в особенности, - неприводимые 

представления групп. 

Дело в том, что каждой операции из групп симметрии может быть 

сопоставлена матрица. Наиболее наглядным примером является набор 

матриц, описывающих преобразование координат точки при операциях 

симметрии. 

Так, при операции al точка Р с координатами (х, у) перейдет в 
точку Р' с координатами (х', у'), причем выполняются соотношения 
х' = х, у'= -у, или символически: 

Р' (х', у') = (~ ~l) Р (х, у). 
Каждой операции группы симметрии треугольника соответствует 

определенная матрица: 

с (
cos 120° - sin 120°) (- l / 2 

3 {:} = 
sin 120° cos 120° у'з /2 

-v'з /2) 
-1/2 ' 

2 -1 ( -1/2 у'з /2) 
Сз = Сз {:} -JЗ /2 -1/2 , (ПЗ.1) 

-l ( -1/2 
az = а2 {:} -v'з 12 

-v'з /2) 
1/2 ' 

-1 (-1/2 у'з /2) 
аз= аз {:} у'з /2 1/2 . 

Совокупность матриц, соответствующих группе операций симметрии, 

сама является группой. 

Способов построения групп матриц, соответствующих некоторой 

группе симметрии, бесконечно много. Рассмотрим следующий спо­

соб построения матричного представления некоторой группы симмет­

рии G порядка g. Пусть ф (х, у, z) - некоторая функция координат. 
G 

При преобразовании координат х, у, z -'-+ х', у', z', соответствующем 
операции Gi, функция ф(х, у, z) преобразуется в новую функцию 

G 
7)1; (х', у', z'). Обозначим такое преобразование ф-'-+ Фi· Применяя все 
операции группы, получаем множество из g функций Фi· Пусть f из 
этих функций (f ~ g) линейно независимы, тогда любую из функ-
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ций фi можно представить как линейную комбинацию этих базисных 

функций. Преобразование любой функции из базиса Ф1, ... , ф f, соот­
ветствующее операции Gm, дает функцию, принадлежащую тому же 
множеству Ф1, ... , 'l/Jg. Это объясняется тем, что группа G замкнута, 

б u о/, G; о/, ,/, Gm ,/, 
т. е. последовательность прео разовании '+' ----+ 'f'i, '+'i ~ '+'l сводится 

к одному преобразованию ф §__, фz, где Gz = Gт · Gi. Таким образом, 
в результате применения операции Gm к любой из базисных функ­

ций 'Фi мы получаем функцию, являющуюся линейной комбинацией тех 
f 

же базисных функций ф.; Gm L а~;')Фi, где m = 1, ... ,g. 
j=I 

· Совокупность чисел а~;') образует квадратную (f х !) матрицу 
M(m) преобразования Gm. Набор таких матриц является матричным 
представлением группы симметрии. 

Набор функций 'ljJ 1, ••• , 'lfJJ называется базисом представления, а их 
количество f - размерностью представления. Линейные комбинации 

функций базиса 'l/J1, ... , Ф1 дают новые базисы и соответствующие 
новые представления, однако такие представления не являются суще­

ственно отличными и называются эквивалентными. Обычно использу­

ют ортонормированный базис. Он остается ортонормированным, если 

линейное преобразование базиса будет унитарным. Для различных эк­

вивалентных представлений, связанных унитарным преобразованием, 

остается неизменной сумма диагональных элементов, т. е. след (шпур) 
матрицы М(т), представляющей элемент Gm группы. След матрицы 
мСm) называется ее характером и обозначается x(Gm). 

Может оказаться, что квадратные матрицы (f х !) для всех опера­
ций группы путем эквивалентных преобразований базиса могут быть 

сведены к одинаковой блочно-диагональной форме 

(ПЗ.2) 

(m) {З(m) (m) и J J где а , , ... , '/ - квадратные матрицы размерностеи 1, 2, ... 

(причем !1 + !2 + ... = f и размерность каждого блока одинакова 
при любых m), все элементы, не входящие в диагональные матрицы 
a(m), [З(m), ... , '/(m) - нули. В этом случае представление называется 
приводимым. Для приводимого представления базис из f функций раз­
бивается на несколько наборов из f 1, f2, ... функций так, что функции 
каждого набора при воздействии всех элементов группы преобразуются 

друг через друга, не затрагивая другие наборы. 
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Если же число функций базиса не может быть уменьшено никаким 

линейным преобразованием, то соответствующее представление будет 

называться неприводимым. 

Если в матрице вида (П3.2) размерности блоков не могут быть 
уменьшены, то каждый из наборов матриц oJm), fЗ(m), ... , -y(m) (m = 
= 1, 2, ... , g) представляет собой неприводимое представление группы. 
Очевидно, что могут существовать несколько неэквивалентных непри­

водимых представлений групп. 

Во многих задачах квантовой механики для учета симметрии объ­

екта достаточно знать количество возможных неприводимых представ­

лений и характеры матриц в данном представлении. Определение этих 

величин значительно облегчается следующими общими свойствами 

групп. 

1. Количество неэквивалентных неприводимых представлений 

группы равно количеству ее классов. 

2. Для заданного представления характеры всех элементов одного 
класса одинаковы. 

3. Единичный элемент группы образует один из классов. Этому 

элементу (тождественному преобразованию) в любом случае соответ­
ствует матрица, у которой ненулевыми и единичными являются только 

диагональные элементы. Следовательно, характер этого элемента равен 

размерности представления 

х(Е) = f. (П3.3) 

4. Обозначим количество классов в группе и, следовательно, ко­

личество неприводимых представлений через п. Обозначим характер 

класса с номером k в представлении r (k,r = 1" .. ,п) через Xr(k). 
Определение характеров значительно упрощается благодаря соотноше­

ниям ортогональности 

n 

L x;(k)Xт 1 (k) · Nk = g · дтт' (П3.4) 

k=I 

n 

:Ex;(k)xr(k') = g "/r:k', 
r=I 

(П3.5) 

где Nk - число элементов в классе, fJ;J - символ Кронекера. 
В частности, из (П3.3) и (П3.5) следует, что 

n n 

L lxr(E)l
2 = L J'; = g, причем все fr >О. (П3.6) 

r=I r=I 

Как иллюстрацию составления таблиц характеров (см. табл. П3.2) 
рассмотрим вышеприведенную группу симметрии равностороннего тре­

угольника на плоскости. Эта группа содержит три класса и, следо-
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вательно, имеет три неприводимые представления. Характеры - дей­

ствительные целые числа, что подтверждается нахождением шпуров 

матриц преобразования координат. 

Табл и ц а П3.2 

Таблица характеров для неприводимых представлений группы симметрии рав­

ностороннего треугольника на плоскости. k - номер класса, Nk - количество 

элементов в классе 

Классы 

Е, Сз, С3 1 , О-1' 0"2, 0"3, Базисные 

k = 1, k = 2, k = 3, функции 

Nk = 1 Nk =2 Nk =3 

R1=A1 1 1 1 1 
Представ- R2 1 1 -1 у (3х2 - у2) 
лени я 

R2 2 -1 о {х,у} 

Вначале отметим, что при выборе в качестве базисной функции 

скаляра 1/J(x, у, z) = const, она остается неизменной при любых пре­
образованиях координат, т. е. существует тривиальное тождественное 

представление, все характеры которого равны единице. Такое пред­

ставление считается первым из возможных и обозначается А1. Таким 
образом, первая строка таблицы заполняется единицами. 

Равенство (П3.6) в данном случае имеет вид хТ(l) + x§(l) + x~(l) = 
= 6. Так как х 1 (1) = 1 и все характеры положительны, то либо х2 (1) = 
= 1, хз(l) = 2, либо наоборот. Примем, что x2(l) = 1, хз(l) = 2. 

Уравнение (П3.5) при k = k' = 2 принимает вид 1 · 1 + х~(2) + 
2 6. l 

+ х3 (2) = -
2
- = 3. Следовательно, характеры х2(2) и хз(2) могут быть 

равны +1 или -1. 
Уравнение (П3.4) при r = r' = 3 принимает вид 4 · 1 + (±1)2 · 2 + 

+ х~(З) · 3 = 6, следовательно, хз(3) =О. 
Для определения знака хз(2) применим уравнение (П3.4) при r = 1, 

r' = 3: 1·2 + 1·хз(2)·2+1 ·О· 3 =О, следовательно, хз(2) = -1. 
Подобным образом, используя условия ортогональности, можно 

определить величину и знаки всех элементов в таблице характеров. 

Рассмотрим вопрос о выборе базисных функций для неприводимых 

представлений равностороннего плоского треугольника. 

Как отмечалось выше, одномерному тождественному представле­

нию А1 соответствует базисная функция - скаляр (например, едини­
ца). Второе неприводимое представление R2 также одномерно, т. е. его 
базисом является единственная функция. Матрицы ее преобразования 

имеют размерность 1 х 1, т. е. представляют собой просто числа, на 

которые умножается базисная функция при преобразованиях симмет­

рии. Эти числа и есть характеры матриц преобразования. Их значения, 
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приведенные в табл. ПЗ.1, показывают, что искомая базисная функция 

неизменна при поворотах Сз и не четна при отражениях cr1, cr2, сrз. Этим 
требованиям удовлетворяет, например, функция 

7/; = sin З<р = sin <р · (3 cos2 <р - sin2 <р) = У (Зх
2 

- У
2

), 
(х2 + у2)з;2 

где r.p - угловая координата некоторой точки с декартовыми коор­

динатами (х,у), sin<p = ~, costp = ~. Симметрийные 
х2 + у2 х2 + у2 

свойства этой функции не изменятся, если отбросить знаменатель, 

т. е. базисом одномерного неприводимого представления R2 может быть 
функция у (3х2 - у2 ). 

Для двумерного представления R3 базисом могут являться компо­

ненты {х, у} вектора на плоскости. Набор матриц преобразования коор­
динат (ПЗ.1) дает соответствующее матричное представление. Шпуры 

этих матриц, как и следует ожидать, равны приведенным в табл. ПЗ.2 

характерам, найденным независимым способом. 

Литература к приложению 3 

1. Маделунг О. Теория твердого тела. - М.: Наука, 1980. - 416 с. 
2. Вонсовский С. В., Кацнельсон М. И. Квантовая физика твердого тела. - М.: 

Наука, 1983. - 336 с. 
3. Ю П., Кардана М. Основы физики полупроводников. - М.: Физмат лит, 

2002. - 560 с. 
4. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Курс теоретической физики: В 10 томах. Том 

Ш. Квантовая механика (нерелятивистская теория). - М.: Физико-матема­
тическая литература. 2004. - 800 с. 



Приложение 4 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВЕТА В ПОГЛОЩАЮЩЕЙ 

СРЕДЕ - ПОЛУПРОВОДНИКЕ 

Рассмотрение вопроса базируется на теории распространения элек­
тромагнитных волн в поглощающей среде, изложенной в [ 1] и исполь­
зованной в разделе 1.3 данной книги. 

Пусть из прозрачной немагнитной среды (µi = 1) с показателем 
преЛОМЛеНИЯ ni = Jfi ПОД УГЛОМ gi На ПЛОСКУЮ поверХНОСТЬ ПП -
поглощающей свет немагнитной среды (µt = l) - падает плоская 

монохроматическая электромагнитная волна с циклической частотой w. 
Геометрия распространения волн показана на рис. 1.27. 

Пусть падающая на ПП волна s-поляризована, направление ее 
распространения задано единичным вектором е;. Ее волновой вектор 

ki = :::'. ni · ei действителен. В комплексной форме напряженности полей 
с 

в этой волне с учетом формулы (1.39) таковы: 

E;(r, t) = еу · Ei · exp(-iwt + iki · r), 
2 

Hi(r, t) = ~ k; х E;(r, t) = Ео ·с· n; · Е; · exp(-iwt + ik; · r) е; х еу. 
w (П4.1) 

Напряженности полей в отраженной волне и в волне, проникающей 
в ПП, определяются аналогичными уравнениями с заменой ki на k,. 
или kt, соответственно. При этом nr = ni, а поглощение излучения 
в ПП учитывается введением комплексного показателя преломления 

iit = ~ + iкt и, соответственно, комплексной диэлектрической прони­
цаемости 'Et = n~. 

На границе раздела сред (z = О) тангенциальные составляющие 
напряженностей должны быть непрерывны. Для электрического поля 

при z = О и любых значениях координат х, у должно выполняться 

соотношение 

Ei · ехр [i(kix · Х + kiy ·у)]+ Er · ехр [i(krx · Х + kry ·у)] = 
= Et · ехр [i(ktx · х + kty ·у)]. 

Последнее возможно лишь при выполнении равенств: 

kty = kry = k;y =О, kix = krx, k;x = ktx· (П4.2) 

Первое из равенств (П4.2) есть математическое выражение первого 
закона Снеллиуса. 
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Второе равенство можно переписать в виде 

w · n; · sin(J; 
с 

w · n; · sin(Jr 
с 

откуда следует, что Br = ()i· Из трет~его равенства следует выражение 

для определения угла преломления Bt: 
. ()~ n; . () 

Slll t = ::::;- · Slll i. 
nt 

(П4.3) 

Поскольку показ~тель преломления nt комплексный, то и величина 
угла преломления Bt является комплексной. Однако это не мешает 
использовать в расчетах комплексное значение угла преломления, как 

если бы оно было действительным [ l]. 
Заметим, что формула (П4.3) верна и в том случае, когда прозрач­

ная среда с показателем преломления ni и ПП разделены несколькими 
плоскопараллельными слоями веществ с произвольными показателями 

преломления. 

Значение косинуса угла преломления также является комплексным. 
Его целесообразно представить в виде 

coset = v1 - sin2 Bt = q. ехр (i)') = q. COS)' + i. q. sinт (П4.4) 

Как следует из данных, представленных в Приложении 5, для 

кремния на частотах излучения лазера на гранате с неодимом и титан­

сапфирового лазера выполняется соотношение "'; << 1, что позволяет 
nt 

существенно упростить расчеты. Упрощенный вариант теории, в кото-

ром используется тот факт, что "'; « 1, назовем приближением слабого 
nt 

поглощения. В этом приближении функции, содержащие малый пара­
Кt 

метр 1 , будем раскладывать в ряд по этому параметру и удерживать 
nt " " 

только члены, содержащие этот параметр в нулевои и в первои степени. 

В этом приближении 

• Kt п~ · sin2 
(); 

sш )' = )' = " . 2 2 2 ; cos )' = 1 ; q = 
nt (п~) - n; · sin 8; 

2 . 2 () 
} _ n; · SШ i 

(n~)z 
(П4.5) 

Таким образом, из непрерывности тангенциальной составляющей 

напряженности электрического поля на границе раздела следует, что 

k w ~ [ n; . () ( . . )] t = - . nt ех . ::::;- sш i + ez . q . cos )' + iq . sш 1 = 
с nt 

k' "k" w [ . () ( 1 • )] = t + z t = - ех · ni sш i + ez · q nt cos / - Kt sш / + 
с 
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Условие непрерывности тангенциальной составляющей напряжен­

ности магнитного поля выражается соотношением Hi · cos ei - Hr х 
х cosO; = Ht · coset, которое с учетом формулы (1.39) принимает вид 

(Д - Er) · n; · cosei = Et · 'iit · coset. (П4.8) 

Уравнения (П4.7) и (П4.8) образуют систему для определения связи 

амплитуд отраженной и преломленной волн Er, Et с амплитудой Ei 
волны падающей: 

Е _ Е·. ni · cosei - iit · cos8t _ - 8 • Е· 
r- i -r i 

ni · cos ei + nt · cos Bt 
(П4.9) 

Е Е 2ni·COS8i -ts Е ts Е (" s) (П4.10) t = ; · = · ; = · i · ехр i<.p , 
n; · cos 8; + nt · cos Bt 

где r8
, [s - комплексные коэффициенты отражения и пропускания 

по амплитуде на границе для s-поляризованного излучения. 

Из формул (1.41) и (П4.1 О) следует выражение для коэффициента 
отражения по интенсивности от поглощающей среды в-поляризованно­

го излучения: 

Rs = Ir = (rs)2 = 
Ii 

- [n;. cos 8; - q (п~ . COSf' - Kt. sin 1')]2 
+ q

2 (п~. sin 'У+ Kt . cos")
2 

- [пi · cos В; + q ( п~ · cos 'У - Kt · sin 'У) ]2 + q2 
( п~ · sin 'У+ Kt · cos 'У )2

• 

(П4.11) 

При нормальном падении (в этом случае коэффициенты отражения 

р- и в-поляризованного света равны) Ot = ei =О, q = 1, ry =О и формула 
(П4. l 1) существенно упрощается: 

( 
1 )2 2 

R= R 8 = RP = ni -nt 
2 
+к~. (П4.12) 

(п; + п~) + Kt 

В приближении слабого поглощения формула (П4.11) значительно 

упрощается и при наклонном падении света: 

() 
1 2 

Rs = (ni · cos ; - q · n;) (П4.13) 
n; · cos О; + q · nt 

Из (П4.6), (П4.10) и (1.39) следует, что напряженности полей волн, 
распространяющихся в ПП, в комплексной форме задаются выраже­

ниями: 

Еt(Г, t) = eyEJs · ехр (-iwt) х 

х ехр { i ~ [ xn; · sin е; + zq ( п~ · cos ry - Kt · sin ry)] } х 

х ехр [-~ zq ( п~ · sin "( + Kt · cos ry) J = 

= eyE;t8 
• exp(-iwt + ik~ · г) · exp(-k~' · z), (П4.14) 
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2 

Ht(r,t) = Еос ktXEt(r,t). 
w 

Из (П4.14) следует, что для волны, распространяющейся в по­
глощающей среде, плоскости равной фазы и равной амплитуды не 

совпадают. Плоскости равной фазы (волновые поверхности) перпенди­

кулярны действительной составляющей волнового вектора 

k~ = ~ [ ех · ni · sin е i + е z · q ( n~ · COS / - Kt · sin /)] = ех · k~x + е z · k~z, 
с 

образующего с осью О Z угол Bfh: 

вр/1 _ t k~x _ t n; · sin8; 
t - arc g -,- - arc g , . . 

ktz q (nt · COS/ - Kt · sш 1) 
(П4.15) 

Плоскости равной амплитуды параллельны границе раздела, так 

как изменение амплитуды волны в ПП описывается в формуле (П4.14) 

последним сомножителем вида exp(-k~' · z) = ехр (- ~z • z), где O:z -

коэффициент ослабления интенсивности излучения по глубине при 

наклонном падении: 

O:z = 2k~1 = 2 ~ · q ( п~ · sin / + Kt · cos /). 
с 

(П4.16) 

В случае слабопоглощающей среды нетрудно показать с учетом 

соотношений (П4.5), что 

Bph t n; · sin 6; 
t = arc g ---;=========== V (п~) 2 

- n7 · sin2 6; 

ph V (ni)
2 

- nI · sin
2 

6; . Bph _ n;. sin 8;. 
cos Bt = 1 ; Slll t - / , 

nt nt 

(П4. l 7) 

ts = _____ 2п--о=; =· c=o=s=8=; ==== 2n; · cos8; (П4 _lS) 
1 )2 2 2 n; · cos 6; + п~ · cos 6fh' n; · cos8; +у (ni - n; · sin 8; 

w l а 
O:z = 2кt · - · --h = --h' 

с cos 8f cos 8f 
(П4.19) 

где коэффициент ослабления интенсивности излучения по глубине при 

нормальном падении, т. е. коэффициент поглощения излучения в среде 

(показатель экстинкции) 

О:= O:z(Bi =О)= 2Kt · ~­
С 

В этом случае волновой вектор 

kt = ~ · [ех · п~ · sin Bfh + е2 • п~ · cos Bfh + i · ez ~] 
с =~ 

(П4.20) 

= ~ · п~ [ех · sinefh + е2 cosBfh · exp(i · срк)J, 
к_ Kt 

где ер - ' 2 6ph . 
nt·COS t 
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Для расчета плотности мощности, поглощаемой в среде, учтем, 

что реальные локальные напряженности полей в среде описываются 

действительными частями комплексных выражений (П4.14) для напря­
женностей полей бегущей волны. В слабопоглощающей среде реальные 

локальные напряженности таковы: 

Et(r, t) = еу · Е; · t 8 
• exp(-k~' · z) · cos(w · t - k~ · r - <р8 ), 

Ht(r, t) =сос· п~ · Е; · t 8 
• exp(-k~' · z) · [ez · sinefh х 

х cos(w · t - k~ · r - <р 8 ) - ех · cos efh · cos(w · t - k~ · r - ср8 - срк) J. 
Тогда мгновенное значение вектора Пойнтинга 

S = Е х Н = сос · п~ · Ez · ( t 8 
)

2 х 

х exp(-2k~' · z) · [ех · sin efh cos2 (w · t - k~ · r - ер')+ 

+ ez · cosefh cos(w · t - k~ · r - <р8 ) • cos(w · t - k~ · r - <р8 - <рк)]. 

Интенсивность волны определяется модулем вектора Пойнтинга, 

усредненного за время, много большее периода колебаний. Определим 

вначале усредненное значение вектора Пойнтинга 

(S) = ех (Sx) + ez (Sz) = 

=сос· п~ · Ez · (t 8
)
2 exp(-az · z) · ~ ( ех · sin efh + ez · cos efh · cos срк). 

В случае слабого поглощения cos срк = 1 и интенсивность 

I = l(S)I = )\Sx/2 + (Sz)
2 =со· с· n; ~: · ~ Ez · ехр (-а· z). 

С учетом (1.41) получаем, что 

(П4.21) 

Отметим, что угол распространения энергии определяется соотно-

шением tg ее = ((S
5

x)) = si~ e~h к, и при слабом поглощении (ко-
z cos (1~ . cos 'Р 

гда соsсрк = 1) ее= Вfь. 
Мгновенная мощность энергии, поглощенной в тонком слое объе­

мом dV, расположенном на глубине z, для проводящей среды с прово­
димостью а такова: 

dРпогл =а· E 2(r, t) · dV =а· Ez · (t 8
)
2 

· exp(-2k~' · z) х 

х cos2 (w · t - k~ · r - <р8 ) dV. 
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Усредняя мощность по времени, получаем формулу плотности по­

глощенной энергии в-поляризованного излучения: 

s (dРпогл) 1 Е2 ( s)2 ( 2 ) Wпогл = dV = 2 CJ • i . t . ехр - kt . z . (П4.22) 

Примем во внимание, что из формул (1.36) и (1.41) следует, что 
2 21 

CJ = weoe" = weo · 2п~ · Kt и Ei = -'-. Тогда для среды со слабым 
СЕ оп; 

поглощением с учетом формул (П4.16) и (П4.19) получаем 

s ( s)2 п~ ( а ) Wпогл = о: · Ii · t · - · ехр - --h · z . 
n; cosB~ 

(П4.23) 

Плотность скорости фотогенерации (локальную скорость фотоге­

нерации, т. е. число электронно-дырочных пар, возбуждаемых за еди­

ницу времени в единице объема) определим следующим образом: 

g = w~~л S, где hv - энергия фотона, S - квантовый выход фото­
генерации, т. е. количество электронно-дырочных пар, возбуждаемых 

в среднем при поглощении одного фотона. Основным механизмом фо­

товозбуждения неравновесных носителей в кремнии при воздействии 

излучения лазера на гранате с неодимом и титан-сапфирового лазера 

является собственное поглощение, для которого S = 1. С учетом выше­
сказанного получаем, что для в-поляризованного излучения локальная 

скорость фотогенерации в среде с малым поглощением 

gs = кs · Ii · ехр(--°'- · z), 
g cos B~h 

(П4.24) 

где к; - коэффициент преобразования интенсивности в-поляризован­

ного излучения в локальную скорость фотогенерации носителей. 

Для слабопоглощающей среды из формул (П4.18), (П4.23) и 
(П4.24) следует, что 

кs = (ts)2. п~ . _О_= 2_. 16п; · п~ · cos
2 В; . Kt· (П4 . 25) 

g n; hv hc (п; · cosB; + п~ · cosB~h) 2 

В данной книге коэффициент Kg для краткости назван коэффици­
ентом преобразования. 

В случае нормального падения коэффициенты преобразования в­

и р-поляризованного излучения одинаковы: 

кs(ei =О)= KP(()i =О)= к = 2-. 16ni. п~ 
g g g hc ( . + ')2 

п, nt 
· Kt. (П4.26) 

В случае падения р-поляризованного излучения расчет полей от­

раженной и преломленной волн аналогичен и приводит к следующим 

результатам. 

Угол преломления такой же, как и в случае в-поляризованной 

волны, и определяется формулами (П4.3) и (П4.4), а для слабопогло­
щающей среды - формулами (П4.5). 
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Амплитуды отраженной и преломленной волн таковы: 

Ет = Ei. ~t. cos :; - n;. cos :t = 'i"P. Ei, (П4.27) 
nt · cos ; + n; · cos t 

2п· · cos8· -
Et = Ei · ' ' = tP · Ei = tP · Ei · exp(i<,oP). (П4.28) 

nt · cos8; + n; · cos8t 

Коэффициент отражения по интенсивности 

RP = (п~ · cos8; - qn; · cos/')
2 + (1ч · cosO; - qn; · sinl')

2 (П4 _ 29) 
(п~ · cosO; + qn; · cos/')

2 + (кt · cosO; + qn; · sinl')
2 

В приближении слабого поглощения 

1 () 2 
RP = (n;. cos i - q. n;) (П4.ЗО) 

nt · cos 8; + q · n; 

Модуль комплексного коэффициента пропускания по амплитуде для 

р-поляризованного излучения в случае слабого поглощения 

tP = _____ 2п_,_· ·r:c=o=s=O,=· ==== 

п~ · cos (}; + n; V (ni) 2 
- п~ · sin2 е; 

nt 
п~ . cos 8; + n; . cos erh . 

(П4.31) 

Формулы для интенсивности преломленного излучения и плотно­

сти мощности поглощения излучения аналогичны формулам (П4.21) 
и (П4.23) с заменой t 8 на tP. 

Локальная скорость фотогенерации при воздействии р-поляризован-

наго излучения: 

gP =КР· Ii · ехр (--~ь" z), 
g cos er (П4.32) 

где коэффициент преобразования 

КР= (tP)2. n~ . ~ = ,!!__. 16n; · п~ · cos
2 В; 

g n; hv hc (п~. cosO; + n; · coserh)
2 (П4.ЗЗ) 

Литература к приложению 4 
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Приложение 5 

ЛИНЕЙНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 

КРЕМНИЯ И ПАРАМЕТРЫ СКОРОСТИ 

ФОТОГЕНЕРАЦИИ НОСИТЕЛЕЙ В КРЕМНИИ 

В табл. П5.1 приведены значения оптических параметров кремния 

для длин волн излучения лазера на YAG:Nd3+, титан-сапфирового 
лазера и соответствующих волн ВГ. Заметим, что из всего возмож­

ного диапазона перестройки длины волны титан-сапфирового лазера 

(705-935 нм) в работах по нелинейной оптике кремния как правило 
используется лишь его часть в пределах от ,..._, 705 до ,..._, 820 нм (рабочий 
диапазон). 

В данной книге основным источником информации об оптических 

свойствах кремния является работа [ 1], в которой данные приведены 
лишь для дискретного ряда значений энергии фотонов, т. е. для дис­

кретного набора длин волн. Поэтому в той части табл. П5.1, которая 
соответствует титан-сапфировому лазеру, значения параметров приве­

дены лишь для следующих, перечисленных в [1] длин волн: 690,6, 
731,2, 776,9, 828,7 нм, - с учетом того, что диапазон от 690,6 нм до 
828,7 нм примерно совпадает с указанным выше рабочим диапазоном 
и немного превосходит его. 

Значения оптических параметров для длины волны ВГ излучения 

лазера на гранате с неодимом (Л = 530 нм) получены квадратичной 
интерполяцией данных, взятых из [1] для длин волн 518,0, 540,5, 
565,1 нм. 

Сведения о поглощении в кремнии излучения лазера на YAG:Nd3+ 
с длиной волны ..\ = 1060 нм весьма различны у разных авторов. Так, 
по работе [2] коэффициент поглощения этого излучения а ~ 3000 м- 1, 
а по работе [3] а~ 1700 м- 1 . В статье [1] эти данные отсутствуют. 
По-видимому, такое расхождение связано с тем, что на длине вол­

ны 1060 нм циклическая частота излучения ш = 1,777 · 1015 с- 1 лишь 
ненамного превосходит частоту шg = Eg/n = 1,638 · 1015 с- 1, соответ­
ствующую краю полосы собственного поглощения. Вследствие этого 

параметры а и с. 11 сравнительно малы и незначительные изменения 
условий опыта (в первую очередь - температуры) влекут за собой 
значительные их изменения. В табл. П5.1 для ..\ = 1060 нм приведены 
оценочные значения параметров к, а, z, совпадающие с данными раба-
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Таблица П5.1 
Линейные оптические параметры кремния: Е1 , Е 11 

- действительная и мнимая 
часть комплексной диэлектрической проницаемости, п', к - действительная 
и мнимая часть комплексного показателя преломления, R - коэффициент от­

ражения (по интенсивности), itl2 
- квадрат коэффициента пропускания (по ам­

плитуде), а - коэффициент поглощения (по интенсивности), z - характер­

ная глубина проникновения (по интенсивности). Значения величин R, \t\2
, а, 

z приведены для случая нормального падения 

Л, нм 
hv, 

t:' t:" п' R lt\2 а. 10-Б, 1 

эВ 
к М-1 Z, НМ 

Титан-сапфировый лазер 

Л1 
690,6 1,8 14,41 0,099 3,796 0,0130 0,340 0,174 2,37 4200 

731,2 1,7 14,08 0,078 3,752 0,0104 0,335 0,177 1,80 5560 

776,9 1,6 13,79 0,057 3,714 0,00767 0,331 0,180 1,25 8000 

828,7 1,5 13,49 0,038 3,673 0,00517 0,327 0,183 0,784 12800 

345,3 3,6 19,12 31,63 5,296 2,987 0,564 0,0823 1090 9,18 

355,2 3,5 22,39 33,82 5,610 3,014 0,575 0,0758 1069 9,35 

Л2 
365,6 3,4 35,22 35,28 6,522 2,705 0,592 0,0626 932,1 10,7 

376,7 3,3 43,26 17,72 6,709 1,320 0,561 0,0654 441,7 22,6 

388,5 3,2 36,36 7,636 6,062 0,630 0,518 0,0796 204,3 49,0 

401,0 3,1 30,87 4,321 5,570 0,387 0,486 0,0923 121,6 82,2 

414,4 3,0 27,20 2,807 5,222 0,269 0,461 0,103 81,73 122 

Лазер на гранате с неодимом 

Л1 1060 1, 17 13,0 1,22 х 3,606 169 х 0,320 0,189 0,02 5. 105 
х 10-3 х 10-б 

Л2 530 2,35 17,33 0,450 4,163 0,054 0,375 0,150 12,80 781 

ты [4] и используемые в данной книге. Значение Е'(Л = 1060 нм) взято 
из работы [5]. 

Связь действительных и мнимых частей комплексной диэлектриче­

ской проницаемости f' = е:' + iE11 и комплексного показателя преломле­
ния n = п' + iк определяется формулами (1.36), (1.37). 

Значения коэффициентов R и Jt) 2
, приведенные в табл. П5.1, 

рассчитаны для случая нормального падения излучения из воздуха 

(ni = 1) rro формулам, следующим из соотношений (П4.12) и (П4.10): 

(n'-l)2+,.,,2 
R( Bi = О, ni = 1) = , 2 2, 

(n+l) +к 
(П5.1) 
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2 4 
it(Bi = 0,ni = 1)1 = , 2 2• 

(п +1) +к 
(ПS.2) 

где п' = п~, к= Kt - действительная и мнимая части комплексного 
показателя преломления кремния. 

В табл. П5.1 обращает на себя внимание то, что R + 1t1 2 i= 1. Для 
объяснения этого учтем изменение площади поперечного сечения при 

преломлении, показанное на рис. П5.1. Поскольку размер пучка в на-

Ii 

Рис. П5.1. Изменение площади поперечного сечения тонкого пучка при прелом­
лении в слабопоrлощающей среде. Учтено, что вектор Пойнтинга составляет 

с нормалью угол ве = Bfh 

правлении, перпендикулярном рисунку, т. е. плоскости падения, при 

отражении и преломлении неизменен, а для слабопоглощающей среды, 

как показано в Приложении 4, угол распространения энергии ее = efh, 
то для такой среды 

(П5.3) 

где S0 - площадь освещенного пятна на поверхности, Si, Sr, St - пло­
щади поперечных сечений падающего, отраженного и преломленного 

пучков, соответственно. 

Учтем также, что Ir = I; · Rq (q = s,p). Из формулы (П4.21) и ана­
логичной формулы для р-поляризованного света следует, что при z---+ О 

' It = I; · nt · 1tq12
. Подстановка этих соотношений и формул (П5.3) в за-

пi " 
кон сохранения энергии Ii · Si = Ir · Sr + It · St приводит к следующеи 
формуле связи параметров Rq и tq: 

(П5.4) 
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В случае нормального падения света из воздуха на кремний урав­
нение (П5.4) принимает вид 

R + nt · !tl2 
= 1. (П5.5) 

Естественно, что приведенные в табл. П5.1 значения величин R и 
lt12 удовлетворяют соотношению (П5.5). 

Характерное расстояние ослабления излучения в веществе, т. е. 
расстояние, на котором интенсивность излучения уменьшается в е раз, 

связана с параметром а соотношением 

z = 1/а. (П5.6) 

Иначе говоря, величина z есть характерная глубина проникновения 
излучения в среду при нормальном падении. 

В табл. П5.2 приведены значения коэффициента преобразования Kg 
и скорости фотогенерации носителей, которые также рассчитывались 

для случая нормального падения излучения накачки из воздуха. В этом 

случае, как следует из формул (П4.25) и (П4.33), 

к = к· = КР = 167Т . n~Kt . 
g g g hc (п~+1) 2 

(П5.7) 

Таблица П5.2 
Параметры, характеризующие фотовозбуждение носителей в кремнии: Kg -
коэффициент преобразования интенсивности в скорость фотогенерации, g0 -

скорость фотогенерации носителей, goe - эффективная скорость фотогенера­

ции. Все параметры рассчитаны для нормального падения накачки из воздуха. 
Величины g0 и goe рассчитаны на оси пучка вблизи от поверхности при интен­
сивности накачки на оси пучка 10 = 1,06 · 1012 Вт/м2 для титан-сапфирового 

лазера и 10 =3,183 · 1010 Вт/м2 для лазера на гранате с неодимом 

Лазер Титан-сапфировый лазер YAG:Nct3+ 

>..,нм 690,6 731,2 776,9 828,7 1060 

Kg. 10-23, дж-1. м-1 5,422 4,367 3,240 2,198 0,07259 

go. 10-32, м-3. cl 5747 4629 3434 2330 2,311 

goe. 10-30, м-3. с-1 5,241 4,222 3,132 2,124 -

Локальная скорость фотогенерации на оси пучка в непосредствен­
ной близости от поверхности (z ---+ О+ О) может быть определена как 
по формуле (П4.24), так и по формуле (П4.32). В данном случае обе 
эти формулы принимают вид 

(П5.8) 
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Как показано в гл. 6, при воздействии на кремний импульсного 
излучения титан-сапфирового лазера фотогенерацию носителей харак­

теризует эффективная (усредненная) скорость фотогенерации, равная 

(П5.9) 

где Q = tи/Т - скважность импульсов. 
Для случая воздействия излучения лазера на гранате с неодимом 

эта характеристика практического значения не имеет. 

Как следует из таблиц П5.1 и П5.2, в рассматриваемом рабочем 
диапазоне перестройки длины волны излучения титан-сапфирового 

лазера поглощение света и скорость фотогенерации носителей с умень­

шением длины волны возрастают. 

В табл. П5.3 приведены результаты расчета параметров, характери­

зующих отражение, преломление, поглощение в кремнии света с дли­

ной волны Л = 690,6 нм и скорость фотогенерации носителей при раз­
личных углах падения. Указанная длина волны фактически совпадает 

с коротковолновой границей диапазона перестройки длины волны излу­

чения титан-сапфирового лазера, которой соответствует максимальная 

скорость фотогенерации неравновесных носителей. 

Таблица П5.3 
Параметры отражения, преломления и поглощения света с Л = 690,6 нм 
в кремнии. Длине волны Л = 690,6 нм соответствует VJ = 2,729 · 1015 с- 1, 
hv = 2,880 · 10- 19 Дж, п~ = 3,796, Kt = 0,0130, а= 2,366 · 105 м- 1 (см. табли-

цу П5.1) 

(); оо 30° 45° 60° 

sin Bt о 
0,132 - 0,186 - 0,228 -

-i·4,51-10-4 - i . 6,38 . 10-4 - i. 7,81 . 10-4 

cosBt = q х q 1 0,991 0,982 0,974 

х ехр (i7) 
'У о 6,05 · 10-5 рад 1,23 · 10-4 рад 1,88 · 10-4 рад 

()Ph 
t о 7,569° 10,74° 13, 19° 

jtsj2 
0,174 

0,140 0,102 0,057 

jtp12 0,164 0,149 0,121 

R" 
0,340 

0,392 0,454 0,580 

RP 0,288 0,215 0,104 

к• 
5,422 · 1023 4,365. 1023 3, 168. 1023 1,771 . 1023 

g 

КР 5,110. 1023 4,639. 1023 3,782. 1023 
g 

а/ cos8fь, м- 1 2,366. 105 2,386. 105 2,408. 105 2,430. 105 
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Приведенные в табл. П5.3 значения величин Rq и tq удовлетворяют 
соотношению (П5.4). 

Максимальная скорость фотогенерации носителей имеет место 

в центре освеrценного пятна в непосредственной близости от поверх­

ности ПП (при z --+ О) при нормальном падении света. При удалении 
от центра освеrценного пятна и вглубь ПП, при наклонном падении 

пучка и увеличении длины волны скорость фотогенерации носителей 

уменьшается. 
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Приложение 6 

ЕДИНИЦЫ ИЗМЕРЕНИЯ НЕЛИНЕЙНО­

ОПТИЧЕСКИХ ВОСПРИИМЧИВОСТЕЙ И ИХ 

ПЕРЕВОД ИЗ СИСТЕМЫ СГС В СИСТЕМУ СИ 

В теоретической нелинейной оптике, как и вообще в теоретической 
физике, до сих пор широко применяется система единиц измерения 

СГС. На основе системы СГС для механических величин возникли 
три варианта системы единиц для электрических и магнитных вели­

чин [ 1, 2]. В нелинейной оптике используется абсолютная гауссова си­
стема единиц (СГС), в которой единицы измерения всех электрических 

величин такие же, как и в абсолютной электростатической системе 

(СГСЭ), а коэффициент пропорциональности в законе Кулона полага­
ется безразмерным и равным 1. Единицы измерения всех магнитных 
величин в абсолютной гауссовой системе такие же, как и в абсолютной 

электромагнитной системе (СГСМ), а коэффициент пропорциональ­
ности k в законе Био-Савара-Лапласа полагается равным k = 1/с, 
где с = 2,9979 · 1010 :::::; 3 · 1010 - численное значение скорости света 
в вакууме, выраженное в см/с. 

Однако на практике зачастую электрические и магнитные величи­
ны выражаются в единицах системы СИ, что создает трудности при 

использовании теоретических результатов. В последнее время в неко­

торых обзорах [3, 4] и теоретический раздел излагается в системе 
СИ. В данной книге также в основном использована система СИ 
(за исключением особо оговоренных случаев). Но, по всей видимо­
сти, в нелинейной оптике обе системы единиц будут сосуществовать 

и далее. Поэтому целесообразно дать справку о единицах измерения 

используемых величин и о их переводе из одной системы в другую. 

Сопоставление начнем с единиц измерения электрического заря­
да q. В системе СИ размерность заряда [q] = I · Т, единица из­
мерения 1 Кл = 1 А · с. Из закона Кулона, записанного в системе 
СГС, F = q2 /r2 следует, что в системе СГС размерность заряда 
[q] = LViJI /Т, единица измерения 1 ед. СГС (q) = 1 см312 • г 1 12 . с 1 • 
Связь единиц измерения заряда: 1 Кл = 3 · 109 ед. СГС (q) (более точ­
но - 1 Кл= с/10 ед. СГС (q) = 2,9979 · 109 ед. СГС (q)). 
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ML 2 

Потенциал ер: в системе СИ размерность [ер]= --
3 

, единица изме­
IТ 

рения 1 В= 1 Дж/Кл, в системе СГС размерность [ер]= VЩ /Т, еди­
ница измерения 1 ед. СГС (ер)= 1 г 1 1 2 · см 1 12 · с- 1 . Связь единиц изме-

. _ l Дж _ 107 эрг _ l 
рения потенциала. 1 В - -

1 
К -

9 
-

300 
ед. СГС (ер). 

л 3 · 10 ед. СГС (q) 
Напряженность электрического поля Е: в системе СИ размерность 

ML 
[Е] = - 3 , единица измерения 1 В/м = 1 Н/Кл, в системе СГС раз-

IТ 
мерность [Е] = ..JМТL /Т, единица измерения 1 ед. СГС (Е) = 1 г 1 1 2 х 
х см- 1 12 · с- 1 • Связь единиц измерения напряженности: 1 В/м = 
= 1/300 ед. СГС(<р) = _l _ед. СГС (Е). 

102 см 3. 104 

Индукция электрического поля точечного заряда в системе СИ 

определяется соотношением Dси = ~, в системе СГС - соотноше-
41!'r 

нием Dсгс = 1;1. Следовательно, в системе СИ размерность индукции 
r 2 

[D] = IT / L2, единица измерения 1 Кл/м , в системе СГС размерность 
индукции [D] = [Е] = JМТL /Т, а единица измерения 1 ед. СГС (D) 
такая же, как и единица измерения напряженности поля. 

Чтобы сопоставить единицы измерения индукции в системах СИ 

и СГС, рассчитаем индукцию электрического поля, создаваемого за­

рядом q = 1 Кл= 3 · 109 ед. СГС (q) на расстоянии r = 1 м = 102 см 
от этого заряда. Значение индукции, выраженное в единицах систе-

1 Кл 
мы СИ, таково: Dси = -

4 2 , а в единицах системы СГС таково: 
1!' м 

3·109 ед.СГС(q) 5 ~ 
Dсгс = 4 2 = 3 · 10 ед. СГС (D). Из сопоставления наи-

10 см к 
денных значений следует, что 1 ~ = 47!' · 3 · 105 ед. СГС (D). 

м 

Поляризация (линейная и нелинейная) среды в обеих системах 

LЧi ·r; 

определяется соотношением Р = i V , следовательно, в системе 

СИ размерность поляризации [Р] = [D] = IT / L2
, единица измерения -

1 Кл/м2, а в системе СГС размерность [Р] = [D] = [Е] = JМТL /Т, 
единица измерения 1 ед. СГС (Р) такая же, как и единицы изме;е­
ния индукции и напряженности. Однако для поляризации 1 Кл/м = 

3 · 109 ед. СГС (q) 5 
= 4 2 = 3 · 10 ед. СГС (Р). Характерно, что, хотя раз-

10 см 
мерности величин D и Р одинаковы как в системе СИ, так и в си-
стеме СГС, но переводные коэффициенты для пересчета 1 Кл/м2 

в ед. СГС (D) и в ед. СГС (Р) различны! 
В системе СИ в линейном приближении Dси = с:ос:Е = с:0 (1 + 

+ хtи)Е, а в системе СГС Dсгс = с:Е = (1+41Т'хtгс)Е. Поскольку 
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значения е в обеих системах безразмерны и одинаковы, то и величины 

линейных восприимчивостей хtи и хtгс безразмерны, но их численные 
значения различны: хtи = 4;r. хtгс-

Установим единицы измерения нелинейно-оптических восприимчи­
востей в системах СИ и СГС и коэффициенты для перевода их значе­
ний из одной системы в другую. 

1. Квадратичная НП в дипольном приближении p(2)D. В СИ 
P (2)D D Е Е сгс p(2)D D Е Е ( . . k 
си = еохси си си. в crc = Xcrc crc crc индексы z, J, 

В 1 (2)D Кл 
опущены). Пусть Еси = 1 - = --4 ед. СГС (Е); Реи = 1 2 = 3 х 

м 3·10 м 
х 105 ед. СГС (Р). Тогда 

p(2)D 

X
D _ си 
си -

sоЕсиЕси 
Кл м м м 1 ед. СИ (xD) 

-8,-85-· 1-0--~12 м2 • Ф. В. В= 8 85 · 10- 12 ' 

где 1 ед. СИ (xD) = 1 ~· 
, (Пб.1) 

p(2)D 

X
D _ СГС 
crc -

ЕсгсЕсгс 

3 105 

· 4 2 ед. СГС (xD) = 27 · 1013 ед. СГС (xD), 
(3· 10 )-

(Пб.2) 

где l ед. СГС (XD) = 1 с · /7- = ед. С~С (Е). 
Из (Пб.l) и (Пб.2) с учетом того, что ---- = 4;r. 9 · 109, 

8,85. 10- 12 

получаем 

хfи _ ед. СИ (xD) 4-ir ед. СИ (xD) 

хfгс - 8,85 · 10- 12 • 27 · 1013 ед. СГС (xD) = 3 · 104 ед. СГС (xD)' 

D 47Г D ед. си <xD) 
Хеи = 3 . 104 Хсгс ед. СГС (XD) · 

2. Квадратичная НП в квадрупольном приближении p(2)Q = рв 
(см. гл. 2). В СИ Рf3и = еах~иЕси-8 8 Еси, в СГС Р!гс 

хси 

= Х~гсЕсгс ~ Есгс· 
хсгс в 1 

Пусть Еси = l - - --4 ед. СГС (Е); 
м 3. 10 

(2)D Кл 5 
Реи = 1 2 =3·10 ед. СГС (Р). Тогда 

м 

1 _!_ 
м 

P.(2)D Кл м м м 1 
Х~и = сиа = 8 85. 10-12 2 Ф в в м = 8,85. 10-12 ед. СИ (хв), 

sаЕси--Еси ' м 
дхси 

(Пб.3) 
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м2 
где 1 ед. СИ (Х8 ) = 1 В; 

p(2)D 
в - сгс 

Хеге - дЕсгс 
Есгс-8-­хсгс 

5 
3. 10 е СГС ( в) = 

10-2 . (3. 104)-2 д. х 

= 27 · 1015 ед. СГС (х8 ), (П6.4) 

где 1 ед. СГС (х8 ) = 1 с · {ii!-. 
Из (П6.3) и (Пб.4) следует, что 

в 47Г в ед. СИ (хв) 
Хеи = 3 . 106 • Хеге ед. СГС (хв) · 

3. Поверхностная дипольная поляризация pSURF, по своему физи­
ческому смыслу являющаяся произведением объемной поляризации на 

толщину слоя (см. подраздел 2.1.3). В СИ p~RF = dеи · Рfи = dеи х 
х ЕоХ~иЕеиЕеи = ЕоХ~иЕеиЕеи. в СГС PE~eR = Х~геЕегеЕеге· 

Аналогично тому, как это было сделано выше, получаем 

s 47Г s ед. СИ (х8 ) 
Хеи = 3 . 106 · Хеге ед. СГС (xs) • 

м2 Q 
где 1 ед. си (х8 ) = 1 в; 1 ед. сгс (х8 ) = 1 с. v -г-г-. 

4. Дипольная поляризация рЕ, обусловленная приложением 
внешнего поля Ео. В СИ Р!и = еохtиЕеиЕеиЕоеи; в СГС 
Р!ге = х€геЕегеЕегеЕосгс· Аналогично предыдущему 

Е 47Г Е ед. СИ (хЕ) 
Хеи = 9 . 10в · Хегс ед. СГС (ХЕ)• 

м2 см 
где 1 ед. СИ (хв) = 1 2 ; 1 ед. СГС (хЕ) = 1 с2 . -. 

в г 
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Приложение 7 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ФОРМУЛЫ (2.26) 

В начале отметим, что у слагаемых в формуле (2.25) последние 
два сомножителя Ek и Е1 соответствуют одинаковой частоте. Поэтому 

по правилу Клеймана коэффициенты кSkl симметричны относительно 
перестановки двух последних индексов к~kl = кSzk· 

Рассмотрим два слагаемых формулы (2.25), опуская для краткости 
общий множитель с:о и верхний индекс Q: 

1 1 
2 Kijkz\lj(EkE1) + 2 Kijlk 'VjE1Ek = 

1 1 
= 2 (Kijkl + Kijlk)Ek 'VjEl + 2 (Kijkl + Kijlk)Ei'VjEk. (П7.1) 

Сопоставляя (П7.1) с формулой (2.26), приходим к выводу, что 
формула (2.26) верна, если ввести обозначения 

1 
Xikj1(2w;w,O,w) = Xiljk = 2 (кijkl + Kijlk) = Kijkl· (П7.2) 

Заметим, что коэффициенты X~kl• как и следовало ожидать, не 
изменяются при перестановке второго и четвертого индексов. 

Переобозначая индексы в формуле (П7.2), приведем ее к более 
удобному виду: 

XQ - XQ - 1 ("'Q + ,,.Q ) - ,,.Q 
ijkl - ilkj - 2 '"ikjl '"iklj - '"ikjl' (П7.3) 



Приложение 8 

УЧЕТ ЭЛЕКТРИЧЕСКИ-МАГНИТНОГО ВКЛАДА 

В КВАДРАТИЧНУЮ НЕЛИНЕЙНУЮ 

ПОЛЯРИЗАЦИЮ 

Обозначим через р(2)ЕМ = рЕМ квадратичную по полю НП сме­
шанной природы, наводимую одновременным действием электрическо­

го и магнитного полей на электроны, т. е. действием силы Лоренца. 

В книге [ 1] введен псевдотензор третьего ранга электрически-маг­
нитной восприимчивости 7jEM = 1j, связывающий поляризацию рЕМ 
с напряженностями электрического и магнитного полей: 

(П8.1) 

Если в (П8.1) поляризация и напряженности полей выражены в систе­
ме СИ, то компоненты тензора 'Г/ijk должны быть выражены в с/В. 

Для кубических и изотропных сред тензор 1j имеет шесть ненуле­
вых компонент, из которых лишь одна независима [ 1]: 

'Г/хуz = -'Г/ухz = 'Г/уzх = -'Г/zух = 'Г/zху = -'Г/хzу = 'Г/· (П8.2) 

Очевидно, что с учетом (П8.2) формула (П8.1) сводится к сле­
дующей: 

рЕМ = ryExH = ryS = 'Г/ · [i · (EyHz - EzHy) + j · (EzHx - ExHz) + 

+ k. (ЕхНу - ЕуНх)], (П8.3) 

где S = ЕхН - вектор Умова-Пойнтинга. 
Для монохроматической волны (Е, Н,...., exp(-iwt)) из закона Фара-

дея 

V'xE = - ~~ = iwµoH 

1 
и формулы с? = - следует, что 

Е:оµо 

. 2 
Н = __ z_ · V'xE = -i Е:ос · V'xE. 

µow w 
(П8.4) 
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Формула (П8.З) с учетом (П8.4) принимает вид 

. 2 . 2 
ЕМ ic ( ) ic Р = -со - · Т/ · \i' х \i' х Е = -со - · Т/ х 

(;) (;) 

[
. ( д д д д ) х 1 . Еу дх Еу - Еу ду Ех - Ez дz Ех + Ez дх Ez + 

•( д д д д) + J . Ez ду Ez - Ez дz Еу - Ех дх Еу + Ех ду Ех + 

(П8.5) 

Введем феноменологически такой тензор (не псевдотензор!) четвер­
того ранга электрически-магнитной восприимчивости хЕм, что 

(П8.6) 

Сопоставим (П8.6) и (П8.5) и убедимся в их эквивалентности 
при соблюдении следующих условий: тензор хЕМ имеет 12 ненулевых 
компонент, причем 

. 2 
ЕМ ic 6 одинаковых компонент х .... = - - · Т/ 
i1i1 (;) ' 

. 2 

6 одинаковых компонент хтйi = ~ . Т/. 
(;) 

(П8.7) 

(П8.8) 

. . - . .../.. . п ЕМ - ЕМ ~Ем 
где i, J - х, у, z, i / J. оскольку Xijij - -Xijji• то у тензорах лишь 

одна независимая компонента. 

Рассматривая суперпозицию откликов, вызванных электроквадру­

польной поляризацией вида (2.26) и смешанной поляризацией вида 
(П8.6), можно ввести эффективную квадратичную поляризацию 

P (2)EFF - pEFF - pQ + рЕМ - с XEFFE.'7 Е - - - с.О. ijkl J v k z, (П8.9) 

где xEFF - тензор эффективной восприимчивости четвертого ранга 
вида (2.35). 

Обсудим некоторые свойства тензора XEFF. Сравнивая (П8. 7), 
(П8.8) и (2.27), видим, что каждой ненулевой компоненте тензора хЕм 
соответствует ненулевая компонента тензора xQ (обратное не верно!). 
Следовательно, ни одна из компонент тензора xEFF не имеет чисто 
электрически-магнитной природы. Для кубической среды тензор xEFF 
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имеет 21 ненулевую компоненту, из которых четыре независимых: 

3 EFF Q 
одинаковые компоненты Xiiii = Xiiii, 

6 EFF Q 
одинаковых компонент Xiijj = Xii)j' 

. 2 

6 EFF Q ic 
одинаковых компонент Xijji = Xiijj + ---:; · ТJ, 

. 2 

6 EFF _ Q ic · · _ · -/.. · 
одинаковых компонент Xijij - Xijij - - · ТJ, z, J - х, у, z, z / J. 

w (П8.10) 
Для изотропной среды ненулевыми являются те же компоненты, из 

которых ввиду (2.28) лишь три независимы. 
Хотя соотношения между компонентами тензора xEFF (см. П8.10)) 

несколько отличаются от соотношений между компонентами тензора 

XQ (см. (2.27)), однако формулу (П8.9) можно с помощью преобра­
зований, аналогичных (2.30), привести к виду, аналогичному (2.29), 
с заменой материальных констант (3, 1, д, <; на (ЗEFF, IEFF, JEFF, <;EFF: 

piEFF = Ео . [ ( 5Еп _ (ЗEFF _ 21EFF) . (Е . \7) Ei + (ЗEFF . Ei (\7 . Е) + 

+rEFF\7i(E·E)+<;EFFENiEi]· (П8.11) 

Константы ,вEFF, IEFF, 5EFF, <;EFF связаны с компонентами тензора 
XEFF формулами, аналогичными формулам (2.31)-(2.33). Например, 

1 1 Q "VEFF = - XEF.F = - (х. " . + xEJ\\.) Константы (ЗEFF "VEFF 5EFF гEFF 
1 2 2J2J 2 iJiJ iJiJ . , / , , " 

являются, вообще говоря, комплексными хотя бы потому, что компо-
2 

ненты X~jл;;l содержат комплексный сомножитель i ~. Сами компоненты 
1.<) 

тензоров xQ и хЕМ также могут быть комплексными величинами, 
особенно когда хотя бы одна из циклических частот ш или 2ш близка 
к резонансной частоте какого-либо квантового перехода в объеме ПП. 

Литература к приложению 8 

1. Келuх С Молекулярная нелинейная оптика. - М.: Наука, 1981. - 670 с. 



Приложение 9 

БРА- И КЕТ-ВЕКТОРЫ. МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ 

Введенный в квантовую механику П. Дираком формализм бра­

и кет-векторов и формализм квантовой статистики, связанный с мат­

рицей плотности, подробно описаны во многих книгах по квантовой 

механике. Здесь приводится краткое изложение этих вопросов, близкое 

к изложению в книгах [ 1, 2]. 
Применение в квантовой механике математического аппарата ли­

нейных (векторных) пространств связано с одним из ее базовых поня­
тий - понятием квантового состояния. В соответствии с квантовомеха­

ническим принципом суперпозиции линейная комбинация возможных 

состояний квантовой системы, взятых с произвольными комплексны­

ми коэффициентами, также является возможным состоянием системы. 

Это позволяет рассматривать квантовые состояния как своеобразные 

векторы в «пространстве состояний». 

Вектор состояния системы по Дираку обозначается JФ) и называет­
ся кет-вектором или просто кет. Линейное пространство кет-векторов 

может быть как конечномерным, так и бесконечномерным. Если сово­

купность базисных векторов счетна, то любой вектор «пространства 

состояний» можно представить в виде 

(П9.1) 

где li) - базисные векторы, ci - комплексные коэффициенты. 
Если же базисные вектора Ю образуют континуум и зависят от 

непрерывного параметра С то аналогом разложения (П9.1) будет раз-
ложение 

~2 

IФ) = J с(~)· 1~) d~. (П9.2) 

~1 

Пространству кет-векторов можно поставить во взаимно однознач­

ное соответствие линейное пространство других векторов, называемых 

бра-векторами или просто бра и обозначаемых (ФI. Бра- и кет-векто­
ры, находящиеся во взаимно однозначном соответствии, называются 

сопряженными и обозначаются одинаковыми буквами: кет-вектору JФ) 
сопряжен бра-вектор (ФJ. Поскольку соответствие бра и кет взаимно 
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однозначно, то любое состояние системы может быть описано как кет­

вектором состояния, так и бра-вектором состояния. 

Потребуем, чтобы соответствие бра и кет было антилинейным, т. е. 

кет-вектору, определяемому формулой (П9.1), был сопряжен бра-вектор 

(ФI = 2:< · (il, (П9.3) 

а кет-вектору, определяемому формулой (П9.2), был сопряжен бра-
вектор 

(2 

(ФI = J с*(О · (~1 d~. (П9.4) 

(1 

Тогда соответствие между кет и бра аналогично соответствию 

между волновыми функциями и функциями, комплексно им сопря­

женными. 

Для бра и кет определена операция скалярного произведения: 

(П9.5) 

где интегрирование проводится по координатам всех частиц, а для 

частиц со спином производится также суммирование по возможным 

значениям спина. 

Введенное скалярное произведение удовлетворяет соотношению 

(Ф 1 Ф) = (Ф 1 Ф)* (П9.6) 

и для каждого вектора задает вещественную неотрицательную норму. 

В обозначениях Дирака волновое уравнение Шредингера имеет вид 

н IФ) = in 8 ~~!, (П9.7) 

а условие нормировки 

(Ф 1Ф)=1. (П9.8) 

Если каждому кет-вектору \Ф) по определенному правилу ставится в 
соответствие другой кет-вектор J Ф), причем это соответствие линейно, 
то ГОВ<?J>ЯТ, что определен некоторый линейный оператор А, такой, что 
\Ф) =А \Ф). Аналогичное соотношение для бра-векторов записывают 

в виде (Ф\ = (Ф\ А. 
Произведение бра и кет (Ф J Ф) есть скаляр (комплексный), а произ­

ведение кет и бра \Ф) (ФI - оператор. Действительно, если обозначить 
\Ф) (Ф\ = А, то операция А \Х) ставит в соответствие вектору \Х) 
другой вектор IФ) (Ф 1 Х). 

Рассмотрим квантовую систему, свободную от внешни~ воздействий 

и характеризующуюся невозмущенным гамильтонианом Н0 . Решением 

уравнения Шредингера (П9.7) в этом случае является ряд векторов 

17 О. А. Акципетров, И. М. Баранова, К. Н. Евтюхов 
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состояния IФk) = exp(-iwkt) · IФk), где Wk = Ek/1i, IФk) - не завися­
щие от времени векторы состояния, удовлетворяющие стационарному 

уравнению на собственные значения 

(П9.9) 

и условию ортонормированности 

(П9.10) 

Далее для краткости кет-векторы IФk), удовлетворяющие уравнениям 
(П9.9) и (П9.10), будем обозначать lk), а сопряженные бра-векто­
ры - (k/. 

Состояния системы, описываемые векторами lk), будем называть 
собственными состояниями системы. 

По квантовому принципу суперпозиции система может также нахо­

диться в состоянии IФ), представляющем собой линейную комбинацию 
собственных состояний с комплексными коэффициентами: 

IФ) = L Ck · ехр (-iwkt) · lk), (П9.11) 

k 

причем lckl 2 есть вероятность обнаружения системы в k-м собственном 
состоянии (2: /ck/ 2 = 1). Состояние системы, описываемое вектором 

k 
IФ), будем называть чистым состоянием. 

Как отмечено выше, произведение кет и бра есть оператор. Рас­

смотрим совокупность операторов li) (jl. Подобно разложению вектора 
по ортонормированному базису li), оператор А можно разложить по 
системе операторов /i) (j/: 

А= L Aij li) (j/. (П9.12) 

i,j 

Коэффициенты Aij называются матричными элементами оператора А 
и ввиду ортонормированности векторов /i) находятся по формуле 

Aij = (il А lj) = f Ф7АФj dV. (П9.13) 

Таким образом, оператору А сопоставляется ~атрица {Aij}· 
Ч~s.:о иs:_12..оль~ется единичный оператор I, удовлетвор_яющий усло­

вию IA = AI =А, который можно представить в виде I = L lk) (k/. 
k 

Его диагональные матричные элементы - единицы, а недиагональ-

ные - нули: Iij = дij· 
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Если оператор А соответствует физически наблюдаемой величине, 
то, как постулируется в квантовой механике, среднее значение этой 

величины для системы в чистом состоянии [\fl) таково: 

(А)= (Ф/А/Ф). (П9.14) 

Наблюдаемая величина (А) должна быть вещественной. Для этого 
оператор А должен быть самосопряженным или эрмитовым, что в мат­
ричной форме сводится к соотношению Aij = Aj;. 

В квантовой статистике рассматриваются системы, которые с неко­

торыми вероятностями Рп могут находиться в различных чистых со­

стояниях /Фп), каждое из которых есть суперпозиция собственных 
состояний: 

/Фn) = L Cnk · exp(-iwkt) · /k). 
k 

Такие состояния системы называются смешанными. 

(П9.15) 

Среднее значение наблюдаемой величины, которой соответствует 

оператор А, для смешанного состояния находится путем статистиче­
ского усреднения в классическом смысле: 

(П9.16) 

п 

Формулу (П9.16) можно преобразовать к следующему виду 

(А)= L (k[ рА [k), (П9.17) 

k 

где р - так называемый оператор плотности (матрица плотности): 

(П9.18) 

п 

Оператор (матрица) плотности в квантовой статистике играет такую 
же роль, что и функция распределения в классической статистической 

физике. 

Формула (П9.17) показывает, что среднее значение величины А 

есть сумма диагональных элементов (шпур) оператора - произведения 

операторов р и А: 

(А) = Sp (рА) = L Pij . Aji· (П9.19) 

i,j 

Так как по формуле (П9.19) можно определить среднее значение лю­

бой наблюдаемой величины, то знание оператора плотности позволяет 

получить всю информацию о данной системе, существенную с точки 

зрения физики. 

17* 
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Оператор плотности эрмитов, шпур матрицы плотности равен 

единице: 

Sp(p) = 1. (П9.20) 

Оператор р можно разложить по системе операторов /i) (j/: 

Р = LPn · Cni · c~j · ехр [-i ((<Ji - (<)j) · t] · /i) (j/. (П9.21) 

n,i,j 

Матричные элементы такого разложения: 

Ppq = (р/ Р /q) = LРп ·Спр· c~q · ехр [-i ((<)р - (<)q) · t]. (П9.22) 

п 

Диагональные элементы таковы: 

Ррр = LРп · /Спр/ 2 . (П9.23) 
п 

Из (П9.23) видно, что диагональный элемент РРР есть вероятность при 
измерении обнаружить систему в собственном состоянии /р). Недиаго­
нальные элементы, определяемые формулой (П9.22) при р -1 q, харак­
теризуют когерентную суперпозицию (интерференцию) состояний /р) 
и jq). 

В термодинамически равновесной квантовой системе, не испыты­

вающей внешних воздействий, недиагональные матричные элементы 

равны нулю: P~q = О (р -1 q). Значения диагональных элементов, т. е. 
вероятности заселения энергетических уровней, определяются соот­

ветствующей статистикой. Для коллективов атомов и молекул это 
ехр(-Е /kT) 

статистика Больцмана: р~Р = """"' Р , а для кристаллов, где 
L exp(-Em/kT) 

/р) - блоховские функции, р~Р ~адается статистикой Ферми. 
Зная гамильтониан системы, можно получить уравнение, описыва­

ющее изменение оператора р во времени. Простой вывод этого уравне­
ния, известного как уравнение Лиувилля, приведен, например, в [ 1]. 
Оно имеет вид 

in ~ = [Й,/J] = Й/J-/JH, (П9.24) 

где [Й, /J] - коммутатор операторов Н и р. 
Если система под влиянием внешних воздействий, например, све­

тового излучения, изменяет свое состояние, то при решении уравнения 

Шредингера (П9.7) нужно использовать возмущенный гамильтони­

ан Н. В случае относительно слабого воздействия гамильтониан Н 
- ,......._ -1 ........... , 

можно представить в виде Н = Н 0 + Н , где Н - добавочный оператор 

(гамильтониан), обусловленный возмущением системы. При этом, как 

правило, возмущенные волновые функции раскладывают по базисным 
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векторам li), являющимся собственными векторами невозмущенного 
стационарного уравнения (П9.9). 

Если из общего гамильтониана можно выделить гамильтониан воз­

мущения, то из уравнения (П9.24) выводится уравнение, описывающее 
динамику изменения матричных элементов ppq: 

·~ дррq - (Е Е ) [Н~1 ~] ~п дt - Р - q ppq + , р pq' (П9.25) 

где Ер, Eq - собственные значения энергии для невозмущенного га-

мильтониана. ~, 

Расчет матричных элементов [Н, p]pq облегчает следующее соот­
ношение, которое можно получить, применяя формулы (П9.1), (П9.3), 
(П9.18) и (П9.21): 

(П9.26) 

m 
~1 

Добавочный гамильтониан Н удобно разбить на две части: 

.-1 -int -rel 
Н =Н +Н , (П9.27) 

~int 

где Н - гамильтониан взаимодействия системы с внешним возму-
~ rеl 

щающим воздействием, а Н - гамильтониан, описывающий такие 
взаимодействия, которые приводят к релаксации возмущенной системы 

к невозмущенному состоянию после прекращения внешнего воздей­

ствия. 

Достаточно простой моделью, описывающей релаксацию матричных 

элементов Ррч, является модель линейной релаксации, в соответствии 

с которой 

[H
1

,p]pq = -inГpч(Ppq - P~q), (П9.28) 

где г;ч' = Tpq характерные времена релаксации, P~q - термоди­
намически равновесные значения матричных элементов. Для недиаго­

нальных элементов время rpq часто называют временем поперечной 

релаксации и обозначают (T2 )pq. Для диагональных элементов говорят 
о времени продольной релаксации и используют обозначение (Т1 )Р. 
Как уже отмечалось, равновесные значения недиаrональных элементов 

матрицы плотности равны нулю, а для диагональных определяются 

соответствующей статистикой. 

В рамках этой модели релаксации уравнение (П9.25) принима­
ет вид: 

. д ppq _ ~ [ ~ int ~] . ( е ) ili дt - nVJpq · ppq + Н , р pq - iliГ pq Ррч - Ppq , (П9.29) 

где 

w ={(Ер - Еч) /1i, р =/' q, 
pq О, Р = q. 
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Для кристалла энергетический спектр квазинепрерывен. Для каж­

дой из разрешенных зон базисные функции IФ(k)) зависят от квази­
волнового вектора k электрона и образуют также квазинепрерывное 
множество. В этом случае вектор чистого состояния определяется 

формулой (П9.2), принимающей вид 

IФ) = J с (k) · IФ(k)) . dk, (П9.30) 

а условие ортогональности записывается как 

(ф(k') 11/J(k)) = б(k' - k). (П9.31) 

Для чистого состояния оператор плотности определяется соотно-

шением 

р = IФ) (ФI, (П9.32) 

а его матричные элементы образуют квазинепрерывное множество и 

зависят от параметров k и k': 

p(k, k') = (Ф(k)I 7J IФ(k')) =с (k) ·с* (k'). (П9.33) 

Диагональные элементы p(k, k) = p(k) дают вероятность нахождения 
электрона в единичном объеме k-пространства. 

Условие (П9.20) в данном случае принимает вид 

J p(k) . dk = 1. (П9.34) 

Динамика изменения матричных элементов p(k, k') по-прежнему опи­
сывается уравнением (П9.29), но теперь матричные элементы комму­

татора вычисляются по интегральной формуле, заменяющей формулу 

(П9.26): 

(П9.35) 

Среднее значение величины, которой соответствует оператор А, вычис­
ляется по формуле, заменяющей формулу (П9.19): 

(А)= Sp (рА) = J J p(k, k') · Ak' k · dk · dk', 

где матричные элементы Ak' k = (ф(k')I А Jф(k)). 

Литература к приложению 9 

(П9.36) 

1. Пантел Р., Путхоф Г. Основы квантовой электроники. - М.: Мир, 1972. -
384 С. 

2. Мессиа А. Квантовая механика. Т. 1. - М.: Наука, 1978. - 478 с. 



Приложение 10 

ОБОСНОВАНИЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ МОДЕЛИ 

ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ЭЛЕКТРОИНДУЦИРОВАННОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ 

ПОЛЯРИЗАЦИИ 

Сравним заданную формулами (2.236), (2.237) экспоненциальную 
аппроксимирующую функцию Estat (z) и функцию 

~ d'f 
Estat(z) = - dz, (ПlО.1) 

описывающую реальное распределение квазистатического электриче­

ского поля в приповерхностной ОПЗ. Здесь ip(z) - решение уравнения 
Пуассона для поля в среде с фермиевской статистикой носителей 

d
2

cp = - _e_ {Nv [Ф1;2 (~о - У) - Ф1;2 (~о)] -
dz2 EoEsc 

- Nc [Ф1;2((0 +У) - Ф1;2((0)] }. (ПlО.2) 

00 

( ) 2 J Гw dw Evo - F F - Есо 
где Ф1;2 77 = ,,/1i l+exp(w-17)' а ~о= kT ; (о= kT -

о 

введенные в подразделе 2.4.1 нормированные отстройки уровня Фер-
ми F от краев плоской запрещенной зоны, У = ~~ - нормированный 
локальный потенциал. 

Если поверхностный потенциал мал (JYscl = е i'Pscl /(kT) « 1), то 
уравнение (П 10.2) после линеаризации по малому параметру У прини-
мает вид 

d2cp 2e2J 
dz2 = ,,/1i EoEsckT . ер, (ПlО.3) 

где J = J(~0 , ( 0) - введенная в подразделе 2.4.2 функция (см. формулу 
(2.226) и рис. 2.15). 

Решение уравнения (ПlО.3) с учетом ограниченности потенциала 
при z ___, оо имеет вид 

ip(z) = cpsc · exp(-z/ zo), (ПlО.4) 
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где 

Zo = (ПlО.5) 

Из формул (ПlО.1), (ШО.4) и (ПlО.5) следует, что в данном случае 
распределение электрического поля по глубине ~ экспоненциальное, 

т. е. модель распределения поля, описываемая уравнениями (2.236), 
(2.237), адекватна реальности. Более того, если выполняется не только 
условие малости поверхностного потенциала, но и условие отсутствия 

объемного вырождения ПП (~о. (о < О, l~ol, l(ol » 1), то уравнение 
(ПlО.3) превращается в уравнение (2.231), также имеющее решение 
вида (ПlО.4) с характерной глубиной проникновения поля в среду 
zo = LD, где дебаевская длина экранирования LD рассчитывается по 
формуле (2.228). 

При увеличении потенциала 'Psc зависимость Estat (z) становится 
неэкспоненциальной и, по-видимому, ее отличие от зависимости ви­

да (2.236) достигает максимума в предельных случаях обеднения при­
поверхностного слоя либо поверхностного вырождения исходно невы­

рожденного ПП. Для этих случаев аналитическое решение уравнения 
(ПlО.2) известно, и его можно сравнить с аппроксимацией (2.236). 

При вырождении, как показано в работе [1) 

Е (z) _ 4rpsc 
stat - L(l +z/L)б' 

L - 5.156LD 
- 1Yscl 114 • 

(ШО.6) 

При этом в соответствии с формулой (2.237) в экспоненциальной моде­
ли нужно использовать значение zo = L/4. Относительная интеграль­
ная погрешность аппроксимации составляет в этом случае величину 

00 

1 f ~ дint = - IEstat(z) - Estat(z)I · dz = 0,12, 
<psc 

(ПlО.7) 

о 

а относительная локальная погрешность 

;;: ( ) -1 Estat(z) - Estat(z) 1 
U)oc Z - --~~--~ 

Estat(z) 
(П 10.8) 

достигает наибольшего значения д1осmах = О, 12 при z = zo = 0,25L. 
В случае обеднения приповерхностного слоя, например, в ПП n-ти­

па, достаточно точное решение уравнения (П 10.2) таково [2): 

{ 

1 - z/l 2cocsc l'Pscl 
Е~ ( ) _ -2<psc -l-, О ~ z ~ l = stat z - eno 

О, z > l. 
(ПIО.9) 

Тогда в экспоненциальной аппроксимации zo = l/2, и на участке О~ 
~ z ~ l дint = О, 19, а д1асmах = 0,26 при z = zo = 0,5l. 
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По-видимому, относительная погрешность расчета интенсивности 

отраженной ВГ при использовании аппроксимации (2.236) должна 
быть существенно меньше найденных значений Dtocmax• так как отклик 
ВГ в значительной степени Фо2мируется в тонком приповерхностном 

слое при z--+ О, где Estat(z)--+ Estat(z). 

Литература к приложению 1 О 

l. Арутюнян В. М. Физические свойства границы полупроводник-электро­
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Наука, 1983. - 312 с. 



Приложение 11 

ВЛИЯНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ 

ПОЛЯРИЗАЦИИ НА р-ПОЛЯРИЗОВАННУЮ 

ВОЛНУ ОВГ 

Геометрия рассматриваемого в данном Приложении взаимодействия 

волн представлена на рис. П 11.1. 
Как и в подразделе 3.1.2, вначале рассмотрим ситуацию, когда 

в тонком приповерхностном слое ПП имеет место дипольная р-поляри­
зованная волна НП, а вне ПП и в его глубине НП отсутствует: 

z <О; 
о~ z ~ d; 
z > d. 

Рис. Пl 1.1. Геометрия взаимодействия волн при генерации р-поляризованной 
ОВГ в тонком приповерхностном слое ПП 
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Волна НП возбуждает в ПП и вне его р-поляризованную волну ВГ. 
Вне ПП волна ОВГ описывается формулами, следующими из решения 
однородного волнового уравнения и формулы (3.16): 

Er2(r) = Er2 ехр (ikr2 · r); 
2 

Hr2(r) = с:ос kr2 х Er2 · ехр (ikr2 · r) = eyc:ocn"2Er2 ехр (ikr2 · r). 
"-'2 

При z > d, т. е. за приповерхностным слоем, вглубь ПП распростра­

няется волна ВГ, у которой пространственные сомножители напряжен­

ностей полей рассчитываются по формулам: 

Et2(r) = Et2 ехр (ikt2 · r), 
2 

Ht2(r) = с:ос kt2 х Et2 · ехр (ikt2 · r) = eyc:ocnt2Et2 ехр (ikt2 · r). 
W2 

Для расчета полей волны ВГ в приповерхностном слое, т. е. при 

О~ z ~ d, воспользуемся неоднородным волновым уравнением (3.10), 
в данном случае принимающем вид 

V'x(V'xE) = V'(V' · E(r))-ЛE(r) = k2E(r) + 
w~ (exP~IP +ezP~1P) ·exp(iks ·r) + - · (Пll.1) 
с2 fo . 

Общее решение соответствующего однородного уравнения описыва­
ет суперпозицию двух волн: 

Eh(r) = Е+ exp(ik+ · r) + Е_ ехр (ik_ · r), 

у кот~ых ~сленные значения волновых векторов k+ и k_ одинаковы: 
k+ = k_ = kt2 = k, а направления различны. 

Частное решение уравнения (П 11.1) ищем в виде 

Es(r) = (exEsx + ezEsz) · ехр (iks · r). 

Тогда с учетом соотношения ksy = О получаем 

У' Х Es(r) = eyi (Esxksz - Eszksx) · ехр ( iks · r), 

У' х (У' х Ев (r)) = ех (Esxksz - Eszksx) ksz ехр (iks · r) -

- ez (Esxksz - Eszksx) ksx ехр ( iks · r). 

Уравнение (П 11. l) принимает вид 
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В последнем уравнении приравняем коэффициенты при ех и еу в 

левой и правой частях и с учетом формул (3.9), (3.18) и соотношений 
k r..Jo- . (} k "-12- (} " sx = -"'-nt1 sш 8 , sz = -nt1 cos s получим систему двух линеиных 

с" с Е Е 
уравнении для отыскания величин sx' 82 : 

из которой находим: 

pJ;IP -2 . 2 -2 Р1)]Р -2 . 
-- (nt1 sш е. - п) + --ntl sш(}, cos(}, 

Е _ со со 

sx - -2 (-2 -2 ) ' 
п п - nt1 

p~IP -2 . p;>IP -2 2 -2 
--ntl sше. cose. + -- (ntl cos (}, - п) 

Е _ со со 

sz - -2 (-2 -2 ) 
п п - ntl 

(Пl 1.2) 

(Пl 1.3) 

Итак, в приповерхностном слое распространяется волна ВГ, у кото­

рой пространственный сомножитель амплитуды напряженности элек­

трического поля 

E(r) = E+exp(ik+ · r) + E_ exp(ik_ · r) + (exEsx + е2Е82 ) • exp(iks · r), 

а пространственный сомножитель напряженности магнитного поля в 

соответствии с (3.16) таков: 

H(r) = s~2 
{k+ хЕ+ · ехр (ik+ · r) + k_ хЕ_ · ехр (ik_ · r) + 

ez } 
ksz ехр (iks · r) = eyeoc[E+nexp (ik+ · r) + 
Esz 

+ E_ n ехр (ik_ · r) + nt1 (Esx cos ()5 - Esz sin Bs) ехр (iks · r)]. 

При z = О и z = d тангенциальные составляющие напряженностей 
полей непрерывны. Из этих граничных условий, во-первых, следуют 

идентичные (3.50) формулы для расчета углов В+ = ()t2 = () и ()_ = 7Г -

- В+, а также идентичная (3.38) формула для расчета угла Br2, во­
вторых, следуют четыре уравнения, позволяющие найти величины Er2, 
Е+, Е_, Et2: 

z=O: Ex=const {::} -Er2cosOr2=E+cosB-E_cos()+Esx; 
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z =О: Ну = const {::} nr2Er2 = nE+ + nE_ + 
+ ritt (Esx cos es - Esz sin es); 

z = d: Ех = const {::} Et2 cos е ехр ( ikd cos е) = 

= E+coseexp(ikdcose)- E_coseexp(-ikdcose) + 
+ Esx ехр (iksd cos Bs); 

z = d: Ну = const {::} nEt2 ехр ( ikd cos В) = nE+ ехр ( ikd cos В) + 
+ nE_ ехр (-ikdcosB) + nt1 (Esx cosBs - Esz sinBs) ехр (ik8 dcosBs)· 

Поделим левые и правые части двух последних граничных ус.т::авий 

на множитель exp(ikcosB · д). Как и в подразделе 3.1.2, линеаризуем 
экспоненциальные сомножители по малым параметрам k · d и ks · d. 
В результате получим следующую систему четырех уравнений: 

Er2 cosBr2 = -Е+ cosB + Е_ cosB - Esx; (Пl 1.4) 

nr2Er2 = nE+ + nE_ + ntt (Esx cos Bs - Esz sinBs); (Пl 1.5) 

Et2 cos () = Е+ cosB - Е_ cos B(l - 2ikdcosB) + 
+ Esx [1 + id (ks COS Bs - k COS В)]; (Пl 1.6) 

пвt2 = nE+ + пв_ ( 1 - 2ikd cos е) + 
+ ntt (Esx cos Bs - Esz sin Bs) · [1 + id (ks cos Bs - k cos В)]. (Пl 1.7) 

Из (Пl 1.4) и (П 11.5) следует уравнение 

-Е+ nr2 cos В + E_ nr2 cos В - Esxnr2 = 
= E+n cos Br2 + E_n cos Br2 + nt1 cos er2 (Esx cos Bs - Esz sin Bs), 

из которого выразим Е+: 

Е+ = E-(nr2cos(}-ncos()r2) _ Esxnr2+(Esxcos(},-E,zsin()s)nticos()r2. 
nr2 cos () + п cos Or2 nr2 cos () + n cos Or2 

Из (Пl 1.6) и (Пl 1.7) следует уравнение 

-nE_ cos В( 1 - 2ikd cos (}) + Esxn [1 + id (ks cos Bs - k cos В)] = 

= nE_(l - 2ikdcosB) cosB + nt1 (Esx cosBs - Esz sinBs) х 

х [1 +id(k8 cosB8 -kcosB)]cos(}, 

линеаризуя которое по малым параметрам kd и k8 d, найдем величи­
ну Е_: 

Е = [1 + id (ks cos () 5 + k cos О)]· [Esxn - (Esx cos (), - Esz sin е.) · nt1 cos ()]. 
- 2ncos(J 
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Наконец, выразим из (Пl 1.5) искомую величину Er2 и, используя 
полученные выражения для Е+ и Е_, найдем, что 

Er2 = -
1
- [nE_ + nE+ + nt1 (Esx cos ()s - Esz sin Bs)] = 

nr2 

.d k 8 cos0s+kcos0 [Е - (Е () Е · п )- В] = Z · (} (} • sxn - . sx COS s - sz SlllUs nt1 COS . 
nr2 cos + n cos r2 

(ПI 1.8) 

В формуле (П 11.8) преобразуем выражение в квадратных скобках, 
подставив в него формулы (Пl 1.2) и (Пl 1.3), определяющие значения 
величин Esx И Esz• 

[Esxn - (Esx cos Bs - Esz sin Bs) nt! cos В] = 

p,;>IP (-2 . 2 /} -2 -- (} (} ) р;>!Р - . (} с- (} - В) -- nt1 sш иs - n + nnt1 cos cos s + --nt1 sш s ntl cos s - ncos 
~ ~ 

n(n2 
- п~1) 

Но из граничных условий (см. формулу (3.37)) следует, что 
'iiti sin ()3 = n sin В, и последняя формула становится проще 

[Esxn - (Esx cos Bs - Esz sin Bs) nt1 cos В] = 

- (} - (} (pDIP pDlP ) nt1COS s-ncos х () z · (1 
= _о -О • -- CQS + -- Slll • 

п- - п;; 1 Ео Ео 

Подставим полученное выражение в (Пl 1.8), используем при этом 
формулы (3.9), (3.18), (З.57) и соотношение Л = w2 /c. В результате 
получим, что 

Er2 = _.:._ · d · _ _х_ cosB + _z_ sin() . 
. 1 (pDlP pDIP ) 
А nrz cos В+ п cos Br2 Ео Ео 

Как и в подразделе 3.1.2, будем считать, что при d __,. О произве­
дение d · pDIP стремится к некоторому постоянному значению pSURF, 

которое и определяет поверхностную дипольную НП. Формула для 

амплитуды ОВГ, генерируемой только р-поляризованной поверхностной 

дипольной НП, принимает вид 

pSURF pSURF 
_х __ cos Bt2 + _z __ sin Bt2 

i со со Er2 = - -А . ---"--------"--~--
nr2 cos Bt2 + nt2 cos Or2 

(ПI 1.9) 
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ПОЛЯРИЗАЦИИ: 

МАЛЫЕ УГЛЫ ПРЕЛОМЛЕНИЯ, 

СЛАБОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ НАКАЧКИ 

Как показано в подразделе 3.3.1, с достаточной степенью точности 
в теории генерации ВГ для кремния и для указанных источников 

накачки можно считать действительными показатель преломления для 

накачки nt1 = nt1, также значения sin е s и cos е s. Это приближение 
названо приближением слабого поглощения накачки. Кроме того, для 

угла Bs можно использовать приближение малых углов преломления: 
косинус этого угла будем считать равным единице и будем прене­

брегать квадратом и кубом его синуса. При указанных допущениях 

выражения для компонент НП, приведенные в табл. 3.1-3.10, значи­
тельно упрощаются. Эти упрощенные выражения приведены в табли­

цах П12.l-П12.10. 

Таблица П12.1 

Компоненты Рiв квадрупольной объемной НП для грани ( l l l) крем­
ния в приближении малых углов преломления и слабого поглощения, 

в V2 ( в в в ) в Хл = 6 Ххххх - 2Хххуу - Ххуху , Xijkl - компоненты тензора квадруполь-

ной квадратичной нелинейной восприимчивости в кристаллографической СК, 

kt 1 = wnt! , q - индекс поляризации излучения накачки 
с 

piB /Ео 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х . 2 ( х~ в ) . -iEt1kt! · V2 - Ххуху sшOs iEj1 kt1 · Х~ · cos Зф 

р 

iEi1 kt1 · х~ · sin Зф у о 

z iEz1 kt1 · (J2 Х~ + х:уху) iEi1kt! · Х~ sin Os · cos Зф 

х . 2 ( х~ в ) . iEt1kt1 · V2 + Ххуху sшOs -iEi1kt1 · х~ · соsЗф 

s 
у о -iEi1 kt1 · х~ · sin Зф 

z iEz1kt1 · ( V2 х~ + х:уху) -iEi1 kt1 · х~ sin О s · cos Зф 
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Таблица П12.2 
Компоненты ррс = P;E(z =О) дипольной электроиндуцированной НП для гра­
ни ( 111) кремния в приближении малых углов преломления и слабого погло-

Е у'2(Е 2Е Е) Е 
щения, ХА = 6 Ххххх - Хххуу - Ххуух , Xijkl - компоненты тензора элек-

троиндуцированной кубической нелинейной восприимчивости в кристаллогра­

фической СК, q - индекс поляризации излучения накачки 

ррс /Ео 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х -Ei1Esc(J2x~ + х;7хуу) · 2sinl:ls EiiEscX~ соsЗф 

р 
у о Eii Escx~ sin Зф 

z Eii Esc ( у'2 Х~ + х;7уух) о 

х о 
2 Е . 

-EtiEscXA соsЗф 

s 
о - Ei1 EscX~ sin Зф у 

z EiiEsc ( J2 Х~ + х;7уух) о 

Таблица П12.3 
Компоненты P;5URF дипольной поверхностной НП для грани ( 111) ~емния 
в приближении малых углов преломления и слабого поглощения, Xi'j'k' -
компоненты тензора дипольной поверхностной нелинейной восприимчивости 

в СК, связанной с отражающей плоскостью ( 111), q - индекс поляризации 
излучения накачки 

ppURF /со 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х -Eii · X~'x'z' · 2sinl:ls Ei1 · Х~'х'х' · cos Зф 
р 

у о Eii · х~, х' х' · sin Зф 

z EiiX~'x'x' о 

х о -Eii · Х~'х'х' · соs3ф 
s 

о -Ei1 · х~'х'х' · sin Зф у 

z Eii · Х~1 х 1 х' о 
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Таблица П12.4 
Компоненты Р;8 квадрупольной объемной НП для грани (001) крем­
ния в приближении малых углов преломления и слабого поглощения, 

в V2(в 2 в в) в ХА = 6 Ххххх - Хххуу - Ххуху , Xijkl - компоненты тензора квадруполь-

ной квадратичной нелинейной восприимчивости в кристаллографической СК, 

kti = WntJ , q - индекс поляризации излучения накачки 
с 

Р;8 /со 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

. Е2 k ( 9 в в ) . () iEf1kt1 · ~ х~ sin8. · соs4ф х i tl tl · 
2
)2 ХА + Ххуху sш s 

2 2 
р 

о "Е2 k 3 в . () . 4ф 
у i tl tl . '>-.!? ХА SШ 8 • sш 

z iEf 1 kti · Х~уху о 

. Е2 k ех~ в ) . () -iEf1kt1 · ~ Х~ sin8s · соs4ф х i tl tl · 
2
)2 + Ххуху Slll s 

2 2 
s . Е2 k 3 в . () . 4ф 

у о -i tl tl · )2 ХА SШ s · SШ 
2 2 

z iEf1 kt1 · Х~уху о 

Таблица П12.5 
Компоненты ррс = P;E(z =О) дипольной электроиндуцированной НП для гра­
ни (001) кремния в приближении малых углов преломления и слабого погло­
щения, xf;kl - компоненты тензора электроиндуцированной кубической нели­
нейной восприимчивости в кристаллографической СК, q - индекс поляриза-

ции излучения накачки 

ррс /со 

q i Изотропная составляющая 
Анизотропная 
составляющая 

х -El1Escx?fxyy · 2sin8. о 

р 
у о о 

z Ef 1 Esc)(.;fyyx о 

х о о 

s 
о о у 

z El1 EscX.?fyyx о 
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Таблица П12.6 
Компоненты P;5ИRF дипольной НП для грани (OOlJ кремния в приближении ма­
лых углов преломления и слабого поглощения, Xijk - компоненты тензора ди­

польной поверхностной нелинейной восприимчивости в кристаллографической 
СК, q - индекс поляризации излучения накачки 

ppURF /со 

q i Изотропная составляющая 
Анизотропная 

составляющая 

х -Ei1·X~xz·2sin8s о 

р у о о 

z Е;1Х~хх о 

х о о 

8 у о о 

z Ez1 · х~хх о 

Таблица П12.7 

Компоненты Р;в квадрупольной объемной НП для грани (110) крем­
ния в приближении малых углов преломления и слабого поглощения, 

в V2 ( в в в ) в ХА = 6 Ххххх - 2Хххуу - Ххуху , Xijkl - компоненты тензора квадруполь-

ной квадратичной нелинейной восприимчивости в кристаллографической СК, 

ktJ = wnt1 , q - индекс поляризации излучения накачки 
с 

Р;в /с:о 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х iEz1kt1 · ( 8~ Х~ + Х~уху) sinBs -iEz1kt1 ~ х~ · sinBs соs2-ф 
2 2 

·в2 k з в . е 
р 

о 
i tl tl у12 ХА · SШ s Х 

у 8 2 
х (3sin4-ф - 10sin2-ф) 

. 2k ( 3 в в ) iEZ1 kt1 ~ Х~ cos 2-ф z iEti tl · 2у12 ХА+ Ххуху 2 2 

·в2 k ( 9 в в ) . е -iEz1kti ~ х~ sinBs соs4-ф х i tl tl SV2 ХА + Ххуху SШ s 
8 2 

°E2k 3 В·е 
8 о 

-i tl tl V2 ХА SШ s х 
у 8 2 

х (3sin4-ф + 2sin2-ф) 
z ·в2 k ( з в в ) -iEz1kt1 ~ хв соs2-ф i tl tl 2у12 Х + Ххуху 

2 2 
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Таблица П12.8 

Компоненты ррс = P;E(z =О) дипольной электроиндуцированной НП для гра­
ни (110) кремния в приближении малых углов преломления и слабого погло-

Е V2°(E 2Е Е) Е щения, ХА = - Ххххх - Хххуу - Ххуух , Xijkl - компоненты тензора элек-

троиндуцирова2ной кубической нелинейной восприимчивости в кристаллогра­
фической СК, q - индекс поляризации излучения накачки 

ррс /Ео 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х 2 ( 3 Е Е ) - Etl Esc 
2
V2 ХА + Хххуу · 2 sin 618 -E'f1Esc ~ Х~ sin61s cos 2ф 

р у о -E'f1Esc ~ х~ sin61. sin2ф 

2 ( 3 Е Е ) 2 Е 3 Е z Et1Esc 
2
V2 ХА+ Ххуух Etl sc V2 ХА cos 2ф 

2 2 

х о о 

s у о о 

2 ( 3 Е Е ) 2 Е 3 Е z Et1 Esc 
2
V2 ХА + Ххуух - Etl sc V2 ХА cos 2ф 

2 2 

Таблица П12.9 
Компоненты P;5URF дипольной НП для грани (1 IOl кремния в приближении ма­
лых углов преломления и слабого поглощения, Xi"j"k" - компоненты тензора 
дипольной поверхностной нелинейной восприимчивости в СК, связанной с от-
ражающей плоскостью ( 11 О), q - индекс поляризации излучения накачки 

P;SURF /Ео 

q i Изотропная составляющая Анизотропная составляющая 

х -E'f1 · (X~"x"z" +x~"y"z") ·sin61s 
-Ef1 · (X~"x"z" - X~11 y"z") х 

х sin61s · соs2ф 

р у о 
-E'f1 · (x~"x"z" - X~11 y 11 z 11 ) х 

х sin618 · sin2ф 

2l(s s ) 
21(s s ) 

z Etl 2 Xz 11 x11 x11 + Xz 11 y11 y11 
Etl 2 Xz 11 x"x" - Xz 11 y 11 y 11 Х 

х соs2ф 

х о о 

у о о 
s 

2l(s s ) 
2l(s s ) -Etl 2 Xz 11 x11 x11 - Xz 11 y11 y11 х z Etl 2 Xz 11 x11 x11 + Xz 11 y11 y11 

х соs2ф 
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Таблица Пl2.10 
Компоненты НП ppuнF, Рiв, ррс для изотропной среды в приближении малых 
углов преломления и слабого поглощения, X~k - компоненты тензора диполь­
ной поверхностной нелинейной восприимчивости, xfзkl - компоненты тензо-

0 о о Е 
ра квадрупольнои нелинеинои восприимчивости, Xijkl - компоненты тензора 

об о 00 k wnti 
электроиндуцированнои ку ическои нелинеинои восприимчивости, tl = --, 

q - индекс поляризации излучения накачки с 

q i ppuнF /Ео Р;в /Ео ррс /Ео 

х -Ef1 · X~xz · 2sin0s . в Е2 k . В ixxyxy tl tl · s1n s -EfiEscx?fxyy · 2sinBs 

р у о о о 

z Ef1X~xx ix1/1yxyEf1 kt1 Ef 1 EscX?fyyx 

х о ·В E2 k ·о ixxyxy ti tl · sш s о 

s у о о о 

z Е'/,1 · Х~хх ix_1/1yxyE'/,1 kt1 Е'/,1 Escx:yyx 



Приложение 13 

ЭФФЕКТ КАЗИМИРА 

Многие интересные квантовые эффекты возникают при взаимо­

действии вакуума квантованных полей с внешними полями. К этим 
эффектам относится и эффект Казимира. 

Эффект Казимира - совокупность физических явлений (от микро­
механики до космологии), обусловленных поляризацией вакуума из-за 

изменения спектра вакуумных (нулевых) колебаний квантованных по­
лей при ограничении объема квантования или при отличии топологии 

пространства от евклидовой [ 1, 2]. Уникальность этого явления состоит 
в том, что оно является единственным макроскопическим проявлением 

структуры вакуума квантованных полей. 

Этот эффект был предсказан Х. Казимиром в 1948 г., а в 1958 г. 
М. Спаарнай обнаружил его экспериментально. Изначально под эф­

фектом Казимира понималось появление силы взаимодействия (притя­
жения) между зеркалами, находящимися на расстоянии а в вакууме, 
в результате их взаимодействия с нулевыми флуктуациями вакуума, 

т. е. с виртуальными фотонами. Эта сила Казимира, действующая на 

единицу площади зеркал, определяется формулой IFI = 1Г
2

1i~. Для 
240а 

а = 0,5 мкм IF/ r::::J 0,02 Н/м2. Уникальность такой силы притяжения, 
называемой вакуумной или казимировской, состоит в том, что она не 

зависит ни от масс, ни от зарядов, ни от иных констант связи. 

Х. Казимир рассматривал две плоско-параллельные металлические 

нейтральные пластины, находящиеся в вакууме на расстоянии а. В фи­

зическом вакууме происходят колебания электромагнитных полей, свя­
занных с виртуальными фотонами, соответствующими всем длинам 

волн электромагнитного спектра. Однако в пространстве между близко 

расположенными зеркальными пластинами ситуация меняется. Так как 
электрическое поле не проникает вглубь металла, то тангенциальная 

составляющая электрического поля нулевых колебаний на пластинах 
равна нулю. На резонансных длинах волн, целое или полуцелое чис­

ло раз укладывающихся между пластинами, электромагнитные волны 

усиливаются. Волны же с иной длиной, которых гораздо больше, на­
оборот, подавляются, т. е. подавляется рождение соответствующих вир­

туальных фотонов. Поэтому давление виртуальных фотонов изнутри на 
две плоско-параллельные пластины оказывается меньше, чем давление 
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извне, где появление фотонов ничем не ограничено. Так появляется 

сила притяжения Казимира. 

Таким образом, в рамках квантовой теории поля возникновение при 

нулевой температуре силы притяжения между идеально проводящими 

плоско-параллельными пластинами объясняется изменением спектра 

нулевых колебаний вакуума из-за обращения в нуль тангенциальной 

составляющей электрического поля на пластинах [ 1]. 
Казимировское взаимодействие, вообще говоря, является дально­

действующим, т. е. может иметь большой радиус действия (радиус 
нелокальности). На малых расстояниях, когда можно пренебречь за­

паздыванием взаимодействия, казимировское взаимодействие проявля­

ет себя в виде Ван-дер-ваальсовых сил. С этой точки зрения, соглас­

но [3], появление силы Казимира может быть истолковано как прояв­
ление Ван-дер-ваальсовых сил молекулярного притяжения на больших 
расстояниях, когда становится существенным учет запаздывания элек­

тромагнитного взаимодействия. Кроме того, эффект Казимира ответ­

ственен за спонтанные переходы в квантовых системах. В нелинейной 

оптике он может обуславливать, в частности, нелокальность (простран­
ственную дисперсию) нелинейно-оптического отклика. 
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Приложение 14 

МОДЕЛЬ ОБЪЕМНОЙ РЕКОМБИНАЦИИ В Si 

Рекомбинация в электронейтральном объеме Si в основном опре­

деляется двумя механизмами [ 1-3): рекомбинацией через примесные 
центры и оже-рекомбинацией, существенной при концентрациях носи­

телей п' >:::: р' > 1023 м-3, когда ее скорость RA = ал · 8(п') 3 (для Si 
ал= 4 · 10-43 м6/с [1]). 

В качестве центров рекомбинации рассмотрим двухзарядные ионы 

золота. Они обеспечивают быструю релаксацию электронно-дырочной 
плазмы в Si к равновесному состоянию и поэтому используются при 
создании быстродействующих приборов микроэлектроники [2-4]. Кро­
ме того, для ионов золота имеется полная информация о расположении 

энергетических уровней и вероятностях захвата свободных носителей 

на эти уровни [3]. Атомы золота в матрице Si могут находиться в трех 
зарядовых состояниях [3], представленных на рис. П14.1. 

Ее =Ev + 1,08эВ 

Е; = Ev + 0,56 эВ (акцептор) 

Ei = Ev + 0,35 эВ (донор) 

Ev 

а 

не существует к; 

пуст 

Au+ (q=+e, f+, g+) 

пуст 

------

в+ t 

Е; 

заполнен Et ---·---Au0 (q=O, fo, go) 

заполнен Е; ---·---
Au-(q=-e,f-,g-) 

6 

Рис. П14.1. Расположение энергетических уровней примеси Au в Si (а) и воз­
можные состояния примеси Au в Si (6) 
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В первом состоянии Au+ ион золота в запрещенной зоне создает 
донорный уровень с энергией Et = Ev + 0,35 эВ, где Ev - энергия 
дна запрещенной зоны. Во втором, электронейтральном, состоянии Au0 

уровень Et заполнен и возникает новый акцепторный уровень с энер­
гией Et = Ev + 0,56 эВ. При заполнении уровня Et атом золота ста­
новится ионом Au-. Равновесные вероятности f +о, f оо, f -О нахождения 
в этих состояниях определяются статистикой Гиббса [6]. Вероятность 
состояния Au0 (уровень вt заполнен, вt- пуст, заряд q = О) 

(
F в+) _ go · ехр --Тт1-

f оо - (F-E+) (2F-(Е++в-))" 
g+ + go · ехр ~ + g_ · ехр k~ t 

(П14.1) 

Вероятность состояния Au- (уровни Et и Et заполнены, заряд 
q = -е) 

f-o= (F-E+) (2F-(Е++в-))" 
g+ + go · ехр ~ + g"_ ехр k~ t 

(
2F-(Ei+Ei:)) g_. ехр kT 

(П14.2) 

Вероятность состояния Au+ (уровень Et пуст, Et не существует, 
заряд q = +е) 

!+o=1-foo-f-o= (F-E+) g+ (2F-(Е++в-)). 
g+ + go · ехр ___ t + g_ · ехр t t 

kT kT 

(П14.3) 
В формулах (П14.1)-(П14.3) g+ = 2, g0 = g_ = 1 - факторы 

вырождения квантовых состояний. 

Вероятности нахождения атомов золота в различных состояниях 
при нарушении термодинамического равновесия обозначим fo, f _, !+· 
Для их определения формулы (П14.1)-(П14.3) непригодны. 

Ведем обозначения: ро, по - равновесные концентрации носителей 
в электронейтральном объеме, р1 = Ро + др, п' = по + дп - нерав­
новесные концентрации носителей, а;=, а; - коэффициенты захвата 
электронов и дырок на уровни в:' вt-' ь;' ь; - коэффициенты эмис­
сии электронов и дырок с уровней Et, Et, Nt - концентрация ионов 

А + -лт g+ ( Ei - Ее) - н go ( Ei: - Ее) u, п 1 = нс · go · ехр kT , п 1 = нс · g_ · ехр kT , 

+ _ N go (Ev - Ei) - _ N g_ (Ev - Ei:) N 
Р1 - v . g+ . ехр kT ' Р1 - v . go . ехр kT ' с, 

Nv - эффективные плотности состояний в зоне проводимости и в ва­
лентной зоне. 
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Для кремния с учетом данных из Приложения 2 n{ = 30,3 х 
х 1012 м-3, n] = 5,07 · 1016 м-3, р{ = 6,94 · 1018 м-3, Р] = 4, 15 х 
х 1015 м-з. 

В [3] приведены следующие данные об ионах золота в кремнии: 
а~= 67 · 10-27 м3/с, at = l,6 · 10-27 м3/с, а;;= 9,5 · 10-27 м3/с, а;= 
= 16 · 10-27 м3/с. 

Обозначим отклонения неравновесных вероятностей f0, f- запол­
нения уровней Au0, лu- от равновесных значений как Лfо = fo - foo 
и Лf _ = f- - f-o· Величины fo, f_, f+. р, n зависят от локального 
потенциала среды. 

Получим выражения для скоростей рекомбинации свободных элек­
тронов и дырок через оба уровня ионов золота. Скорость захвата 
неравновесных электронов из зоны проводимости на уровень Ei: 
r п злхв+ = а~ · Nt · п' · ( 1 - f о - f - ) , а реэмиссии электронов с этого 
уровня ТпРЕЭМ+ = ь~. Nt. fo. Так как при термодинамическом равно-

+ a;t·Nt·no·(1-foo-f-o) + + 
весии ТпЗАХВ+ = ТпРЕЭМ+• то Ьп = foo = ап · n 1 • 

Таким образом, скорость рекомбинации электронов из зоны прово­

димости через уровень Ei определяется формулой R~ = а~ · Nt · [п' х 
х (1 - fo - f-) - п{ ·!о]. 

Скорость захвата неравновесных электронов на уровень Е-; 
ТпЗАХВ- =а;;. Nt. п'. fo, а обратной реэмиссии ТпРЕЭМ- = ь:;;,. Nt. f _, 
причем из условия детального равновесия в равновесном состоянии 

следует, что ь:;;, =а:;;,. n]. 
Скорость рекомбинации неравновесных электронов из зоны прово­

димости через уровень Et- равна R:;;, = а:;;, · Nt · [п' · !о - n] · f-]. 
Полная скорость рекомбинации электронов через оба примесных 

уровня 

R~ = R~ + R;; =а~· Nt · [п' · (1 - !о - f-) - n{ ·!о]+ 
+а;;· Nt · [п' · fo - n] · f-J· 

Скорость захвата дырок из валентной зоны на уровень Ei 
rрзлхв+ = at · Nt · р' · fo, а реэмиссии дырок с этого уровня 
в валентную зону r р РЕЭМ+ = ьt . Nt . ( 1 - f о - f-)' причем из 
соображений термодинамического равновесия Ьt = at · р{. Таким 
образом, скорость уменьшения концентрации дырок из валентной зоны 

через уровень Ei Rt = at · Nt · [р' ·!о - Pt · (1 - !о - !-)]. 
Скорость захвата неравновесных дырок на уровень Et- rрзАхв- = 

= а; . Nt . р' . f-' а обратной реэмиссии r р РЕЭМ- = ь; . Nt . fo, причем 
из условия детального равновесия в равновесном состоянии следует, 

что Ь; = а; · р]. 
Итак, скорость убыли дырок из валентной зоны через уровень Еt-

к;; = а; · Nt · [р' · f о - Р] · f-] · 
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Полная скорость рекомбинации дырок через оба примесных уровня 

R~ = R'j; + R; = a'j; · Nt[p' · fo - Pt · (1 - fo - f-)J + 
+ а; · Nt [р' · !о - Р\ · f - ] · 

Система уравнений, описывающих кинетику изменения концентра­
ций носителей и центров рекомбинации в состояниях Аи0 и Аи-, 
дополненная уравнением электронейтральности, имеет вид [2]: 

ддр с 3 
дt = g(t) - RP - ал· (2п') , 

д~п = g(t) - R~ - ал· (2п') 3 , 

N ддfо = R+ - н+ - н- + н- (П14.4) 
t дt п р п р• 

N ддf _ = R- - R-
t дt п р, 

др- Nt · (дf_ + дfо) = дп + Nt · дf_. 

Отметим, что включение в систему (П 14.4) уравнения электро­
нейтральности среды приводит к тому, что одно из первых четырех 

уравнений является лишним. В первых двух уравнениях системы 

при записи слагаемых ал · (2п') 3 , учитывающих оже-рекомбинацию, 
принято во внимание, что оже-рекомбинация «включается» лишь при 

высоких концентрациях носителей, когда можно пренебречь различием 

концентраций равновесных носителей и считать п' ::::::: р'. 
Численное моделирование показывает, что вероятности заполнения 

уровней рекомбинационных центров очень быстро достигают стацио­

нарных (но неравновесных) значений. Динамика изменения вероятно­
стей заполнения уровней рекомбинационных центров при различной 

концентрации носителей в кремнии приведена на рис. П14.2-П14.4. 

Использование в качестве центров рекомбинации других примесей 

(Си, Ag, Ga, Fe, Ni и т. д.) или дефектов не увеличивает влияние 
рекомбинации во время импульса на кинетику образования электрон­

но-дырочной плазмы, так как вероятности захвата носителей этими 

примесями и дефектами не более, чем золотом. Наличие локального 

потенциала также не изменяет вывода о незначительном влиянии ре­

комбинации на электронные процессы. 
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Рис. П14.2. Динамика изменения ве­
роятности заполнения уровней реком­

бинационных центров Au с концен­

трацией Nt = 1017 м-3 в п-Si (по = 
= 1,45 · 1021 м- 3, оже-рекомбинация 
учтена) при интенсивном фотовоз­
буждении (g = 1,62 · 1032 м-3 -с 1 ) 
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Рис. П14.3. Динамика изменения 
вероятности заполнения уровней 

рекомбинационных центров Au с 
концентрацией Nt = 1017 м-3 в соб­
ственном кремнии (по = Ро = 
= 1,45 · 1016 м-3, оже-рекомбинация 
учтена) при интенсивном фотовоз­
буждении (g = 1,62 · 1032 м-3 . с- 1 ) 
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Рис. П14.4. Динамика изменения вероятности заполнения уровней ре­
комбинационных центров Au с концентрацией Nt = 1017 м-3 в p-Si 
(Ро = 1,45 · 1021 м-3, оже-рекомбинация учтена) при интенсивном фотовозбуж-

дении (g = 1,62·1032 м- 3 ·с- 1 ) 
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Приложение 15 

КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 

ПОДВИЖНОСТЕЙ И КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ДИФФУЗИИ НОСИТЕЛЕЙ ТОКА В КРЕМНИИ 

Изменение локальных концентраций носителей вызывается не толь­

ко генерацией и рекомбинацией, но и их движением, т. е. протекани­

ем электронного и дырочного токов. Каждый из этих токов, в свою 

очередь, складывается из диффузионной компоненты, обусловленной 

градиентом концентрации, и дрейфовой, вызванной действием электри-

ческого поля: 

jn = ап · Е + е · Dn · \7n, 

jp =ар· Е - е · Dp · \7р, 

где jn, jP векторы плотности электронного и дырочного токов, 
ап = е · п · µп, ар = е · р · µР - электронная и дырочная проводимо­

сти, µп,р - подвижности носителей, Dn,p - коэффициенты диффузии 

носителей, Е - напряженность электрического поля. Отметим, что 

выражение для токов диффузии и само понятие коэффициента диффу­

зии имеют смысл, если изменение концентрации на длине свободного 

пробега l достаточно мало: l'Vnl · l « п. 
Подвижность и коэффициент диффузии не являются независимыми 

друг от друга величинами. Между ними существует связь, которая 

особенно проста для случая, когда электронный или, соответственно, 

дырочный газ можно считать невырожденным и имеет место статисти­

ка Больцмана. В этом случае подвижности невырожденных носителей 
связаны с соответствующими ко~фициентами диффузии соотношени-

ями Эйнштейна [1, 2): Dnp =~µпр· Это соотношение можно обоб-, е , 
щить и на случай произвольно вырожденного газа, когда концентрация 

носителей определяется статистикой Ферми-Дирака (2.216) 

D _ kT п _ 2 kT Ф1;2(() 
п - 7. µп. dn - 7. µп. Ф-1;2(()' 

d(, 

D _ kT р _ 2 kT Ф1;2(~) 
Р - 7 . µР . dp - 7 . µР. Ф-1;2(~). 

d~ 
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Эти выражения можно записать в виде ряда [3]: 

kT 
Dn = - ·µп Х 

е 

[ ( п ) -3 ( п )
2 

-4 ( п )3 ] х 1 + 0,35355 Nc - 9,9 · 10 Nc + 4,45 · 10 Nc + ... , 

(П15.1) 

х [1+0,35355 (Jv) - 9,9. ~о-з (Jv )2 

+ 4,45. 10-4 C~v )3 

+ ... ] . 

(П15.2) 

В случае сильного вырождения имеем 

D _ kT 2( _ kT зН 
п - -;,- µп · 3 - -;,- µп · у бNЬ , 

D = kT . 2~ = kT . 3~ 
Р е µР 3 е µР у бN[ · 

Рассмотрим вопрос о концентрационной зависимости подвижности 
µ носителей тока. 

В неполярных ПП, таких как Ge, Si, основными механизмами, опре­
деляющими подвижность носителей, являются рассеяние на акустиче­

ских фононах и рассеяние на ионизированных примесных атомах [2]: 

( 
l l )-! 

µ = - + - , где µе - подвижность, определяемая рассеянием 
µе µ; 

на акустических фононах, µi - подвижность, обусловленная рассе-

янием на ионизированных примесях. Согласно [4], подвижность µе 
уменьшается с ростом температуры Т и при увеличении эффектив-

ной массы m*: µе '"" (m!)s;z · Т;12 . Из [5] следует, что подвижность 
1 1 

µ; '"" Т312 · (m*)1/2 • Ni, где Ni - концентрации ионизированных при-

месей. Из последнего выражения видно, что подвижность µi также 

уменьшается с ростом эффективной массы, но с ростом температуры µi 
увеличивается. Таким образом, результирующая подвижность µ умень­
шается с ростом эффективной массы, поэтому, например, в Si и Ge 
при одной и той же концентрации основных носителей электронная 

подвижность µп больше дырочной µР. 

В [2] представлены экспериментальные зависимости подвижностей 
в кремнии и германии при комнатной температуре от концентрации 

основнь1х носителей. 
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С точностью, достаточной для практических расчетов, концентра­

ционную зависимость электронной и дырочной подвижности можно 

аппроксимировать для кремния следующими приближенными выраже­

ниями [6]: 

1
0,13 вм2 ' 

µп = 0,0283~ ~ (24,884 - ig п) L 
В· с' 

м2 
0,0080 В. с' 

если 

если 

если 

если 

п < 2. 1020 м-3, 

2. 1020 ~ п ~ 4. 1024 м-3, 

п > 4 . 1024 м-3, 

(Пl5.3) 

р < 1021 м-з, 

1
0,05 вм2 , 

µр = 0,0127~ с. (24,915 -1gp) L 
В· с' 

м2 
О,004-8 , 

если 1021 ~ п ~ 4. 1024 м-3, 

р>4·1024м-з. если 
·С 

(П15.4) 

Соответствующие графики концентрационных зависимостей по­

движностей для Si представлены на рисунках П15.1 и П15.2. Видно, 
что с ростом концентраций основных носителей подвижность умень­

шается. 

0,12 

0,08 

0,04 

1020 1022 

Рис. П 15.1. Концентрационная за­
висимость подвижности электро­

нов в кремнии 

0,05 

0,03 

0,01 

1020 1022 

Рис. П 15.2. Концентрационная за­

висимость подвижности дырок в 

кремнии 

На рисунках П15.3 и П15.4 приведены графики концентрацион­
ных зависимостей коэффициентов диффузии Dn,p электронов и дырок 

в кремнии, построенные согласно формулам (П15.1) и (П15.2) с учетом 
(П15.4) и (П15.5). Видно, что с ростом концентраций основных носите­

лей коэффициенты диффузии уменьшаются, а при больших значениях 

концентрации наблюдается рост Dn,p· 
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1020 1022 1024 п, м-3 

Рис. П15.3. Концентрационная за­

висимость коэффициента диффу­

зии электронов в кремнии 

l,2 
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Рис. П15.4. Концентрационная за­
висимость коэффициента диффузии 

дырок в кремнии 
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