














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































680 1!1. 

(3.53) 

1 J + + Vf\11. ... , ... dx1 ... dxNCvac; (3.3) 

(3.52) 

(3.4) 

( Cvac, Cvac) = 1. 

(3.54). 
B]::i=, -

-

= 8(! - !'), a1'J=t= 

= [L L 
! !' 

'f 

(3.5) 

= L = L 
f.f' ! 

(2.9) 

+ 
= - (3.6) 

= [L L f'(x)] 
! !' 

=t= 

= (3.7) 
f,f' 

+ + 
(3.8) 
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+ 
Итак, рассматриваемые операторные функции ф ( х), ф ( х) удовлетворяют пе-
рестановочным соотношениям (3.58)-(3.60), причем в случае статистики Бозе 
следует брать ( - ) , а в случае статистики Ферми - ( +). 

+ 
Заметим между прочим, что если бы af, af были не операторами, а 

+ 
с-числами, то ф(х), ф(х), заданные суммами (3.54), можно было бы рассмат-
ривать как обычные сопряженные волновые функции одной частицы. 

Напомним: чтобы вообще ввести волновые функции для частицы, следует 

перейти от классической механики к квантовой - совершить, так сказать, 

одно (или «первичное») квантование. Таким образом, когда мы переходим от 
+ 

обычных волновых функций к операторным функциям 7j.1(x ), ф(х) с пере-
становочными соотношениями (3.58)-(3.60), мы как бы совершаем еще одно, 
«вторичное» квантование. Поэтому метод, основанный на введении вместо 
волновых функций 'Р ( х 1, ... , х N) волновых функций С, и называется методом 
вторичного квантования. Волновая функция С называется тогда волновой 
функцией в представлении вторичного квантования. 

В теории квантованных полей, когда классические полевые (волновые) 
функции заменяются операторными функциями с соответствующими пере­
становочными соотношениями, волновые функции С, чтобы не спутать их 
с операторными волновыми функциями, называются обычно амплитудами 

состояния или векторами состояния (state vectors). 

§ 5. Оператор числа частиц 

В заключение скажем несколько слов относительно представления С как 

ф u б u + 
ункции от чисел заполнения п f - со ст венных значении операторов а fa f: 

Рассмотрим оператор 

для которого 

C=C( ... ,nf, ... ). 

NC=~nfC. 
f 

Поэтому на основании соотношений (2.27а, б), (2.35а, б) будем иметь 

(N-N)C=O. 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Таким образом, рассматриваемые N-частичные волновые функции в представ­
лении вторичного квантования будут собственными функциями оператора N, 
соответствующими его собственному значению, равному N. Этот оператор N 
представляет, следовательно, число частиц в системе. 

Конкретное представление (3.61) зависит, очевидно, от выбора полной ор­
тонормированной системы Ф f ( х). Такая зависимость, однако, исчезает в осо­
бом случае, когда для всех х 

ф(х)Со=О. (3.4) 
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Тогда на основании (3.62) 
NCo=O, (3.64а) 

и мы видим, что С0 соответствует вакуумному состоянию - состоянию, 
в котором нет частиц. 

Из выражения (3.62) следует, что для любой ортонормированной полной 
системы Ф f ( х) для всех f будет 

Поэтому 

где 

Со= KCvac, К= const, 

Cvac = П д(nf ), (Cvac. Cvac) = 1 
f 

(3.5) 

(3.6) 

и где К - нормировочный множитель, который можно вынести за знак 

скалярного произведения: 

(С, Со)= I: С*( ... , nf, ".)Са( ... , nf" . . ) = К(С, Cvac)· 
... ,п,, ... 

Взяв С= Cvac• получим 
К= (Cvac. Са). (3.7) 

Итак, С0 определено соотношением (3.64) с точностью до нормировочного 
множителя (3.67). Как видно, понятие вакуумного состояния представляет 
специфическое понятие метода вторичного квантования, играющее в нем важ­

ную роль: через такое «пустое» состояние, как Cvac. выражаются с помощью 
формул (3.51) или (3.55) реальные N-частичные состояния. 

Глава IV 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВТОРИЧНОГО КВАНТОВАНИЯ 

ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 

§ 1. Введение 

Рассуждения в гл. 2, 3 показали, что можно ввести волновые функции 
в представлении вторичного квантования, положив 

1 f + + С= /7Vi. <р(х1, ... , ХN)'Ф(х1) ... ф(хN) dx1." dxNCvac· ( 4.1) 

Вакуумное состояние Cvac здесь нормировано: 

( Cvac• Cvac) = 1 (4.2) 

- и характеризуется соотношением 

ф(х)Сvас =О, (4.3) 
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справедливым для всех х. Такое представление (4.1) имеет место и для 
статистики Бозе, и для статистики Ферми. 

В случае статистики Бозе 'Р ( х 1, ... , х N) есть симметричная функция 
+ 

х 1, ... , х N, а операторные функции ф ( х), ф ( х) удовлетворяют перестановоч-
ным соотношениям Бозе: 

+ + 1 1 
ф(х)ф(х') - ф(х )ф(х) = 8(х - х ), 

ф(х)ф(х') - ф(х')ф(х) =О, (4.4) 

+ + + + 
ф(х)ф(х') - ф(х')ф(х) =О. 

В случае же статистики Ферми 'Р ( х 1, ... , х N) является антисимметричной 
+ 

функцией х 1, ... , х N, а операторные функции ф ( х), ф ( х) удовлетворяют пе-
рестановочным соотношениям Ферми: 

+ + 1 
1/J(x)'ljJ(x') + 1/J(x')'l/J(x) = б(х - х ), 

1/J(x )1/J(x') + 1/J(x')'l/J(x) =О, (4.5) 

+ + + + 
ф(х)ф(х') + ф(х')ф(х) =О. 

Займемся преобразованием динамических величин, рассматривавшихся 
в гл. 1, и в частности преобразованием гамильтониана динамической системы 
Н к представлению вторичного квантования. 

При этом нами будут использованы лишь представление ( 4 .1), свойства 
(4.2), (4.3) вакуумной функции, свойства симметрии обычной волновой функ­
ции 'Р( х 1, ... , х N) и перестановочные соотношения для операторных функций 
в форме (4.4) для случая статистики Бозе или в форме (4.5) для случая 
статистики Ферми. 

Подчеркнем здесь, что мы вообще можем забыть все сказанное в гл. 2 
и 3 и рассматривать равенство ( 4 .1) при только что перечисленных 
свойствах просто как определение волновой функции в представлении 
вторичного квантования. 

§ 2. Лемма 

Чтобы преобразовать динамические величины к представлению вторичного 

квантования, не прибегая при этом к громоздким преобразованиям, докажем 

следующую лемму для двух случаев. 

+ 
а) Случай статистики Бозе. Операторные функции ф(х), ф(х) 

удовлетворяют перестановочным соотношениям Бозе, обычная функция 
tp(x1, ... , х N) является симметричной. 

+ 
б) Случай статистики Ферми. Операторные функции 1/J ( х), ф ( х) 

удовлетворяют перестановочным соотношениям Ферми, обычная функция 
'Р( х 1, ... , х N) является антисимметричной. 
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Тогда в обоих случаях имеет место тождество 

= N f Ф(х2) ... ф(ХN )Сvасд(х' - x1)r.p(x1, ... , XN) dx1." dxN. (4.1) 

а) Доказательство. Чтобы единообразно провести доказательство этой 
леммы для обоих случаев, введем число с = ± 1, положив 

с= 1 (для случая а), 

с = -1 (для случая 6). 
(4.2) 

Тогда 
+ + 

ф(х 1)ф(х1) = д(х' - х1) + c7/J(x1)7/J(x'), 
+ + + + 

(4.3) 

7/J(x11)7/J(x12) = c7/J(x12)7/J(x11)· 
Далее, обозначая через т11 ,12 транспозицию 

Xjl -t Xj2• Xj2 -t Xj1' j\ -=f. j2, 

будем иметь также в обоих рассматриваемых случаях 

T11.j2'P = cr.p. (4.4) 

Рассмотрим теперь выражение 

+ + + 
ф(х')ф(х1)7/J(х2) ... 7/J(xN)Cvac 

и будем передвигать ф(х') вправо, пользуясь перестановочными соотношени­
ями (4.8). Найдем последовательно 

+ + + 
7/J(x')ф(x1)7/J(x2) ". 7/J(xN)Cvac = 

1 + + + ,+ + 
= д(х - x1)7/J(x2) ... 7/J(xN )Cvac + c7/J(x1)7/J(x )ф(х2) ... 7/J(xN )Cvac = 

+ + + + + 
= б(х' - x1)7/J(x2) ... 7/J(xN)Cvac + сд(х' - x2)7/J(x1)7/J(xз) ... 7/J(xN)Cvac+ 

2+ + 1 + + 
+с 7/J(x1)7/J(x2)7/J(x )ф(хз) ... 7/J(xN)Cvac = .... 

Учитывая, что по свойству (4.3) 

+ + 
7/J(x1) ... 7/J(xN )7/J(x')Cvac =О, 

в итоге будем иметь 

+ + 
ф(х')ф(х1) ... 7/J(xN )Cvac = 

+ + 
= д(х' - x1)7/J(x2) ... 7/J(xN)Cvac+ 

+ L Ej-Iд(x' - х1){Ф(х1)Ф(х2) ... Ф(xN)}(j)Cvac. (4.5) 
2~j~N 



19. Аспекты вторичного квантования 685 

где 

(4.6) 

+ + + 
получается из «полного» произведения 'l/J(x 1 )ф(x2 ) ..• ф(хн) в результате вы-

+ + 
черкивания из него 'Ф ( х j). Если мы поместим в ( 4 .11) 'Ф ( х 1) на вакантное 

+ 
место, занимавшееся 'lf;(xj), то получим выражение, в которое переходит 

+ + + 
произведение ф(х2 )ф(хз) ... ф(хн) после замены Xj на х1. Но чтобы поста-

+ 
вить в (4.11) 'lf;(x 1) на указанное место, необходимо провести этот оператор 

+ + 
через произведение (j - 2) операторов 'lf;(x2) ... 'lf;(xj-J), ввиду чего появится 
множитель si-2 . 

Таким образом, 

+ + + (j) j-2 + + 
{ф(х1)ф(х2) ... ф(хN)} =Е {ф(х2) ... ф(хN)}хг-тх 1 • 

Подставим найденный результат в (4.10) и заметим, что si-I si-2 = s 2i-4s = s. 
Получим 

+ + 
'lf;(x')ф(x1) ... ф(хN )Cvac = 

+ + 
= 8(х' - х1)ф(х2) ... 'lf;(xN)Cvac+ 

1 + + 
+ L ET1,j{8(x - x1)'!/J(x2) ... ф(xN)}Cvac· 

2'(j '(N 

Помножим обе части данного тождества на 'Р(х1, ... , х N) и проинтегрируем 
по х1, ... , XN. Найдем 

Рассмотрим член суммы 2: : 
2'(j'(N 

(4.8) 

и совершим в этом интеграле замену переменных: х 1 --+ х j, х j --+ х 1. Видим 
тогда, что выражение (4.13) будет равно 

J 
2 / + + 

с T1,j{8(x - x1)'1/J(x2) ... 'lf;(xN)}CvacT1,j<p(x1, ... , XN) dx1 ... dxN. 
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Но 

тf,j=1, T1,jr.p=er.p, е2 =1. 

Таким образом, выражение ( 4.13) равно 

f 
1 + + 

д(х - x1)7fi(x2) ... ф(xN)Cvac'P(X1, ... , XN) dx1 ... dxN, 

и мы убеждаемся, что все (N - 1) членов суммы L , входящей в (4.12), 
2~j~N 

равны первому члену правой части этого тождества. 

Итак, 

и тем самым лемма доказана. 

б) Следствия леммы. I. Рассмотрим выражение 

(4.9) 

при условиях леммы. Применяя эту лемму, видим, что выражение ( 4.14) равно 

(4.10) 

Воспользуемся еще раз леммой для выражения ( 4 .15), содержащего ( N - 1) 
+ 

операторных функций ф. Убедимся тогда, что 

f ф(х~)ф(х'1)Ф(х1) ". °ф(х N )Cvac'P(X1, "., х N) dx1 ". dx N = 

f + + 1 1 
= N(N -1) ф(хз) ". ф(хN)Сvасд(х1 - х1)д(х2 - xz)x 

х r.p(x1"."xN)dx1 ". dxN. (4.11) 

II. Последовательным в-кратным применением леммы придем к следующе­
му тождеству: 

f ф(х~) · · · ф(х~)ф(х1) ". ф(ХN )Cvac<p(x1, "., XN) dx1 ". dxN = 

= N(N - 1) ". (N - s + 1) f °ф(xs+I) ". °ф(xN)CvacX 
х д(х~ - х1) ". д(х~ - Xs)r.p(x1, "., XN) dx1 ". dxN (4.12) 

для s < N. 
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Ш. Применив рассматриваемую лемму N раз, найдем 

J 
1 1 + + 

1/J(xN) ... 1/J(x1 )'Ф(х1) ... 'Ф(хN )Cvac<.p(x1, ... , XN) dx1 ... dxN = 

= N! J 8(х; - х1) ... 8(xN - XN)Cvactp(x1, ... , XN) dx1 ... dxN. 

Взяв скалярное произведение от обеих частей этого равенства с вакуумной 
функцией Cvac. получим, учтя нормировку (4.2) для Cvac. 

J(Cvac. 'Ф(хN) ... 'Ф(х'1)Ф(х1) ... Ф(xN)Cvac)cp(x1, ... , XN) dx1 ... dxN = 

= N! J 8(х'1 - х1) ... 8(xN - XN )ср(х1, ... , XN) dx1 ... dxN = N!<.p(x'1, ... , xN ). 

(4.13) 
Поскольку, по определению скалярного произведения, всегда 

+ 
(С, АБС)= (АС, ВС), 

где А, В - некоторые операторы, действующие на волновые функции С, 
тождество (4.18) можно также представить в форме 

J
+ 1 + 1 + + 

( 1/J(x1) · .. 'Ф(х N )Cvac• 1/J(x1) ... 'Ф(х N )Cvac)<.p(x1, · .. , XN) dx1 ... dx N = 

= N! J д(х; - х1) ... 8(xN - XN)<.p(x1, ... , XN) dx1 ... dxN. (4.14) 

§ 3. Волновые функции 

а) Обращение представления. Используем полученные тождества. Нач­
нем с использования тождества (4.18) для обращения представления (4.1). 
Рассмотрим выражение 

( Cvac. 1/J(xN) · ·. 'Ф(х'1 )С) 

и подставим в него представление ( 4 .1). Получим 

(Cvac,1/J(xN)".1/J(x;)C)= ~ J(Cvac,1/J(xN)."ф(x;)x 
+ + 

Х 1/J(x1) ... ф(хN )Cvac)<.p(x1, ... , XN) dx1 ... dxN, 

откуда на основании (4.18) видим, что это выражение равно J7Vf. ср(х'1 , ... , xN ). 
Таким образом, получена формула обращения представления (4.1) 

1 
<.p(XJ, ... ,xN)= г,;;-;(Cvac,1/J(xN)."ф(x1)C). (4.1) 

vN! 

Обозначим для краткости правые части (4.1), (4.20) соответственно через 
С{ <.р }, <.р{ С}. Видно, что имеется взаимно однозначное соответствие между 
рассматриваемыми обычными функциями <.р и соответствующими волновыми 
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функциями С в представлении вторичного квантования: 'Р +-+С, а именно: 
С ( 'Р) соответствует 'Р, а 'Р (С) соответствует С. 

б) Инвариантность скалярного произведения. Установим теперь со­
хранение скалярного произведения при переходе к вторичному квантованию. 

Возьмем две обычные волновые функции <р, <р1 и соответствующие им функ­
ции С, С~: 

<p-'t С= С(<р), 

'PI -'t С1 = С(<р1). 
Тогда на основании ( 4.1) найдем 

(С1, С)=~! J <pj(x'1, ... , х~)<р(х1, ... , xN)x 

+ + + + 
Х (ф(х'1) ... ф(х~)Сvас, ф(х1) ... ф(xN)Cvac) dx1 ... dx~ dx1 ... dxN, 

и потому, воспользовавшись тождеством (4.19), получим 

(С1,С)= J <pj(x;, ... ,x~)<p(x1, ... ,xN)д(x!-x1) .. . 

. . . д(х~ - XN) dx1 ... dx~ dx1 ... dxN = 

= J 'Р i ( х 1' ... ' х N) 'Р ( х j, .•• ' х N) dx 1 ... dx N' 

т. е. 

(4.2) 

§ 4. Преобразование динамических величин в представление 
вторичного квантования 

а) Построение преобразования. Перейдем к преобразованию динами­
ческих величин в представление вторичного квантования. Пусть D будет 
некоторой динамической величиной, которая в обычном представлении выра­

жается суммой операторов типа Qt, 23, ... , e(s), рассматривавшихся в гл. 1. 
В представлении вт_оричного квантования эта величина должна изображаться 

таким оператором D, действующим на волн_овые функции С, у которого все 
соответствующие матричные элементы D и D были бы равны 

(4.1) 

Ясно, что нам достаточно найти отдельные выражения для Qt, б3, ... , §(s), ... , 

так как, по определению (4.22), сумма типа 

Q( + 23 + ... + e(s) + ... 

в представлении вторичного квантования будет 

- - -() 
szt+23+ ... +6 8 + ... 

Чтобы фактически построить изучаемое представление для операторов 

D = Qt, 23, ... , e(s), 
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поступим следующим образом. Для произвольной рассматриваемой функ­
ции с.р выберем соответствующее С= С(с.р). Выберем также С-функцию, 

соответствующую Dc.p: С'= C(Dc.p), и подберем оператор i5 так, чтобы он 
переводил С в С': С' = i5c. Мы увидим тогда, что 

с.р +-7 С, Dc.p +-+ DC. (4.2) 

Возьмем еще некоторую волновую функцию с.р 1 и соответствующее ей С1: 

ЧJ1 +-+ С1. (4.3) 

Из (4.23), (4.24) на основании свойства сохранения скалярного произведения 
(4.21) и будет ~rтекать требуемое равенство (4.22) матричных элементов 
операторов '[) и D. 

б) Аддитивные динамические величины. Итак, перейдем к фактиче­
скому построению динамических величин в представлении вторичного кван­

тования. 

Начнем с рассмотрения аддитивной динамической величины, характеризу­
емой оператором типа 

(4.4) 

упоминавшимся в гл. 1. Имеем 

1 l J + + С = C(QtlP) = ./№. ф(х1) ... ф(хN )Cvac('2tc.p )x 1, .. "xN dx1 ... dx N. (4.5) 

Заметим, что в случае системы бозонов выражения 

+ + 
ij;(x1) ... ij;(xN)Cvac• t,o(x1, ... , XN) (4.6) 

симметричны по отношению к х 1 , ... , XN. В случае системы фермионов выра­
жения (4.27) являются антисимметричными функциями х1, ... , XN. Поэтому 
в обоих рассматриваемых случаях можно применить к интегралу, стоящему 
в правой части (4.26), тождество (1.34), установленное в гл. 1. 

Тогда получим 

С'=~ J ~(х1) ... ~(xN)CvacA(x1, х'1)ср(х 11 , х2"", XN) dx~ dx1 ". dxN. 

Заменим переменные в этом интеграле: х 1 на х, а х~ на х'; тогда имеем 

N J+ + + С1 = vfN! ф(х)А(х, х1 )ф(х2) ... ф(xN)CvacX 

х с.р(х 1 , х2, ... , XN) dx dx' dx2 ... dxN. (4.7) 

Обратимся к тождеству (4.6) и заметим, что его можно записать в виде 
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Подставив это тождество в правую часть (4.28), убеждаемся, что 

С'=~ J ;/;(х)А(х, х')ф(х') dx dx' J ;/;(х1) ... 

Отсюда видим, что в представлении вторичного квантования рассматриваемая 
аддитивная динамическая величина изображается оператором 

Qt = ф(х)А(х, х')ф(х') dx dx'. ~ J+ (4.8) 

Выражения Qt из (4.25) и~ из (4.29) представляют одну и ту же динамическую 
величину, а сами формы (4.25), (4.29) ясно указывают, на волновые функции 
какого рода (обычные или функции вторичного квантования) действуют эти 
операторы. Поэтому мы не будем далее ставить знак «"-'» для обозначения 
того, что используется представление вторичного квантования. 

Заметим еще, что равенство (4.29) может быть также записано в виде 

Qt= J;/;(x) {J А(х,х')ф(х')dх'} dx= J;/;(x)(AФ)xdx. (4.9) 

в) Плотность числа частиц. Возьмем в качестве примера пространствен­
ную плотность числа частиц. В обычном координатном представлении такая 
плотность в точке q имеет вид 

p(q) = L:: д(q - q3). 
l~j~N 

(4.10) 

Этот оператор диагонален в координатном представлении и не действует на 
индексы Vj. Рассмотрим формулу (4.30) и, чтобы не спутать данную фикси­
рованную точку q с пространственной частью переменной интегрирования х, 
обозначим последнюю через q1: х = (q 1, v). Тогда в случае (4.31) 

(Aф)q 1 ,v = д(q - q1)ф(q1, v), 

и потому благодаря (4.30) в представлении вторичного квантования будем 
иметь 

J
+ + 

p(q) = L ф(q1, v)д(q - q1)ф(q1, v)dq1 = L ф(q, v)ф(q, v). (4.11) 
v v 

r) Оператор числа частиц. Проинтегрировав плотность числа частиц по 
всему рассматриваемому пространству точек q, получим оператор, представ­
ляющий полное число частиц: 

N = L J ;/;(q, v)ф(q, v)dq 
v 

или, более кратко, 

N= J;/;(x)ф(x)dx. (4.12) 
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Очевидно, для рассматриваемых N-частичных функций С из ( 4.1) 

(N-N)C=O, ( 4.13) 

т. е. для них оператор N имеет собственное значение, равное N. 
Рассмотрим выражение 

ф(х1)N = J ф(х1)~(х)ф(х) dx = J 8(х1 - х)ф(х) dx+ 

+с J ~(х)ф(х1)Ф(х) dx = ф(х1) + с: 2 J ~(х)ф(х) dхф(х1), 

где с:= +1 (Бозе), с:= -1 (Ферми). Имеем 

(4.14) 

Выполнив здесь сопряжение и учитывая сопряженность N, найдем также 
+ + 

(N - l)ф(х1) = ф(х1)N. (4.15) 

Пусть теперь С будет собственной функцией оператора N для собственно­
го значения N. Иначе говоря, пусть имеет место равенство (4.34) NC = NC. 

+ 
Умножим обе части этого равенства соответственно на ф(х1) и ф(х 1 ): 

и воспользуемся соотношениями (4.35), (4.36). Получим 

+ + 
Nф(х1)С = (N - l)ф(х1)С, Nф(х1)С = (N + 1)-ф(х1)С. (4.16) 

Таким образом, видно, что оператор ф уменьшает число частиц на едини­
+ 

цу, а оператор ф увеличивает это число на единицу. Можно поэтому называть 
+ 

операторные функции ф, ф соответственно операторными функциями рожде-
ния и уничтожения частиц. 

д) Динамические величины бинарного типа. Перейдем к рассмотрению 
динамических величин бинарного типа 

123= (4.17) 

и воспользуемся схемой рассуждения, изложенной выше для аддитивных 
величин. Имеем 

' 1 f + + С = C(IJ3<p) = ../N! ф(х1) ... ф(xN)Cvac(IJ3<p)x 1 ,.",xN dx1 ... dxN. 

Принимая во внимание, что выражения (4.27) или оба симметричны (случай 
Бозе), или оба антисимметричны (случай Ферми) по отношению к х1, . .. , XN, 
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мы можем здесь воспользоваться тождеством ( 1.35) и написать: 

1 N(N - 1) 1 r + + , / 
С= 

2 
VNf. j 1/J(x1) ... -ф(xN)CvacТi(x1,x2;x2,x1)x 

х <p(x~,x;,x3, ... ,xN)dx~dx;dx1dx2 ... dxN. (4.18) 

Сделаем замену переменных х1-+ Х-1, х2 -+ Х-2. В новых обозначениях имеем 

х Cvac<p(x~, х;, х3, ... , XN )dx1 dx2 dx~ dx; dхз ... dxN. (4.19) 

Воспользуемся теперь тождеством (4.16), которое перепишем в виде 

Т. е. 

(4.20) 

Таким образом, в представлении вторичного квантования динамическая вели­
чина бинарного типа изобразится оператором 

Тi = ~ J :ф(х1)Ф(х2)В(х1, х2; х;, х~)-ф(х;)-ф(х~) dx1 dx2 dx~ dx;. ( 4.21) 

В более краткой форме можно записать: 

i r + + 
Тi = 2 J -ф(х1)ф(х2)(В1,2Ф2Ф1)х 1 ,х 2 dxi dx2. (4.22) 

е) в-кратные операторы. Займемся теперь преобразованием в-кратных 
операторов, рассмотренных в гл. 1: 

s(s) = S· . . JI ,J2, ... ,Js · (4.44а) 

Для этого воспользуемся принятой схемой. Имеем 

С'= C(6(s)<p) = ~ J ~(х1) ... ~(xN )Cvac(6(s)<p )x 1, ... ,xN dx1 ... dxN, 

(4.44б) 
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откуда, воспользовавшись тождеством ( 1.33), получим 

С'= N(N - l) ·$i- 8 + l) J ~(х1) ... Ф(xN)CvacX 
s! 

693 

х S ( х 1, ... , х s; х:, ... , х;) <р ( х;, ... , х:; х s+ \, ... , х N) dx; ... dx~ dx 1 ... dx N. 

Переобозначим здесь х1 -tx1, ... ,х 8 -tx8 • Тогда 

с' = N ( N - l) ... ( N - s + l) J l (- ) }, (- ) 
г.;; 'f/ Х\ ... 'f/ Х 8 Х 

s!v 1v ! 

+ + 
Х S(x1, ... , Xs; х:, ... , x;)ф(xs+l) ... ф(хN )CvacX 

х Ч?(х;, ... , х:, Xs+l· ... , XN) dx; . .. dx:dx1 ... dxs dxs+l ... dxN. (4.45) 

Обратимся к тождеству ( 4.17) и запишем его в виде 

J
+ + 

N(N - 1) ... (N - s + 1) ф(xs+l) ... ф(xN)CvacX 

Подставив это равенство в правую часть (4.45), получим 

l f + + С'= ~ ф(x1) ... ф(xs)S(x1, ... ,xs;x:, ... ,x;)x 
s!vN! 

Т. е. 

Итак, в представлении вторичного квантования рассматриваемая динами­
ческая величина в-кратного типа дается оператором 

(s)_1J+() +( )S( . , ') 6 -, ф Xj ... ф Х8 X\, ... ,X 8 ,X 8 ,""Xl Х 
8. 

или, в более краткой записи, 

(4.47) 
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§ 5. Гамильтониан системы в представлении 
вторичного квантования 

Можем теперь перейти к преобразованию гамильтониана рассматриваемой 
динамической системы в представление вторичного квантования. Возьмем 
гамильтониан в форме (1.36), введенный в гл. 1: 

( 4.1) 
l~j~N l~j1 <j2~N 

где для матричных элементов одночастичного оператора Т и двухчастичного 

оператора И будем пользоваться обозначениями (1.37). 
Поскольку такой гамильтониан состоит из суммы аддитивной и бинарной 

компонент, в представлении вторичного квантования будем иметь 

Н= JФ(x)T(x,x')ф(x')dxdx'+ 

+ ~ J ф(;1)Ф(х2)И(х1, х2; х;, х~)ф(х;)ф(х~) dx1 dx2 dx~ dx;. (4.2) 

В частности, гамильтониан (1.38) 

п,2 
Н = - L 

2
m Лqj + L Ф(qj 1 - qj2), Ф(q) = Ф(-q), (4.3) 

l~j~N l~j1 <j2~N 

для которого переход от (4.48) характеризуется формулами (4.49), в представ­
лении вторичного квантования будет иметь вид 

h2 J + Н = -
2

m ф(х)Лqф(х) dx+ 

+ ~ J J Ф(q1 - q2)ф(х1)Ф(х2)'Ф(х2)'Ф(х1) dx1 dxz. (4.4) 

Если в Н из (4.50) необходимо учесть член, происходящий от внешнего поля 
Ие(q): 

(4.5) 
l~j~N 

то в (4.51), очевидно, добавится выражение вида 

J Ие(q)ф(х)ф(х) dx. (4.6) 

§ 6. Временная эволюция операторных функций 

а) Представление Гейзенберга. В рассматриваемом представлении урав­
нение Шредингера имеет вид 

.hдCt -НС 
i - t. 

дt 
(4.1) 

но можно также воспользоваться подходом Гейзенберга. Как известно, в этом 
подходе какая-либо динамическая величина, которая в трактовке Шредингера 
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изображается оператором 1J, представляется оператором, явно зависящим от 
времени по закону 

1J(t) = ei(H/h)t1J e--i(H/h)t. (4.2) 

Введем, в частности, операторные функции 

ф(t, х) = ei(H/h)tф(x) e-i(H/h)t, ф(t, х) = ei(H/n)t~,(x) e-i(H/h)t. (4_3) 

Заметим, что 

ei(H/h)tv1v
2 

... 1JJ e-i(H/h)t = 

= ei(H/h)t1J
1 
e-i(H/h)tei(H/h)tv

2
e-i(H/h)t ... ei(H/h)tv

1 
e-i(H/h)t, 

т. е. 

(4.4) 

Вспомним далее, что на основании (4.29), (4.42), (4.46) рассматриваемые 
выше операторы типа 2t, SВ, ... , s(s), ... выражаются через произведения опе­
раторных функций 

+ + 
ф(х1) ... ф(хs)Ф(х:) ... ф(х;), s = 1, 2, 3 ... 

Поэтому благодаря свойству (4.57) видим, что 

2t(t), SВ(t), ... , s(s)(t) 

представляются выражениями, получающимися из соответствующих выраже-

+ + 
ний (4.29), (4.42), (4.46) просто заменой ф(х), ф(х) на ф(t, х), ф(t, х). Таким 
образом, задача нахождения зависящих от времени динамических величин 
в представлении Гейзенберга приводится к нахождению операторных функций 

+ 
ф(t, х), ф(t, х). 

б) Перестановочные соотношения. Основываясь на равенствах (4.56), 
(4.57), видим, что 

{ф(t, x)~(t, х') ± ~(t, х')ф(t, х)} = ei(H/h)t{ ф(х);/;(х') ± ;j;(x')ф(x)}e-i(H/h)t, 
{ф(t, х)ф(t, х') ± ф(t, х')ф(t, х)} = ei(H/h)t{ ф(х)ф(х') ± ф(x')ф(x)}e-i(H/h)t, 

+ + + + . + + + + . 
{ ф( t, х )ф( t, х') ± ф( t, х')ф( t, х)} = ei(H /h)t { 1j;(x )'Ф( х') ± ф(х')ф(х) }e-i(H /h)t. 

+ 
Отсюда вытекает, что операторные функции ф(t, х), ф(t, х) удовлетворяют 

+ 
таким же перестановочным соотношениям (4.4) или (4.5), что и 1/;(х), -ф(х). 

а) Случай статистики Бозе: 

+ + 
1j;(t, x)1j;(t, х') - -ф(t, х')ф(t, х) = 8(х - х'), 

ф(t, х)ф(t, х') - ф(t, х')ф(t, х) =О, (4.5) 

+ + + + 
ф(t, х)ф(t, х') - ф(t, х')ф(t, х) =О. 
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б) Случай статистики Ферми: 

+ + 
ф(t, х)ф(t, х') + ф(t, х')ф(t, х) = 8(х - х'), 

ф(t, х )ф(t, х') + ф(t, х')ф(t, х) =О, (4.6) 

+ + + + 
ф(t, х)ф(t, х') + ф(t, х')ф(t, х) =О. 

Подчеркнем, что такие перестановочные соотношения верны лишь для одно­
+ 

временных операторных функций ф ( t, х), ф ( t, х). Коммутационные соотно-
+ 

шения при разных моментах времени, скажем ф(t1, х1) с ф(t2 , х2 ), отсюда 
никоим образом н.е вытекают. 

в) Временная эволюция операторных функций. Построим теперь урав­
нение для временной эволюции операторных функций. Так, из определения 
(4.56) имеем 

in дф~~ х) = ф(t, х)Н - Нф(t, х), ф(О, х) = ф(х). (4.7) 

Заметим далее, что, поскольку Н является интегралом движения: 

н = H(t) = ei(H/h)t Н e-i(H/h)t 

и это выражение не зависит от t, в представлении гамильтониана, например 
+ 

(4.49), можно заменить операторные функции ф(х), ф(х) соответственно на 
+ 

ф(t, х), ф(t, х) и затем, пользуясь перестановочными соотношениями (4.58) 
или (4.59), раскрыть коммутатор, стоящий в правой части уравнения (4.60). 

Возьмем для примера случай гамильтониана (4.50), для которого в пред­
ставлении вторичного квантования получено выражение (4.51). Ввиду только 
что сказанного это выражение будет равно 

n,2 J + Н = -
2

m ф(t, х1)Лq1 ф(t, х1) dx1 + 

+ ~ J J Ф(q1 - q2);(t, x,);(t, x2)7/J(t, x2)1/1(t, х1) dx1 dx2. (4.8) 

Используя перестановочные соотношения (4.58) или (4.59), нетрудно убедить­
ся, что в обоих случаях справедливы следующие выражения для коммута­
торов: + 

[ф(t, х), ф(t, x1)Лq 1 7f;(t, х1)] = 8(х - x1)Лq 1 7f;(t, х1), 
+ + 

[ф(t, х), ф(t, x1)7f;(t, x2)7/J(t, x2)1/1(t, х1)] = 

+ + 
= 8(х - x1)7f;(t, x2)7f;(t, х2)Ф(t, х1) + 8(х - x2)7/J(t, x1)7f;(t, x1)7f;(t, х2). 

Поэтому для коммутатора в правой части (4.60) ввиду (4.61) найдем 

n2 
1 J + [ф(t, х), Н] = -

2
m Лqф(t, х) + 2 Ф(q - qz)ф(t, x2)7f;(t, х2) dx27f;(t, х) + 

+ ~ J Ф(q - qi)~(t, x1)7f;(t, х1) dx1 'ljJ(t, х). 
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Обозначим в первом интеграле правой части переменную х2 через х', а во 
втором интеграле - переменную х 1 через х'. Получим 

[ф(t, х), Н] = - ~ Лqф(t, х) + J Ф(q - q1 )°ф(t, х')ф(t, х') dx'ф(t, х) = 

= - 2h~ Лqф(t, х) + L J Ф(q - q')~(t, q', v')ф(t, q1
, v')dq'ф(t, х). 

v' 

Таким образом, в более развернутом виде, положив х = q, v, представим 
уравнение (4.60) в следующей форме: 

'"t. д'lf;(t, q, v) { h2 л и ( )} al•(t ) (4.9) 
Zn дt = - 2m q + i t, q '+" , q, v ' 

где 

Иi(t, q) = J Ф(q - q'){ ~ "ф(t, q', v')ф(t, q', v') }dq'. (4.10) 

г) Обсуждение. Заметим на основании (4.32), что оператор, стоящий 
в выражении (4.63) в фигурных скобках, есть оператор, представляющий 
плотность числа частиц в момент времени t: 

+ L ф(t, q, v)ф(t, q, v) = p(t, q), 
v 

и, следовательно, (4.63) эквивалентно выражению 

Ui(t, q) = J Ф(q - q')p(t, q')dq'. 

(4.11) 

(4.12) 

Как видно, по своей форме уравнение (4.62) аналогично обычному уравнению 
Шредингера, соответствующему движению частицы в поле потенциала Ui. 
Сам этот потенциал как бы вызывает распределение частиц с плотностью 
p(t, q) (см. (4.65)). 

Характерное отличие уравнения (4.62) от соответствующего «классическо­
го» нелинейного волнового уравнения состоит «ЛИШЬ» в операторной природе 

+ 
ф, ф, т. е. в наличии перестановочных соотношений (4.58) или (4.59). Фор-
мально уравнение (4.62) получается как бы «вторичным» квантованием -
квантованием волновых функций из «классического» уравнения Шредингера 
с «самосогласованным полем» Ui(q). Слово «классический» мы ставим в ка­
вычки, поскольку для получения такого уравнения уже требуется одно, так 

сказать «Первичное», квантование. В теории поля имеется подобный подход: 
берут полевые уравнения, получаемые из некоторого лагранжиана, и затем на 
полевые функции накладывают соответствующие перестановочные соотноше­

ния, совместные с данным временнь1м уравнением для полевых функций. 
Можно также дать представление для статистического оператора комплек­

са s частиц (см. [4, формула (2.50)]): 

Rs ( х 1, ... , х s; х'1 , ••• , х:) = 
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Учитывая введенные операторные функции (3.54), имеем 

1 1 (N - s)! + + 
Rs(x1, ... , Xs; Х1, ... , Х8 ) = N! ф(х~) ... ф(х~)ф(хв) ... ф(х1) = 

(N - s)! + 1 + 1 
= N! (ф(х1) ... ф(х 5 )ф(хs) ... ф(х1)}. (4.666) 

Здесь черта сверху (угловые скобки) означает усреднение по «переменным 
вторичного квантования». В случае усреднения по «чистому ансамблю» [4) 

о- 8 (1, ... , s) =(С, о-8 (1, ... , s)C) = 

= L C*( ... ,nf.···){0"8 (1, ... ,s)} ... ,n1 " .. ; ... ,nj .. "C( ... ,nj, ... ). 
""nf···· 

""пj"" 
В общем случае усреднения по «смеси» 

O"s(l, ... ,s)= Sp O"s'D= 
""nf"" 

= '°' {O"s(l"." s)} п1 . п' 'D( ... , п1!" .. ; .. "n1, .. . ), (4.67) ~ ... , , ... " .. , !"" 
""nf"·· 
".,nj" .. 

где 'D - полный статистический оператор системы в представлении вторично­

го квантования. Кроме того, согласно [4), 

R 8 (1, ... , s) = 0" 8 (1, ... , s), 

а О" s ( 1, ... , s) является оператором «двойного действия», действующим, с од­
ной стороны, на обычные волновые функции комплекса частиц, а с другой -
на волновые функции вторичного квантования [4]. Указанное выше усредне­
ние переводит его в обычный оператор 

O"s(l, ... , s) = (0" 8 (1, ... , s)), 

действующий на обычные волновые функции комплекса s частиц. 

Глава V 

ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ К МЕТОДУ ВТОРИЧНОГО 

КВАНТОВАНИЯ 

В этой главе мы сделаем ряд дополнительных замечаний по поводу метода 
вторичного квантования. 

§ 1. Результаты, не зависящие от числа частиц системы 
Прежде всего обратим внимание на то обстоятельство, что в представле­

нии вторичного квантования форма операторов аддитивного, бинарного и т. д. 
типов, в частности и гамильтониан рассматриваемой динамической системы, 
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не зависит явно от числа частиц N. Это число войдет в выражение матричных 
элементов таких операторов посредством N-частичных волновых функций С. 
Указанное обстоятельство оказывается весьма удобным для задач статисти­
ческой механики, в которых мы имеем дело с так называемым большим 
ансамблем Гиббса. 

а) Большой канонический ансамбль. Большой ансамбль Гиббса харак-
теризуется гамильтонианом 

Г=Н-µN, (5.1) 

содержащим параметрµ, называемый химическим потенциалом. Средние зна­
чения динамических величин берутся по статистическому оператору 

1 -Г/О n = Sре-Г/О 
пе ' 

большого ансамбля 
S -Г /OV 

(D) = Ре . 
Sp е-г;е 

(5.2) 

Существенное отличие такого ансамбля от обычного ансамбля Гиббса состоит 
в том, что шпуры в (5.2) берутся по состояниям с произвольным, а не с 
фиксированным значением числа частиц N. 

Ввиду (5.2) среднее число частиц N будет 

- Sp е-г;е N 
N = (N) = -г;е = f (µ,О), (5.3) 

Sp е 
и мы можем рассматривать это соотношение как уравнение для определения 

химического потенциала µ по заданному значению N. 

б) Квазидискретное представление. Вообще, в статистической механи­
ке целесообразно рассматривать динамические системы, находящиеся в ко­
нечном объеме, и затем уже совершать предельный переход, расширяя этот 
объем на все пространство. Дело в том, что если имеем любое конечное число 
частиц в бесконечном пространстве, то их средняя плотность оказывается 
равной нулю. Поэтому, если мы желаем рассматривать динамическую систему 
сразу во всем бесконечном пространстве и вместе с тем обеспечить отличную 
от нуля плотность числа частиц, мы тем самым оказываемся вынужденными 

иметь дело с бесконечным числом частиц. Но тогда оператор N, да и сам га­
мильтониан Н, эффективно пропорциональный числу частиц, теряют смысл и 
становится необходимым проводить дополнительные исследования, связанные 
с переформулировкой постановки задачи. Чтобы избежать этой формальной 
трудности и иметь дело с конечным объемом, удобно воспользоваться методом 
квазидискретного представления, о котором говорилось в гл. 2. 

В соответствии с основной идеей этого представления рассматриваем 

в качестве допустимого пространства точек конечную область, определенную 
неравенствами 

L (а) L -2<q <2, o:=l,2,3, (5.4) 

с объемом V = L3. Буквой V будем обозначать как область (5.4), так и ее 
объем. На волновые функции 

rp(x1"." XN ), х = (q, v) 
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наложено условие периодичности с периодом L по каждой из пространствен­
ных координат q}°'). При этом, чтобы обеспечить выполнение такого условия 
периодичности для всех моментов времени t, берем для потенциальной энер­
гии взаимодействия пары частиц вместо интеграла Фурье (2.17) вида 

Ф(q) = -
1-J ei(k·q) f(k)dk (k · q) = (k · q), 

(27Г )3 , 

дискретную сумму (2.18) вида 

Ф(q) = ~ Lei(k·q) f(k), 
k 

в которой в качестве k взято дискретное множество (2.15) 

k = (27Гn(l) 27Гn(2) 27Гn(З)) 
L ' L ' L ' 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

где п(а) - целые числа, способные принимать любые отрицательные и поло­
жительные (а также нулевые) значения. 

в) Базисные и операторные функции. Как отмечалось в гл. 2, дис­
кретная сумма (5.6) переходит в интеграл Фурье (5.5) при V--+ оо. Ввиду 
периодичности волновых функций по отношению ко всем пространственным 
координатам система базисных функций взята в форме (2.6), (2.14): 

Фk,O'(q, v) = )v ei(k·q)д(v - О") (5.8) 

с дискретным k из множества (5.7). Данная система 
полной и ортонормированной для области V. 

Введем теперь операторные функции, положив 

1/J(q, v) = L ~ ei(k·q)ak,v, 
k vV 

ф(q, v) = L ~ e-i(k·q)~k,v, 
k vV 

(5.8), очевидно, будет 

(5.9) 

+ 
где ak,v' ak,v являются квантованными амплитудами Бозе или Ферми с со-
ответствующими перестановочными соотношениями. Нетрудно заметить, что, 
поскольку 

~ 'L eik·(q-q') = д(q - q') 

k 

для q и q', лежащих внутри области V, введенные операторные функции 
(5.9) удовлетворяют перестановочным соотношениям (4.4) и (4.5) внутри этой 
области, которая только и рассматривается. 

г) Представление вторичного квантования для гамильтониана Г. От­
сюда видно, что все рассуждения гл. 4 остаются верными и в данном слу­

чае, когда в качестве допустимого пространства точек q берется область V. 
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Получим поэтому для гамильтониана следующее представление вторичного 

квантования: 

Г = Н - µN = L J °ф(q, v) {- 2h~ дq - µ} 7/J(q, v)dq+ 
/J v 

i r + + + 2 L J Ф(q1 - Q2)7/J(q1, v1)7/J(q2, v2)7/J(q2, v2)7/J(q1, v1)dq1dq2. (5.10) 
v1 ,vz v 

Для преобразования Г к форме, составленной из квантованных амплитуд, нам 

остается только подставить соотношения (5.6), (5.9) в выражение (5.10). При 
вычислениях целесообразно иметь в виду соотношения ортонормированности 
с кронекеровской функцией 

J ei(k-k')·qdq=Vдкr(k-k'). (5.11) 

v 
Заметим, что связь между дираковской 8-функцией и кронекеровской д такова: 

дoir(q) = (2n)-3 Vдкr(q), 

до· (q) = _1 _ r ei(k·q) dk с:::' _!_ "'""'ei(k·q). 
ir (2п)з J V 7 

Запишем теперь 

+ + 
'l/J(q1, v1)'1/J(q2, v2)7/J(q2, v2)7/J(q1, v1) = 

и далее 

v2 2: ~k1v1 ~k2v2ak~v2 ak;v 1 ехр {-i(k1 - k~). q1 - i(k2 - kb). q2}. 
k1,k2,k(,k~ 

х ехр {i([k - (k1 - k~ )] · q1)} ехр {-i([k + (k2 - kb)J · q2) }. 

Ввиду (5.11) интегрирование этого выражения по q1 и q2 дает множитель 

V2д(k - (k1 - k~))д(k + k2 - kb) = V2 д(k - (k1 - k~))д(k1 + k2 - Ч - kb). 

Таким образом, из (5.1 О) получим 

(
h2k2 ) + 

Г = L 2m - µ ak,vak,v+ 
k,v 

+ 2~ L L f (k1 - k~)д(k1 + k2 - k~ - kb)~k 1 v1 ~k2 v2 aЧv2 ak;v 1 · (5.12) 
k1 ,k2.Ч .ч v1 ,v2 

В случае бесспиновых частиц индекса v здесь совсем не будет. При рассмот­
рении частиц с половинным спином v пробегает два значения: v = ± 1 /2. 
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д) Вектор импульса. Заметим между прочим, что гамильтониан (5.1 О) 
коммутирует с вектором импульса рассматриваемой динамической системы: 

(5.13) 

Действительно, коммутирование Р с первой суммой в правой части (5.12) 
тривиально. В отношении же второй суммы достаточно заметить, что опе-

р k ' k' + + ратор ач//2аk\//1 вызывает уменьшение на 1 + 2• а оператор ak1v1 ak2v2 

вызывает увеличение Р на kr + k2 . Но этот вектор равен вектору k'1 + k; вви­
ду наличия кронекеровской 6-функции 6(k1 + k2 - k~ - k~). Таким образом, 
в принятой квазидискретной схеме импульс Р является интегралом движения. 
В заключение подчеркнем еще раз, что при использовании квазидискретного 
представления необходимо всегда иметь в виду предельный переход 

v---+ оо. (5.14) 

§ 2. Волновые функции в представлении вторичного квантования 

В гл. 4 мы основывались на формуле (4.1), рассматривая ее как опре­
деление волновых функций в представлении вторичного квантования. При 
этом мы существенно использовали лишь перестановочные соотношения (4.4) 

+ 
или (4.5) для операторных функций ф(х ), ф(х) и совершенно не нуждались 
в той конкретной специальной конструкции квантовых амплитуд, о которой 

говорилось в гл. 3. 

а) Условия. Покажем, что представление (4.1) можно формально полу­
чить из следующих общих соображений: 

а) Рассматриваем линейное пространство (, векторов С, представляющих 
состояния изучаемой динамической системы, в котором определено скалярное 

произведение двух векторов 

(5.1) 

с обычными свойствами. 
б) Пусть на векторы этого пространства действуют операторные функции 

+ 
ф(х), ф(х), удовлетворяющие перестановочным соотношениям (4.4) или (4.5), 
переводя их опять в векторы того же пространства. Таким образом, если С 
есть вектор из {,, то 

+ 
ф(х)С, ф(х)С (5.2) 

также будут векторами из С. 
в) В {, существует нормированный вектор Cvac. для которого 

( Cvac, Cvac) = 1 

и для которого для всех х 

ф(х )Cvac =О. 

г) Если Со будет таким вектором в {,, что для всех х 

ф(х)Со=О, (5.3) 



19. Аспекты вторичного квантования 703 

то 

Со= JC · Cvac, (5.4) 
где J( - нормировочный множитель, который можно выносить за знак ска-
лярного произведения: 

(С, Со)= JC ·(С, Cvac)· (5.5) 
б) Замечания к условию г. Скажем сейчас несколько слов по поводу 

смысла этого условия, которое на первый взгляд может показаться тривиальным. 

I. Ограничение на числ о с орт о в част и ц. Возьмем динамиче­
скую систему, состоящую из двух подсистем: у первой подсистемы состояния 

нумеруются числами заполнения ( ... , п 1, ... ) , а состояния второй подсистемы 
нумеруются некоторыми независимыми величинами Х. Представим волновые 
функции всей такой системы в виде 

C=C( ... ,n1, ... ;X) (5.6) 

и введем скалярное произведение, положив 

(С1,С2)=2: L Ci( ... ,n1"";X)C2( ... ,n1" .. ;X). (5.7) 
Х .. "nf"·· 

В случае если Х непрерывны, заменяем естественным образом суммирование 
по Х соответствующим интегрированием. Введем операторные функции ф(х), 
+ 
1);( х), оказывающие воздействие лишь на числа заполнения ( ... , п f, ... ) и не 
действующие на Х. В таком случае из соотношения (5.17) будет вытекать, что 

Со( ... , n1, ... ; Х) = <р(Х) П 8(п1 ). (5.8) 
f 

Но ввиду принятого определения (5.21) скалярного произведения входящий 
в (5.22) множитель <р(Х) уже нельзя выносить за знак скалярного произве­
дения. Таким образом, условие г является, в сущности, условием того, что 
рассматриваемая динамическая система состоит из частиц одного сорта -
бозонов или фермионов. 

Наоборот, положим, как и везде ранее, что имеются лишь частицы одного 
сорта, и соответственно определим скалярное произведение как 

(С1,С2)= L Ci( .. "n1"")C2(".,n1"") . 
... ,пf"·· 

Тогда если С и зависят от некоторых параметров Х, не связанных с 
( ... , п1 , .. . ), то в соотношении (5.22) <р(Х) будет множителем, который можно 
выносить за знак скалярного произведения. Примером С, зависящих от Х, 
могут служить, например, выражения (5.16), в которых 

Х=х. 

II. Выражен и я для JC и Со. Взяв в (5.19) С= Cvac, найдем J( = 
= ( Cvac. Со) и, подставив в (5.18), будем иметь 

Со= Cvac · (Cvac, Со). (5.9) 

Таким образом, из условия г следует, что если (5.17) имеет место для всех х, 
то такое Со представимо в виде (5.23). 
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в) Вывод выражения для волновой функции. Основываясь на этих 
общих положениях, перейдем к получению представления ( 4 .1). 

Введем оператор 

N = f °ф(х)ф(х) dx. (5.1 О) 

Поскольку N представляется интегралом от произведения оператора ф ( х) 
+ 

на сопряженный оператор ф ( х), ясно, что N является самосопряженным 
оператором и что его собственные значения не могут быть отрицательны. 

Повторяя вычисления гл. 4, основанные только на перестановочных соотноше­
ниях, убеждаемся, что 

N Ф ( х) = Ф ( х) (N - 1), (5.11) 

+ + 
Nф(х) = ф(х)(N + 1). (5.12) 

Но из (5.25) вытекает 

Nф(xs) ... ф(х1) = ф(хs) ... 7f;(x1)(N - s). (5.13) 

Основываясь на этом равенстве, нетрудно заметить, что собственные значения 
N целые. Действительно, возьмем некоторый собственный вектор Сп для N, 
соответствующий собственному значению п: 

(N-п)Сп=О. 

Ввиду (5.27) будем иметь 

N ф(хs) ... ф(х1)Сп = ф(хs) ... ф(х1)(N - s)Сп, 

т. е. 

(5.27а) 

Таким образом, если вектор 

(5.14) 

не обращается тождественно в нуль (не равен нулю при всех х 1, •.. , х s), то 
он будет собственным вектором для N, соответствующим собственному зна­
чению, равному (п - s). Поскольку, однако, собственные значения N не могут 
быть отрицательными, отсюда следует, что начиная с некоторого s выражения 
(5.28) должны тождественно обращаться в нуль. Если (5.28) тождественно 
обращается в нуль уже при s = 1, то это значит, что на основании условия г 
Сп пропорционально Cvac и, следовательно, п =О. Пусть, далее, векторы вида 
(5.28) не обращаются тождественно в нуль при s = 1, 2, ... , l, а для s = l + 1 
данное выражение уже обращается тождественно в нуль. Стало быть, имеем 

ф(х1+1){ 7f;(x1) .. · 7f;(х1)Сп} =О 

для всех хн1, и потому 

N{ ф(х1) ... ф(х1)Сп} =О. 

Приняв во внимание (5.27а), убеждаемся, что п = l. 
Итак, все собственные значения N оператора N являются целыми: 

N =О, 1, 2, . . . . Возьмем состояние, для которого N ?:: 1: N С N = N С N, и 
попробуем представить его в виде (4.1). Чтобы построить такое представление, 
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введем, воспользовавшись формулой (4.20), функцию 
1 

<р(х1, ... , Х N) = г.;-; ( Cvac, ·ф(х N) ... ф(х1)С N ). 
vN! 
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(5.15) 

Если N ;? 2, то в случае статистики Бозе операторы ф ( х j) коммутируют 
между собой и <р ( х 1, ..• , х N) оказывается симметричной функцией х \, ... , х N. 
В случае статистики Ферми операторы ф ( х j) антикоммутируют между собой 
и <р ( х 1, ... , х N) оказывается антисимметричной функцией х 1 , ... , х N. 

Нам остается теперь показать, что в обоих случаях 

1 f + + CN=ГN! 1.p(x1, ... ,xN)'l/J(x1) ... ф(xN)Cvacdx1 ... dxN, N;?1. (5.16) 

Чтобы доказать это равенство, заметим, что 

N ф(х)ф(хN) ... ф(х1)СN = ф(х)ф(хN) ... ф(х1) х 

х (N - (N + l))CN = -ф(х)ф(хN) ... ф(х1)СN. 
Так как N не имеет отрицательных собственных значений, отсюда вытекает, 
что при всех х 

Применив условие г, видим, что 

ф(хN) ... ф(х1)СN = Cvac(Cvac, 'lf-1(xN). · · ф(х1)СN) = Vf.ii. CvacЧJ(X1, · · ·, XN ), 

и потому благодаря равенству (5.30) имеем 
(5.17) 

1 f + + ГN! ф(х1) ... ф(xN)Cvaci.p(XJ, ... , XN) dx1 ... dxN = 

1 f + + = -
1 

ф(х1) ... ф(хN )ф(хN) ... ф(х1)СN dx1 ... dxN. 
N. 

(5.18) 

Для вычисления интеграла по х 1, ... , х N заметим, что 

f ~(х1) · · · ~(xs)Ф(xs) ... ф(х1)СN dx 8 = 

+ + = ф(х1) ... ф(xs-1)Nф(xs-1) ... ф(х1)СN = 
+ + 

= ф(х1) ... ф(xs-1)7/J(Xs-1) ... ф(х1)(N - s + l)CN, 

f ~(х1) · · · ~(xs)Ф(xs) ... ф(х1)СN dx 8 = 
+ + 

= (N - s + l)ф(х1) ... ф(xs-l)ф(xs-1) ... ф(х1). 
Отсюда получаем последовательно 

J
+ + 
ф(х1) . .. ф(хN)ф(хN) . .. ф(х1) dx1 ... dxNCN = 

f 
+ + 

= ф(х1) ... 'lj;(xN-1)7/J(xN-1) ... 'l/;(x1) dx1 ... dxN-1 CN = 

23 Н.Н. Боголюбов 
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Подставив это тождество в формулу (5.32), мы и получим искомое представ­
ление (5.30). Поскольку 

+ + + + + + 
Nф(х1) ". ф(xN)Cvac = ?j;(x1) ". ф(xN)(N + N)Cvac = Nф(х1) ". ф(xN)Cvac, 

видим, что для выражения (5.30) оператор N, действительно, принимает 
собственное значение, равное N. Ясно теперь, что оператор N в общей схеме 
также представляет число частиц. 

Мы до сих пор имели дело с N -частичными собственными функциями 
С N оператора числа частиц N. В общем случае, если мы имеем дело с 
состояниями, в которых число частиц не фиксировано, можно написать 

(5.19) 

или 

l J + + C=L .1.1 r.p(x1, .. "XN)ф(x1)".ф(xN)Cvacdx1". dxN, 
NvM 

(5.20) 

причем r.p определяется через С N с помощью формул (5.29). Нетрудно заме­
тить, что две функции С, соответствующие различным значениям N, будут 
ортогональны. Имеем, действительно, 

N1 (CN1' CN2) = (NC Ni' с N2) = ( CN1 'NC N2) = N2( с N1' CN2), 

т. е. (N1 - N2)(CNp CN2) =О, и потому 

(CNI' CN2) =о для N11- N2· 

Отсюда видим, что выражение 
+ + 

( Cvac. 1/J(x N) ". ф(х1 )С N1) = ( ф(х~) "· ф(х N )Cvac, С N1) 

+ + 
равно нулю, если N1 -f N, поскольку ф(х1) ... ф(xN)Cvac есть N-частичный 
вектор в 1:,. Поэтому, подставив (5.33) в (5.29) вместо С N, мы не изменим 
результата. Итак, 

'Р = (Cvac, С), 

r.p(x1) = (Cvac, ф(х1)С), 

l 
r.p(x1, "., XN) = г;;;-. (Cvac• ф(хN) ". ф(х~)С). 

у N1 

(5.21) 

Как видно, состоянию С с нефиксированным значением числа частиц соот­
ветствует цепочка обычных волновых функций; С играет роль как бы «произ­
водящего функционала». Особо важное значение такие С с нефиксированным 
числом частиц имеют для динамических систем, для которых оператор числа 

частиц не является интегралом движения. 

Динамические системы, в которых частицы могут появляться и уничто­

жаться, весьма типичны для квантовой теории поля. Однако и в обычных, 
нерелятивистских задачах статистической механики иногда оказывается целе­

сообразным рассматривать динамические системы с несохраняющимся опера­

тором числа частиц N. 
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§ 3. Динамическая система, состоящая из нескольких сортов 
фермионов и бозонов 

До сих пор мы рассматривали динамические системы, состоящие из оди­
наковых частиц. Не представляет, однако, затруднений перенести все рас­
суждения и на более общий случай, когда мы имеем динамическую систему, 
состоящую из нескольких сортов бозонов и фермионов. 

а) Обычные волновые функции. Возьмем для простоты изложения слу­
чай, когда имеем дело с двумя сортами частиц. Обычные волновые функции 
такой динамической системы представим в форме 

(5.1) 

Здесь Nj - число частиц j-го сорта (j = 1, 2), х - переменные, параметри­
зующие состояния одной частицы 1-го сорта, а у - 2-го сорта. 

Поскольку все частицы данного сорта одинаковы, они являются бозонами 
или фермионами. Таким образом, если частицы 1-го сорта являются фермио­
нами, то r.p - антисимметричная функция х 1, ... , х N, а если бозонами, то 
<р - симметричная функция тех же аргументов. Аналогичное утверждение 

относится и к свойствам симметрии <р по отношению к У1, ... , у N 2 • 

б) Операторные функции. Для перехода от обычного представления 
(5.36) к представлению вторичного квантования введем операторные функции 1 

(5.2) 

со свойствами: 
+ + 

а) 'Ф1, -ф 1 всегда коммутируют с 'lf!2, -ф 2 ; 
+ 

б) 'Ф j, 'Ф · при данном j = 1, 2 удовлетворяют перестановочным соотноше-
ниям Бозе (если частицы этого сорта - бозоны) или Ферми (если частицы 
этого сорта - фермионы); 

1 Для конкретного построения таких операторных функций можно воспользоваться про­
цедурой, подробно изложенной в гл. 2 и 3. А именно, возьмем полные ортонормированные 
системы Ф / (х ), В!' (у) и перейдем от х-, у-представления (5.36) волновых функций к их 
f-, !'-представлению: 

f1"".fN1 ;f[. "f'r,2 ,,, ( )8 ( ) 8 ( ) 
· • • '-" fN XN1 !' У1 • • · !' YN2 · 1 1 N2 

Далее вводим две системы чисел заполнения ... , n 1 , ... ; ... , m !', . . . соответственно двум 
системам аргументов f1, ... , f Ni; f[, ... , Лv2 функции F. Указанным в гл. 3 способом строим 

+ + u 

амплитуды a1.f, ац; a2.f. a2.f. деиствующие соответственно на аргументы ... , n 1 , ... и 

+ ... , m1', ... функции С= С( ... , n1, ... ; ... , m 1,, .. . ). Таким путем получаем в качестве aj, aj 
амплитуды Бозе или Ферми в зависимости от характера частиц j-го сорта. Во всяком случае, 

( ац, ~1.f) всегда коммутируют с ( а2 , 1 ,, ~ 2 .f') как операторы, действующие на разные группы 
аргументов. С помощью квантованных амплитуд строим, наконец, и операторные функции 

1/!1(х) = L Ф 1(x)a1,J; Ф2(У) = L B1(y)a2.f· 
f f 

23* 
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в) имеется Cvac - функция «вакуумного состояния», для которой 

( Cvac, Cvac) = 1 
и для всех х и у 

1/J1(x)Cvac=O, 1/J2(y)Cvac=O. 

Тогда путем естественного обобщения применявшейся процедуры опреде­
лим волновую функцию С в представлении вторичного квантования в виде 

l f + + + + 
С=~ 1/J1 (х1) "· 'Ф1(хN1 )'Ф2(У1)"·1/J2(YN,)CvacX 

М!№! -

х '1'(Х1, ". 'XN1; У\,"., YN2) dx1 ". dxN1 dy1 ". dyN2· (5.3) 

в) Преобразование динамических величин. Как было показано в гл. 4, 
преобразование динамических величин к представлению вторичного кванто­
вания целиком основывалось на лемме и ее следствиях I, II. Фактически 
такое представление непосредственно вытекало из равенств (4.6), (4.16) (след­
ствие I) и ( 4 .17) (следствие II), причем в равенстве ( 4 .17) содержится и 
равенство (4.6) при s= 1, и равенство (4.16) при s=2. Но если обратить 
внимание на доказательство леммы и ее следствий, то легко заметить, что 

при этом использовалось только одно свойство Cvac, а именно 

ф(х)Сvас =О 

при всех х. Так как 

+ + 
1/J1(х)'Ф2(У1)"·1/J2(YN2 )Cvac =О 

при всех х, то в рассматриваемом случае можно переписать (4.17) в виде 

f 
1 + + + + 

Ф1 (х~) · · · 'Ф1 (х1)'Ф1 (х1) · · · 'Ф1 (хN1 )'Ф2(У1) · · · 'Ф2(YN2 )CvacX 

+ 
· · · 1/J2(YN2 )Cvac'P(x1, · · ·, XN1; У\, ... , YN2 )8(x~ - х1) ... 

". д(х~ - Xs) dx1 ". dXN1 dy1." dyN2· (5.4) 

+ + 
Совершенно аналогично, изменив роли Ф1, ф 1, 1/J2, ф2 и учитывая их комму-
тирование, получим 

f 
+ + + + 

'Ф2(У~) · · · 'Ф2(у\)'Ф1 (х1) · · · 'Ф1 (xNJ'Ф2(Y1) · · · 'Ф2(YN2 )CvacX 

х '1'(х1, ... 'XN1; У\, ... , YN2) dx1 ... dXN1 dy1 ... dyN2 = 

f 
+ + + 

= N2(N2 - 1) ". (N2 - s + 1) 1/J1 (х1) ". 'Ф1 (xNJ'Ф2(Xs+1)." 

+ 1 

· · · 1/J2(YN2)Cvac'P(x1, · · ·, XN1; YI, · · ·, YN2)8(y1 - У1) · · · 

". д(у~ - Ys) dx1 ". dXN1 dy1 ". dyN2 • (5.5) 
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Если теперь приложим оператор 7./J2(y~) ... 7./J2(Y;) слева к обеим частям тож­
дества (5.39) и учтем затем тождество (5.40), то будем иметь 

J 7./J2(Y~ 2 ) "· 7./J2(Y~)7./J1 (х~ 1 ) "· 7./J1 (х; )ф1 (х1) ". Ф1 (х N1 )~•2(У1) "· 

+ 
· ·. 7./J2(YN2 )Cvacep(x1, · · ·, XN1 ; YI, · · ·, YN2 ) dx1 · · · dXN1 dy1 · · · dyN2 = 

= {N1 ". (N1 - s1 + l)}{N2." (N2 - s2 + l)}x 

f 
+ + + + 

Х 7./J1(Xs1+I)···7./J1(XN1)7./J2(Ys2+I)···7./J2(YN2 )CvacX 

х ер(х1, ". 'XN1; у1, ". 'УN2)д(х; - х1) ". д(х~) - XsJд(y; -у1) ". 

". д(у~2 - Ys 2 ) dx1 ". dxN1 dy1 ". dyN2 • (5.6) 

Основываясь на (5.39) и дословно повторяя рассуждения гл. 4, видим, что 
динамические величины аддитивного, бинарного, .. " в-кратного типов, отно­
сящиеся лишь к частицам 1-го сорта, в представлении вторичного квантования 
имеют ту же форму, что и в гл. 4, если взять там 7./J = 1jJ 1. Благодаря (5.40) 
то же относится и к динамическим величинам этих типов, относящихся 

лишь к частицам 2-го сорта. Здесь в соответствующих формулах гл. 4 мы, 
естественно, должны положить 7./J = 1jJ2. 

r) Динамические переменные «смешанного типа». Пусть теперь мы 
имеем дело с динамическими переменными «смешанного типа», являющимися 

s 1-кратными по отношению к частицам 1-го сорта и s2-кратными по отноше­
нию к частицам 2-го сорта: 

v(1,2) = "'""' 'D(l,2). . . 
~ i1 ,""i"l ;)J ,""Js2 

(5.7) 
l:(i1 <".<is 1 :(N1 
l:(j1 <."<]s2 :(N2 

Здесь 
'D(l,2) 

1"",SJ; 1,". ,S2 
(5.42а) 

- оператор, действующий на переменные х 1, ". , Xs 1; У!, ". , Ys 2 рассматри­
ваемых волновых функций ер, симметричных по отношению к перестановкам 
между индексами 1, ... , s 1 и по отношению к перестановкам между индек­
сами 1, ... , s2 , соответствующими частицам 1-го и 2-го сортов. Аналогично 

'D~~:~?,is 1 ;jz,""Js 2 - тот же оператор (5.42а), только действующий соответственно 
на переменные Xi 1 , ••• , Xi 81 ; YJi, ... , YJs

2 
функций ер. 

Для приведения рассматриваемого ( s 1, s 2 )-кратного оператора (5.42) 
к представлению вторичного квантования воспользуемся рецептурой гл. 4. 
Выберем С, соответствующую ер, и построим 

С'+-+ 'D(l,2)ep 

по формуле (5.38). 
Ввиду того, что оператор D(1·2) симметричен по отношению к частицам 

каждого из сортов, можно написать с помощью простого обобщения формулы 
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(4.446) соотношение 

С'= { N1 ... (N1 - s1+1)} { N2 ... (N2 - s2 + 1)} f ф 1 (xi) ... 
s1!JМ! s2!J№! 

+ + + 
·· · WJ (хN1)'Ф2(У1) · · · W2(YN2 )CvacX 

{ 
(1,2) } 

Х 1\.".si;l ..... sz'P x1"."XN1;Y1.····YN2 dx1 ... dxNi dy1 ... dYN2· (5.8) 

Обозначим через v(l.2)(C ry; r1', е), где для краткости положено 

~=(XJ, ... ,Xs1), rJ=(y1, ... ,ys2 ), 

1 ( 1 1 ) 
rJ = У!' · · · ' У s2 ' 

(5.9) 

матричное представление для оператора (5.42). Тогда, основываясь на тож­
дестве (5.41) и почти дословном повторении рассуждений гл. 4, получим 
окончательно следующее выражение для рассматриваемого ( s1, s2 )-кратного 
оператора (5.42) в представлении вторичного квантования: 

(1,2) - 1 f + + + 'D - - 1 - 1 W1 (х1) · · · W1 (xsi )1/J2(Y1) · · · s1.s2 . 

. . . ;2(Ys2)v0 ·2J(~, ry; rJ1
, ()w2(Y~2 ) ••• 'Ф2(У~)w1 (х: 1 ) ••• 

. . . Wl (х~) dx1 ... dxs 1 dy1 ... dys2 dy] ... dy~2 dx; ... dx:
1

• (5.10) 

д) Отсутствие зависимости от числа частиц. Возьмем в качестве при­
мера динамическую величину, аддитивную по отношению к частицам и одного 

и другого сорта (s1 = s2 = 1): 

u(l.2) = :L и~1"2) 
i,J ' 

и обозначим через U(1·2) (х1, YI; у], х;) матрицу, соответствующую u}\2
). Тогда 

благодаря выражению (5.45) видим, что в представлении вторичного кванто­
вания 

u(l,2) = u(l,2)(x, у; у', х')Ф 1 (х)Ф2 (у)Ф2(у')w1 (х') dx dx' dy dy' = 
f 

+ + 

= U( 1·2)(x, у; у', х')ф2 (у)ф 1 (х)Ф1 (х')Ф2(У') dx dx' dy dy'. f 
+ + 

Рассмотрим теперь случай приведения к форме вторичного квантования 
гамильтониана, содержащего член взаимодействия частиц разных сортов: 

т~2) + 
J 

+ (5.11) 
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Вводя принятые выше обозначения для соответствующих матричных элемен­
тов, получаем 

Н = J Ф1 (x)T(l)(x, х')'Ф1(х1 ) dx dx'+ 

+ f ~2(у)Т(2)(у, у')'Ф2(у 1 ) dy dy' + 

+ ~ J Ф1 (х1 );/;1 (x2)U(l,l)(x1, х2; х;, х; )·Ф1 (х;)Ф1 (х'1 ) d:г1 dx2 dx'1 dx;+ 

+ ~ f Ф2(У1)Ф2(У2)uС2 · 2 )(у1, У2; у;, у;)'Ф2(У~)'Ф2(У;) dy1 dy2 dy; dy~+ 

+ Ф1 (х)Ф2(у)U(1,2)(х, у; у', х')Ф2(у')Ф1 (х') dx dy dx' dy'. f 
+ + 

(5.12) 

Как видно, в рассматриваемом представлении получающиеся выражения не 
зависят от чисел частиц N 1, N2. Эти числа войдут лишь в матричные элемен­
ты выражений посредством С, соответствующих конкретным значениям этих 
чисел: 

где 

Если нам приходится иметь дело с состояниями, для которых операторы чисел 
частиц N1, N2 не имеют определенного собственного значения, то следует 
просуммировать выражения вида (5.38) по всем N 1, N2 . 

Заметим, что все только что отмеченное тривиально распространяется и 
на случай, когда имеется любое число различных сортов частиц. 

§ 4. Коммутационные соотношения для операторных функций 

а) Коммутативность произвольного типа. В изложенном методе опера­
торные функции, относящиеся к различным сортам частиц, коммутировали. 
Нетрудно, однако, сделать их антикоммутирующими. Пусть, например, имеем 
две пары рассмотренных выше операторных функций: 

+ + 
Ф1, Ф1; Ф2. ·Ф2· 

Построим новые операторные функции, положив 

+ + 
'Ф 11='Ф1. 

+ + + 
Ф; = Ф2(-1)лr1 = (-l)N1 Ф2· 

(5.1) 

(5.2) 
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+ + 
Поскольку оператор N1=f1/! 1(x)1/J1(x)dx коммутирует с 1/!2 и ф2 , ясно, что 

+ 
свойства коммутирования 1/J', 1/J' из одной пары не изменятся. Возьмем, однако, 
две операторные функции (5.49), принадлежащие к различным парам: 

где о~= ф~ или 

и заметим, что оператор О~ = 01 при перестановке с N изменяет N1 на ± 1. 
Поэтому 

о~ о;= 01(-1)N102 = -(-1)N10102 = -(-1)N10201 = -о;о~. 

Таким образом, О~ будет антикоммутироватъ с о;. Вместе с тем очевидно, что 
в формулах (5.45), (5.47) можно, не изменяя результата, заменить оператор­
ные функции (5.48) на операторные функции (5.49), поскольку возникающие 
знакопеременные множители ( -1 )N1 взаимно компенсируются. 

Сказанное непосредственно обобщается и на случай любого числа сортов. 
Пусть, действительно, имеем систему пар операторов 

+ + + + 
1/11, 1/J1; 1/12, 1/J2; 1/J3, 1/J3; · · ·; 1/Js, Фs 

таких, что любые два из них, относящиеся к различным сортам частиц, 

коммутируют. Соответствующую систему, у которой операторные функции, 
относящиеся к различным сортам частиц, антикоммутируют, получим, поло­

жив 

Ф~ =1/!1, Ф;=(-l)N1 Ф2=Ф2(-1)М, 

ф~ = (-1)N1+ ... +Na-1 Фа= Фа(-1)М+ ... +Nа-1, а= 2, ... 's, 

+ 
и приняв аналогичные выражения для ф'. 

б) Замечание о коммутативности. Таким образом, видим, что ком­
мутирование или антикоммутирование операторных функций, относящихся 

к различным сортам, может быть выбрано произвольно - так сказать, по 
соглашению. Общепринятое соглашение - предписывать коммутирование для 
бозонных операторных функций как с различными бозонными операторными 

функциями, так и с фермионными операторными функциями. Между ферми­
онными операторными функциями, относящимися к различным фермионам, 
обычно принимают соотношения антикоммутирования. Такой выбор удобен, 
в частности, тем, что позволяет объединить формально в один сорт фермионы 
различных сортов или бозоны различных сортов за счет дополнения спинового 
индекса v индексом сорта а. 

Пусть, действительно, имеем в рамках принятого соглашения систему 
операторных функций 

+ 
Фа(х), Фа(х), х =(а, v), а= 1, ... , s, 

для s сортов фермионов или для s сортов бозонов. Чтобы формально привести 
ее к случаю одного сорта, введем комбинированный индекс w = (v, а) и новый 
символ х = (q, w) = (q, v, а). Тогда если положить ф(х) = Фа(q, v), то легко 
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+ 
убедиться, что 'Ф ( х), ф ( х) будут удовлетворять обычным перестановочным 
соотношениям Ферми или Бозе. Имеем, например, 

+ + 
[ф(х ), 'Ф(х')]± = ['Фа(q, v), Фа1(q1 , v')]± = 

+ 
= д(а - а')['Фа(q, v), 'Фа(q', v')]± = 

= д(а - а')д(v - v')д(q - q') = д(х - х'). 

Аналогично устанавливаем и остальные соотношения. 

§ 5. Числа заполнения и /-представление (замечания к гл. 2) 

Сделаем еще ряд дополнительных замечаний по поводу введенных 
в гл. 2 волновых функций в представлении чисел заполнения. Прежде всего 
заметим, что благодаря (2.10) и ортонормированности полной системы 
Ф 1Jx1), ... , Ф fN (xN) имеем 

(<р1, <р2) = (F1, F2), 

где F1, F2 - !-представления, соответствующие <р 1, <р2. Таким образом, на 
основании ранее сказанного 

(5.1) 

Рассмотрим теперь равенство (2.10) и воспользуемся неоднократно применяв­
шимся приемом перестройки суммы по индексам f 1, ... , f N в сумму по всем 
допустимым наборам чисел заполнения. Получим 

(5.2) 

а) Бозоны. Рассмотрим сначала случай системы бозонов. Тогда благодаря 
(2.27) видим, что F(f1, ... , fN), стоящую в (5.51) под знаком второй суммы, 

1 
можно заменить на С( ... , n1, .. . ). Следовательно, 

где 

v'J1( .... пf. ".) 
<p(x1,".,XN)= L C( ... ,nf,···)<p ... ,n1 , ... (x1, ... ,xN), (5.3) 

... ,nf···· 

L Ф11 (х1) ... Ф1N(хN)· 
f1, ... .fN 

(f1, ... ,fN)~( ... ,nf.···) 

(5.4) 
Фиксируем какой-либо набор (![, ... , f Iv) ...,..., ( ... , п f, ... ) и рассмотрим произ-
вольный набор f1, ... , fN, также соответствующий ( ... , п1 , .. . ). Как видно, 
всегда можно указать такую перестановку Р, что Р(!1, ... , f N) = (![, ... , !Iv). 
Суммирование в (5.53) можно поэтому рассматривать как суммирование по 
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всем 'J1( ... , n1, .. . ) = N!/ П(п1!) различным перестановкам Р (включая тож-
! 

дественную). Заметим далее, что если одновременно провести перестановку 
Р над ( х 1 •... , х N) и над (f 1, ... , f N), то произведение обычных с-функций 
Ф11 (х1) ... Ф1N(xN) от этого не изменится. Следовательно, данное произведе­
ние равно РФ!{ ( х 1) ... Ф f'tv ( х N), причем здесь перестановка Р действует на 
(х 1 , ... ,xN). Итак, выражение (5.53) можно представить в виде 

П(п1!) 

_f_N_! _ L РФ n(x1) ... ф п)хN ). 
р 

(5.5) 

Нетрудно установить свойства ортонормированности таких симметризован­
ных произведений. Действительно, из (5.52) видно, что 

( -п (!) <p ... ,пj'J, ... XJ, ... ,XN)HC1- д1(n1-nf ). 
f 

Отсюда благодаря (5.50) находим 

(ср .... пj')····' <p .. "nj2J.J = I: {п д(п1 - п}1 ))} {п д(п1 - п}2))}, 
.. "п,"" f f 

т. е. 
п (1) (2) 

С.Р""пj'>, ... ' <р ... ,пj2>,) = 8(п1 - п1 ). 
f 

(5.6) 

Итак, в случае системы бозонов волновая функция в представлении чисел 
заполнения С ( ... , п f, ... ) является коэффициентом разложения симметричной 
функции <р(х 1 , ... ,xN) в ряд по функциям (5.53), получающимся из произве-
дения 

(5.7) 

симметризацией и введением нормирующего множителя 1 / ~. 
Здесь имеем существенное отличие представления чисел заполнения от 

обычного !-представления (2.10), в котором мы разлагаем симметричную 
функцию <р по полной системе, вообще говоря, несимметричных функций 

(5.56). В /-представлении имеем поэтому дополнительное условие симметрии, 
наложенное на волновые функции F (f 1, ... , f N), а в представлении чисел 
заполнения ввиду (5.52) условие симметрии волновых функций ср(х1, ... , XN) 
автоматически выполнено при «произвольных» функциях С ( ... , п f, ... ) . 

б) Фермионы. Совершенно аналогичная ситуация возникает и в случае 
системы фермионов. Действительно, возвратимся опять к равенству (5.51) и 
среди наборов 

(!1, · · ·, fN)"" (. · ·, nf. · · .) (5.8) 

выберем «упорядоченный» набор: 

(g1 < · .. < gN) Н (. ·., nf, · .. ). (5.9) 

Однако для каждого набора (!1, ... , f N ), удовлетворяющего (5.57), очевидно, 
можно найти такую перестановку Р, что P(f1, ... , f N) = (g1, ... , g N ). 
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Тогда в (5.51) 

F(f1, "., fN) = (-l)P F(g1, ". ,gN) = (-l)P ~С( ... ,nf, ".), 
vN! 

и мы получим 

ср(х1, "., XN) = L С("., n1, ".)'Р""п 1 ,".(х1, "., XN), 
".,nf,." 

где 

'Р".,п1 ,". (х1, ... , XN) = ~ 2:::(-l)P РФ g 1 (х1) ... Ф gN(XN ). 
vM р 

715 

(5.1 О) 

(5.11) 

Повторяя рассуждения, только что использованные для случая системы бозо­
нов, убеждаемся, что и эти антисимметризованные функции (5.60) обладают 
свойством ортонормируемости (5.55). Итак, в случае статистики Ферми вол­
новая функция в представлении чисел заполнения является коэффициентом 
разложения антисимметричной функции ер в ряд по функциям (5.60), полу­
чающимся из произведения (5.56) с помощью антисимметризации и введения 
нормирующего множителя 1 / yfNf,. 

Отметим в заключение, что правая часть (5.60) есть не что иное, как 
умноженный на этот множитель детерминант N-го порядка 

Глава VI 

НЕКОТОРЫЕ АНАЛОГИ МЕТОДА ВТОРИЧНОГО 

КВАНТОВАНИЯ В КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 

(5.12) 

Рассмотрим некоторые аналоги метода вторичного квантования в клас­
сической механике. Возьмем для этого систему N одинаковых бесспиновых 
частиц с гамильтонианом, состоящим из суммы кинетических энергий ча­

стиц и потенциальной энергии бинарного взаимодействия, характеризуемого 

радиально-симметричной функцией Ф(r) (см. (1.38) гл. 1). 

§ 1. Метод вторичного квантования 

Как видно из изложения гл. 4, метод вторичного квантования в представ­
лении Гейзенберга можно рассматривать как прием формального сведения 
уравнений динамики данной системы N частиц к уравнению одной частицы, 
движущейся в «самосогласованном» потенциальном поле. Это достигается за 
счет того, что волновая функция одной частицы ф(t, q) (и тем самым самосо­
гласованный потенциал) становится операторной функцией, удовлетворяющей 
перестановочным соотношениям Бозе или Ферми (см. (4.58), (4.59)). 

Рассмотрим какую-либо, например аддитивную, динамическую перемен­
ную: 

(6.1) 
J~j~N 
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Тогда в гейзенберговом представлении метода вторичного квантования будем 
иметь 

(6.2) 

причем операторные волновые функции удовлетворяют «одночастичному урав­

нению Шредингера»: 

в котором 

ih аф~~· q) = {- 2h~ Лq + U(t, q)} ф(t, q), 

U(t, q) = f Ф(q - q')p(t, q1)dq', 

+ 
p(t, q) = ф(t, q)ф(t, q). 

(6.3) 

(6.4) 

а) Временная эволюция квантованного оператора Вигнера. Для вы­
явления аналогии, или, говоря более осторожно, некоторого соответствия 
между квантовой и классической механикой одной частицы, находящейся 

во внешнем поле, Вигнером было разработано специальное преобразование, 
которым мы здесь воспользуемся в рассматриваемом случае квантованных 

волновых функций. 

Возвратимся для этого к выражению (6.2) и совершим в нем замену 
переменных интегрирования: 

(6.5) 

Получим 

Q!(t) = f A(q + 02, q - U2)Ф(t, q + ~/2)ф(t, q - U2)dqd~. 
Введем смешанное, координатно-импульсное представление матрицы А, поло-
жив 

A(q,p)= f A(q+~/2, q-U2)e-i(p~/h)d~, 
а также квантованный оператор Вигнера 

(6.6) 

f (t, q, Р) = (
2
;h)3 J ф(t, q + ~/2)ф(t, q - ~/2) ei(pЦh)d( (6.7) 

Тогда, учитывая, что 

_l _ J ei(p(~-e)/h)dp = - 1-f eik(~-e)dk = 8(~ - () (6.8) 
(27Гh )3 (27Г )3 ' 

видим, что выражение (6.2) можно представить в форме 

Q!(t) = f A(q, p)f (t, q, p)dqdp. (6.9) 

Из равенств (6.7), (6.8) ясно также, что входящая в определение (6.4) опера­
торная плотность числа частиц будет представляться интегралом 

p(t,q)= f f(t,q,p)dp. (6.1 О) 
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Заметим теперь, что, основываясь на уравнении (6.3), нетрудно получить 
уравнение для операторной функции (6. 7). Имеем, действительно, благодаря 
соотношениям (6.3), (6.4) 

. 8ф(t,q2) { h
2 

} J + ih-----ai- = -
2

m Лq2 'lj;(t, q2) + Ф(q2 - q)ф(t, q)'lj;(t, q)'lj;(t, q2)dq, 

откуда, проводя сопряжение, получим 

+ 
8ф(t qi) { h

2 
} + J + + -ih 8~ = -

2
m Лq 1 ф(t, q1) + ф(t, q1)1f;(t, q)'lj;(t, q)Ф(q1 - q)dq. 

Таким образом, найдем 

+ 2 
.h 8ф(t, qi)Ф(t, q2) = !!_(Л - Л )l(t )"i·(t )+ 

'/, 8t 2m QI Q2 'f' ' Q\ 'f/ ' Q2 

J 
+ + + Ф(q2 - q)'lj;(t, q1)1f;(t, q)ф(t, q)'lj;(t, q2)dq-

J 
+ + 

- Ф(q1 - q)ф(t, q1)1f;(t, q)'lj;(t, q)'lj;(t, q2)dq. (6.11) 

Если воспользоваться перестановочными соотношениями (4.58) или (4.59), то 
видно, что в обоих случаях 

+ + 
ф(t, q1)1f;(t, q)'lj;(t, q)ф(t, Q2) = 

+ + + 
= ф(t, q)ф(t, q)'lj;(t, q1)1f;(t, Q2) - б(q - q1)1f;(t, q1)'Ф(t, Q2) 

и потому 

J 
+ + 

Ф(q2 - q)ф(t, q1)1f;(t, q)ф(t, q)'lj;(t, q2)dq-

J 
+ + 

- Ф(q1 - q)'lj;(t, q1)1f;(t, q)ф(t, q)'lj;(t, q2)dq = 

+ 
= {U(t, q2) - U(t, q1) - Ф(q2 - q1) + Ф(О)}ф(t, q1)1f;(t, q2). 

Кроме того, благодаря формулам (6.5) имеем 

(
18 8)

2 
(18 8)

2 
88 Лq1 - Лg2 = 2 8q + Щ - 2 8q - Щ = 2 8q 8~. 

Следовательно, уравнение (6.11) можно представить в форме 

+ 
ih 8ф(t, q + ~/2)ф(t, q - Ц2) = 

8t 
h2 д д + 

= т 8q щ ф(t, q + ~/2)'1j;(t, q - ~/2)+ 

+ 
+ {U(t, q - 02) - U(t, q + 02) - Ф(-~) + Ф(О)}ф(t, q + 02)'1j;(t, q - ~/2). 

(6.12) 
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Помножим обе части этого уравнения на 1 ei(pUh) и проинтегрируем 
(27rh )3 ih 

по ~. а также воспользуемся фурье-разложением: 

U(t, q ± ~/2) = J Й(k) eik(q±U2)dk, Ф(~) = J Ф(k) eik~dk. (6.13) 

Интегрируя по частям, найдем 

1 fei(p~Jh)!!_ф(t q+U2)Ф(t q-~/2)d~= 
(27rh )3ih д~ ' ' 

= - (27r~)зih J ф(t, q + U2)ф(t, q - 02) :~ ei(pUh)d~ = - : 2 f (t, q, р ). (6.14) 

Имеем далее 

1 f ei(pUh)e±ik(U2)Ф(t q + '/2)ф(t q - U2)d~ = ___!___ f (t q р ± kh) . 
(27rh) 3ih ' ' ih ' ' 2 

(6.15) 

Таким образом, учитывая (6.13)-(6.15), приходим к следующему уравне­
нию для операторной функции f: 

дf(t,q,p) =-E_~f(t )-
дt m дq 'q,p 

-*f {eikqU(k) [1 (t,q,p- k2h)-f (t,q,p+ k2h)]-

- Ф(k )[f (t, q, Р - kn) - f (t, q, p)J }dk. (6.16) 

б) Предельный переход h-+ О. Посмотрим, во что перейдет это уравне­
ние, если совершить в нем формальный переход к пределу n-+ О, не задумы­
ваясь пока над физическим смыслом такой процедуры. Получим 

дf(~tq, р) = - ~ :q f(t, q, р) + i J {eikq U(k)k - Ф(k)k}dk :Pf (t, q, р). 

Но из (6.13) имеем 

i J keikqU(k)dk = дИ~~ q) = J дФ(~~ q') p(t, q1)dq1
, 

i f kФ(k)dk = ( дФ(~)) = I дФ(q - q') д(q - q1)dq1• 

щ ~=0 дq 

Таким образом, формальный переход к пределу n-+ О приводит к уравнению 
вида 

дf(t, q, р) = _E_~f(t )+ 
дt m дq 'q,p 

+ I дФ(~~ q') {p(t, q') - д(q' - q)}dq' :р f (t, q, р). (6.17) 
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в) Квантование и вторичное квантование. Сделав это замечание, воз-
+ 

вратимся теперь к выражению (6.9). Если бы 7/J, 7jJ были обычными волновыми 
с-функциями одной частицы, то выражение (6.2), (6.9) представляло бы сред­
нее значение динамической переменной Qt в момент времени t. Соответственно 
f ( t, q, р) была бы зависящей от t обычной с-функцией в шестимерном фа­
зовом пространстве точек ( q, р), являясь квантово-механическим обобщением 
классической функции плотности распределения частицы в данном фазовом 
пространстве, предложенным Вигнером. 

Однако поскольку мы имеем дело с операторными волновыми функциями 
в представлении Гейзенберга, выражение (6.9) задает саму динамическую 
величину - оператор Qt(t), и функция f(t, q,p) также является оператором, 
действующим на состояния рассматриваемой динамической системы из N 
частиц. 

§ 2. Переход к классической механике 

Возникает вопрос: как в такой ситуации перейти к классической механике? 
Ответ на него в какой-то степени тривиален. Квантово-механическим опе­
раторам, действующим на состояния динамической системы, соответствуют 

в классической механике функции состояния, характеризуемого совокупно­

стью пространственных координат и импульсов: 

q1 (t), ... , qN(t), Р1 (t), ... , PN(t). 

Рассмотрим динамическую величину аддитивного типа, теперь уже в схеме 

классической механики: 

Тогда 

Qt = L A(qi, Pi)· 
l(i(N 

Qt(t) = L A(qi(t), Pi(t)), 
l(i(N 

(6.1) 

где qi = qi ( t), Pi = Pi ( t) как функции времени определяются известными урав­
нениями классической механики 

dqj - 1 dpj -
dt- mpj, dt 

дФ(qj - qJ,) 
dqj 

Из (6.18) легко убедиться, что 

Qt(t) = J A(q, p)f(t, q, p)dqdp, 

где 

f (t, q, р) = L д(q - Qj(t))д(p - Pj(t)). 
l(j(N 

Здесь, как всегда, д ( q - qj), д (р - Pj) - трехмерные д-функции Дирака. 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

Итак, в классическом аналоге (6.20) квантово-механической формулы (6.9) 
выражение (6.21) для f естественно оказывается функцией состояния изу­
чаемой динамической системы, т. е. функцией от совокупности аргументов 
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qj(t), Pj(t). Как видно из (6.21), f представляет собой плотность числа точек 
(q,p) в фазовом пространстве. Заметим еще, что, как и в квантовом случае, 
через функцию (6.21) можно выразить бинарные, ... , в-кратные динамические 
величины. 

а) Бинарная динамическая величина. Возьмем, например, бинарную 
величину 

SВ(t) = (6.5) 

в которой В, разумеется, симметрична по отношению к перестановке обеих 
фазовых точек: 

в { q' р; q'' р'} = в ( q'' р'; q' р). 

Имеем, очевидно, 

SВ(t) = ~ L Bj1,J2 = ~ { L Bj1,J2 
l(j1 l(j1 
]2(N ]2(N 
]1'1]2 

Но 

L Bj1,J2 = f B(q, р; q', р') L д(q - % (t))д(р - Pj1 (t)) х 
l:(j1 l:(j1:(N 

]2:(N 

х L д(q' - qj2(t))д(p' - Pj2(t))dqdpdq'dp' = 
l:(jz(N 

(6.6) 

= f B(q, р; q', p')f (t, q, р )f (t, q1
, p')dqdpdq' dp' 

и 

L Bj,,j1 = f B(q, р; q, p)f (t, q, p)dqdp = 
l~j1(N 

= f B(q, р; q', p')J (t, q, р)д(q - q')д(р - p')dqdpdq' dp'. 

Итак, учитывая (6.23), получим для бинарной динамической величины следу­
ющее выражение: 

SВ(t) = ~ J B(q, р; q', p'){J (t, q', р1 ) - д(q - q')д(р - р')}х 

х f(t,q,p)dqdpdq'dp'. (6.7) 

Совершенно такая же процедура непосредственно обобщается и на случай s­
кратных динамических переменных. Все они могут быть подобным же образом 
выражены через функцию f. 

б) Временная эволюция функции f. Составим теперь уравнение, ха­
рактеризующее временную эволюцию этой функции. Положим 

fj(t, q, р) = д(q - Qj(t))д(p- Pj(t)), (6.8) 



19. Аспекты вторичного квантования 721 

так что 

t(t,q,p)= I: fj(t,q,p). (6.9) 

Основываясь на уравнениях (6.19), видим, что 

или 

дfj(t,q,p) =-.Р.__!!_8( - ·)8( - ·)+ 
дt т дq q qJ р Рз 

+ ~ дФ(qj-Qji)_!!_8(q-q·)8(p-p·). (6.10) 
L.,, 8q 8р J J 

l(j1(N 
jil.J 

Здесь 

~ дФ(q-%)8(q-q·)= 
L.,, дq J 

Но, как видно из (6.21), 

L: 8(q-qj1)= J J(t,q,p)dp=p(t,q), 
l(j1(N 

(6.11) 

причем это выражение, очевидно, представляет плотность числа частиц 

в трехмерном пространстве точек q. Следовательно, 

L дФ(~ - %) J(q - qj) = J дФ(~ - q') {p(t, q') - 8(q' - q)}dq'8(q- qj), 
l(j1(N q q 

Jifj 

и потому из формул (6.27), (6.25) найдем 

дfj(~~q, р) = - ~ :q fj(t, q, р)+ 

J 8Ф(q-q'){( ') "'(' )} ,дf( ) + дq pt,q -uq-q dqдp jt,q,p. (6.12) 
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Отсюда, суммируя по всем j, получаем искомое уравнение для функции 
f(t,q,p) 

дf(t,q,p) = _E_!!_f(t )+ 
дt rn дq 'q, р 

J дФ(q-q'){ ( ') (' )} 'д ( ) + дq ·pt,q -дq-q dqдpft,q,p, (6.13) 

p(t, q') = f f (t, q', p1)dp1
• 

в) Уравнение Власова. Как видно, уравнение (6.30) полностью совпадает 
с уравнением (6.17), которое мы получили из квантового уравнения (6.16) с 
помощью формального предельного перехода при h -t О. Из только что при­
веденного вывода уравнения (6.30) ясно, что в выражении p(t, q') - д(q' - q) 
второй член с д-функцией обусловлен исключением «самодействия»: в уравне­

нии для dpj / dt в сумме по индексу j1, стоящей в правой части, исключается 
член с индексом j 1 = j. 

Если формально регуляризовать функцию Ф(r) хотя бы в сколь угодно 
малой окрестности r ,..__,О, то ввиду ее радиальной симметрии 

f дФ(q-q')д( _ ')d '= (дФ(r)) =О 
д q q q дr ' 

q r=O 
(6.14) 

и мы можем опустить упомянутый член с д-функцией и написать уравнение 
(6.30) в форме 

дf(t,q,p) =-E_!!_f(t )+ rдФ(q-q') (t ')d ,!!_f(t ) 
дt rn дq ' q' р J дq р ' q q др ' q' р · (6.15) 

Это уравнение было впервые открыто А. А. Власовым (7] и потому называется 
теперь уравнением Власова. Оно рассматривается обычно как приближен­
ное уравнение для макроскопической (усредненной) плотности числа точек 
в шестимерном фазовом пространстве. Следует, однако, подчеркнуть, что 
именно сам А.А.Власов в своей монографии (8], изданной в 1950г., также 
впервые опубликовал важное замечание о том, что его уравнение имеет и 
«микроскопические решения» (6.21), которые мы рассматривали выше, причем 
указал и на условие (6.31) для исключения «самодействия». 

Аналогия между исследованием таких микроскопических решений и ме­
тодом вторичного квантования обсуждалась в работах Ю. Л. Климонтовича 
[9, 15]. 

Уравнение Власова, выведенное для микроскопических решений, разуме­
ется, может служить источником для получения приближенных уравнений 

для усредненных функций распределения (см. (16]). Возьмем, например, 
какую-либо плотность распределения начальных значений qj, Pj в момент 

времени t = О: 

в 6N-мерном фазовом пространстве, нормированную на единицу: 

f 'D( О О. . О О )d Od О d О d О 1 ql,pl,""qN,PN ql Р1". qN PN=' 
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и условимся обозначать среднее значение какой-либо динамической величины 

F(t) = F(t, q?, р?; ... ; q~, р~ ), 

f F(t)D(q?, р?; ... ; q~, pCJv )dq?dp? ... dq~dpCJv, 
символом (F(t)). Тогда, если в качестве первого приближения принять 

(p(t, q'). f (t, q, р)) = (p(t, q'))(f (t, q, р)), (6.16) 

то, проводя усреднение в обеих частях уравнения (6.32), получаем приближен­
ное уравнение Власова для усредненной функции распределения (f ( t, q, р)) 
числа частиц в 6N-мерном фазовом пространстве 

B(f (~tq, р)) = - : :q (f (t, q, р)) + f дФ(~~ q') (p(t, q'))dq' :Р (f (t, q, р )), (6.17) 

(p(t, q')) = f u(t, q',p'))dp'. 

Как видно, уравнение (6.34) сохранило исходную форму (6.32). Можно также 
использовать вместо (6.33) и более точные приближения (см., например, 
монографию Ю. Л. Климонтовича [10]). 

Заметим далее, что в классической механике системы из N одинаковых 
упругих шаров имеется еще одно уравнение - уравнение Больцмана-Энскога, 
считавшееся всегда лишь приближенным, но которое тем не менее имеет и 
микроскопические решения типа (6.21) (см. [11]). 

§ 3. Система одинаковых упругих шаров 

Формально случай упругих шаров можно свести к ранее исследовавшемуся 
случаю, в котором, однако, бинарная функция взаимодействия сингулярна: 

Ф(r) = +оо, r <а, 

Ф(r)=О, r?;a, 

где а - диаметр шара. Такую потенциальную функцию, конечно, можно 
рассматривать как предел регулярной функции, например 

Ф(r)=ь{1-(~) 2 }
2

, r<a, 

Ф(r)=О, r?;a, 

при Ь--+ оо. Однако этот предельный переход нам не представляется удобным 
проводить непосредственно в уравнении (6.32) для функции (6.21), и мы будем 
здесь исходить прямо из известных классических законов соударения двух 

упругих шаров. 

а) Система из двух одинаковых упругих шаров. Рассмотрим вначале 
ситуацию, когда рассматриваемая динамическая система состоит из двух 

таких шаров, положение центров которых обозначим через q1, q2 , а импуль­

сы - соответственно через PI, р2 . Допустимыми будут, очевидно, лишь такие 

положения точек q1, q2, для которых 

(6.1) 
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Рассмотрим функцию состояний изучаемой динамической системы 

F(q1,p1; Q2,P2) и будем строить выражение для 

д 
дt F ( q 1 ( t), р 1 ( t); qz ( t), pz ( t)). 

Возьмем бесконечно малое положительное приращение времени и составим 
разность 

(6.2) 

где для краткости положено qj=Qj(t), pj=Pj(t); qft=qj(t+Лt), pft= 
= Pj(t + Лt). Если бы в течение данного промежутка времени Лt соударение 
не произошло, то центры шаров двигались бы равномерно и прямолинейно, 

д р· 
т.е. мы имели бы qj t = Qj + _]_Лt, ptt = Р]· j = 1, 2. В общем же случае 

т 

представим исследуемую разность (6.36) в форме 

F( дt дt. дt дt) F( . ) Л Л q1 ,р1 ,qz ,pz - Q1,p1,q2,p2 = 1+ 2, (6.3) 

где 

д F(дt Лt. Лt Лt) F( РIЛ . Р2д ) 1= Q1 ,pl ,q2 ,Р2 - q1+m t,p1,Q2+m t,p2' 

Л2 = F ( q1 +: Лt, р1; qz +: Лt, Р2) - F(q1, р1; qz, pz). 
(6.4) 

Как видно, разность Л1 отлична от нуля, лишь если в промежутке времени 
Лt произойдет соударение обоих упругих шаров. Ясно, однако, что такое 
соударение фактически произойдет, если 

\qz - q1\ ~а, lqz - q1 + р2 
:Pt Лtl <а. (6.5) 

Положим для сокращения записи 

qz - QJ = е Р2 - PI = v. 
lq2 - q1/ ' т 

(6.6) 

Тогда 

1 

Р2 - Pt 1 Q2-q1+ m Лt =lr+vЛtl=lre+vдtl= 

= V(re + vЛt)2 = Jr2 + 2r(e · v)Лt + дt2v2 

или, так как Лt бесконечно мало, 

1 

Р2 -pr д 1 Q2 - Чl + -- t = r 
тп 

(е · v) дt2 v2 

1+2--Лt+-2- =r+(e·v)Лt. 
r r 

(6.7) 

Отсюда сразу видно, что в области (6.39) ввиду положительности Лt имеет 
место неравенство 

(e·v)<O. (6.8) 

Далее можно заметить, что в области (6.39) 

O((q2- ч1!- а)-0 (lq2- q1 + pz ~iPI лtj- а)= 1, (} (-е · v) = 1. (6.9) 



19. Аспекты вторичного квантования 725 

Так как д 1 , как уже отмечалось выше, может отличаться от нуля лишь 
в области (6.39), в которой справедливы соотношения (6.43), мы можем 
представить выражение Л1 с учетом (6.40), (6.41) в следующей форме: 

Л1=0(-е · v){B(r - а) - O(r - а+ е · vдt)}x 

{F( Лt Лt. Лt Лt) F( Р1д . Р2д )} Х Q1 ,pl ,q2 ,р2 - Q1+m t,p1,q2+m t,p2 · 

Введем одномерную 8-функцию 1 8(х), локализованную в интервале 
(О,+оо): 

д(х) = lim О(х) - О(х - 77). 
'f/--i-0 7] 

(6.44) 

Тогда O(r - а) - O(r - а+ е · vдt) = -е · vдt8(r - а), поскольку е · vдt <О. 
Разумеется, так как для фазовых точек из области (6.39) соударение шаров 
произошло, то ptt = pj (j = 1, 2), где pj обозначает импульсы после соударе-
ния. Далее, qf t, qj + (Рз / т) дt будут лишь бесконечно мало отличаться от qj. 
Таким образом, найдем, учитывая, естественно, лишь члены первого порядка 
малости по отношению к дt: 

(6.47) 

Найдем сейчас выражения для pj, входящих в ( 6 .45). Рассмотрим относи­
тельную скорость v (см. (6.40) и выделим в ней компоненту, параллельную r 
(т. е. параллельную е), и компоненту, перпендикулярную к r: 

v=e(e·v)+v.l, v.l=v-e(e·v). (6.48) 

Но после соударения величина v .l сохраняется, а е · v меняет знак на обрат­
ный: v: = v .l· е · v* = -е · v. Поэтому, учитывая формулы (6.48), 

v* = -е( е · v) + v .l = v - 2е( е · v), 

Т. е. 

pj - Р2 = PI - Р2 - 2{ (Р1 - Р2)е} · е. (6.49) 

1 Как видно из определения (6.44), 

8(х)=0, x;FO. (6.45) 

и 
00 

f 8(x)dx=1. (6.46) 

о 

Заметим, что при обычном определении (6.45) функции 8(х) она также локализуется в беско­
нечно малой окрестности точки х =О, но не обязательно лишь в бесконечно малой окрестности 
положительных х. Поэтому ее условие нормировки будет 

00 

f 8(х) dx = 1. 

-оо 

Как видно, б-функция (6.44) формально может быть определена из обычной 8-функции с 
помощью соотношения lim д(х - е) (е >О, е-+ О). Таким образом, в (6.47), если считать 
входящую в правую часть ~:\'-функцию обычной, надо заменить а на а+ О, т. е. сделать замену 
а ---t а + е и совершить предельный переход е ---t О, е > О. 
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Но по закону сохранения суммарного импульса 

Pi+P2=p1+P2· 

Таким образом, из формул (б.49), (6.50) получим 

pj = Pl - е{(р1 - Р2)е}, 

Р2 = Р2 + e{(Pr - Р2)е}. 

(6.50) 

(6.51) 

Как видно теперь, коэффициент при Лt в (б.45) является функцией вида 
д(r - a)f(r/r) = J(r - a)f(e), зависящей также от qi + q2,p1,p2, t. 

Установим сейчас одно полезное для нас тождество. Имеем 

J(r - a)f (~) = J J(r - R)б(R- a)f (~) dR. 

Введем орт (j - единичный вектор по направлению R. Тогда R = R(j, 
dR= R 2dRda, где, как обычно, d(j обозначает бесконечно малый элемент 
телесного угла. Таким образом, найдем 

б(r - a)f(e) = J J(r - R(j)б(R - a)f(a)R2dRd(j = а2 J д(r - a(Т)f((j)dcт. 
(6.52) 

Это тождество мы используем для преобразования выражения Л 1, задаваемо­
го формулой (6.45). 

Будет удобно ввести оператор В 1 , 2 (а), действующий лишь на импульсы 
Р1, р2, переводя их в «импульсы после соударения» (б.51): 

Bl.2( (j) f (р1, Р2) = f (Р1 - а(р1,2 · а); Р2 + а(Р1,2 ·ст)), Pl,2 = Pl - Р2 · (6.53) 

Заметим, что из этого определения вытекает равенство 

B2.1(-(j) = В2,1(а). (6.54) 

Используя формулы (6.40), (6.52), (6.53), напишем для выражения (6.45) 
следующее представление: 

Л1 = ~ а2 f О(Р1,2 ·а )!(Р1,2 ·а )jJ(q2 - qi - аа ){ В1,2( а) - 1} F(q1, Р1; q2, Р2)dст. 
Для Л2 из (6.38) находим непосредственно 

'""р· д 
Л2 = ~ :i ~F(q1,p1; q2,P2)Лt. 

j=l,2 qJ 

Итак, на основании соотношения (6.37) получим окончательно 

дF(q1,p1;q2,P2) - '"" Pj д F( . ) T(l 2)F( . ) (6.55) дt - ~ mд. q1,p1,q2,P2 + , q1,p1,q2,P2, 
j=ol,2 Чз 

где Т( 1, 2) - оператор, действующий на функции двух фазовых точек, 

T(l, 2)F = J а2 О(Р1.2 ·а) l(Pi~· а)! б(q2 - q1 - a(j){B1,2(a) - 1 }х 

х F(q1,p1;q2,p2)da. (6.56) 
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В уравнении (6.55) величины qj = q1(t), Pj = P1(t) представляют фазовую 
точку в момент времени t для центра j-й сферы. 

Заметим между прочим, что из самого определения (6.56) вытекает, что 

T(l,2)=T(2, 1), (6.57) 

поскольку, переставив две фазовые точки, достаточно заменить переменную 

интегрирования - орт cr на -cr, - чтобы получить исходное выражение. 

Заметим далее, что если в начальный момент времени 

(6.58) 

то и во все последующие моменты времени t > О будем иметь 

(6.59) 

поскольку, как только lq1 - q2I станет равным а, произойдет соударение и это 
расстояние начнет увеличиваться. Подчеркнем, что условие (6.58) есть просто 
условие ограничения лишь физически допустимыми траекториями центров 

упругих шаров, чем выражается свойство непроницаемости шаров. 

Однако само уравнение (6.55) никак не связано с областью (6.59) и 
формально может быть расширено. В частности, из определения (6.56) сразу 
же следует, что T(l, 2) =О при lq1 - q21 <а. Таким образом, хотя уравнение 
(6.55) может быть тривиально расширено и на другие области определения, 
физически правильные результаты мы получим лишь для области (6.59). 
Поэтому оператор бинарного соударения Т( 1, 2) называется иногда псевдоопе­
раторо.м. 

Псевдооператоры бинарных соударений такого типа были введены рядом 

авторов (см., например, [12, 13]). Разумеется, они вводились этими авторами 
на основе использования подобного рода операторов для изучения динамиче­

ских систем из N одинаковых упругих шаров, находящихся в макроскопиче­
ском объеме V, которые могут быть приняты в качестве классической модели 
газа. Перейдем к рассмотрению такой системы. 

б) Система из N одинаковых упругих шаров. Так как соударения 
шаров в принятой схеме классической механики происходят мгновенно, ве­

роятность того, что данный шар одновременно сталкивается с двумя и более 

шарами, бесконечно мала, и мы можем учитывать поэтому лишь бинарные 
столкновения. 

Возьмем какую-либо функцию динамического состояния: 

где 

(6.60) 

причем предполагается, что для начальных значений выполнены физические 

условия непроницаемости шаров: 

(6.61) 
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Тогда, поскольку движение частиц равномерно и прямолинейно в промежут­

ках между бинарными соударениями, можем написать 

дF = L Pj _!!_F + LTaF. (6.62) 
дt m дqj 

l~j~N а 

Здесь 2:: производится по всем парам частиц, причем каждая пара учитыва-
а 

ется, конечно, один раз; выражение для Та дается формулой (6.56), в которой 
вместо индексов ( 1, 2) поставлены индексы частиц, входящих в пару. Так как 
ввиду (6.57) Ti,j = Tj,i, то в уравнении (6.62) 

1 
L TaF = 2 L Tj 1,j2 F. (6.63) 
а l~j1~N 

l~j2~N 
j1 :Fj2 

Применим теперь уравнение (6.62) к частному виду функции типа (6.25): 

fj(t, q,p) = д(q - qj(t))д(p- Pj(t)). (6.64) 

Найдем 

дfj(t,q,p) _ Pj _!!_д( _ ·)д( _ ·) + '°"' Т( · · )J· 
дt - m дq · q q 1 р р J ~ J' J 1 J' 

J l~j1~N 

(6.65) 

jl :lj 
поскольку 

~ { т (j, j 1) + т (j 1' j)} = т (j, j 1). 

При этом 
Pj а Р а 
--

8 
д(q - qj)д(p- Pj) = ---

8 
fj(t, q,p). 

m qj m q 
(6.66) 

Перейдем теперь к раскрытию второго члена в правой части уравнения (6.65). 
Имеем 

T(j,ji)fj =: f O(Pj,ji · O")l(Pj,ji · O")lд(qj1 - qj - аО")д(q- qj)x 

Х {д(р- Pj + O"(Pj,j1 ·О")) - д(р- Pj)}dO", 
откуда, замечая, что 

f д(q' - qji)д(p' - Pji - O"(Pj,ji. O"))dq'dp' = 1, 

J д(q' - qj 1 )д(p' - Pj1 )dq'dp1 = 1, 

можем написать 

T(j,j1)fj =: f B(Pj,j 1 • O")\(Pj,j1 · O")jд(qj 1 - qj - аО")д(q- qj)д(q' - qj1) Х 
х д(р- Pj + O"(Pj,j 1 • О"))д(р' - Pji - O"(Pj,j1 · O"))dq'dp'dO" -

- : J B(Pj,ji · O")l(Pj,j1 · O")lд(qj 1 - qj - аО")Х 
х д(q- qj)д(q' - qj 1 )д(p- Рj1 )д(р' - Pj1 )dq'dp'dO". (6.67) 
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Рассмотрим первый член в правой части (6.67), содержащий произведение 
трехмерных 8-функций, 

8(р - Pi + (}'(Pj,j 1 · (}')8(р' - Pi - (}'(Pj,j 1 • (}')). (6.68) 

Заметим вообще, что если а есть какой-то трехмерный вектор, то, выделяя 
в нем компоненту (}'·а, параллельную (}', и компоненту aj_, перпендикуляр­
ную к этому орту, можем представить трехмерную 8-функцию 8(а) в виде 
8(а) = 81 (а·(}')б2(а_L), где б1 - одномерная, а д2 - двумерная д-функция. 
Применяя это замечание к произведению (6.68), найдем, что оно будет равно 
следующему выражению: 

с1'1 ((р - Pj) · (}' + (Р1.11 · (}'))с\'1 ((р'- Pi1) · (}' - (Pj,j1 · (}'))82(P_L- Pf )82(P
1

J_ - pfi ). 

Но имеем тождественно 
(6.69) 

(р- Pj) · (}' + (Pj - Р11) · (}' = Р(}' - Р11(}' = Р1 (}' + (р- Р1 ) • (}' - Pj1(}', 

(р' - Р11) · (}' - (PJ - Р11) · (}' = Р1 
(}' - Р1(}' = Р(}' - (р - р') · (}' - Pj(}'. 

Поэтому (6.69) может быть записано в форме 

д1(Р(}' - (р- Р1 ) • (}' - Р1(}')д1(Р1 (}' + (р- р') · (}' - P11(}')82(P_L- Pf)д2(P1_L- pfi) = 
= д(р - (}'{(р - р') · (}'} - Р1)д(р' + (}'{(р - р') · (}'} - Pj1). (6.70) 

Таким образом, в первом члене правой части (6.67) выражение (6.68) может 
быть заменено на (6.70) и, как видно, (Pj 1,j(}') = -(р - р') · (}'. Поэтому этот 
член будет равен 

: f О{(р' - Р) · (}'}l(p' - Р) · (}'lc\'(q11 - qj - a(}')c\'(q- q1)д(q' - q11) х 
х д(р- (}'{(р- р') · (}'}- Р1)д(р1 + (}'{(р- р') · (}'}- Pji}dq1dp1d(}'. (6.71) 

Введем оператор Ь( (}'), действующий на функции импульсов р, р', определив 
его соотношением 

Ьk )ф(р, р') = ф(р - (}'{ (р - р'). (}' }, р' + (}'{ (р - р'). (}'}). (6.72) 

Тогда из (6.71) имеем 

: f О{(р' - Р) · (}'}l(p' - р) · (}'lc\'(q' - q- а(}')х 
х Ь((}')д(q- qj)д(p- Pj)8(q' -qj1)8(p' - Pj1)dq'dp'd(}'. (6.73) 

Обратимся теперь ко второму члену правой части (6.67). Здесь, очевидно, 
(р1 ,j1 (}') может быть заменено на (р - р') · (}'. Совершив над переменной инте­
грирования - ортом (}' - замену (}' --t -(}', представим данный член в виде 

- : f О{ (р' - Р) · (}'} 1 (р - р') · (}'18( q11 - qj +а(}' )б ( q - qj )8(р - Р1 )8( q' - qj 1 ) х 

х д(р' - P1 1)dq1dp 1d(}' = -: f О{(р' - р) · (}'}l(p' - р) · (}'lд(q' - q + а(}')Х 
х (}'(q- qj)J(p- Pi)J(q' - qj1)J(p' - Pj1)dq1dp1d0'. (6.74) 
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в) Уравнение Болъцмана-Энскога. Заметим теперь, что, хотя в уравне­
нии (6.65) суммирование по j 1 идет с исключением индекса j 1 = j, мы можем 
распространить его по всем j1, поскольку, как это видно уже из (6.67), имеем 
тождественно 

T(j,j)fj =0, 

ибо так как и2 = 1, то 8 ( qj - qj - аи) =О. Поэтому, полагая 

L 8(q - Qj1)8(p- Pj1) = f(t, q,p) 
l(j1(N 

и вспоминая, что на основании (6.64) 

д(q- Qj)д(p- Pj) = fj(t, q,p), 

(6.75) 

(6. 76) 

а также учитывая представления (6.73), (6.74) для членов правой части 
равенства (6.67), находим 

L T(j,j1)fj =: J В{(р' - р) · и}l(р' - р) · иl{8(q' - q- a(})b((})­
l(j(N 

- 8(q' - q +а(})} fj(t, q, p)f(t, q', p')dq' dp' d(}. 

Подставив это выражение в уравнение (6.65), будем иметь 

дfj(t, q,p) = -R-~f-(t )+ 
дt т дq J 'q,p 

+: J В{(р' - Р) · (J}/(p' - р) · (}/{д(q' - q- аи)Ь((})-
- д(q' - q +а(})} fj (t, q, р )! (t, q', p1)dq1 dp' d(} 

или, выполняя интегрирование по q', запишем 

дfj(t,q,p) = _R_~f-(t )+ 
дt т дq J 'q,p 

+: J В{(р' - р) · (} }l(r' - р) · (}l{!j(t, q, p*)f(t, q +а(}, р*')-
- fj (t, q, р )f (t, q - а(}, р') }dp' d(}, (6.77) 

где 

р* = р - (}{ (р - р') . (}}' р*' = р + (}{ (р - р') . (}}. (6.78) 

Просуммируем теперь обе части уравнения (6.77) по всем j = 1, ... , N. Тогда, 
учитывая (6. 75), получим 

дf(t,q,p) = _E_~J(t )+ 
дt т дq 'q,p 

+: J В{(р' - р) · (} }/(р' - р) · (}J{f(t, q,p*)j(t, q + а(},р*')-
- f(t, q, p)f (t, q - а(}, p')}dp' d(}. (6.79) 
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Нетрудно заметить, что это есть уравнение Больцмана-Энскога. Преобразуем 
его сейчас для удобства сравнения, введя общепринятую нормировку. Так, 
в кинетической теории газов в уравнении Больцмана-Энскога вместо импуль­
сов обычно используются скорости. Имеем 

р = mv, р1 = mv', Pj(t) = mvj(t), 

так что 

f(t,q,p)= L 8(q-q1(t))8(mv-mVj(t))= 
l(j(N 

- - 3 "L 8(q - qj(t))8(v - Vj(t)). 
m \~j(N 

Далее, J L 8(q - qj(t))8(v - Vj(t))dqdv = N. 
l~j(N 

Поэтому, чтобы перейти к обычной нормировке 

~ J dq J dvF(t,q,v) = 1, 
v 

(6.80) 

где V - макроскопический объем, в котором движутся рассматриваемые 
частицы, положим 

F(t,q,v)=!_ L 8(q-qj(i))8(v-Vj(t)), n=N/V. 
п . 
l(з(N 

Тогда в уравнении (6.79) будем иметь 

f(t, q,p) = -;F(t, q, v), dp' = m 3dv' 
m 

(6.81) 

и, таким образом, приходим к стандартной форме уравнения Больцмана­
Энскога 

дF(t, q, v) __ !__F(t ) 
дt - v дq ' q' v + 

+а2п J l(v'-v)·al{F(t,q,v*)F(t,q+aa,v*')-

(v'-v)·o<~O 

- F(t, q, v)F(t, q- аа, v')}dv'da, (6.82) 

в котором 

v* = v - a((v - v') ·а), v*' = v' + a((v - v') ·а). (6.83) 

г) Уравнение диффузии выделенной частицы в газе. Рассмотрим так­
же функцию 

W(t, q, v) = m 3 !1 (t, q, р) = д(q - q1 (t))8(v - v1 (t)) 

с нормировкой 

f dq f dvW(t,q,v)= 1, 

v 

(6.84) 

(6.85) 



732 !П Новые методы квантовой теории многих тел и квантовой теории поля 

где V - объем, v - скорость. Для нее из (6. 77) при j = l найдем 

дW(t, q, v) __ __!!_W(t ) 
дt - v дq , q, v + 

+а2п J \(v'-v)·o-\{W(t,q,v*)F(t,q+ao-,v*')-

(v'-v)·o-?:O 

-W(t,q,v)F(t,q-aa,1/)}dv'dcr. (6.86) 

Как видно из определений (б.81), (б.84), nF(t, q, v)dq dv представляет собой 
число точек в фазовом объеме dq dv, а W ( t, q, р) - плотность распреде­
ления точек в фазовом пространстве одной фиксированной «Первой части­
цы». Подчеркнем, что в литературе уравнение Больцмана-Энскога всегда 
рассматривалось лишь как приближенное. Мы же показали выше, что оно 
имеет и микроскопические решения вида (6.81). Это было впервые получено 
в работе [ 11] . 

Из микроскопических уравнений (6.82), (6.86) можно получить и прибли­
женные уравнения для усредненных макроскопических функций l 

(F(t, q, v)), (W(t, q, v)). 

Если опять воспользоваться в качестве первого приближения приближением 
типа (6.33) для уравнения Власова, положив 

(F(t, q', v')F(t, q, ·и))= (F(t, q', v'))(F(t, q, v)) 

и 

(W(t, q, v) F(t, q', v')) = (W( t, q, v )) (F( t, q', v')), (6.90) 

то для макроскопических усредненных функций распределения 

(F(t, q, v)), (W(t, q, v)) (6.91) 

t Подчеркнем, что выражения (6.81), (6.84) для F(t, q, v), W(t, q, v) зависят от qj(t), щ(t) 
и тем самым являются функuиями также начальных значений этих переменных: 

F( t, q, v) = F( t, q, v; q?. v?; ... ; qCJv, v?v ), 

W(t, q, v) = W(t, q, v; q?, v?; ... ; q°rv, v°rv ). 
(6.87) 

Для усреднения используем какую-либо функцию распределения 'D( q?, v?; ... ; qCJv, v?v) с усло­
вием нормировки 

J ( о о о о) о о о о '[) q\,Vt; ... ;qN,VN dq1dV1 ... dqNd'VN=1, 

и притом, разумеется, такую, которая обращается в нуль для нефизических состояний, когда 
шары «проникают» друг в друга, т. е. 

'D(q?, v?; ... ; q<J.,., v°rv) =О, (6.88) 

если хотя бы для одной пары двух различных частиu \q~ 1 - q~2 \ <а. Тогда используем следу­
ющие определения: 

(F(t, q, v)) = J F(t, q, v)'D(q?, v?; ... ; qCJv, v°rv )dq?dv? ... dqCJvdvCJv, 

(W(t, q, v)) = J W(t, q, v)'D(q?, v?; ... ; qCJv, v?v )dq?dv? ... dqCJvdv?v. 

(6.89) 
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получим также уравнения (6.82), (6.86). Разумеется, для функций (6.91) они 
будут уже приближенными ввиду использования приближенного «расцепле­

ния» (6.90). Кстати, заметим, что если для (F(t, q, v )) выбрать равновесное 
максвелловское распределение 

( 
m )3/2 2;20 F(q,v)=cp(v)= 27ГО e-mv , 

то, положив в приближенном уравнении (6.86) для (W(t, q, v)/ 

(W(t, q, v)/ = cp(v)ф(t, q, v) 

(6.92) 

(6.93) 

и отметив, что тождественно cp(v)cp(v') = cp(v*)cp(v*'), получим приближенное 
уравнение 

д1j;(t,q,v) -- _!!_"l'(i ) 
дt - v дq 'f/ , q, v + 

+ а2п J l(v' - v) · 171{ ф(t, q, v*) - ф(t, q, v)}cp( v')dv' dO". (6.94) 

(v'-v)·17)0 

Это уравнение обычно используется в кинетической теории газов для изуче­
ния диффузии одной выделенной частицы в газе, находящемся в состоянии 

статистического равновесия. 

Возвратимся теперь к уравнению (6.82). Мы уже видели, что кроме 
приближенных решений, основанных на аппроксимационной формуле (6.90), 
оно имеет и микроскопические решения (6.81). Естественно поэтому, что 
этим нелинейным уравнением можно воспользоваться и для получения более 
точных приближений, в принципе сколь угодно точных. Разумеется, суще­
ственные трудности весьма быстро возрастают при переходе к более точным 
формулам. В связи с этим отметим работу [14), в которой авторы, исходя из 
нелинейного уравнения Больцмана (получающегося из (6.82) заменой в аргу­
ментах F: q + аО"---}- q, q - аО"---}- q), сумели получить приближения, которые 
выходят за рамки общепринятых представлений о пределах применимости 

уравнений этого типа. 

д) Бинарное взаимодействие. Заметим еще, что все вышеизложенные 
рассуждения непосредственно обобщаются и на тот случай, когда кроме 
непроницаемого ядра имеется и обычное бинарное взаимодействие: 

Ф(r) = оо (r < а/2), 
Ф(r) = Ф0 (r) (r ~ а/2), Ф~(r) =О (r <а), 

(6.95) 

где Ф0 (r) - регулярная функция r в интервале (а, оо), т. е. на тот случай, 
когда между центрами упругих шаров имеются и регулярные бинарные взаи­
модействия. Тогда можно дословно повторить все предыдущие рассуждения, и 
все различие сведется к тому, что к выражению Т( 1, 2), заданному формулой 
(6.56), надо лишь добавить член 

дФ(q1 - Ч2) (~ _ ~) . (6.96) 
дq1 др2 др1 



734 fff. Новые методы квантовой теории многих тел и квантовой теории поля 

Чтобы убедиться в этом, достаточно только соответственно изменить выраже­

ния Л 1 , Л2 (6.38) для разности (6.37), положив 

Л1 = F(qft, pft; qf"t, p~t) - F ( q1 +: Лt, PI - ЕЛt; Q2 +: Лt, Р2 + ЕЛt), 
Л2 = F ( q1 +: Лt, PI - ЕЛt; q2 +: Лt, Р2 + ЕЛt) - F(q1,p1; Q2,P2), 

дФ(q1 - q2) 
где Е = д . Преобразование Л 1 совершается точно так же, как и 

Ч1 
раньше, и приводит к тому же псевдооператору Т ( 1, 2); от раскрытия же члена 
Л2 как раз и произойдет добавка (6.96). 

Ввиду наличия дополнительного к Т(1, 2) оператора (6.96) к уравнениям 
(6.82), (6.86) добавятся «власовские члены», и мы получим соответственно 
уравнения для функций (6.81), (6.84) 

дF(t, q, v) _ _ . !!__F(t ) 
дt - v дq ' q' v + 

+ а2п J l(v' - v) · cтl{F(t, q, v*)F(t, q + аст, v*')-

(v'-v)·,,.?0 

- F(t, q, v)F(t, q - аст, v')}dv'da+ 

f дФo(q-q') ') ,1 д + дq p(t,q dq mдvF(t,q,v), (6.97) 

дW(t, q, v) __ !!__W(t ) 
дt - v дq ' q, v + 

f дФo(q-q') ( ') 1 1 д ( ) + дq р t, q dq m дv W t, р, q + 

+ а2п f l(v' - v) · cтl{W(t, q, v*)F(t, q + аст, v*')-

(v'-v)·,,.?O 

- W(t, q, v)F(t, q- аст, v')}dv'dcт, (6.98) 

в которых 

p(t,q)=n J F(t,q,v)dv. (6.99) 

Подчеркнем в заключение, что все изложенные рассуждения, относившие­

ся к динамической системе из N упругих шаров, существенно основаны на 
мгновенности процесса бинарного соударения и потому не могут быть точно 

перенесены на случай квантовой механики, где процессы соударения упругих 

шаров совершаются за конечный промежуток времени (пропорциональный 
константе h Планка). Что же касается обобщения изложенных результатов 
в рамках классической механики на случай системы упругих шаров, принадле­

жащих к различным сортам, например на случай, когда имеется п различных 
систем одинаковых шаров, причем шары, принадлежащие к разным сортам, 

имеют разные диаметры и разные законы регулярных бинарных взаимодей­
ствий, то такое обобщение может быть проведено изложенным выше методом. 
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20. 

ВЫСТУПЛЕНИЕ ЛАУРЕАТА ПРЕМИИ 

им. А. П. КАРПИНСКОГО* 

Разрешите мне поблагодарить кураториум фонда «Ф. Ф. С.» за высокую 
честь - присуждение премии имени Александра Петровича Карпинского. 

Я рассматриваю эту высокую награду не только как оценку моих личных 
заслуг, но и прежде всего как свидетельство признания выдающихся дости­

жений советской школы теоретической и математической физики. 

Из-за ограниченности времени я не смогу в этом выступлении остано­
виться на всех работах, за которые удостоен премии. Поэтому разрешите мне 

кратко осветить только некоторые эпизоды моей научной деятельности. 

Свою научную работу я начал в 1923 г. в Киеве под руководством выдаю­
щегося советского математика и механика академика Николая Митрофанови­
ча Крылова. Мне приятно, что сегодня академик В. Е. Соколов напомнил, что 
одна из моих ранних работ, посвященная разработке прямых методов решения 
экстремальных задач, более пятидесяти лет назад получила премию Академии 
наук Болоньи. 

В начале 1930-х гг. мы с Николаем Митрофановичем Крыловым приступи­
ли к разработке новой области математической физики - теории нелинейных 
колебаний, названной нами нелинейной механикой. 

Исследования тех лет были направлены прежде всего на усовершенство­
вание методов асимптотического интегрирования нелинейных уравнений, опи­

сывающих колебательные процессы. 

Вопросы асимптотического интегрирования дифференциальных уравнений 
с «малым» параметром изучались ранее, однако при этом рассматривались в 

основном консервативные системы. Нам удалось создать аппарат, способный 

эффективно описать поведение общих неконсервативных систем, и построить 

новые асимптотические методы нелинейной механики, а также дать их строгое 

математическое обоснование. 

Следует сказать, что разработанные в те годы методы в дальнейшем нашли 
широкое (и даже порой неожиданное) применение в различных областях как 
науки, так и техники. Дело в том, что математические уравнения и методы их 
решения для многих явлений природы оказываются одинаковыми или очень 

близкими. 

Так, нелинейная механика нашла применение при конструировании само­
летов, изучении траекторий планет, выводе пучков ускорителей элементарных 

'AJexander-Petrowitsch-Karpinskij-Preis. Hamburg, 198 ! . Р. 33-41. 
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частиц, управлении электросетями и даже в экологических задачах типа 

задачи «охотник-жертва». 

Приведенные выше примеры показывают единство математической струк­
туры физических теорий, на первый взгляд далеких друг от друга, таких, 

как нелинейная механика, статистическая физика, астрономия. Это единство 
обусловливает взаимное проникновение и влияние методов и физических идей, 

возникающих в различных областях науки. 

Новые методы исследования динамических систем в нелинейной механике 
позволили по-иному подойти к проблемам классической статистической физи­
ки, которой в дальнейшем я посвятил значительное число работ. 

Но, может быть, наиболее рельефно такую взаимосвязь идей и методов я 
мог бы проследить, анализируя ту часть работ, которая посвящена развитию 

квантовой статистической физики и квантовой теории поля. 

В октябре 1946 г. на собрании Отделения физико-математических наук 
АН СССР я выступил с докладом, в котором было дано объяснение явления 
сверхтекучести на микроскопическом уровне. Как известно, сверхтекучесть -
это макроскопический эффект, экспериментально открытый в 1938 г. акаде­
миком П. Л. Капицей и состоящий в исчезновении вязкости гелия при сверх­

низких температурах. 

При разработке микроскопической теории этого явления были использо­
ваны два сравнительно простых с математической точки зрения приема. Это 
упрощение гамильтониана (переход к так называемому модельному гамильто­
ниану, где осуществлен «сдвиг на константу» волновой функции) и решение 
задачи путем специфического преобразования переменных. Предложенные 
математические методы оказались весьма удобными и для физического пони­

мания явления. 

Выяснилась следующая картина движения сверхтекучей жидкости: в про­

тивоположность обычной жидкости или газу, в которых отдельные частицы 

перемещаются хаотично, сама сверхтекучая жидкость проявляет высокую 

степень упорядоченности. Это обусловлено взаимодействием друг с другом 
отдельных частиц сверхтекучей жидкости, причем особенно сильным оно 

оказывается для частиц с противоположно направленными скоростями. Имен­
но правильный учет этого взаимодействия и составлял основную трудность 

при создании теории сверхтекучести. В сверхтекучей жидкости ввиду су­
щественного взаимодействия пар частиц с равными и противоположно на­

правленными скоростями образуется особый «конденсат». Находящиеся в нем 

частицы не могут отдавать свою энергию небольшими порциями, так что в 
целом сверхтекучая жидкость оказывается лишенной вязкости. «Конденсат» 
может образовываться лишь при низких температурах, и поэтому явление 

сверхтекучести наблюдается только вблизи абсолютного нуля. 

Как удалось установить впоследствии, в 1957 г., при построении микроско­
пической теории сверхпроводимости (явления, обнаруженного еще в 1911 г. 
голландским ученым Г. Камерлинг-Оннесом) упомянутые выше математиче­
ские методы нашли свое обобщение и оказались эффективным средством 

в изучении и этого явления природы. Выяснилось, что физическая природа 

сверхтекучести и сверхпроводимости почти одна и та же; между этими явлени­

ями существует глубокая физическая и математическая аналогия. Характери-

24 Н.Н. Боголюбов 
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зуя в немногих словах эту аналогию, можно сказать, что сверхпроводимость -
это сверхтекучесть электронов в металле. 

При построении микроскопической теории сверхпроводимости представле­
ние о коррелированной паре частиц с суммарным нулевым импульсом сыграло 

определяющую роль. Коррелированные пары протонов и нейтронов играют 
важную роль в структуре тяжелых ядер. 

Отметим любопытную особенность упомянутых выше коррелированных 
пар частиц. В отличие от обычных корреляций классического типа в кон­

фигурационном пространстве, когда два тела связаны между собой силами 
притяжения (Земля и Луна, протон и электрон в атоме водорода) и, так ска­
зать, индивидуальным образом надолго (если не навсегда) приписаны друг к 

другу, в рассматриваемом случае необходимо принять, во-первых, во внимание 

квантовый принцип неразличимости тождественных частиц, а во-вторых, тот 

факт, что корреляции имеют импульсный, а не пространственный характер. 

Поэтому, во-первых, коррелированные пары непрерывно меняют «партнеров», 
а во-вторых, это мимолетное «партнерство» носит характер быстрого танца, 

во время которого «партнеры» находятся на значительном расстоянии друг от 

друга. 

Интересно проследить влияние математических приемов, предложенных 
и разработанных при создании микроскопической теории сверхтекучести и 

сверхпроводимости, на последующее развитие квантовой физики, в том числе 

квантовой теории поля, являющейся основой наших представлений о физике 

микромира. 

Например, операция «сдвига на константу» была использована в начале 
1960-х гг. в ряде работ по так называемому спонтанному (или самопроизволь­
ному) нарушению симметрии, происходящему в системах с вырожденным ва­
куумом (т. е. энергетически вырожденным низким состоянием). Это явление, 
широко используемое сейчас в квантовой теории поля, имеет механические 

аналогии, хорошо поясняющие суть дела и связанные с тем, что существова­

ние, например, неустойчивого равновесия может служить причиной спонтан­

ного нарушения первоначальной симметрии задачи. 

Общий аппарат изучения квантово-статистических систем с вырожденным 

вакуумом был развит мною в работах о квазисредних. Для анализа подобных 
систем в гамильтониан вводится добавка, пропорциональная малому парамет­

ру и формально снимающая вырождение. Система при этом обладает един­
ственным вакуумом, что позволяет применить при ее изучении общепринятые 

методы. 

В работе о квазисредних была доказана также фундаментальная теорема, 

согласно которой в квантовой системе при спонтанном нарушении непрерыв­

ной симметрии всегда наступает дальнодействие. Другими словами, имеет 
место появление безмассовых возбуждений - квантов типа фотона или фо­
нона, обмен которыми и приводит к взаимодействию с бесконечно большим 
радиусом. Вскоре после этого аналогичный результат в квантовой теории поля 

был получен другими исследователями. 

Впоследствии было замечено, что если объединить теорию так называе­

мых калибровочных полей с теорией спонтанно нарушенной симметрии, то 
совокупность безмассового голдстоуновского бозона и безмассового калибра-
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вочного бозона эквивалентна массивному калибровочному бозону. Этот факт 

был использован в конце 1960-х гг. при построении объединенной модели 

электромагнитных и слабых взаимодействий. Сейчас она считается весьма 

вероятным претендентом на роль реалистической теории. 

Из приведенных примеров видно, как общность математических методов 

позволяет установить идейные и физические связи между различными явлени­

ями природы, обусловливает взаимное влияние прогресса теории в различных 

областях знаний. 

Теперь мне бы хотелось остановиться на еще одном примере из обла­

сти теории элементарных частиц, который позволяет продемонстрировать те 

огромные возможности для формирования наших физических представлений, 

которые заложены в математике. Речь пойдет о доказательстве дисперсионных 

соотношений в квантовой теории поля, т. е. соотношений между вещественной 

и мнимой частями амплитуды рассеяния элементарных частиц. Различные 

виды дисперсионных соотношений были известны задолго до появления кван­

товой теории поля. Еще в середине 1920-х гг. в классической электродинамике 

было получено дисперсионное соотношение между вещественной и мнимой 

частью показателя преломления. Физической основой этого дисперсионного 

соотношения послужил тот факт, что сигналы не могут распространяться со 

скоростью, большей скорости света (принцип причинности). 

В 1954-1955 гг. появились работы американских физиков, в которых 
предлагалось использовать дисперсионные соотношения для изучения рассе­

яния элементарных частиц. Однако оказалось, что задача строгого вывода 

дисперсионных соотношений в этом случае непростая. Для их доказательства 

необходимо было провести процедуру аналитического продолжения амплиту­

ды, определенной лишь для вещественных значений энергии, в комплексную 

плоскость. К тому же амплитуда содержит сингулярности и с математиче­

ской точки зрения является так называемой обобщенной функцией. Трудно­

сти корректного получения дисперсионных соотношений оказались настолько 

значительными, что появился ряд работ, содержащих недостаточно четкие 

рассуждения и вследствие этого порой приводящих к взаимно исключающим 

результатам. 

Ясность в эту сложную ситуацию удалось внести в сентябре 1956 г. на 

международном съезде физиков-теоретиков в Сиетле (США). В доложенной 
мною работе был развит метод аналитического продолжения обобщенных 

функций. Важным элементом доказательства явилась предложенная новая 

формулировка условия причинности. В докладе был дан строгий вывод дис­

персионных соотношений для рассеяния пионов на нуклонах. Стало ясно, что 

дисперсионные соотношения являются прямым следствием общих принципов 

квантовой теории поля - причинности, унитарности (сохранения вероятно­
сти), релятивистской инвариантности. Таким образом, проверка дисперсион­
ных соотношений - одновременно и проверка этих общих принципов. Метод 

дисперсионных соотношений получил твердую основу и широкое применение в 

работах академиков А. А. Логунова, В. С. Владимирова, члена-корреспондента 
АН СССР Д. В. Ширкова, профессоров Б. В. Медведева, М. К. Поливанова 

24* 
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и др. Оказалось, что использованная система аксиом имеет более широкое 

значение и удобна для систематического построения квантовой теории поля. 

Хотелось бы отметить еще один важный вывод, касающийся амплиту­

ды рассеяния, которая является функцией двух кинематических переменных 

(связанных с энергией и углом рассеяния). В силу определенной симмет­
рии математически родственных, но физически различающихся процессов 

эти переменные могут выступать равноправно. Таким образом, было введено 

понятие об амплитуде рассеяния как единой аналитической функции двух 

кинематических комплексных переменных, различные граничные значения 

которой описывают физически далекие процессы. Это понятие сыграло роль 
в получении строгих ограничений на асимптотическое поведение амплитуд 

рассеяния в области высоких энергий. В дальнейшем трудами академика 

А. А. Логунова и его школы из этого направления выросла новая ветвь -
физика инклюзивных процессов. 

Доказанные в работе 1956 г. сугубо математические теоремы нашли при­
менение и в ряде других разделов квантовой теории поля. Сюда относится9 
например, проблема так называемых автомодельных асимптотик в глубоконе­
упругом рассеянии при высоких энергиях, которая была решена в совместных 

работах с академиком В. С. Владимировым и профессором А. Н. Тавхелидзе. 
Процессы глубоконеупругого рассеяния, т. е. рассеяния, сопровождающегос5;1 

рождением многих других частиц, позволяют получить информацию о внут­

ренней структуре элементарных частиц - адронов. Эксперименты показали, 

что асимптотическое поведение сечений рассеяния при больших энергиях 

таково, как если бы адроны состояли из точечноподобных объектов. Этот факт 
находится в полном согласии с так называемой кварковой моделью адронов 

(т. е. моделью, согласно которой элементарные частицы состоят из некоторых 

субчастиц, называемых кварками). В этой области мне совместно с про­
фессором А. Н. Тавхелидзе и доктором Б. В. Струминским удалось получить 
интересный результат, заключающийся во введении в теорию нового кванто­

вого числа, названного впоследствии «цветом». Согласно кварковой модели, 

например, элементарная частица омега-минус-гиперон состоит из трех кварков 

одного сорта с одинаковым направлением спинов. Чтобы не нарушить принцип 

Паули, запрещающий существование таких систем, и было предложено новое 

квантовое число, принимающее три значения и делающее состояния этих 

кварков различными. 

Гипотеза «цветных» кварков вместе с идеей так называемых калибровоч­
ных полей (т. е. полей, уравнения для которых инвариантны относительно 
некоторой локальной группы преобразований) привели к созданию новой тео­

рии - квантовой хромодинамики, претендующей в последнее время на роль 

теории сильных взаимодействий. При этом гипотеза «цвета», согласно которой 

кварк каждого сорта может находиться в трех различных состояниях, привела 

к появлению в теории сильных взаимодействий новой группы преобразований, 

«перепутывающей» цвета кварков. Требование локальности этой группы, со­

гласно идее калибровочных полей, вынуждает ввести поля, кванты которых 

(глюоны, от слова glue - клей) «склеивают» кварки в адронах, таким образом, 
квантовое число «цвет» играет роль заряда в сильных взаимодействиях. 
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Теория цветных кварков, взаимодействующих посредством обмена глюо­
нами, в последнее время достигла ряда серьезных успехов, и есть основание 

полагать, что в понимании законов микромира наметился существенный про­

гресс. 

На этом разрешите закончить краткий обзор некоторых идей и методов, 
которые, с моей точки зрения, повлияли на развитие теоретической физики. 
Хочется выразить надежду, что они и в дальнейшем получат широкое приме­
нение и послужат прогрессу в познании и использовании свойств материи. 

Приношу еще раз благодарность за присуждение премии имени выдающе­
гося ученого Александра Петровича Карпинского. Это высокая оценка моего 
труда, который и в дальнейшем будет направлен на благо науки и прогресса, 
идеалов мира, гуманизма и взаимопонимания между народами. 

Благодарю вас за внимание. 



21. 

ЦВЕТНЫЕ КВАРКИ - НОВАЯ СТУПЕНЬ 

ПОЗНАНИЯ МИКРОМИРА* 

Будущее физики и успешное развитие опирающихся на ее достижения дру­
гих отраслей естествознания в значительной степени зависят от прогресса в 

познании внутренней структуры и фундаментальных законов взаимодействия 
элементарных частиц. 

Вопрос о природе материи является извечным вопросом естествознания. 
От атомистики древних до современных теорий элементарных частиц про­
ходит идея о существовании истинно элементарных, фундаментальных со­
ставляющих материи. Около 220 лет назад великий русский ученый Михаил 
Васильевич Ломоносов в начатых незадолго до смерти трудах «Микрология» 
и «Системы всей физики» пытался создать целостную физическую картину 
мира на основе своей «корпускулярной философии» и развиваемых взглядов 
на природу материи, которой «исполнен океан всемирного пространства» и 

которая подчиняется «ненарушимым движения законам». 

Нынешний век, ознаменовавшийся революционными сдвигами в наших 
представлениях о пространстве и времени, созданием релятивистской меха­

ники и квантовой теории, раскрытием структуры атома и атомного ядра и 

овладением ядерной энергией, открытием целого мира элементарных частиц и 

осознанием единства всех основных сил природы, вписал новую страницу в 

историю развития идей о природе материи. 

Тесно связанный с развитием фундаментальных исследований процесс 
создания новой техники и технологии привел к качественно новой ступени 
познания структуры элементарных частиц и атомного ядра. Возникла новая 
наука - физика высоких энергий, имеющая в своем распоряжении мощные 

ускорители заряженных частиц высоких энергий и интенсивности, крупные 

уникальные физические установки, современные электронные приборы и быст­
родействующие ЭВМ. 

В результате плодотворного объединения релятивистской и квантовой ме­
Хdники возникло новое мощное направление - теория квантованных полей, 

являющаяся в течение нескольких десятилетий теоретическим фундаментом 
физики высоких энергий и ядерной физики, основой теоретических построе­

ний в пограничных областях физики - квантовой статистике, физике твердого 

тела, биофизике и др. 

Усилия многих выдающихся теоретиков, среди которых достойное место 
принадлежит советским ученым, привели к созданию стройного и мощного 

'Вестник АН СССР. 1985. Т. 6. С. 54-62; Боголюбов Н. Н. Собр. науч. трудов: В 12 т. / 
Отв. ред.-сост. А. Д. Суханов. М.: Наука, т. XII, 2009, с. 406. 
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аппарата квантовой теории поля. Эта теория базируется на нескольких общих 
принципах, таких, как релятивистская инвариантность, локальность, микро­

причинность, сохранение полной вероятности и др., играющих ту же роль, что 

и системы аксиом в геометрии. 

На основе идеи ренормализационной инвариантности и метода ренорм­

группы в теории квантованных полей были успешно преодолены казавшиеся 
до тех пор непреодолимыми трудности, связанные с так называемыми уль­

трафиолетовыми расходимостями, потребовавшими критического пересмотра 

способа описания взаимодействующих квантованных полей на малых (даже в 
масштабе микромира) расстояниях. 

Вбирая в себя все новые глубокие идеи, такие, как концепция локаль­
ной калибровочной инвариантности, представление о вырожденном вакууме, 
принцип спонтанного нарушения симметрии и др., квантовая теория поля 

все более раздвигает свои границы, превращаясь в мощное универсальное 

средство исследований от физики микромира до космологических моделей 

ранней Вселенной. 
Интенсивные экспериментальные и теоретические исследования в области 

физики высоких энергий привели за последние десятилетия к значитель­

ным успехам в раскрытии фундаментальных законов микромира. Выяснилась 
принципиально важная роль пространственно-временных и так называемых 

внутренних симметрий, связанных с важнейшими законами сохранения в 

микромире. В результате развития этого, так сказать, симметрийного подхода 
в теории элементарных частиц 20 лет назад появилась чрезвычайно плодотвор­
ная составная кварковая модель сильновзаимодействующих частиц - мезонов 

и барионов, опирающаяся на представление о цветных кварках. 

Идея цветных кварков - фундаментальных фермионов, обладающих спе­
цифическим квантовым числом - цветом и являющихся наравне с лептонами 

простейшими составляющими вещества, - лежит в основе современных пред­

ставлений о мире элементарных частиц и атомных ядер. 

В течение уже 20 лет модель цветных кварков служит языком теории 
элементарных частиц. С нею связаны многие достижения в физике высоких 
энергий. Без представления о цветных кварках как фундаментальных состав­
ляющих материи вряд ли были бы возможны прогресс в понимании эволюции 

ранней Вселенной, продвижение по пути реализации кардинальной идеи о 
единстве всех основных сил природы - электромагнитных, сильных, слабых 

и гравитационных. 

В рамках одного доклада невозможно осветить все наиболее важные этапы 
развития теории цветных кварков, которая является ныне фундаментом или 
составной частью ряда магистральных направлений исследований в физике 
элементарных частиц и высоких энергий. Я попытаюсь рассказать лишь о 
некоторых основных моментах развития этой теории и прокомментировать 

наиболее важные, на наш взгляд, результаты, полученные на ее основе. 
К началу 1960-х гг. число наблюдаемых состояний сильновзаимодейству­

ющих частиц и резонансов - мезонов и барионов, или, как физики их сейчас 
называют, адронов, - достигло многих десятков. 

Многочисленные попытки найти ключ к объяснению закономерностей в 
этом необозримом море состояний, которые теория продолжала именовать 
элементарными частицами, а также описать разнообразные их свойства, такие, 



744 !!!. Новые методы квантовой теории многих тел и квантовой теории поля 

как массы, времена жизни, квантовые числа, моды распада и т. д" привели 

к созданию составных моделей адронов. Начало было положено Э. Ферми и 
Ч. Янгом, высказавшими в 1949 г. гипотезу о том, что легчайшая из обнару­
женных к тому времени сильновзаимодействующих частиц - пион является 

не элементарной частицей, а связанным состоянием нуклона и антинуклона. 

Эта гипотеза оказалась неудовлетворительной, однако поиски «самых элемен­
тарных» частиц продолжились. 

Последующее развитие идеи составных частиц имело целью построение 

своего рода «таблицы Менделеева» для элементарных частиц. Важную роль в 

этом отношении сыграло обнаружение так называемой унитарной симметрии 
элементарных частиц, отражавшей приближенную независимость динамиче­

ских свойств адронов, принадлежащих одному и тому же семейству (или 
унитарному мультиплету), от конкретного набора квантовых чисел - электри­
ческого заряда, изотопического спина, странности или, как говорят сейчас 

физики, «аромата» частиц. 

Когда в 1964 г. М. Гелл-Манн и Дж. Цвейг высказали гипотезу кварков -
гипотетических частиц, из которых могли быть построены все наблюдаемые 

сильновзаимодействующие частицы - мезоны и барионы, - кварки рассмат­
ривались скорее как сугубо математические модели, в терминах которых 

можно было наиболее экономным образом описывать свойства унитарной 
симметрии сильных взаимодействий. Обладавшие дробными электрическими 

и барионными зарядами и не наблюдаемые в свободном, изолированном состо­

янии, кварки не сразу получили необходимое физическое истолкование. На 
пути к этому стоял ряд принципиальных трудностей, заложенных в кварковой 

модели. 

Во-первых, построение адронов из кварков, имеющих спин j = 1 /2, при­
водило к противоречию с принципом Паули для систем частиц с полуцелыми 

спинами, который играет фундаментальную роль в квантовой механике и 
квантовой теории поля. 

Во-вторых, оставался без ответа вопрос: почему в природе реализуются 

лишь системы, образованные кварк-антикварковыми парами (мезоны) или 
тройками кварков (барионы), и отсутствуют указания о существовании других 
многокварковых состояний? 

И наконец, в-третьих, отсутствовало какое-либо объяснение того уди­

вительного факта, что, несмотря на усиленные экспериментальные поиски, 

кварки не обнаружены в свободном, изолированном состоянии. Эта проблема 

получила известность как проблема конфайнмента, или невылетания кварков. 

Анализ этих принципиальных проблем физики элементарных частиц при­
вел к тому, что в 1965 г. в работе Б. В. Струминского, А. Н. Тавхелидзе и моей, 
выполненной в Дубне, а также независимо в работе М. Хана, Й. Намбу (США) 
и У. Миямото (Япония) была выдвинута гипотеза о наличии у кварков нового, 
неизвестного ранее квантового числа или заряда, названного впоследствии 

цветом. 

Согласно этой гипотезе, кварки являются обычными фермионами и, сле­

довательно, подчиняются статистике Ферми-Дирака. Однако для каждого 

типа кварков с заданными значениями изотопического спина, электрического 

заряда и странности (т. е. для каждого аромата кварков) существуют три 
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унитарно-эквивалентных состояния, различающиеся значениями нового кван­

тового числа - цвета. 

Таким образом, с введением цвета общее число кварков, из которых стро­

ятся адроны, утроилось, хотя число самих адронов, наблюдаемых в природе, 

должно было остаться прежним. Образно это можно выразить так: наблю­
даемые адроны - мезоны и барионы, - в отличие от кварков, бесцветны. 

Другими словами, цвета кварков компенсируют друг друга внутри адронов 
аналогично тому, как электрические заряды ядра и окружающих его электро­

нов компенсируют друг друга в нейтральных атомах химических элементов. 

Это не означает, однако, что цвет никак не проявляет себя на опыте. Пре­
красный пример прямого экспериментально наблюдаемого проявления цвета 
кварков дает измерение полной вероятности образования адронов в процессах 

аннигиляции сталкивающихся при высоких энергиях электрон-позитронных 

пар. В соответствии с предсказанием теории данная вероятность определяется 
числом кварковых цветов и величинами электрических зарядов кварков, обра­

зующихся в этих процессах. 

Гипотеза цветных кварков оказалась той кардинальной идеей, которая 
открыла путь к решению упомянутых выше принципиальных проблем теории 

элементарных частиц и, следовательно, к развитию последовательной картины 

кваркового строения материи. 

Как уже говорилось, главной проблемой, стоявшей на этом пути, было 
отсутствие кварков в свободном состоянии. Объяснение явления невылетания 
кварков из адронов - одна из наиболее принципиальных, узловых проблем 

современной физики элементарных частиц. Хотя очевидно, что окончательное 
решение проблемы невылетания остается все же за экспериментом, был пред­

принят ряд попыток дать логически непротиворечивое объяснение «Вечного 

заключения» кварков внутри адронов. 

Так, разработка динамической кварковой модели, которая началась в 
Дубне в 1965 г" опиралась на предположение о том, что кварки - весьма 
тяжелые объекты, связанные в адронах огромными силами, которые, с одной 
стороны, обусловливают большой дефект масс кварков в адронах, а с другой -
препятствуют их вылету наружу. В этой модели удерживаемые стенками 

потенциальной ямы кварки оказывались внутри нее эффективно свободными, 
или квазинезависимыми. Такое поведение привело к концепции асимптотиче­

ской свободы кварков на малых расстояниях, играющей важнейшую роль в 
физике адронов. 

Динамическая кварковая модель позволила систематически описать как 
статически наблюдаемые характеристики элементарных частиц (магнитные 
моменты, аксиально-векторные константы слабых переходов и др.), так и 

формфакторы адронов. Эти исследования дали толчок развитию современных 
кварковых моделей элементарных частиц. 

Принципиально новый шаг на пути развития динамической теории адронов 
сделал Й. Намбу, который впервые ввел в рассмотрение векторные поля -
переносчики цветового взаимодействия - так называемые глюоны (от англий­
ского слова glue - клей). В соответствии с современными теоретическими 
воззрениями глюоны как бы «склеивают» кварки в адронах, препятствуя их 
разлету. 
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Взаимодействия двух цветовых зарядов, переносимые глюонами, по ана­
логии с электродинамическим взаимодействием двух электрических зарядов 

были названы хромодинамическими взаимодействиями, а описывающая их 
теория - квантовой хромодинамикой. В отличие от электродинамики с един­

ственным фотоном в хромодинамике существуют восемь глюонных полей в 

соответствии с восемью различными способами переноса кварковых цветов. 
При этом оказывается, что глюоны обладают отличным от нуля цветом и, сле­
довательно, сами являются источником хромодинамических взаимодействий. 

Это важное отличие от электродинамики связывается с возможностью 
существования действующих между двумя цветовыми зарядами сил, кото­

рые не убывают с расстоянием. Другими словами, между разносимыми на 

большие расстояния кварками как бы натягивается струна, препятствующая 
их разлету. Струна может, однако, разорваться в результате рождения из 
вакуума новой кварк-антикварковой пары, приводя к образованию двух новых 

бесцветных систем, например двух мезонов. 
Следует заметить, что квантовая хромодинамика, развитие которой мы на­

блюдаем в течение последних лет, возникла в результате объединения гипоте­

зы цветных кварков и цветовой унитарной симметрии с принципом локальной 

калибровочной инвариантности Янга-Миллса. В связи с этим важно подчерк­
нуть, что высказанная в 1964 г. гипотеза Гринберга о параферми-статистике 
кварков не позволяет ввести калибровочную унитарную симметрию, лежащую 
в основе квантовой хромодинамики, и является, таким образом, физически 

неприемлемой альтернативой гипотезе цветных ферми-кварков. 

Невозможно в нескольких словах осветить все достижения квантовой 

хромодинамики, развитие которой знаменует значительный прогресс в теории 

сильных взаимодействий. 

С неабелевым, т. е. некоммутативным, характером цветовой калибровоч­
ной симметрии и нетривиальными топологическими свойствами вакуумных 

конфигураций поля в квантовой хромодинамике связываются надежды на 
последовательное теоретическое решение проблемы конфайнмента. 

Важную роль в квантовой хромодинамике играют разработанные в работах 

А. А. Логунова, Д. В. Ширкова и моих методы ренормализационной группы в 
теории квантованных полей, которые легли в основу доказательства свойства 

асимптотической свободы и позволили развить эффективные методы расчета 

высших приближений теории возмущений квантовой хромодинамики. Эти 
методы, а также операторное разложение Вильсона и дисперсионные правила 

сумм квантовой хромодинамики служат в настоящее время надежной базой 
теоретического расчета многих важнейших характеристик в физике адронов. 

Следует подчеркнуть, что объяснение закономерностей спектроскопии ад­
ронов само по себе еще не могло служить решающим аргументом в пользу 

гипотезы существования кварков. Необходимо было найти прямое динамиче­
ское проявление кварковой структуры адронов. Путь к этому лежал через 

исследование особенностей процессов взаимодействия частиц при высоких 
энергиях, что дает наиболее непосредственную информацию о внутреннем 

строении элементарных частиц и атомных ядер. Заметим, что еще в 1911 г. 
Э. Резерфорд в результате своих опытов по рассеянию заряженных а-частиц 
на тонкой фольге установил наличие плотного ядра в атомах химических 



21. Цветные кварки - новая ступень познания микромира 747 

элементов, что привело к возникновению новой, так называемой планетарной 
модели атома. 

Повышение энергии взаимодействующих частиц, связанное с продвижени­
ем в область все более малых расстояний, вскрыло удивительную по своему 

многообразию и сложности картину микромира. 
Одна из характерных черт процессов, протекающих при столкновении двух 

частиц высоких энергий, - их сильная неупругость, связанная с возмож­

ностью образования новых, вторичных частиц. Чем выше энергия сталки­

вающихся частиц, тем большее количество новых частиц может родиться в 

результате такого столкновения. Из-за разнообразия и сложности описания 
конечных продуктов реакции при достаточно высоких энергиях традиционные 

методы их исследования оказываются непригодными. 

В 1967 г. А. А. Логунов выдвинул принципиально новый подход к изучению 
процессов неупругого взаимодействия частиц при высоких энергиях. В основе 
этого подхода лежит концепция так называемого инклюзивного измерения 

или инклюзивной реакции (от английского inclusive - включающий в себя). 
Вместо слежения за всеми вновь образующимися частицами ставится задача 
изучения характеристик лишь одной или нескольких выделенных вторичных 

частиц заданного сорта, однако взятых по совокупности во всех возможных 

каналах реакции. Инклюзивный подход позволил рассмотреть все каналы 
реакции и на основе общих принципов квантовой теории поля дать модельно­

независимое описание важнейших закономерностей многочастичных процес­

сов при высоких энергиях. 

Замечательно, что как адронные инклюзивные реакции, так и реакции 
глубоконеупругого рассеяния лептонов на нуклонах обнаруживают всеобщее 
свойство приближенной автомодельности (или самоподобия), универсальное 
для процессов сильного, слабого и электромагнитного взаимодействий. Заклю­
чается это свойство в том, что все наблюдаемые характеристики соответству­
ющих процессов оказываются зависящими лишь от безразмерных комбинаций 
больших кинематических переменных типа энергии, импульсов частиц и т. д. 

В определенном смысле здесь наблюдается близкая аналогия с явлением 

автомодельности в газо- и гидродинамике. 

Явление автомодельности инклюзивных и глубоконеупругих процессов 
указывает на локальный, точечный (т. е. масштабно-инвариантный) механизм 
взаимодействия при высоких энергиях в полном соответствии с гипотезой 

о кварк-глюонной структуре адронов и свойством асимптотической свободы 
кварковой хромодинамики. 

Теоретические исследования, проведенные мною совместно с 
В. С. Владимировым и А. Н. Тавхелидзе, а также А. А. Логуновым с сотрудни­
ками, позволили строго обосновать автомодельное асимптотическое поведение 

в квантовой теории поля и установить ряд важнейших свойств глубоконеупру­
гих и инклюзивных процессов. Отметим, что экспериментально масштабно­
инвариантное поведение инклюзивных реакций сильного взаимодействия 

адронов было впервые обнаружено в 1969 г., сразу же после введения в строй 
протонного ускорителя Института физики высоких энергий в Серпухове, в 
то время крупнейшего в мире. Масштабно-инвариантное поведение процессов 
глубоконеупругого взаимодействия лептонов с адронами впервые наблюдалось 

в опытах на линейном ускорителе электронов в Стэнфорде (США). 
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Ярким примером динамического проявления кварковой структуры элемен­
тарных частиц в процессах взаимодействия при высоких энергиях являются 

установленные в 1973 г. В. А. Матвеевым, Р. М. Мурадяном и А. Н. Тавхелидзе 
на основе принципа автомодельности так называемые формулы кваркового 

счета, определяющие закон асимптотического поведения и сечений упругого 

рассеяния на большие углы, и формфакторы адронов в зависимости от числа 

составляющих их кварков. Формулы кваркового счета удивительно хорошо 
описывают многочисленные экспериментальные данные по рассеянию элемен­

тарных частиц, позволяя непосредственно из опыта извлекать информацию о 

кварковой структуре адронов и легчайших атомных ядер. 
Следует отметить, что в последние годы идеи и представления теории 

цветных кварков начинают все более проникать в физику атомного ядра. 

Главная проблема здесь состоит в том, чтобы объяснить природу и основные 
закономерности ядерных сил исходя из фундаментальных хромодинамических 

взаимодействий кварков и глюонов. В работах последнего времени весьма 
интенсивно обсуждается проблема учета кварковых степеней свободы при 
описании структуры ядер и динамики ядерных взаимодействий на малых 

расстояниях, указывается на возможность существования нового типа высо­

ковозбужденных состояний ядерной материи, характеризующихся наличием 

своеобразной внутренней цветовой поляризации - так называемого «скрыто­
го» цвета. 

В становлении этой новой области исследований, лежащей на стыке между 
физикой ядра и физикой элементарных частиц и называемой сейчас реляти­

вистской ядерной физикой, большую роль сыграли инициированные много лет 
назад А. М. Балдиным широкие экспериментальные исследования на пучках 
релятивистских ядер синхрофазотрона в Дубне. 

Как уже упоминалось, одна из главнейших закономерностей развития 
теории на современном этапе - тенденция к объединению в рамках единой 
теории всех основных сил природы - электромагнитных, сильных, слабых и 

гравитационных. Важное значение на пути реализации этой кардинальной 
идеи приобрели понятие вырожденного вакуума и принцип спонтанного нару­
шения симметрии, сыгравшие ключевую роль при разработке микроскопиче­

ской теории явлений сверхтекучести и сверхпроводимости. 
Недавнее открытие в Европейском центре ядерных исследований в Швей­

царии так называемых z0- и W-промежуточных бозонов знаменовало круп­
ный успех модели Глэшоу-Вайнберга-Салама, объединившей описание элек­
тромагнитных и слабых взаимодействий в рамках единой калибровочной тео­
рии электрослабых взаимодействий. На очереди задача разработки приемле­

мой теории «великого объединения», включающей в общую схему хромодина­
мические силы, действующие между цветными кварками и глюонами. 

Наибольший интерес, на наш взгляд, вызывает при этом вопрос: цветовая 
симметрия является абсолютно точным или приближенным законом природы? 
С этой еще не решенной принципиальной проблемой теории элементарных 

частиц тесно связан вопрос о зарядах кварков. Заметим, что уже в первых ра­
ботах, посвященных составным кварковым моделям, указывалось на возмож­
ность выбора целочисленных значений электрических и барионных зарядов 

цветных кварков. Введение целочисленных зарядов кварков, зависящих от их 
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цветового состояния, приводит, очевидно, к нарушению цветовой симметрии, 

по крайней мере в электромагнитных взаимодействиях частиц. 

Исследование проблемы спонтанного нарушения цветовой симметрии при­
вело в работах последнего времени к интересным и важным результатам, 

касающимся особенностей структуры вакуума в калибровочных теориях с 

цветными скалярными полями и вопроса о существовании легких скалярных 

кварков. 

Подчеркнем, что гипотеза о целочисленности кварковых зарядов вместе с 
предположением о спонтанном нарушении цветовой и других калибровочных 
симметрий привела к представлению о нестабильных кварках и послужила 

исходным моментом построения первых объединенных калибровочных моде­
лей элементарных частиц. Принципиальную роль на пути построения теории 
«великого объединения» играет идея симметрии между кварками и лептонами. 

Отражая достигнутый к настоящему времени уровень знаний об элементарных 
частицах, мир кварков и лептонов предстает перед нами в удивительно сим­

метричной форме. Фермионные поля, соответствующие кваркам и лептонам, 
обычно группируются в дублеты - простейшие двумерные представления 
группы изотопического спина. Порядок, в котором расставлены кварки и 
лептоны, отвечает закону возрастания их массы. Очевидно, что это же об­
стоятельство определяет и хронологию их открытия: более тяжелые кварки 

и лептоны требуют для своего обнаружения больших энергий. Сообщение 
о возможном открытии наиболее тяжелого из известных, так называемого 
t-кварка появилось лишь около года назад. 

Уместно спросить: исчерпывается ли уже известными кварками и лепто­
нами мир фундаментальных частиц или этот ряд будет продолжен? Развитие 
физики высоких энергий позволит дать правильный ответ на этот далеко не 

схоластический вопрос. 

Отметим значительное влияние, которое оказала на развитие теории эле­
ментарных частиц высказанная в 1957 г. М. А. Марковым и Б. М. Понтекорво и 
получившая впоследствии прямое экспериментальное подтверждение гипотеза 

о существовании двух типов нейтрино - электронного и мюонного. В на­

стоящее время существуют основанные на данных астрофизики и космологии 

соображения о том, что число типов нейтрино - легчайших нейтральных 
лептонов - не может превышать трех-четырех. При этом большой интерес 

как теоретиков, так и экспериментаторов вызывает идея Б. М. Понтекорво об 
осцилляциях нейтрино, т. е. о возможности взаимных превращений нейтрино 

различных типов. 

Попытки построения теории «великого объединения» приводят к наблю­
даемым следствиям фундаментального значения - предсказанию возможной 

нестабильности протона, нейтрон-антинейтронных осцилляций, открывают 
путь к теоретической интерпретации факта барионной асимметрии Вселенной. 
Экспериментальная проверка предсказаний подобных теорий - одна из важ­
нейших задач физики элементарных частиц, решением которой занимаются 
во многих крупнейших лабораториях мира, в том числе и у нас в стране. 

Говоря о перспективах построения объединенной теории электромагнит­
ных, сильных, слабых и, возможно, гравитационных взаимодействий, нельзя 

не подчеркнуть, что необходимость единого их описания диктуется всей 
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логикой развития теоретических представлений об элементарных частицах и 

свойствах их взаимодействий. 

Поиск единства в описании свойств и фундаментальных взаимодействий 
элементарных частиц и их универсальных составляющих - кварков и лепто­

нов - есть, по существу, поиск главных черт явлений микромира. Познание 

управляющих ими законов таит в себе огромные потенциальные возможности 

для развития не только самой науки, но и техники и технологии будущего. 
Трудно сказать, насколько близки мы сейчас к решению этой грандиозной 

проблемы. Ясно, однако, что прогресс в данном направлении возможен лишь 
при интенсивном развитии всесторонних теоретических исследований и экс­

периментов на существующих и будущих ускорителях заряженных частиц и 

других крупных ядерно-физических установках. 



ПРИЛОЖЕНИЯ 

О КЛЮЧЕВЫХ ИДЕЯХ БОГОЛЮБОВСКИХ ЛЕКЦИЙ 

А.Д. Суханов 

В 2009 г. научное сообщество России и других стран торжественно от­
мечает столетие со дня рождения Николая Николаевича Боголюбова. Так 
уж случилось, что в его научной биографии можно выделить несколько 
этапов особого творческого подъема, многие из которых напрямую связаны 
с его работой на физическом факультете МГУ. Первый из них относится 
к 1943-1949 гг. (от возвращения из эвакуации из Уфы до начала работы над 
атомным проектом в Сарове), когда накопленный им в военные годы потен­
циал был реализован в нескольких фундаментальных работах, посвященных 
нелинейной и статистической механике. Следует подчеркнуть, что абсолютное 
большинство из них было представлено Н.Н. Боголюбовым как сотрудником 
кафедры теоретической физики МГУ. 

В работах этого цикла получила воплощение концепция единства 
описания квантовых и тепловых явлений, сформулированная в лекциях 

Н. Н. Боголюбова и Н. М. Крылова «Об уравнениях Фоккера-Планка», 
прочитанных в Киевском университете еще в 1939 г. Две из них - фундамен­
тальные монографии «0 некоторых статистических методах в математической 
физике» (1945) и «Проблемы динамической теории в статистической физике» 
( 1946) - были написаны в обстановке творческой дискуссии с сотрудниками 
кафедры теоретической физики МГУ. 

За эти монографии автор в 194 7 г. был удостоен Сталинской премии 
I степени. Поскольку тираж первой из них, изданной во Львове, оказался 
незначительным, автор параллельно опубликовал основные главы этой книги, 

а также дополнение к ним - статью «Статистическая теория возмущений» 
в «Ученых записках МГУ» за 1945 г. В качестве краткого изложения второй из 
двух монографий в 1946 г. Н. Н. Боголюбов опубликовал в ЖЭТФ две статьи, 
посвященные равновесной и неравновесной статистической механике. Обе они 
были представлены им как сотрудником МГУ. 

К этому же периоду относится одно из самых знаковых событий в тео­
ретической физике ХХ в. - доклад Н. Н. Боголюбова на общем собрании От­
деления физико-математических наук АН СССР «К теории сверхтекучести» 
(октябрь 1946 г.). В этом докладе, а также в ряде последующих статей, 
опубликованных в ЖЭТФ и в «Вестнике Московского университета», автор 
сформулировал основы квантовой теории конденсированного состояния мате­
рии, которые предопределили направление развития этой области физики на 
десятилетия вперед. В нем был также высказан ряд уникальных общефизиче-
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ских идей, в числе которых - идея спонтанного нарушения симметрии и метод 

квазисредних. Эти идеи и сегодня обозначают передний край достижений как 
в экспериментальной, так и в теоретической физике. 

Начало следующего этапа научной активности Н.Н. Боголюбова можно 
связать с его окончательным переездом в Москву в январе 1953 г. в связи 
с назначением заведующим кафедрой теоретической физики МГУ. В течение 
1953-1960 гг. деятельность Н. Н. Боголюбова была в основном сконцентриро­
вана на этой кафедре, что сыграло в дальнейшем решающую роль в формиро­
вании его школ в области теоретической и математической физики в Москве, 
Дубне, а позднее и в Киеве. 

Характерный пример, показывающий огромную концентрацию новатор­
ских идей, накопленных Н. Н. Боголюбовым за время работы в Сарове, де­
монстрируют события апреля 1954 г. Тогда в течение буквально одной недели 
(14-19 апреля) он выступает с тремя докладами - «0 представлении функ­
ций Грина-Швингера при помощи функциональных интегралов» (на кафедре 
теоретической физики МГУ), «Уравнения с вариационными производными 
в проблемах статистической физики и квантовой теории поля» (на Ломоно­
совских чтениях в МГУ) и «Условие причинности в квантовой теории поля» 
(на общем собрании Отделения физико-математических наук АН СССР). 
Каждый из этих докладов породил в дальнейшем новое научное направление 
в теоретической и математической физике, развитие которых продолжается до 

сих пор. Тогда же (сентябрь 1956 г.) Н. Н. Боголюбов выступил с докладом на 
общем собрании Отделения физико-математических наук АН СССР, посвя­
щенном памяти выдающегося ученого Л. Больцмана, идеи которого в области 
кинетической теории получили фундаментальное развитие в его трудах по 

кинетике. 

Сам Н. Н. Боголюбов в эти годы завершил построение теории матрицы рас­
сеяния, включая создание последовательной теории перенормировок в кванто­

вой теории поля (в соавторстве с О. С. Парасюком) и метода ренормализаци­
онной группы (в соавторстве Д. В. Ширковым). В дальнейшем эти результаты 
вошли в фундаментальную монографию Н. Н. Боголюбова и Д. В. Ширкова 
«Введение в теорию квантованных полей» (1957). В сентябре 1956 г. он 
выступил с докладом на Международном конгрессе по теоретической физике 
в Сиетле. В нем Н. Н. Боголюбов впервые представил доказательство теоре­
мы «Об острие клина», открывшей новую главу в теории функций многих 
комплексных переменных, и строгий вывод дисперсионных соотношений для 
пион-нуклонного рассеяния, положившей начало развитию теории сильных 

взаимодействий элементарных частиц. Интересно отметить, что расширенный 

текст этого доклада был подготовлен в МГУ и затем издан сначала на 
английском языке в форме лекций в Институте высших исследований (Прин­
стон, 1956 г.). В дальнейшем они вошли в известную монографию «Вопросы 
теории дисперсионных соотношений» ( 1958, в соавторстве с Б. В. Медведевым 
и М. К. Поливановым). 

В эти же годы получили развитие и дальнейшее применение универ­
сальные идеи Н. Н. Боголюбова из доклада 1946 г. о теории сверхтекучести. 
Им была сформулирована (параллельно и независимо от Бардина, Купера и 
Шриффера) теория сверхпроводимости для реалистической модели Фрёлиха. 
Полученные в этой теории результаты нашли отражение как в научных 
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статьях, так и в циклах лекций Н. Н. Боголюбова для студентов и аспирантов 
МГУ. К их числу относятся лекции «0 принципе компенсации и методе само­
согласованного поля» (1958), «0 принципе ослабления корреляции и методе 
квазисредних» (1960), «К вопросу о гидродинамике сверхтекучей жидкости» 
(1963), а также его доклад «0 некоторых проблемах теории сверхпроводи­
мости» ( 1960) на Международных конгрессе по проблемам физики многих 
частиц в Утрехте. Еще одной новаторской идеей Н. Н. Боголюбова было пред­
сказание им в 1958 г. явления сверхтекучести ядерной материи, играюще­
го существенную роль в современной физике ядра. Наиболее развернутое 
изложение этих проблем было дано Н. Н. Боголюбовым позднее в докладе 
«0 сверхтекучей модели ядра» ( 1969) на Международном Менделеевском 
конгрессе (Турин-Рим). 

Нельзя не отметить, что все эти результаты, получение которых бы­

ло тесно связано с активным взаимодействием Н. Н. Боголюбова с сотруд­
никами кафедры теоретической физики МГУ, Математического института 
им. В. А. Стеклова АН СССР и лаборатории теоретической физики ОИЯИ 
(Дубна), в те же годы получили заслуженное признание. В частности, 
в 195 7 г. он был удостоен Ломоносовской премии I степени МГУ за исследо­
вания по теории сверхпроводимости. В следующем, 1958 г., Н. Н. Боголюбову, 
первому из физиков-теоретиков, была присуждена Ленинская премия «за 
разработку новых методов в квантовой теории поля и статистической физике, 

приведших, в частности, к обоснованию теорий сверхтекучести и сверхпрово­

димости». 

О многогранной научной деятельности Н. Н. Боголюбова в 60-е гг. и его 
внимании к научным открытиям коллег из МГУ может свидетельствовать 
такой факт. В начале 50-х гг. он формально отошел от систематических иссле­
дований в области нелинейной механики. Однако в последующем он не только 
принимал участие в научных конференциях по этим проблемам, но и активно 

реагировал на появление новых результатов у своих коллег-математиков, 

работавших на механико-математическом факультете МГУ. В частности, его 
внимание привлекли исследования А. Н. Колмогорова и В. И. Арнольда по про­
блеме устойчивости движения в небесной классической механике. Спустя 
некоторое время после их опубликования Н. Н. Боголюбов выступил с циклом 
лекций на Летней математической школе в Каневе «0 квазипериодических 
решениях в задачах нелинейной механики» ( 1963). 

В них им была предложена теория возмущений устойчивых квазиперио­
дических решений неконсервативных систем дифференциальных уравнений, 
траектории которых образуют обмотку аналитического тора. При построении 
этой теории Н. Н. Боголюбов удачно объединил свой метод интегральных 
многообразий из монографии 1945 г. с итерационным методом, разработанным 
к тому времени А. Н. Колмогоровым для гамильтоновых систем. В результате 
им был создан метод «ускоренной сходимости» в нелинейной механике. Это 
позволило значительно расширить область применимости исходного метода 
интегральных многообразий и решить задачу о существовании квазиперио­

дических решений для общего случая многомерных тороидальных многооб­
разий. 

Еще один этап исследований, связанный с активным сотрудничеством 

с МГУ, проявился в научном творчестве Н. Н. Боголюбова на рубеже 
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70-80-х гг" когда он вновь обратился к проблемам кинетики. К числу работ 
по этой проблематике можно отнести лекции в Международной школе в Баку 
«Кинетические уравнения и функции Грина в статистической физике» (1977), 
в которых было продолжено применение идей из монографии 1946 г. В этих 
лекциях было явно показано, что в модели упругих шаров кинетические 

уравнения могут иметь детерминистские решения. Тем самым в них нашла 
воплощение давняя идея Н. Н. Боголюбова о том, что одни лишь упругие 
столкновения без стохастического воздействия окружения не способны 
привести к стохастизации поведения рассматриваемой системы в целом. 

Наконец, в лекциях «Кинетические уравнения для электрон-фононной 
системы» ( l 978) в Международной школе в Дубне автор вернулся к своим 
прежним идеям, относящимся к проблеме взаимодействия индивидуального 

объекта, подчиняющегося законам механики и находящегося в тепловом 
равновесии с большой системой (термостатом). Дальнейшее развитие этих 
исследований нашло отражение в книге «Аспекты теории полярона» ( 1981) 
(в соавторстве с Н. Н. Боголюбовым (мл.)). 

В эти же годы Н. Н. Боголюбов вернулся к своим основополагающим иде­
ям в области квантовой статистической механики. Они впервые прозвучали 
в «Лекциях по квантовой статистике» (1949), изданных в Киеве на украинском 
языке. На новом этапе исследований он прочел в 1980 г. несколько циклов 
лекций на физфаке МГУ, вошедших в дальнейшем в монографию «Введение 
в квантовую статистическую механику» (1984), также написанную совместно 
с Н. Н. Боголюбовым (мл.). Среди них особый интерес сегодня представляет 
цикл лекций «Аспекты вторичного квантования». Усилиями Н. Н. Боголюбова 
этот метод, казавшийся исходно лишь неким техническим приемом, превра­

тился в мощный универсальный инструмент исследования, применимый не 

только к квантовым, но и к классическим системам. При этом автором было 
показано, что этот метод имеет совершенно разный физический смыл для 

систем с конечным и бесконечным числом степеней свободы. 
К последним выступлениям Н. Н. Боголюбова по проблемам статистиче­

ской механики относится доклад «0 некоторых проблемах, связанных с обос­
нованием статистической механики» (198 l), с которым он выступил на Меж­
дународном симпозиуме в Дубне. Впоследствии этот доклад был опубликован 
в сборнике «История и методология естественных наук» (М.: Из-во МГУ, 
1983). В связи с этим напомним, что сам Н. Н. Боголюбов в 30-е гг. уделял 
значительное внимание математической эргодической теории. Однако, по его 
мнению, свойства транзитивности и перемешиваемости, которые составляют 

основу этой теории, для реальных динамических систем, рассматриваемых 

в статистической механике, требуют выполнения слишком узких условий и 

потому не поддаются обоснованию. В итоге Н. Н. Боголюбов пришел к вы­
воду, что для обоснования классической, а тем более квантовой, стати­

стической механики математическая эргодическая теория является недоста­

точной. 

Легендарным событием в истории физфака МГУ осталось чтение 
Н. Н. Боголюбовым цикла лекций по теории симметрии элементарных 
частиц (1966). На этих лекциях впервые обширная аудитория смогла 
познакомиться с возможностью построения систематики адронов в рамках 

теоретико-группового подхода на основе модели кварков. В них была 
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высказана фундаментальная общефизическая идея, согласно которой для 
сохранения стандартной формулировки принципа Паули кваркам, находя­
щимся в симметричном состоянии по всем известным квантовым числам, 

следует приписать качественно новое трехзначное квантовое число, названное 

в дальнейшем цветом. Обзор представлений о кварковых моделях адронов, 

сформулированных в указанных лекциях, был сделан Н. Н. Боголюбовым 
в докладе «Цветные кварки - новая ступень в познании микромира» на общем 

собрании АН СССР (1984) в связи с награждением его золотой медалью 
им. М. В. Ломоносова. 

Наконец, для исследователей научного творчества Н. Н. Боголюбова осо­
бую роль может сыграть ознакомление с содержанием двух его выступлений 
в связи с награждением золотой медалью М. Планка ( 1973) и получением 
премии им. А. П. Карпинского ( 1981). В этих докладах сам автор проанализи­
ровал важнейшие из идей, сформулированных им на протяжении 35-40 лет, 
и продемонстрировал их актуальность для современной науки. Среди них, 
бесспорно, центральное место занимает идея спонтанного нарушения симмет­

рии, находящая все большее применение как в физике конденсированного 

состояния материи и теории элементарных частиц, так и в моделях ранней 

Вселенной и в описании ее эволюции. 

Без всякого сомнения, духовное влияние Н. Н. Боголюбова сказывает­
ся на жизни Московского университета и сегодня. Еще 30 лет назад 
именно МГУ проявил инициативу и к 70-летию Н. Н. Боголюбова издал 
его «Избранные труды по статистической физике». К столетнему юбилею 

в МГУ подготовлено специальное издание «Избранные университетские лек­
ции Н. Н. Боголюбова». В него включено большинство знаменитых лекций и 

докладов Н. Н. Боголюбова, ключевые идеи которых кратко прокомментиро­
ваны в данном обзоре. Их изучение позволит современным студентам, аспи­

рантам и преподавателям почувствовать биение творческой мысли великого 

ученого и убедиться в том, что фундаментальные научные идеи остаются 
нетленными. Одним из ярких проявлений этого тезиса может служить и тот 

факт, что учебник Н. Н. Боголюбова и Д. В. Ширкова «Квантовые поля» был 
отнесен к числу наиболее выдающихся учебников за всю историю МГУ и вы­
шел третьим, исправленным и дополненным изданием в серии «Классические 
университетские учебники» к 250-летию МГУ. 

Завершая анализ вклада Н. Н. Боголюбова в научную жизнь Московского 

университета, приведем главный завет, оставленный им будущим поколениям 

исследователей. В пленарном докладе «Математические проблемы квантовой 
теории поля и квантовой статистики» на 1-й Международной конференции 
по математической физике (декабрь 1972 г., Москва) Н. Н. Боголюбов гово­
рил: «Последние 20-25 лет интенсивно идет становление нового научного 
направления - современной теоретической и математической физики как це­

лостной науки, занимающей промежуточное положение между собственно 
теоретической физикой и математикой. Это направление вызвано к жизни, 
прежде всего, новыми задачами квантовой физики систем с бесконечным 
числом степеней свободы - нерелятивистской и релятивистской - и требует 
привлечения мощных современных математических средств ... ». С тех пор эта 
точка зрения получила широкое признание. 
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На долю Н. Н. Боголюбова выпала благородная миссия стать - одним из 
главных создателей этого направления - современной теоретической и мате­
матической физики как целостной науки о природе. Присущее ему органичное 
слияние математики, механики и теоретической физики позволяет поставить 
его имя в один ряд с именами мыслителей предыдущих веков, виртуозно 

проявивших себя в познании природы, не расчлененном на отдельные научные 

дисциплины. 

Московский университет представляет собой как раз ту арену, на которой 
осуществление междисциплинарных, межкафедральных и межфакультетских 

проектов в области науки и образования имеет максимальные шансы на успех. 
Поэтому глубокое освоение универсальных идей Н. Н. Боголюбова студентами 
и аспирантами безусловно будет способствовать новым прорывам в науке и 
технологии в интересах развития современной цивилизации. 



ОСНОВНЫЕ ДАТЫ ЖИЗНИ И ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

Н. Н. БОГОЛЮБОВА 

1909, 
21 августа 
1921 

1922 

1923 

1924 

1925-1941 

1930 

1936 

1936-1941 

1939 
1940 
1941-1943 

1943-1992 

1944 
1945-1949 

( 1909-1992) 

Родился в Нижнем Новгороде в семье магистра богословия. 

Окончил семилетнюю школу (село Великая Круча Полтавской 
губернии). 

Начинает посещать семинар основателя киевской алгебраиче­
ской школы академика Д. А. Граве. 

Становится ученым секретарем семинара академика Н. М. Кры­
лова. 

Пишет первую научную работу «0 поведении решений ли­
нейных дифференциальных уравнений на бесконечности» под 

руководством академика Н. М. Крылова. 

Аспирант, научный сотрудник кафедры математической физики 
АН УССР, Киев. 

Присуждена премия Академии наук Болоньи (Италия) за ра­
боту «0 применении прямых методов к некоторым задачам 

вариационного исчисления». 

Присуждена ученая степень доктора наук без защиты диссер­
тации. 

Присуждено ученое звание профессора. 

Избран членом Французского математического общества. 

Заведующий кафедрой математического анализа Киевского го­
сударственного университета. 

Избран членом-корреспондентом Академии наук УССР. 

Член комиссии по реорганизации Черновицкого университета. 

Сотрудник Объединенного института математики и физики АН 
УССР. 

Заведует кафедрами математического анализа Уфимского авиа­
ционного института и Уфимского педагогического института. 

Профессор физического факультета Московского государствен­
ного университета им. М. В. Ломоносова. 

Награжден орденом «Знак Почета». 

Декан механико-математического факультета, заведующий ка­
федрой математической физики Киевского государственного 
университета. 
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1945 

1946 
1947 

1948 

1948-1950 

1949-1992 

1950-1953 

1953 

1954 
1956-1965 

1957 

1957-1960 

1957-1991 
1958 

1959 
1960 

1961 
1962 

Приложения 

Награжден орденом «Знак Почета» и медалью «За трудовую 
доблесть». 

Избран членом-корреспондентом АН СССР. 

Присуждена Сталинская премия первой степени за исследова­
ния в области нелинейной механики и статистической физики. 

Награжден орденом Трудового Красного Знамени. 

Избран действительным членом АН Украинской ССР. 

Заведующий отделом теоретической физики в Институте хи­
мической физики АН СССР. 

Старший научный сотрудник, заведующий отделом теорети­
ческой физики Математического института им. В. А. Стеклова 
АН СССР. 

Работа по оборонной тематике, заведующий отделом, сектором 
(Саров). 

Избран действительным членом Академии наук СССР. 

Награжден орденом Ленина. 

Присуждена Сталинская премия второй степени за выполнение 
специального задания правительства. 

Заведующий кафедрой теоретической физики Московского го­
сударственного университета им. М. В. Ломоносова. 

Награжден орденом Трудового Красного Знамени. 

Основатель и первый директор лаборатории теоретической фи­
зики Объединенного института ядерных исследований в Дубне. 

Присуждена Ломоносовская премия первой степени МГУ 
им. М. В. Ломоносова за исследования по теории сверхпрово­
димости. 

Участник организации Института математики Сибирского от­
деления АН СССР. 

Участник Пагуошского движения за мир. 

Присуждена Ленинская премия за разработку нового метода 
в квантовой теории поля и статистической физике, привед­
шего, в частности, к обоснованию теории сверхтекучести и 
сверхпроводимости. 

Присуждена степень почетного доктора наук Аллахабадского 
университета (Индия). 

Награжден орденом Ленина. 

Избран почетным членом Американской академии искусств и 
наук в Бостоне. Присуждена степень почетного доктора наук 
Берлинского университета им. А. Гумбольдта (ГДР). 

Избран иностранным членом Болгарской академии наук. 

Избран иностранным членом Польской академии наук. 
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1963-1988 Член президиума АН СССР, академик-секретарь отделения 
математики АН СССР. Член Комитета по Ленинским и Госу­
дарственным премиям СССР. 

1963-1992 Член президиума Высшей аттестационной комиссии. 

1964 Научный руководитель Института физики высоких энергий, 
Серпухов. 

1965-1989 Директор Объединенного института ядерных исследований 
в Дубне. 

1965-1973 Основатель и первый директор Института теоретической физи­
ки АН УССР, член президиума АН УССР. 

1966 Избран иностранным членом Академии наук ГДР. 

Присуждена премия им. Д. Хайнеманна Американского физи­
ческого общества за исследования по математической физике. 

1966-1992 Основатель и заведующий кафедрой квантовой статистики фи­
зического факультета МГУ им. М. В. Ломоносова. 

1967 Награжден орденом Ленина. 

Присуждена степень почетного доктора наук Чикагского уни­
верситета (США). 

1968 Избран иностранным членом-корреспондентом Гейдельберг­
ской академии наук (ФРГ). 

1969 Присвоено звание Героя Социалистического Труда за выдаю­
щиеся заслуги в развитии советской науки. Награжден меда­
лью им. Г. Гельмгольца Академии наук ГДР. Награжден орде­
ном Кирилла и Мефодия первой степени (НРБ). Награжден 
медалью «дружба» (Монголия). 

Избран иностранным членом Национальной академии наук 
США. Присуждена почетная степень доктора наук Туринского 
университета (Италия). Присуждена почетная степень доктора 
Краковской горно-металлургической академии (ПНР). Избран 
действительным членом Академии деи Линчеи. 

1969-1971 Опубликованы избранные труды в трех томах (Киев: Наук. 
думка). 

1969-1989 Основатель и главный редактор журнала «Теоретическая и 
математическая физика». 

1970-1992 Основатель и главный редактор журнала «Физика элементар­
ных частиц и атомного ядра». 

1970 Награжден юбилейной медалью «За доблестный труд. В озна­
менование 100-летия со дня рождения В. И. Ленина». 

1970 Присуждена почетная степень доктора наук Вроцлавского уни­
верситета (ПНР). 

Присвоено звание «Заслуженный деятель науки УССР». 

1970-1988 Депутат Верховного Совета СССР. 

1971 Присуждена почетная степень доктора наук Бухарестского 
университета ( СРР). 
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1972 

Приложения 

Организатор 1-й Международной конференции по математиче­
ской физике (Москва). 

1973 Присуждена почетная степень доктора наук Хельсинкского 
университета (Финляндия). 

1974 

1975 

1976 

1977 

1978 

1979 

1979-1988 
1980 
1981 

1982 

1983 

1983-1989 

1984 

Награжден золотой медалью им. Макса Планка Физического 
общества ФРГ. 

Награжден золотой медалью им. Б. Франклина Института 
Б. Франклина (США). 

Присуждена почетная степень доктора наук Университета 
Улан-Батора (МНР). 

Награжден орденом Ленина. 

Награжден золотой медалью «За заслуги перед наукой и чело­
вечеством» Словацкой академии наук (ЧССР). 

Избран членом Международной ассоциации математической 
физики. 

Присуждена почетная степень доктора наук Варшавского уни­
верситета (ПНР). 

Награжден командорским знаком «Орден за заслуги» (ПНР). 

Награжден медалью «За развитие дружбы и сотрудничества 
с ЧССР». 

Награжден орденом Ленина и второй золотой медалью «Серп 
и Молот» за выдающиеся заслуги в развитии математики, 
механики и теоретической физики, подготовке научных кадров. 

Избран почетным членом Венгерской академии наук. 

Директор лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

Избран иностранным членом Чехословацкой академии наук. 

Присуждена премия им. А. П. Карпинского за выдающиеся до­
стижения в развитии математической и теоретической физики 

(ФРГ). 

Награжден орденом Государственного Знамени первой степени 
КНДР. 

Избран иностранным членом Академии наук МНР. Избран · 
иностранным членом Академии наук Индии. 

Присуждена золотая медаль им. М. А. Лаврентьева АН СССР 
за работу «0 стохастических процессах в динамических си­
стемах». На родине дважды Героя Социалистического Труда 
Н. Н. Боголюбова (г. Горький) установлен бронзовый бюст. 

Директор Математического института им. В. А. Стеклова АН 
СССР. 

Избран почетным членом Академии наук Армянской ССР. 

Присуждена Государственная премия СССР в области науки 
и техники за цикл работ «Метод ренормализационной группы 
в квантовой теории полей» (совместно с А. А. Логуновым и 
Д. В. Ширковым). 
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1987 

1988 

1989 

1990 

1990-1995 

1992, 
13 февраля 
1992 

1992 

1993 

1998 

1999 

2005-2009 
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Награжден золотой медалью им. М. В. Ломоносова АН СССР 
за выдающиеся достижения в области математики и теорети­

ческой физики. Награжден орденом Октябрьской Революции. 
Награжден орденом «Звезда дружбы народов» ГДР. 

Ученый совет Международного центра теоретической физики в 
Триесте учредил премию им. Н. Н. Боголюбова за выдающиеся 
заслуги в деле развития научных исследований в области мате­

матики и физики твердого тела для ученых из развивающихся 

стран. 

Советник при президиуме АН СССР. 

Член Конституционной комиссии Верховного Совета СССР. 

Почетный директор Объединенного института ядерных иссле­
дований и почетный директор МИАН им. В. А. Стеклова АН 
СССР. 

Избран действительным членом Научно-технического обще­
ства им. Т. Г. Шевченко (г. Львов). 

Опубликованы избранные труды в четырех томах на англий­
ском языке (серия «Классики советской математики». Gordon 
апd Breach PuЬ!ishers). 
Скончался в Москве. Похоронен на Новодевичьем кладбище. 

Присуждена медаль им. П. Дирака, учрежденная Междуна­
родным центром теоретической физики (Триест, Италия), за 
выдающиеся достижения в области теоретической физики 

(посмертно). 

Именем Н. Н. Боголюбова названьr: 

лаборатория теоретической физики ОИЯИ (Дубна), 

Институт теоретической физики НАНУ (Киев), 

Институт теоретических проблем микромира МГУ 
им. М. В. Ломоносова. 

Национальная академия наук Украины учредила 

им. Н. Н. Боголюбова. 
ОИЯИ учредил премию им. Н. Н. Боголюбова. 

Российская академия наук учредила золотую 

им. Н. Н. Боголюбова. 

ОИЯИ учредил премию им. Н. Н. Боголюбова для 
ученых. 

премию 

медаль 

молодых 

Опубликовано Собрание научных трудов в двенадцати томах 
(серия «Классики науки». М.: Наука). 



список 

НАУЧНЫХ РАБОТ Н. Н. БОГОЛЮБОВА, 

ВКЛЮЧЕННЫХ В СОБРАНИЕ НАУЧНЫХ ТРУДОВ 

В 12 ТОМАХ («КЛАССИКИ НАУКИ)* 

Серия «Математика и нелинейная механика»** 

Монографии 

Асимптотические методы в теории нелинейных колебаний 111 8 

Введение в нелинейную механику 11 302 

Метод интегральных многообразий в нелинейной механике IV 145 

Новые методы в вариационном исчислении 1 40 

О квазипериодических решениях в задачах нелинейной механики IV 220 

О некоторых статистических методах в математической физике IV 9 

О некоторых формальных разложениях нелинейной механики 11 26 

Приближенные методы нелинейной механики в приложении к изучению воз-
мущений периодических движений и различных относящихся к ним резо­

нансных явлений 11 197 

Приложение методов нелинейной механики к теории стационарных колебаний 
11 117 

Статьи 

Автобиография 1 760 

Аналитические методы в теории нелинейных колебаний IV 350 

Аналитические методы теории нелинейных колебаний 1 533 

Арифметическая теорема и ее применение к теории почти периодических 
функций 1 374 

Асимптотические методы в нелинейной механике IV 392 

Исследование явлений резонанса при поперечных колебаниях стержней 11 712 

Математические проблемы квантовой теории поля 1 716 

Метод интегральных многообразий в теории дифференциальных уравнений 1 
554 

Некоторые арифметические свойства почти периодов 1 355 

'М.: Наука, 2005-2009 (отв. редактор-составитель А.Д.Суханов). 
" Ниже указываются номер тома и страница публикации в указанном Собрании. 



Список научных работ Н. Н. Боголюбова 

Николай Митрофанович Крылов 11 806 

Об автомодельной асимптотике в квантовой теории поля. II 1 727 

Об аналитическом продолжении обобщенных функций 1 638 

763 

Об асимптотических неравенствах, приложимых к некоторым вопросам стати­

стической динамики систем с весьма большим числом степеней свободы 1 
308 

Об исследовании квазипериодических режимов в нелинейных колебательных 

системах IV 364 

Об одном методе В. Н. Челомея в теории колебаний IV 378 

Об одном приложении теории положительно определенных функций 1 365 

Об умножении причинных функций в квантовой теории поля 1 595 

Общая теория меры в нелинейной механике 1 475 

Об эргодических свойствах уравнения Смолуховского 1 391 

О вероятностях цепных процессов 1 400 

О вычислении вынужденных колебаний, удовлетворяющих некоторым нели-

нейным дифференциальным уравнениям 1 196 

О вычитательном формализме при умножении причинных функций 1 562 

Одна теорема об аналитическом продолжении обобщенных функций 1 683 

Одночастотные свободные колебания в нелинейных системах со многими 

степенями свободы IV 279 

О линеаризации транзитивных компактных групп преобразований 1 200 

О некоторых математических проблемах квантовой теории поля 1 697 

О некоторых проблемах эргодической теории стохастических систем 1 405 

О некоторых эргодических свойствах непрерывных групп преобразований 1 
454 

О повторных итерациях с переменными параметрами 11 767 

О положительных вполне непрерывных операторах 1 464 

Определение максимальных значений некоторых величин 1 262 

О приближении функций тригонометрическими суммами 1 337 

О приближенном решении дифференциальных уравнений 1 186 

О приложении метода наименьшего спуска к доказательству некоторых асимп­

тотических неравенств 1 276 

О применении прямых методов к некоторым задачам вариационного исчисле­

ния 1 210] 

О принципе Рэлея в теории дифференциальных уравнений математической 
физики и об одном эйлеровом методе в вариационном исчислении 1 160 

Основные проблемы нелинейной механики 11 607 

Ответ на доклад А. А. Маркова 11 793 

О тригонометрическом приближении функций на бесконечном интервале 1 344 



764 Приложения 

Применение методов нелинейной механики к исследованию влияния флуктуа­
ций на колебательные системы 11 778 

Применение методов нелинейной механики к теории возмущений канониче­
ских систем 11 655 

Результат действия статистического изменения параметров на движение дина­
мических консервативных систем 11 730 

Результат действия статистического изменения параметров на эргодические 
свойства динамических неконсервативных систем П 7 4 7 

Символические методы нелинейной механики в их приложениях к исследова-
нию резонанса в электронном генераторе 11 629 

Синхронизация релаксационных колебаний IV 324 
Теория возмущений в нелинейной механике IV 294 
Эргодические свойства вероятностных последовательностей 1 403 

Юрий Алексеевич Митропольский IV 419 

Серия «Статистическая механика» 

Монографии 

Аспекты теории полярона VII 377 
Введение в квантовую статистическую механику VII 11 
Квазисредние в задачах статистической механики VI 236 
Лекции о принципе ослабления корреляции и методе квазисредних VIII 9 

Лекции по квантовой статистике. Вопросы статистической механики кванто-
вых систем VI 9 

Об уравнениях Фоккера-Планка. (Применение к классической и квантовой 
механике) V 60 

О стохастических процессах в динамических системах V 248 
Проблемы динамической теории в статистической физике V 138 

Статьи 

Асимптотически точное решение для модельного гамильтониана теории сверх­
проводимости VIII 209 

Вариационный принцип Боголюбова VI 388 

Волновая функция нижнего состояния системы взаимодействующих бозе-
частиц VIII 153 

Вопросы теории сверхтекучести бозе- и ферми-систем VIII 289 

Дмитрий Николаевич Зубарев. (К семидесятилетию со дня рождения) V 782 
Запаздывающие и опережающие функции Грина в статистической физике VI 

389 
Исследования проблемы многих тел и их приложения в теории ядерной мате­

рии VIII 310 
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К вопросу о гидродинамике сверхтекучей жидкости VIII 356 
К вопросу о модельном гамильтониане в теории сверхпроводимости VIII 222 
К вопросу о существовании сверхпроводимости в модели Хаббарда VIII 495 
К вопросу об условии сверхтекучести в теории ядерной материи Vlll 321 
К теории высокотемпературной сверхпроводимости VIII 4 7 4 
К теории сверхпроводимости в модели оксидных металлов VIII 466 
К теории сверхпроводящего состояния VIII 189 
К теории сверхтекучести VIII 107 
К теории фазового перехода VIII 168 
Кинетические уравнения V 360 
Кинетические уравнения в квантовой механике V 375 
Кинетические уравнения в теории сверхтекучести VIII 142 
Кинетические уравнения для электрон-фононной системы V 639 
Кинетическое уравнение для динамической системы, взаимодействующей с 

фононным полем VII 560 
Людвиг Больцман V 709 
Математическое описание равновесного состояния классических систем на 

основе формализма канонического ансамбля VI 401 
Материальные и тепловые потоки в разнотемпературной магнитной плазме V 

500 
Метод асимптотического приближения для систем с вращающейся фазой и 

его применение к движению заряженных частиц в магнитном поле V 476 
Метод функциональных производных в статистической механике. Теория ста­

ционарных состояний VI 361 
Микроскопические решения уравнения Больцмана-Энскога в кинетической 

теории для упругих шаров V 608 
Некоторые замечания к теории полярона VII 626 
Новый метод в теории сверхпроводимости VIII 530 
О вычислении коэффициента теплопроводности плазмы в сильном магнитном 

поле с учетом тороидальности системы V 538 
О некоторых математических вопросах теории статистического равновесия VI 

396 
О некоторых проблемах теории сверхпроводимости VIII З38 
О некоторых проблемах, связанных с обоснованием статистической механики 

VI 432 
О новом методе в теории сверхпроводимости. I VIII 177 
О новом методе в теории сверхпроводимости. Ш VIII 200 
О принципе компенсации и методе самосогласованного поля VIII 424 
О рассеянии электронов на медленных колебаниях изотермической плазмы V 

448 
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О сверхтекучей модели ядра VIII 327 
О спонтанном нарушении симметрии в статистической механике VI 346; VIII 

398 
О теории квазисредних VI 328 
Об одном вариационном принципе в задаче многих тел VIll 411 
Об одном вариационном принципе в проблеме многих тел VIII 419 
Об устойчивости плазмы в магнитном поле V 460 
Обобщенное кинетическое уравнение для динамической системы, взаимодей­

ствующей с фононным полем V 690 
Основные принципы теории сверхтекучести и сверхпроводимости VIII 297 
Предисловие к книге А. В. Шелест «Метод Боголюбова в динамической теории 

кинетических уравнений» V 785 
Предисловие к книге В. Л. Бонч-Бруевича и С. В. Тябликова «Метод функций 

Грина в статистической механике» VI 4 79 
Предисловие к русскому изданию книги Д. Рюэля «Статистическая механика. 

Строгие результаты» VI 498 
Предисловие к сборнику статей «Теория сверхпроводимости» VIII 524 
Разложения по степеням малого параметра в теории статистического равнове­

сия VI 376 
Сверхпроводимость в модели Хаббарда с отклонением от половинного запол-

нения VIII 513 
Сверхпроводящее состояние модели Хаббарда VIII 488 
Сергей Владимирович Тябликов VI 495 
Статистическая теория возмущений V 330 
Стационарные режимы МТР с учетом тормозного излучения и ядерных реак­

ций v 555 
Теория устойчивости объемных колебаний плазмы в магнитном поле. Колеба-

ния в постоянных внешних полях V 418 
Уравнения гидродинамики в статистической механике V 395 
Фоккер-планковские уравнения для плазмы V 491 
Энергетические уровни неидеального бозе-эйнштейновского газа VIII 125 

Серия «Квантовая теория» 

Монографии 

Введение в теорию квантованных полей Х 8 
Вопросы теории дисперсионных соотношений IX 18 
Квантовые поля Х 713 
Общие принципы квантовой теории поля XI 9 
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Основы аксиоматического подхода в квантовой теории поля. (Избранные гла­
вы) XII 212 

Теория симметрии элементарных частиu ХП 11 
Цветные кварки XII 141 

Статьи 

Академику М. А. Маркову - 70 лет XII 484 
Александр Михайлович Балдин. (К шестидесятилетию со дня рождения) XII 

458 
Анатолий Алексеевич Логунов. (К шестидесятилетию со дня рождения) XII 

478 
Бруно Максимович Понтекорво. (К семидесятилетию со дня рождения) XII 

491 
Василий Сергеевич Владимиров. (К шестидесятилетию со дня рождения) XII 

469 
Вводная статья к сборнику «дисперсионные соотношения» XI 491 
Взаимодействие элементарных частиц XII 502 
Вопросы квантовой теории поля. I. Матрица рассеяния. § 3. Основные понятия 

теории взаимодействующих полей IX 273 
Вступительная статья к сборнику «Теория сильных взаимодействий при боль­

ших энергиях» IX 519 
Выступление лауреата премии им. А. П. Карпинского ХП 451 
Динамические моменты локальных токов составных частиц в квантовой тео­

рии поля ХП 395 
Дисперсионные соотношения в случаях слабого взаимодействия IX 351 
Дисперсионные соотношения для комптоновского рассеяния на нуклонах IX 

345 
Дмитрий Васильевич Ширков. (К шестидесятилетию со дня рождения) ХП 

495 
Дмитрий Иванович Блохинцев. (К семидесятилетию со дня рождения) ХП 

462 
Зарядовая ренормализационная группа в квантовой теории поля IX 306 
Значение фундаментальных исследований в ядерной физике ХП 437 
К вопросу об индефинитной метрике в квантовой теории поля IX 371 
К вопросу об основных уравнениях релятивистской квантовой теории поля IX 

229 
К вопросу о составных моделях в теории элементарных частиц ХП 340 
К инвариантному построению квантовой теории поля IX 224 
К теории умножения причинных сингулярных функций IX 481 
Математические проблемы квантовой теории поля и квантовой статистики ХП 

446 



768 Приложения 

Метод дисперсионных соотношений и теория возмущений IX 355 
Метод теории возмущений вырожденного уровня в полярной модели металла 

IX 450 
Модель типа Ли в квантовой электродинамике IX 300 
Некоторые проблемы квантовой теории поля IX 384 
Об Исааке Яковлевиче Померанчуке XII 490 
Об одной новой форме адиабатической теории возмущений в задаче о взаимо­

действии частицы с квантовым полем IX 200 
Об одном варианте теории с индефинитной метрикой IX 380 
Об одном классе основных уравнений релятивистской квантовой теории поля 

IX 234 
Об одном применении теории возмущений к полярной модели металла IX 427 
Об устранении расходимости собственной энергии в нерелятивистской теории 

поля IX 192 
О вычитательном формализме при умножении причинных сингулярных функ­

ций IX 486 
О представлении функций Грина-Швингера при помощи функциональных 

интегралов IX 245 
О ренормализационной группе в квантовой электродинамике IX 289 
Остап Степанович Парасюк. (К шестидесятилетию со дня рождения) ХН 488 
Памяти Анатолия Александровича Власова ХН 4 76 
Памяти Эрнста Штюкельберга IX 473 
Памяти Юрия Михайловича Широкова XII 498 
Перспективы развития фундаментальных исследований в ядерной физике и их 

прикладное значение ХН 416 
Поля и кванты ХП 29 l 
Предисловие к книге А. А. Власова «Нелокальная статистическая механика» 

хн 503 
Предисловие к книге «Некоторые аспекты теории полярона» IX 477 
Представление функций Грина при помощи функциональных интегралов IX 

479 
Приближенные методы вторичного квантования в квантовой теории магнетиз­

ма IX 467 
Приближенный метод нахождения низших энергетических уровней электро­

нов в металле IX 434 
Приложение ренормализационной группы к улучшению формул теории возму­

щений IX 295 
Применение методов Н. И. Мусхелишвили в теории элементарных частиц ХН 

429 
Применение методов Н. И. Мусхелишвили для решения сингулярных инте­

гральных уравнений в квантовой теории поля IX 503 
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Проблемы и тенденции в теории элементарных частиц ХП 311 
Проблемы теории дисперсионных соотношений. Раздел 7. Строгий вывод дис­

персионных соотношений IX 325 
Релятивистски-инвариантные уравнения для составных частиц и формфакто­

ры. I ХП 351 
Релятивистски-инвариантные уравнения для составных частиц и формфакто­

ры. II ХП 363 
Релятивистски-инвариантные уравнения для составных частиц и формфакто­

ры ХП 373 
Соотношение Адлера-Вайсбергера и дисперсионные правила сумм в теории 

сильных взаимодействий ХП 388 
Теоретико-полевые методы в физике IX 405 
Теоретические аспекты физики частиц высоких энергий ХП 323 
Уравнения в вариациях квантовой теории поля IX 239 
Уравнения с вариационными производными в проблемах статистической фи-

зики и квантовой теории поля IX 248 
Условие причинности в квантовой теории поля IX 259 
Условие причинности в применении к задачам рассеяния IX 480 
Условие причинности и аналитическая структура матрицы рассеяния IX 286 
Фундаментальные проблемы квантовой теории поля IX 395 
Цветные кварки - новая ступень познания микромира ХП 406 

25 Н.Н. Боголюбов 
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