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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Книга известного специалиста по акустике и гидродинамике 
К. Эккарта, предлагаемая вниманию советского читателя в рус­
ском переводе, является весьма оригинальной по замыслу 

монографией. Uель автора - дать систематическое введение 
в механику тех сред, с которыми имеют дело метеорологи и 

океанологи, а именно расслоенных сред, движущихся в поле 

силы тяжести, а также в поле силы Кориолиса. 
Систематический, чисто дедуктивный подход к трактовке 

весьма трудных проблем динамики расслоенных сред (атмо­
сфера. океан) является и преимуществом и одновременно, 

пожалуй, недостатком книги. Преимуществом потому, что 

при огромном количестве отдельных статей по частным во­

просам динамики атмосферы и моря в настоящее время осо-

5енно ценны работы, позволяющие охватить эти задачи 
с некоторой единой точки зрения, выявить то г и др од и на:­
м и ч е с к-о е з ер но, которое в них содержится. Вместе 
с тем принятый автором последовательный, порой несколько 

суховатый метод изложения вопросов динамики расслоенных 

сред затруднил показ конкретных задач, что можно отнести 

к недостаткам ющги. В тексте прИводятся отдельные примеры 
и числовые иллюстрации, но они весьма немногочисленны. 

Можно согласиться с автором, что применение методов 

теории возмущений (метода линеаризации) к задачам динамики 

атмосwеры и моря далеко не исчерпано и что на этом пути 
(при соответствующем критическом подходе) можно получить 
еще много интересных и полезных результатов. 

В связи с этим· в монографии подробно изучены различного 
типа волновые процессы - звуковые волны в неоднородной 

и тяжелой среде. внутренние гравитационные волны и поверх­

ностные волны - волны Ламба. Все эти Процессы. предста­
вляющие непосредственный интерес для атмосферной и мор-
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ской акустики, являются тем своеобразным "фоном", на ко­
тором протекают медленные вихревые динамические процессы, 

ответственные за погоду. Следует также иметь в виду, что 
быстрые волновые процессы. в атмосфере являются тем м~ха­
низмом, с помощью которого устанавливается "квазиравно­

весное состояние• атмосферы. являющееся предметом изучения 
большинства работ по численным методам прогноза погоды. 
В это~ отношении книга К. Эккарта является ценным допол­
нением ·к недавно вышедшему переводу книги Ф. Томnсона 

"Анализ и предсказание погоды численными методами". 
Из сказанного выше можно сделать вывод, что перевод 

монографии К. Эккарта "Гидродинамика океана и атмосферы" 
представит интерес для специалистов по атмосферной и мор­
ской акустике, научных работников ·в области динамической 
метеорологии и океанологии, а также для тех специалистов· 

гидродинамиков, которые захотят узнать, в чем же состоит 

специфика проблем механики атмосферы и океана. 

А. М. Обухов 
Февраль 1963 r. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Большая часть этой книги могла бы быть написана пять­
десят или шестьдесят лет назад. Она дает систематическое 
описание простейших движений расслоенной (стратифициро­
ванноR) сжимаемой жидкости. Известные нам движения океанов 
и ·атмосферы Земли далеко не все столь просты, поэтому 
неизбежно эта .книга многим читателям будет казаться уста­

ревшей и не отражающей многие положения, ставшие обще­

принятыми. В некоторых случаях ав1 ор сомневается в ценности 
теорий, которыми обычно пользуются, чтобы обосновать эти 
положения. Однако не представляется возможным вдаваться 
в· детальное критическое обсуждение этих теорий. не теряя 
из виду главной цели книги. 

Так, например, на ее страницах не будет освещено .11.еА­

ствие вязкости и турбуЛентности. которые современная метео­
рология и океанография так широко привлекают для объяснения 
многих явлений. Основанием этого служит то, что в геофизике 
имеются два числа Рейнольдса. Первое - это обычное число 

Рейнольдса 

R- VL 
- " . 

где V - характерная скорость, L - характерная длина и v­
кинематическая вязкость. Второе число Рей1tольдса 

NL2 

Rg=-.,,-, 

где N - частота Вяисяля-Брента (~м. стр. 85). В лабора­
торных экспериментах Rg~ R и число R будет доминирую­
щим в явлениях. Для явлений большого и среднего масштаба, 
которые являются предметом изучения геофизики, Rg~ R и 
доминирующим будет Число Рейнольдса Rr Поэтому крайне 
маловероятно. чтобы результаты лабораторных исследований 
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турбулентности могли быть с успехом применены к турбу­
лентности в воздухе или океанах. В частности, теория ~зо­
тропной турбулентности будет мало приложима к тем ф.(lук­
туациям ветра. которые возмущают горизонтальный полет 

самолета. 

Однако теория геофизической турбулентности относится 
к той .надстройке", для которой эта книга по замыслу 

является чем.то вроде фундамента. По этой причине турбу· 
лентности адесь не уделено места. 

К •. Э. 

Ла-Холъя, 15 марта 1960 r. 



Глава 1 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

§ 1. Введение 

Наиболее характерным свойством земной атмосферы яв­
ляется уменьшение ее плотности с высотой. Это расслоение -
стратификация - наделяет атмосферу устоllчивостыо. пол­

ностью отсутствующей в_ однородной жидкости. Океаны на 
Земле также обладают стратификацией и имеют устойчивость 
того же порядка, что и атмосфера. С другой стороны. клас­
сическая гидродинамика занимается почти исключительно 

11.вижением однородной несжимаемой жидкости. Вероятно, по 
зтоn Причине . она не имела заметного успеха в объяснении 

метеорологических и океанографических явлений. 
Попыток создать систематическую теорию устойчиво 

стратифицированной жидкости не делалось. Просмотр лите­
ратуры обнаруживает больше сомнительных допущений. чем 
хорошо установленных результатов -{4J. Целью этой книги 
будет вывод достаточно общих уравнениlt и систематическое 
изучение их решений с помощью общепринятого аппарата 

теории волн. Нашей целью будет скорее иллюстрировать 

законы динамики. чем имитировать природу. Конечный шаг -
введение в вычисления эмпирических данных и сравнение 

результатов с наблюдением - мы обычно делать не будем. 
Вывод уравнений неизбежно будет основываться на допу­

щениях, причем некоторые из них будут весьма смелыми. 

Первое из этих допущений касается природы жидкости. 

И воздух, и морская вода представляют собой смеси; мы 
буде.и этим пренебрегать и предполагать, что к ним прило­
жиыы термодинамические соотношения. отвечающие химически 

чистым жидкостям. 

В соответствии со вторым допущением нелинейные урав­
нения термодинамики и гидродинамики будут изучаться ме­
тодами теории возмущений. Это значит. что будут рассма­
триваться только малые отклонения от состояния статического 
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равновесия, так что решаемые нами уравнения будут яиней­
ными. Это. несомненно, исключает из рассмотрения некоторые 
явления. Граница, где это упрощение становится чрезмерным, 

неизвестна; вместе с тем автор склонен думать, что таким 

путем можно трактовать более широкую область вопросов, 
чем это обычно предполагают. 

§ 2. Тер.моаанам1tка 

Состояние чистой жидкости можно определить с помощью 
любых двух из четырех параметров: v, р, в. '11· которые 
являются соот~етственно у дельными объемом, давлением, тем­
пературой и энтропией [3, 6}. Внутреннюю энергию жидкости 
е (арг/г) лучше всего выражать как функцию v и 11· Тогда 
уравнение состояния жидкости можно получить, исключив 

·из двух фундаментальных уравнений 

дt дЕ 
Р=- дv. 6=д1/· (2.1) 

Этими уравнениями можно восnользова ться · также, чтобы 

совершить переход от ОдНОй пары независимых переменных 

(параметров) к другой. . 
Результат дифференцирования уравнений (2.1) можно за~ 

писать в следующем виде: 

ор=-Х &v+ У 071, 

M=-Yov+Zo71, 
(2.2) 

где +х. - У и Z-три вторых производных от е. Эти 
величины можно выразить через более обычные характеристики 
следующим образом: 

где 

Х=р2с2• 

у= р(-у-1), 
а (2.3) 

р = l/v- плотность, с - скорость звука, а - коэффи­
циент теплового расширения, С'(! - удельная теплоемкость 
при постоянном объеме, 1-отношение удельных теплоемко­
стей. 
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Эти формулы выводятся следующим образом. Определение 
,корости звука, как оно дается в курсах акустики [9]. можно 
свести к формуле 

с2-( 8Р) - Гр а11-о· 

Jак как ~v = - 'Ор/р2 • первое из уравнений (2.1) сразу же 
иет Х = р2с2. Заметим, что ре -удельное акустическое со­
о,ротивление жидкости {9]. Точно так же Iio определению 

откуда сразу же следует, что Z = е/С". Чтобы установить 
формулу для У. необходимо сначала вычислить удельную 
теплоемкость при постоянном давлении, которая определяется 

следующим образом: 

С = ( ОЕ + р lltr ) = е (~) • 
Р о6 . 8р•О &6 ар.о 

Когда ор =О, из первого уравнения (2.2) следует 8v = (У/Х) a"fJ 
и из второго уравнения (2.2) 06 = (1- Y2/XZ)Z O'Yj. Отсюда 

или 

с 1 У2 

_Е.,=-=1--. 
Ср т XZ 

Следовательно, 

у2- 1-1 XZ- <т-I)р2с20 
- 1 - 1Cv • (2.4) 

Это уравнение позволяет определить У (с точностью до знака) 
безотносительно к коэффициенту теплового расширения, ко­
торый определяется как 

1 ( 8tr) 
а= {1 16 8р•О • 

Если воспользоваться предыдущим выражением для j, to это 
Приведет к выражению У= р (j - 1)/а, которое было дано 
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выше. Тогда уравнение (2.4) можно преобразовать следующим 
образом: 

т (j-1) cfl = а2с26. 
Это термодинамическое тождество представляет некоторый 
интерес. 

§ 3. Термодинамич.еска.е g;,нкциа адеа.11ьного газа 

В качестве более конкретного примера общих термодина­
мических соотношений - такого, который будет полезен и 
дальше, - рассмотрим случай . идеального газа. Идеальный 
газ- это газ, все молекулы которого тождественны и взаимо­

действуют только путем соударений, а между соударениями 

движутся прямолинейно. Его удельные теплоемкости - по­
стоянные величины. В этом случае можно воспользоваться 
общими принципами статистическоR механики [7] и показать, 
что внутренняя энергия . идеального газа равна 

e=Av-т+1exp[(1- l)'Y//R]. (3.1) 

Где А. i и R - постоянные. 
В частности, т является отношением удельных теплоем­

костей, как было определено выше. Для воздуха с молеку­

лярным весом 29 R=2.87 · 106 эрг/~· град и i = 1,40. 
Значение А дальше не понадобится. 

Из уравнения (2 .1) следует, что 

р=- ~: =(1-l)Av-тexp[(1_:_l)'7//R]. (3.2) 

дэ 1 6 = дТJ = ((j- 1) A/RJ v-т+ ехр [(1-1)'7'//R]. 

Эти уравнения можно преобразовать в следующие: 

pv.= Rб. 
pvr = (j - 1) А ехр [(i - 1) '7'//RJ, 

(3.3) 

которые будут соответственно уравнением состолн.ия и 

уравнением изэнтроп. 

Вторая производная от е дает 

д2е. 
Х = дv2 =1(1-1) Av-1- 1 ехр [(j- 1) 7j/R] = 1p2R0. (3.4) 
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Соединяя это с предыдущим результатом Х = р2с2 , мы полу­
чаем, что скорость звука с дается формулой Лапласа 

с2 =1RB. ( 3.5) 
Аналогично 

д2а 
+У=- дvд1/ =[(T-1)2/RJAtгrexp[(T- l)'Y//RJ= 

=<т- t)рВ. (3.б) 

Соединяя с результатом У= р (Т- 1)/а, · мы находим, что 
коэффициент теплового расширения 

1 
а= о· (3.7) 

Наконец, 
д~ 6 

Z= д"l2 =[(1-I)/R]2 Atгт+ 1 exp[(T-1)11/R]=(1-l) R. (3.8) 

Из формулы Z = BfCv найдем, что удельная теплоемкость 

R 
Cv=('y-l)' (3.9) 

Подстановка уравнений (3. 5), (3. 7) и (3. 9) в уравнение (2. 5) 
подтверждает, что последнее удовлетворяется. 

§ 4. Термодинамические коэффициенты для воды 
Было бы заманчиво принять, что основные коэффициенты 

для пресной и морской воды являются постоянными величинами. 

Это было бы равносильно предположению, что на р, 'U-диа­
rрамме и изотермы и адиабаты приближенно можно пред· 
ставить равномерно размещенными параллельными прямыми 

линиями. }{ сожалению, при изучении пресных озер нельзя 
игнорировать явление .максимума плотности; изотермы 

заметно искривлены даже в соленой воде, хотя максимум 

плотности в ней достигается только в переохлажденном со­

стоянии (см. рис. 1 и 2). В частности, коэффициент тепло­
вого расширения этих жидкостей непостоянен· и при некоторой 

температуре, которая сама является функцией давления, обра­

щается в нуль. В свою очередь термодинамическое тождество 

1<т-1) cv = а2с26 

показывает, что 1 - 1 имеет при этой темnературе двойной 
корень, а отсюда У имеет простой корень. Таким образом, 
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наиболее простое предположение, которое является допусти­
мым, требует, чтобы У было линейной функцией давления 
и температуры. 

-4 

Чистая Воаа 

Температура JffattcШtaльнoii 
плотности 

JООатм 

Рис. 1. Изменение с давлением точки замер­
зания и температуры максимальной плотности 

ЧИСТОЙ ВОДБI. 

Да6ление 1 атм 

Температура максllJtальноЦ 
плотности 

• 30 

То~ка замер3ания 

Рис. 2. Изменение с соленостью точки замер­
зания и температуры мак~имальной плотности 

морской воды при давлении в 1. ат.м. 

Можно принять тоrда, что для чистой воды, какую м·ы 

находим в озерах, температура максимальной плотности дается 

формулой 
. -8 ос 

Тыакс= 4 - 2 ' 10 р • 

хотя большой .точности от этой формулы требовать нельзя. 
Удобно ввести величину 

Тм=Т-4,0+2. ~о-вр, (4.1) 
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где Т- температура (0С). Тогда в области от О до 7° С и 
от О до 20 ат.м коэффициент теплового расширенця равен 
приблизительно 

а отношение уде"Льных теплоемкостей 

1=1+3,0 · 10- 5 т?и. 

(4.2) 

(4.3) 

В данном случае три основных коэффициента, Х, У, z. 
приближенно равны 

х = 2,0. 1010• 

У =2,0 Тм, 

Z = 6,6. 10-в, 

в единицах CGS. В этом приближении 

(Jic)11
• = х·1• = 375. 

(4.4) 

(4.5) 

В настоящей книге скорость звука обычно рассматри­

вается как постоянная; однако несколько более точная фор­

му па для скорости звука будет 

с= 1.42. 1os(l +з5. ~о-4т м+ 2. 10-9р) с.м/сек. (4.6) 

Для морской воды с соленостью 35°/00 и в области О -
- 15° С, 00-1000 ат.м, соответствующие формулы будут 

т м= т + 1.0+ 2. io-9p, 

а= 9,3 · 10-вт м• 

1 = i + 1,2 . 1 о-5r?и. 
х = 2.1 . 1010, 

У= 1,3Тм, 

Z = 6,7. 10-в. 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

Необходимо заметить, что уравнение (4. 7) не дает того же 
значения температуры максимальной плотности, что рис. 1. 
Расхождение связано с тем, что значения констант были вы­
браны так, чтобы получить наилучшее cor ласие во всей об­
ласти давлений от О до 1000 ат.м, а это приводит к зна­
чительной ошибке на границах данного интервала. 
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Эти выражения для термодинамических характеристик чи­

стой и морской воды являются очень приближенными. В ко­
нечном счете их следовало бы заменить более точнымн 
выражениями [5}. Однако приведенные формулы представляют 
свойства этих жидкостей с б6льшей близостью к реальности, 
чем это имело бы место при допущении, что коэффициенты 
сжимаемости, теплового расширения и т. д. совершенно не 
зависят от температуры и давления. 

§ б. Гидродинамика 

Вывод- уравнений гидродинамики можно найти в работах 
[l, 3, 8) и здесь он не приводится. Уравнения rидродинамикн 

имеют вид 

Du 
Dt +vvp+gvx+oxu=f, (5.1) 

Dv 
Dt -vV •U=O, (5.2) 

D"I q 
Dt =о• (5.3) 

где р, v. '1/• 6 - сохраняют смысл, данный им выше, u -
скорость· (с.м/се1'), gx. - потенциал силы тяжести (геопотен­
циал), g- 980 см/се1'2 по международному соглашению, 
х. - .динамическая высота• (см). О - вектор Кориолиса 
(рад/сек). f- результирующая всех других сил (дин/г), q­
приток тепла (эpz/z · cetc), D/Dt-= д/дt+ и · V - эnлерова 
производная. 

Потенциал силы тяжести. С точностью, достаточной 
для настоящих целей, можно считать, что .динамическая 

высота• равна вертикальной координате или отличается от 

нее на аддитивную постоянную. Если поверхности уровня 
приближенно представлят!> плоскостями. то х. = z, rде z­
в~ртикальная декартова координата. Если же поверхности 
уровня приближенно представляются сферами, то 

x.=r-r8 , 

rде r - расстояние точки от центра Земли, а r8 -радиус 
твердоИ Земли (или среднего уровня моря). 
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Вращение. Вектор Кориолиса имеет направление оси вра­
щения Земли и направлен к Полярной звезде. Величина его 
опреде-ляется из условия 

2'JC . 
Т = 12 звездных часов, 

что дает 

о= 1 ,45 . 10-4 рад/се1'. 

Это удвоенная угловая скорость вращения Земли (см. § 30). 

Силы. Сила f включает несколько составляющих. Наи­
более значительной из них является приливообразующая сила 
(8). которая, с высокой степенью приближения, не зависит от 
скорости и термодинамических параметров; ее можно поэтому 

считать известной функцией пространственных координат и 
времени. Другая составляющая силы f образуется за счет 
вязких напряжений, но в геофизических задачах крупного 

масштаба ею обычно моЖно пренебречь. 

Приток тепла. Приток тепла обусловлен тре!lffl..причинами: 
теплопроводностью. радиацией и диссипацией энергии за счет 

вязкости. Третьей компонентой можно полностью пренебречь. 
Первая компонента дается формулой 

q = vV · (aV6), 

где а - теплопроводность жидкости. Этот вид притока тепла 
q часто изучался. В то же время он, вероятно, много меньше, 
чем поступление тепла за счет солнечной радиации и обрат­

ного, инфракрасного излучения в сторону неба. Теория пере· 
носа тепла посредством излучения сложна и здесь рассма­

триваться не будет [2]. Вместо этого q. подобно f. будет 
приниматься за известную функцию пространственных коор­
динат и времени. 

Адвекция. Уравнения (5.1 )-(5.3) содержат эйлерову про­
изводную D/Dt. Смысл этой производной в отличие от част­
ной производной д/дt требует разъяснения. Всякая величина, 
такая, как скорость, плотность, температура и т. д .. может 
быть отнесена или к частице жидкости, или к точке (х. у. z), 
которая на мгновение будет эанята этой частицей жидкости. 
Первый способ описания является более глубоким. Скорость, 
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с которой меняется температура частицы жидкости. по опре­

делению равна D6/Dt. Скорость, с которой меняется темпе­
ратура в точке (х, у, z) снова по оnределению есть дfJ/дt. 
Различие между двумя этими величинами вызвано тем. что 
точку (х. у, z) занимают последовательно различные частицы 
жидкости. и можно показать. что разность этих величин 

д6 Dб 
дt- ш=-u. vo. 

Последовательная смена различных частиц жидкости в одной 

и той же точке пространства называется адвекцией, а вели.­

чина - u. V6 означает скорость изменения в в точке (х, у. z). 
обусловленного адвекцией. Если температура каждой частицы 
жидкости остается постоянной (хотя различные частицы имеют 
различные температуры), то адвекция является единственной 
причиной изменения температуры во всякой точке. В этом 
рассуждении температура была использована только как при­

мер. но та же самая терминология может быть применена 
к любому другому· свойству жидкос~и. допускающему чис­
ленную характеристику. 

Исключение энтропии. Уравнение . (5.З) можно дать 
в другом виде, где понятие энтропии явно не фигурирует. 
В силу уравнения {2.2) · 

D"t/ 1 ( Dp Dv) 1 ( D р 2 Dp ) 
Dt =У Dt + Х Dt = У Dt - с Dt ' 

так что уравнение (5.3) эквивалентно уравнению 
Dp 2 Dp _ рас2 
ш-с ш- ер lf· (5.4) 

Эта форма уравнения часто встречается в литературе. 

Сохранение энергии. Уравнения (5.1)-(5.3) имеют одно 
важное следствие. Если уравнение (5.1) умножить почленно 
на pu. то результатом этого будет 

1 Du2 

"2р Dt +u · Vp=pu · f+pgu · Vx_. 

Воспользовавшись уравнениями (2.1 ), (5.2), (5.3), получим 
первый закон термодинамики 

DE 
р Dt =- pV · u+_pq. (5.5) 
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Складывая эти два уравнения и замечай, что 

Dx v· Dt =U. Х.• 

получим 

р ~ { ~ u2+e+gx.}+V·(pu)=pu·f+pq. (5.6) 

Это - уравнение, которое выражает закон сохранения энер-
1 

rии; величина 2 u2 + е + gx. - плотность энергии (э рг/г) и 

pu - поток энергии (эрг/с.м2. сек). 
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УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

§ 6. Введеж~.е 

Метод решения слоЖных дифференциальных уравнений. 
называемый методом возмущений, был развит г павным обра­
зом для обыJQJовенных дифференциальных уравнений астро· 
помни. В этой области им польЗовались с заметным успехом. 
Дифференциальные уравнения гидродинамики являются урав· 
нениями в частных производных, но общие идеи теории 
возмущений остаются приложимыми и здесь. В явной форме 
они были сформулированы в rл. VП ,Физической гидродина­
мики• В. Бьеркнеса, Я. Бьеркнеса. Сульберга и Бержерона [1]. 
Ими воспользовались также с успехом при изучении уравнений 
квантовой- теории. 

Часто говорят, что в гидродинамике эти идеи не привели 
к полезным результатам. Для этого могут быть основания 
двоякого рода: или неверны основные уравнения гидродина­

мики, или метод возмущений применялся без достаточной 
осторожности. Просмотр литературы [2] говорит как будто 
в пользу второго предположения. Во всяком случае, прини· 
мать первое допущение, не проделав значительно более тща­
тельного исследования, чем это делалось до сих пор, прежде­

временно. 

В этой r лаве содержатся отправные точки такого иссЛе­
дования. Из последовательных приближений, какие дает 
метод возмущений, большей частью рассматриваются т.олько 
первые два. Согласно терминологии, которая была прnнята 
в других областях, зто члены нулевого и первого порядка 
некоторого бесконечного ряда. Едва ли есть сомнение в том, 
что для адею~атного описания явлений необходимы также и 
члены второго порядка. Однако. маловероятно, чтобы можно 
было достигнуть большого прогресса в вычислении членов 
второго .порядка, пока не поняты полностью результаты вы­

числения членов нулевого и первого порядка. 
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§ 1. Решение нулевого порнд~а 

Рассмотрим. статическое состояние жидкости, в котором 
u =О и все величины не зависят от времени t. Пусть, кроме 
того, f =О и q =О. Уравнения (5.2)-(5.3) приводятся тогда 
к единственному векторному уравнению 

vVp=-gVx_. (7.1) 
которое имеет решение 

Р= Ро(Х.). 

1 p~(l) 
(7.2) 

-v=p=--g-· 
где р0- положительная монотонно убывающая функция х·~ 
а штрих указывает на дифференцирование по Х· Уравнение 

(7.2) называется уравнением гидрQстатики. Двух величин р 
и tr достаточно. чтобы определить р 
величины 6 и 'У/ из уравнений (2.1 ). 
Поэтому в и '7/ также являются 
функциямиодногох. ка~и Х. У. Z. 
Будем называть эти статические 

значения любой величины ее зна­
чениями нулевого порядка и ука-

зывать это нижним индексом ну ль. 

Баротропные ·состояния. Вся-
кий раз. коr да и давление. и плот­

ность являются функциями только 
АИНамической высоты. мы говорим 

о баротропном состоянии, кото­

Рис. "· .Jллюстрация поня­
тия баротропного состоя­

ния. 

рое вполне характеризуется тем, что любая из трех вели­

чин - р. v или х. ·-определяет две другие. Варотропное со­
стояние удобно представить графически, если взять . р и 'V 

в каче~тве прямоугольных координат; на таком графике ба­

ротропное состояние изображается кривой, причем на послед­
ней можно указать и шкалу динамических высот (рис. 3). 

Это составляет заметный контраст с общим случаем, 
8 котором р, v их-будут различными функциями простран­
ственных координат и времени и на р. v-диаrрамме могут 

изwеняться независимо друг от друга. Таким образом, неба­

ротропное состояние будет изображаться на р, v-диаграмм·е 
некоторой областью (площадью). 
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Во многих случаих р, 71-диаграмма позвоJrяет с большим 
удобством показать соотношения, существующие в переменном 
состоянии движения (см. § 47). Это соответствует практике 
nрименения диаграммы давление - потенциальная 't'емпература 

в метеорологии. 

Градиенты. Уравнения (2.2) приводят к тождества 

p~=-X0v~+ У0~. 
0~=- Y0v~+ Z0 'rj~. 

(7.3) 

которые нам часто будут нужны. Если воспользоваться урав­
нением (7.2), то первое из uих примет вид 

' Xov~-p~ 
'r/o= Уо 

или, после того как мы подставим выражения Х0 и У0 по 
форму лам (2.3), -

, аое~ (Р~ + g) 
1Jo= то-1 р; с~ • <7•4) 

В сипу уравнения (2.5) 

а0с~ 10Cv0 С ро 
То-1 = aoDo = ао6о (7.5) 

-формула, которая часто более удобна. 
Примерно тем же самым путем можно показать, что гра· 

диенты температуры и плотности связаны соотношением 

6~=--1 (Р~ + 10g). 
ао Ро ~ 

(7.6) 

а отсюда 

в~ - во"I~ = - <10- I)g. (7.7) 
Ср0 а0~ 

Если градиент энтропии обращается в нуль, то говорят 
об адиабатической стратификации; в этом случае 

6~= - (10-~)g =- gаобо =-6~. (7.8) 
а0с0 · Ср0 
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Величина 6~ называется адиабатическим градиентом темпера­

туры. Поэтому уравнение (7. 7) можно вообще написать так 

, Сро (Н'+"') '1/о=о;- о uA • (7.9) 

§ 8. Состояния ну.левого поряд1'а идеального zаэа 

Часто бывает желательно пользоваться моделью атмосферы, 
состоящей из идеального газа, так как воздух на малых вы· 

сотах во многих отношениях ведет себя как идеальный газ. 
Число возможных состояний нулевого порядка бесконечно 
велико, но несколько частных случаев заслуживает упоми­

нания. 

. . 
Изотермическая атмосфера. Этот тип атмосферы по­

служил Лапласу в качестве примера в его .Небесной меха­
нике" f 4, т. ll]. Барометрическое уравнение в этом случае 
интегрируется с результатом 

Ро = Ps ехр (-_gyjR00), (8.1) 

где Ps - значение р0 при х =О, т. е. на поверхности твер­
дой Земли. Закон Бойля-Мариотта дает 

Ро = Ps ехр(- gyjROQ), 

и уравнение энтропии принимает вид 

_gx+ 7Jo - -6- 7Js· 
о 

(8.2) 

(8.3) 

Отсюда градиент энтропии равен "1/~ = g/6
0 
= const и больше 

ну ля. Величина 

(8.4) 

в этом случае постоянна. Можно сказать. что она является 

характерной высотой для изотермической атмосферы ~· Ее 
значение приближенно равно 8.0 1'М при 273° К и 8,6 fl.М при 
293'; к. 

1 Это высота однородной атмосферы, т. е. такой, у которой 
плотность на всех высотах одна и та же, а давление на уровне 

моря равно давлению в действительной атмосфере. - Прим. ред. 
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Каждый из термодинамических l(оэффициентов имеет свою 
характерную зависимость от высоты: 

Х0 = Х5 ехр(- 2xJH), 

У0 = У,ехр(-хJН), 
Z0 =Z,. 

(8.5) 

Иззитропическая {адиабатическая) атмосфера. Моделью 
атмосферы. в которой энтропия не зависит от высоты, поль­

зовались многие авторы. Часто говорят, что к образованию 
такого состояния нулевого порядkа приводит конвекция,, но 

это весьма сомнительно 1• 

Если ввести. соотношение адиабатичности (закон адиабаты) 

p0v& = const > О (8.6) 

в барометрическое уравнение. то в результате интегрирова­

ния получим 

Р&1-т = -Ьх + const. fJ > о. (8.7) 

Вместе с уравнением состояния и с барометрическим урав­
нением это дает 

(8.8) 

где 0
5 

- поверхностная температура. Следовательно. абсо­
лютная температура 60 делается равной нулю на высоте Rб57Ь 
и отрицательной на больших высотах. Мы видим. таким 
образом, что эта модель приводит к ненужным парадоксам. 

Атмосфера с постоянным градиентом температуры. 
Если темnература с высотой меняется линейно, то ее гра­

диент может быть только положительным при условии, что 

мы не желаем допускать тех же самых парадоксов. Пусть 

(8.9) 

где -v - по;южительная постоянная. Для градиента темпера· 
туры 1 zрад/~.м. -v = 34. Характерная высота будет в таком 

1 Основания для такого утверждения . остаются неясными. 
Общеизвестно, что интенсивное динамическое перемешивание 
в атмосфер.! приближает температурный градиент к адиабати­
ческому. -Пр1м1. ред. 
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случае линейной функцией х 

Н = Rдо = Х + X.s , 
g '1 

(8.10) 

r де Xs _,. положительная постоянная. На этом основании не­
которые авторы вместо 60 или х пользуются в своих урав­
нениях величиной Н; но, как мы увидим дальше, упрощение 
достигается только в одном этом примере. 

Если воспользоваться уравнением (8.9), то интегрирова­
ние барометрического уравнения даст 

Ро = Ps[ (xs+x> Т • 
Ро= Ps [ <rs+x> J+I • 

и уравнение энтропии приобретает вид · 

'1/о = R [ ; + I ] ln (Ха+ iJ + const. 

(8.11) 

(8.12) 

Поэтому градиент энтропии обратно пропорционален х + Xs 
или 60: 

Т/~=[ 1 + 'l(j~l)] fu. 
Три термодинамических коэффициента имеют вид 

]

2•+1 

Xo=Xs[ (Xs+x> • 

Уо= vs[ <xs+x> т, 
Zo=Zs[ (ls~YJ ]·. 

(8.13) 

Общий случай. Барометрическое уравнение показывает. 
что в наиболее общем случае р0 должно быть положитель­
ной монотонно убывающей функцией х; это приводит к урав-

нению 

Н= R00 =- р~. (8.14) 
g Ро 

В действительной атмосфере (см. ~ 29) величина Н не являе·rся 
монотонной функцией высоты и поэтому бесполезна в качестве 

координаты; она может служить просто мерой температуры. 
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Пользоваться же двумя единицами температуры нет никаких 

серьезных основаниlt, и поэтому характерная высота в по­

следующих уравнениях применяться не будет. 
Остальные термодинамичес1<ие функцип легко выразить 

через р0 И р~. но в явной. форме они не понадобятся.-

§ 9. Уравнения первого порядка 

Рассмотрим дальше состояние жидкости, в котором 

u=u1' 'V='Vo+'V1• Р=Ро+Р1• и т. д. 

Подстановка этих выражений в уравнения (2.1) и 
ние в ряд Тэйпора дают следующие резу ль таты: 

раэложе-

Pi = - XoV1 + УоТ/1 + · · · • 
61 = - Yo'Vi + Zo"l1 + .... , (9.1) 

rде точки указывают на члены более высоких степеней отно­
сительно о1, Т/~· Предположим, что Up vl' р1 в некотором 
смысле малы, так что законно пренебречь этими членами 
более высоких степеней. 

Уравнения {5.1 )- (5.3) также следует взять в приближен­
ной форме, причем ·всюду нужно пренебречь членами второй lf 
более высоких степеней малых величин. Так как u1 мало, nрира· 

щение какой-либо величины w = w0 + w1 + . . . за счет 
адвекции будет равно 

- u1 • Vw0 = - w~u1 • Vx = - w~u1 • ~. 
где ~ = Vx. То же самое приближение дает 

дw дw1 
дГ=~· 

так как w0 не зависит от t. Следовательно, 

Dw дw, + , r+ 
Dt = ~ WOUI • '= • • • • 

Важно заметить, что адвективные производные первого по· 
рядка пропорuиональны градиентам нулевого порядка. Это 

как раз те члены. которые служат причино" того, что тео­

рия расслоенной (стратифицированной) жидкости отличается 
от теории однородной жидкости; поэтому все они должны 

быт1> сохранены в уравнениях первого riорядка. 
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Если воспользоваться этим ·общим ре~ультатом. то ура&· 
нения (5.1)- (5.3) дают 

~1 +'00Vp1 +v1p;};+O Х а1 =f1, (9.2) 

(9.З) 

(9.4) 

Воспользовавшис:ь уравнениями (7.3) 11 (9.1), .наядем затем, 
что 

(9.5) 

(9.6) 

Это - уравнения движения первого порядка; и_з последних 
четырех уравнениА независимыми являются только два. Обычно 
удобно работать с уравнениями (9.2). (9._4), (9.5), хотя урав­
нения (9.2) -(9.4) в оtдельных случаях могут иметь перед 
ними некоторое преимущество (гл. lll). 

Интерпретация. Интерпретация уравнений (9.2)- (9.4) 
ясна: они выражают соответственно ньютоновсt<иЯ закон 

движения, сохранение массы и второй закон термодинамики. 

В наждом случае, конечно, -членами второго порядка мы 
пренебрегаем. Уравнения (9.5), (9.6) являются производными 
и не имеют аналогичной простой интерпретации. 

Rсли мы воспользуемся уравненнями (2.3) и (2.5), то 
сможем переписать уравнение (9.5) следующим образом: 

_1_(др1 +p'u ·~)+v·u = aoq,. (9.7) 
Р~ дt о 1 t Сро 

Если нагревание происходит при постоянном давлении. то 

величина q1/Cp0 равна скорости увеличения . температуры 
частицы жидкости. Следовательно. a(fl1/C00 при этих же 
условиях измеряет увеличение удельного объема. Множитель 
Kq= t/p0c~ следует понимать как адиабатическую сжимае-

мость, а выражение в СКQбках является величиной Dp/Dt. 



36 Глава //. Уравненшr. возмущений 

Таким образом, зто уравнение выражает тот факт. что ди­
вергенция скорости равна тепловому расширению за вычетом 

некоторой величины сжатия. 

Аналогично. уравнение (9.6) можно написать так: 

д61 о' .r+10-lv ql 
-дt +uoU1 "' -. - · u1=-c · 

ао · vo 
(9.8) 

Если нагревание происходит при постоянном объеме, то пра­
вая часть зтого ура8нения будет скоростью увеличения тем­
пературы; (То- 1) V · u1/а0 -скорость охлаждения вслед-. 
ствие расширения. Это дает необходимую интерпретацию 
последнего уравнения. 

Вертикальное смещение. Уравнению (9.4) можно при­
дать другую форму, если ввести вертикальное смещение h 
жидкости из .ее положения нулевого порядка. Эта величина 
удоnлетворяет уравнению 

Dh 
Dt =U • ~. {9.9) 

По определению ho = О, так что h = h1 + . . . и первым 
приближением для уравнения (9.9) будет 

дh1 r 
(JГ=U1. 11• 

Отсюда уравнение (9.4) принимает вид 

~ (711 + h1"i) = ~~ 

(9.10) 

(9.11) 

и указывает на тесную связь между нагреванием и верти­

кальным смещением. Явления, которые при этом происходят, 
.называются конвекцией. Если приток тепла равен нулю, то 
интегрирование уравнения (9.11) дает 

7/1 =-h17/~ 
-уравнение, которое будет полезно ниже. 

§ 10. Аддитивные баротропные члены 

(9.12) 

Уравнения первого порядка весьма сложны, и решение 
их является трудной задачей. Однако они имеют одно очень 

простое решение, которое является тривиальным с точки 

зрения физики, но имеет значительный практический интерес. 
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Это- статическое решение, для которого u1, f 1, q1 и все 
производные по времени обращаются в нуль. Как и в слу­
чае точных уравнений, все уравнения первого порядка обра­

щаiотся в тождества. за исключением первого. Это уравнение 
приводится к следующему: 

Поскольку 
t11 . Р1 -=---. 
Vo Ро · 

уравнение (10.1) эквивалентно уравнению 

Кроме того, 

так что 

1 

V Р1 + Р1Ро ~ =О. 
· Ро 

р~=-р~. 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

(10.5) 

что формально совпадает с уравнением нулевого порядка и 
удовлетворяется, .когда р1 будет произвольной функцией· 

динамJtЧеской высоты и 
1 

Р1 
Р1=--. . g 

(10.б) 

Это снова уравнение гидростатики. Если воспользоваться 
уравнением (9. 1 ), то становится ясным, что не только р1 и v1, 

но также 61 и 'Y/i определяются. когда задано р1 (Х). 
Кроме того, распределение термодинамических параметров 

сщ>ва является баротропным. Это статическое решение пред· 
ставляет собой всего лишь модификацию состояния нулевого 

порsщка. 

Предположим теперь, что найдено какое-либо. решение_ 
урав11ений первого порядка. Так как зти уравнения линейные, 

мы получим некоторое другое решение, приба-вив к первому 
произвольное только что рассмотренное баротропное реше­

ние. Это баротропное решение во многом играет ту же .poJIЬ,; 
что и аддитивная постоянная интегрирования, и часто так же 

важно, как зта постоянна-я. В других случаях аддитивные 
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баротропные члены, опять-таки по аналогии с постоянной 
интегрирования. можно произвольно положить равными нулю. 

при зтом без существенной потери общности. 

§ 11. Граничные усдовия 

Не всякое решение уравнений первого порядка будет 
приемлемо, так как жидкость, вообще говоря, имеет границы. 
Эти границы :могут быть твердыми поверхностями, такими, 
как граница соприкосновения воздуха· с земной поверхностью, 

или свободными поверхностями, такими, как граница раздела 
воздуха и моря. Идеализируя. можно представлять себе твер­
дые поверхности как абсолютно твердые; если n - единичная 
нормаль к такой поверхности, то в каждой ее точке 

П • U1=0. (11.1) 

Поверхность раздела воздуха и моря для нашнх целей 

можно идеализировать. предположив. что атмосферное давле­
ние постоянно во всех ее точках. Однако это утверждение 
будет относиться то.riько к воде; в дальнейшем мы не будем 

рассматривать вопрос о воздухе над морем. Таким образом, 
в нулевом приближении свободная поверхность океана будет 
поверхностью уровня - скажем, поверхностью х =О. В пер-· 
вом приближении уравнение свободной поверхности будет 

Р=Ро+ р1 =const. (11.2) 

Должно быть выполнено, однако. и другое, f!e менее 
важное условие. Свободная поверхность должна перемещаться 
вместе с жидкостью. а не самостоятельно. Это [3] можнQ 
форму пировать так: 

~: = О на свободной поверхности. (11.3) 

Если сохранить только члены первого 
ношение примет вид 

порядка. то это соот-

др,+ ' 7" о дГ PoU1 • 11 = при х.=О 

или, в силу уравнения гидростатики, 

др, r 
Тt = PoCU1 . " при Х. . О. (11.4) 
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Вводя вертикальное смещение, cor ласно уравнению (9.1 О). 
преобразуем наше последнее уравнение таким образом: 

др, дh, 
аг=Р~ дГ при х=О 

или, после интегрирования, 

Р1 = p9gh1 при У.= О. (11.5) 
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УСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ 

§ 12. Введение 

Решения уравнений первого порядка будут вообще опи­
.. ывать движения; изменяющиеся во времени; но эти урав­

нения имеют также частные решения, характеризующие 

установившиеся состояния. Удобно начать· с изучения этих 
стационарных решений, для которых все производные по 

времени равны нулю, но любая величина, такая, как ско­
рость или давление, может изменяться в пространстве. 

Возникает вопрос, представляют ли такие решения вообще 

какой-либо интерес, поскольку именно временные и притом 

сложные изменения, наблюдаемые в атмосфере, а также 
и в океанах, в первую очередь привлекают наше внимание. 

Это происходит до некоторой степени благодаря чувстви­

тельности человеческого тела. Так, изменение температуры 
или давления атмосферы всего на десять процентов оказы­
вает несомненно большое влияние на самочувствие человека. 
При менее субъективном рассмотрении этих вопросов скорее 

можно было бы убедиться именно в малой величине откло­
нений от установившегося состояния: почти все они лежат 

ниже уровня в 1 О%. Единственным исключением является 
скорость ветра, но и она почти всегда составляет малую долю 

скорости звука и на этом основании может рассматриваться 

как малая. 

Среднее давление. Если усреднять за некоторое число 
лет какую-нибудь переменную характеристику атмосферы­
такую, как ветер или давление, - то, оч·евидно. мы получим 
rеличину, зависящую лишь от географических координат, но 

постоянную во времени (рис. 4). Эту величину удобно на­
зывать стационарной компонентой изучаемой характеристики 

поля; в силу линейности уравнений первого порядка ее 

можно рассматривать независимо от других составляющих, 

которые меняются с течением времени. 
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Стационарную компоненту барического поля можно далее 
разложить на три составляющие 

Р = Ро (Х) + Pz (tp. Х) + Рт (Л. !Р· Х). 
rде х - высота, ер- широта и Л- долгота. Первая из этих 
составляющих-бар<>тропная, и ее можно отождествить 
с введенным ранее давлением нулевого порядка. Вторая за· 
висит только от широты и высоты; ее можно назвать зо· 

11алъной составляющей. Третья зависит от всех координат 
и может быть названа незональной составляющей. 

Зональная составляющая. На рис. 4 показ3ны значения 
шления р на уровне моря. Усредняя Их по долготе, мы 
получим сумму р0 + Pz· Из оснований. которые станут ясны 

м6 ---------------------.1ого и6 
+io ...... -~~~~~---~-~~--~~~---t 

-10 ....... --1----------------1'000 

so•s о· 

Широта 

990 

30" 

Рис. 5. Зонаяьна1 составJ1яющая среднего давления атмосферы 
на уровне моря. 

позднее, удобно определить Pz так. чтобы оно обращалось 
в нуль на экваторе: тогда мы наА.11.ем. что р0= 1010 мб на 
уровне моря. l'ис. Б показывает значения эонапьноя соста­
вляющея на уровне моря. Мы видим. что она имеет ясно 
аыраженныя минимум на экваторе или вблизи экватора 

и становится отрицательной приблизительно на широте мыса 



§ 12. Введение 

Горн. Численное значение зональной составляющ:А не npe· 
восходит 1 % от р0 всюду. кроме широт 'Антарктиды. Такая 
fllaлaя пропорция вообще сохраняется на большинстве высот, 

и зто служит оправданием для трактовки зональной соста­

вляющей как возмущения баротропной. т. е. составляющей 

ну левого порядка .. Ро (Х). 
Общl.fй ход изменения, показанный на рис. 5, несомненно 

правилен, но в то же время . следует иметь в виду и воз­
можные ошибки наблюдений. Пункты наблюдения по Земле 
распределены не 1:1аилучшим образом, и весьма немного· 

численны для областей, занятых океанами. Следовательно, 
некоторые черты полученной картины (например, кривизна 
графика на экваторе.) в количественном отношении могут быть 
неточными. 

Незокальная составляющая. Рис. 6 показывает значе· 
ния на уровне моря для незональной составляющей, полу• 

ченные из графика рис. 4. путем вычитания р0 + Pz· На 
большей части· земной поверхности значение незональной 
составляющей не превышает 0,5 % от р0, и поэтому ее также 
можно рассматривать как возмущение. Вдоль экватора ее 
значения отличаются от нуля - если они вообще не равны 
нулю- немногим больше, чем возможные ошибки наблюде­

ния. В более высоких широтах в распределении незоиальноR 
составляющей выделяются области высоко1·0 и низкого да­
вления. Надо думать, что общее расположение последних 
представле.но достаточно tочно, хотя на их очертания, ко• 

нечно, влияют довольно значительные ошибки в данных на­

блюдений и в их анализе. 
Два континентальных барических максимума, над Север· 

ной Америкой и над Азией, на многих картах замаскированы 
ие только большим зоналы;ым градиентом, но также боль­

шими сезонными и другими изменениями. Океанские максимумы 
более заметны и связаны с пассатами. Все эти области высо· 
коrо давления расположены приблизительно вдоль трех кругов 

широты и разделены областями низкого давления примерно на 
тех же самых широтах. Особенно бросается в r лаза асимметрия 
северного и южного полушарий, которая настолько велика, 

что е~ едва ли можно приписать ошибкам наблюдения; ве­
роятнее всего, она является отражением асимметрии в рас· 
положении континентов. 



180 ISO 

75 

60 

45 

30 

"jl'..~ ;--.. «::?'? ~ ~ ~~"~_;_,~·~. l :: 
45~ 

60 

180 150 IZO 90 60 зо .о 30 60 90 IZD 150 

Рис. б. Незоиа.11ь1Jая составпяющая среднего давлеl!иЯ атмосферы на уровне моря. 

30 

45 

180 



§ 12. Ввеоенtю 

На рис. 4-6 приведены данные только для уровня моря. 
Подобные же карты можно построить и для больших высот. 

В стратосфере поразительное явление· представляет собой 
сильный зональный ветер в средних широтах, носящий наз­

вание струйных течений. Он связан со сравнительно боль­
шим градиентом зонального давления. В связи с этим можно 

было бы высказать пожелание включить зональную соста­
вляющую в решение нулевого порядка и не рассматривать 

ее как возмущение. Это, однако, сильно усложнило бы не 
только последующие, но также и предыдущие главы. В на· 
стоящей книге возможности этого второго метода расчета 

изучаться не будут. 

Океаны. Если перейти от атмосферы к океанам, то здесь 
мы также найдем стационарные· компоненты скорости и да· 

вления. Наиболее известные из них - системы течений Гольф­
стрима и Куросио-Оясио. Анализ таких вопросов для 
океанов менее прост, чем анализ соответствующих во­

просов для атмосферы. Поэтому данная глава будет посвя-

щена главным образом изучению описанных выше явлений 

в атмосфере. 

Атмосфера и океаны как тепловая машина. Обычно 
предполагают, что причиной всех движений в системе 

океан - атмосфера служит превращение солнечной радиации 
в кинетическую энергию. Иногда это высказывают в форме 
утверждения, что данная система является тепловой маiuиной, 

однако подобная аналогия может быть обманчивой. Обычное 
определение тепловой машины охватывает системы, которые 

совершают работу над внешней средой. Если пренебречь 
такими незначительными явлениями, как эрозия, случай1юе 

уничтожение деревьев и созданных человеком сооружений, 

то представляется, что система атмосфера - океан не совер­
шает в среднем никакой внешней работы. Между твердой 

Землей и ее жидкой оболочкой имеется сезонный обмен мо­
ментом количества движения. Доказательством этого является 
сезонное изменение длины суток; участвующее здесь коли­

чество энергии мало и в среднем за период нескольких лет 

стремится к нулю. Поэтому наиболее разумно предположить, 
что с точностью до величины первого порядка система ат­

мосфера - океан не совершает внешней работы и в этом 
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отношении сильно отличается от создаваемых человеком теп­

ловых машин. 

В каждой тепловой машине происходят необратимые теп­
ловые процессы. которые создают энтропию. Наиболее обыч­
ные из них - трение (или вязкость) и теплопрщ1одность. 
Пр0стые вычисления показывают, что .в.ля крупномасштабных 
движений как в океане, так и в атмосфере ими можно пол­
ностыо пренебречь .. Необратимая сторона явлений несуще­
ственна даже в турбулентных пограничных споях 1). Разумно 
поэтому пре.п.положить (опять-таки с точностью величин пер­
вого порядка), что система атмосфера - океан будет обра'l:имой 
в термодинамическом смыс_ле термина. Это означаеt только 
то, что система с точностью до указанного приближения не 

создает энтропии. 

Однако это не значит, что не существует тех явлений, 
1<оторые довольно неопределенно описываются выражением 

.турбулентная диссипация• И которые также необратимы. но 
совсем в ином смысле. Можно различать два вида нетермо­
динамическоR необратимости. Первый иuогда называют .рас· 
nолзанием волновь~х пакетов•; он встречается всюду, где 

скорость простых волн в среде является функuиеR частоты, 
'l'. . е. имеется явление дисперсии. Основы тракто11ки этих 
явлещrя будут изложены в последующих r лавах. ВтороЯ вид 
нетермодинамичесI<ой необратимости возникает вследстQие 

взаимодействия между двумя собственными решениями, обу­
словленного как нелинейностью основных уравне1шй, так 

и ,шероховатостью• границ. Рассмотрение этого механизма 
турбулентной диссипаuии целиком выходит за рамки этой книги. 

Предыдущие гипотезы предполагают, что 11 =О; во вrо~ 
ром и в более высоких порядках могут иметься силы, кото­
рые не включены в левые части уравнений гидродинамики. 

В' тех же гипотезах содержится некоторое утверждение. от-. 
носящееся к притоку тепла q1• В § 5 уже было отмечено. 
что первичной причиной нагревания атмосферы является ба· 
лаке между поглощаемой солне,чной радиаuие.А и. инфракрас­
ной радиацией. испускаемой атмосферой. Движение атмосферы 
безусловно влияет на эти процессы. однако взаимодействие 

между радиационными и механическими процессами является, 

по~видимому, сдабым. 

1) С втим вряд .пи можно соrласИться. -Прим. ред. 
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Вместе с тем соответствующиR .механизм обратноА связи" 
является. несомненно. очень сложным; . этот механизм до сих 
пор еще не понят, даже в наиболее общих ero чертах. Можно 
сказать почти наверное, что наличие обратноА связи (влия­

ние динамики атмосферы на радиационные процессы) служит 
одной из главных причин (а возможно, и единственноlt) 

.климатической нестабильности". о которой свидетельствуют 
геологические и антропологические данные. Если же от­

влечься от возможных измененuА климата, то нет необхо­

димости заботиться о деталях процесса. Вместо этого моЖно 
обратиться к наблюдениям и вЫчислить из них результат 
ЭТОЙ связи. · 

Наблюдение дает простой ответ: если пренебречь изме­
нением климата, то в движении атмосферы налицо будет 

только стационарная компонента·. Теория должна ответить 
на следующий вопрос: каким ограничениям должна удовлет­

ворять стационарная компонента притока тепла ql' чтобы 
могла существовать такая же стационарная компонента в ат­

мосферных движениях? 
Следует принять, что упомянутые выше сложные про· 

цессы в целом протекают· так. что они обеспечивают необ­
ходимый приток тепла в соответствии с условием стационар4 

кости режима. 

Уравнения. В связи с предыдущим исследование уста· 
новившихся движений безусловно не лишеttо смысла, и эта 

глава булет посвящена . именно этим лвижениям. Она булет 
основываться на уравнениях (9.2) - (9.4), после rого как 
мы упростим их, приравняв к нулю все производные по вре4 

мени. Эти уравнения приведутся тоr да к следующим: 

V Р1 + P1g\ +. Ро2 Х U1 = Pof 1•. 

V • (p0u1) = Q, 

(12.1) 

(12.2) 

(12.3) 

Это ур;~внения первого порядка 11.ля установившегося движе­
ния. Если f1 =О и q1 =О. то движение будет .свободным•; 
если f1 =О, но q1 =/=О, движение .чисто конвективное•. Ниже 
будут рассматриваться только два этих случая. хотя можно 

было бы трактовать и вынужденную конвекuию, сделав опре• 

деленные предполож~иия относительно .силы f1• 
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§ JЗ. С8оff одн.ое. установившееся движение 
Qез вращения 

Пример простейших задач дает свободное движение uеэ 
сипы Кориолиса. В этом случае нужно решать следующие 

уравнения: 

Vp1 + P1g~ =О, 
V • (p0ui) = О. 

'1j~U1 ·~=О. 

(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

Первое из зтих уравнений не зависит от скорости и позво­
ляет получить только аддитивные баротропные члены. кото­
рые уже рассматривались в § 10. В дальнейшем будем ими 
пренебрегать. 

Уравнение (13.З) распадается на два уравнения соответ­
ственно двум множителям: "/'/~=О и u1 • ~=О. Первый случай 
может иметь место при изэнтропической стратификациц 
и будет рассмотрен в§ 28. Во втором случае уравнения (13.2) 
и (13.3) приводятся к следующим: 

V · U1 =0, 

U1 • t =0, 

(13.4) 

(13.5) 

Движение, таким образом, чисто горизонтальное, но зависит 

и от высоты х.. 

Общее решение уравнений (13.4) и (13.5) будет еле-
дующим: 

u1 = V Х (хVф)= Vx. Х Vф=~ Х Vф, (13.6) 

где ф-функция тока. Часто удобно воспользоваться обо­
значением 

(13. 7) 

Ппоские поверхности уровня. В зтом случае ~ = k и 
х. = z, так что 

д д 
M=-1-+J-. ду дх. 

и если 

u, ~ iиv + Ju" + kи •• 
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то уравнение (13.6) сведется к соотношениям 
- до/ до/ . 

Ux-- ду, Uy = д.х, Uz=O. 

Уравнения линий тока будут 

ф(х.у.z)=а, z=b. 

(13.8) 

(13.9) 

где а и Ь- постоянные. Линии тока - кривые. лежащие на 
плоских поверхностях уровня; ни одна из них не перё:екает 

другую. и исключением являются только точки остановки. 

Линии тока должны быть касательными ко ВСЯКОЙ ста" 
ционарной границе; а так как они не пересекаются, уравне­

ния (13.9) должны для некоторых значений а и Ь давать 
очертания границы. В простейшем случае границ, совме­
щающихся с некоторыми поверхностями . урс;>вня, это не на­
лагает никакого условия на функ~iию тока. Пусть. более 
общо, нижняя граница океанов или атмосферы выражается 
уравнением 

Z=B(x, у). (13.10) 

Тогда, если функция тока- аналитическая функция z. то 
она должна иметь форму 

ф(х. у, z)=F(B(x. у), zJ+(B(x. y)-z]nO(x. у), (13.11) 

где F и О- неопределенные функции и п >О 1• Вблизи 
границы в определении движения будет доминировать функ­

ция F. Вне пограничного слоя доминирующей будет функ­
ция О; толщина пограничного слоя будет определяться 
одновременно и функциями F, О и показателем п. Внутри 
пограничного слоя движение описывается простым образом: 
если на контурах. расположенных на дне океанов или атмо-· 

сферы, построить цилиндры с вертикальными осями, то линии. 

тока будут rоризонтальными сечениями этих цилиндров. 
Короче говоря, эти цилиндры являются поверхностями тока. 
Такое движение было названо .батистрофическим" [4}. Вне 
пограничного слоя второй член влияет таким образом, что 
движение более слабо зависит от очертаний дна. 

1 Утверждение автора слишком категорично. Формула (13.11) 
описывзет нужный тип движений, но обратное утверждение не 
очевидно и, по-видимому, неправильно. - П ptмt. ред. · · 
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Сферические поверхности уровня. Если х = г - Г8 
(см. § 5), то поверхностями уровня будут сферы. и здесь 
уJ.обно воспользоваться меркаторскими координатами. В этом 
случае 

chp. ( д д) М=- -s-+'Y-r ф дJ. • 

u1 = еи. + vи. + ~ис, 
где >.. - долгота, р. - параметр, связанный с широтой .. 19 со-
отношением 

1 
chp.=­

cos Ч' 

(по.nробнее см. приложение), и уравнение (13.6) имеет вид 

ch /.1. до/ 
и=-----. • , дµ. 

ch /.1. до/ 
и.= -r- дА , Uc =О. (13.12) 

Близкая аналогия между уравнениями (13.8) и (1~.12) свя­
зана с применением меркаторских координат. МноЖитель l/r 
можно. если зто желательно. ввести в· функцию ф. 110 сде­
лать то же с множителем ch р., не нарушая аналогии, нельзя. 

Чтобы. скорость не становилась бесконечно большой на 
нолюсах. таи должны обращаться в нуль производные от ф 
по р. и >... В остальном про функцию тока можно · сказать 
то же самое, что и в случае плоских поверхностеА уровня. 

§ 14. Нестаи,ионарность во втором приближении. 
Ве1'овое уравнение 

Мы lfe намерены 11.авать в зтоЯ · книге исчерпывающее 
рассмотрен1-1е явлений второго порядка, но. чтобы не до­
пустить ошибочных выводов. необходимо несколько оста­
новиться и на ~тих явлениях. Пусть вообще 

Р = Ро + Р1 + Р2 • • • • 
р= Ро+ Р1 + Р2 • • •• 
U = u1 + ~ • , . И Т. 11. 

В § 7 было принято. что р0 и р0 не зависят от времени; 
в послелнеы параграфе р1 , р1 и u1 были определены также 
не зависящими от времени. 
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Не следует думать, что из этих двух допущений выте­
кает, что р2 , р2• u2 также элементы установившегося дви· 

жения. На ·самом деле мы покажем, что это будет третьим 
Аопущением и что оно налагает некоторые новые ограни­

чения в дополнение к тем, которые налагаются первыми 

Авумя допущениями. Таким образом, удобно различать понятия 
стационарности движения в нулевом, первом и втором по· 

рядке. Если от свободного движения потребовать, чтобы 
оно было стационарным также и во втором порядке, то 
уравнения 

flo V Р2 + 'V2P~~ = - u1 • Vu1 - 01VР1 1 

v~u2 • ~ -v0V • ~ =-u1 • Vv1+ v1-V • u1, 

~02 • ~ = - ut • V111 

(14.1) 

(14.2) 

(14.3) 

можно получить с помощью соображений, аналогичных тем, 
которые развиты в § 9. 

Опять-таки показательно,. что в уравнение (14.1) входят 
только v2 и р2• но не входи'!' u2• Если величины нулевого 
и первого порядка тра.кrовать как известные, то уравне· 

ние (14" 1) содержит . каJС раз два скалярных неизвестных. 
Так как векторное уравнение эквивалентно трем скалярным 
уравнениям. то число уравнений, таким образом, ·бо.11ьше 
числа неизвестных. Но мы как раз видели, что р1 (~) и 

ф (х, у, z)- произвольны. Их можно поэтому рассматривать 
как два дополнительных скалярных неизвестных, а это 4ает 

четыре неизвестных и три уравнения, что .в математическом 

отношении значительно более удобно. 

Вековые уравнения. Аналогичная ситуация очень часто 
встречается в применении метода возмущениR и к обыкно· 

венным дифференциальным. уравнениям и к уравнениям 
в частных производных. Она может быть· описана следующим 
образом: общее решение уравнения первого порядка содержит 

произвольные элементы (постоянные интегрирования или про­

извольные функции). Уравнения второго ~:&рядка часто 
явпяются излишними, если только мы не будем рассматри­

вать в качестве неизвестных произвольные· элементы первого 

порядка. В таких случаях можно исключить переменные 

второго порядка и получить ура1111ение (или нес1<олько урав· 

нениЯ), в которых встречаются только величины первого 
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порядка. Такие уравнения в одном смысле являются уравне­

ниями второго порядка, так как они могут быть выведены 
лишь _из рассмотрения членов . второго порядка. В другом 
смысле они - уравнения первого поря.11.ка, так как не содержат 
членов второго порядка. Часто они квадратичные или по ' 
крайней мере нелинейные. Для удобства их можно назвать 
вековыми уравнениями, хотя Это несколько расширяет обще­
принятый· смысл термина. 

В остальной части этого параграфа мы будем предпола­
гать. что поверхности уровня плоские. Воспользовавшись 
обозначеi-щем предыдущего щ1.раграфа, мы можем написать 

до/ д дфд 
n1 • V=-т, дх + дх ду, (14.4) 

и уравнение (14.1) приобретет вид 

iJp2 ( дф д дф д ) до/ 
'llo дх = - ду _дх - дХ дУ ."дi; (14.5) 

др2 +( дф .д дф д ·) дф 
'Vo ду · = ду дх - дх Ту дх ' (14.6) 

(14.7) 

При этом мы восnользовались соотношениями р~ = - Pr$· 
р; = - p1g~ Здесь сразу же видно. что уравнения (14.5) 
и (14.6) содержат только р2 и ф и могут трактоваться неза­
висимо от уравнения (14. 7). Так как v0 зависит только от z. 
величину р2 можно исключить перекрестнь.м дифференциро­
ванием по х и по у. Это дает вековое уравнение 

д ( до/ д2ф до/ д!ф ) 
ду дi дх ду - дх . ду• + 

~(до/ д21Ji-~~)-o + дх ду дх2 д.Х дхду - • (14.8) 

Оно кв.адратичное, но содержит только одно неизвестное......;. 
функцию тока первого порядка. Предположение о том, что 
движение является установившимся во втором порядке, нала­

гает, следовательно, это новое условие на движение первого 

порядка. Есди оно не удовлетворено, то движение на самом 
деле будет лишь приближенно установившимся; эти изме­

нения принято называть вековыми изменениями; обычно они 
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•вляются в некотором смысле медленными. Таким образом, 
мы видим, что движения, установившиеся в первом порядке, 

часто могут быть неустановившимися при учете эффектов 

второго порядка. 

Связь с теоремой о вихре. Вековому уравнению можно 
придать. другую форму. После выполнения указанных в нем 
дифференцирований уравнение (14.8) принимает вид 

(~ ~-~ ~)(д
2о/ + д2

Ф)-о (14.9) 
ду дх дх ду дх2 ду2 - • 

Но из уравнения (13.8) следует, что 

д2ф д2ф диу дих -
(fi2+ ду2 = дх -~=w 

есть вихрь потока и что 

-(~~-до/ _!__)-u . v-_2_ 
ду дх дх ду - 1 - Dt • 

Отсюда уравнение (14.9) примет форму 

D"i, 
Dt =О. 

(14.10) 

(14.11) 

(14.12) 

Это уравнение означает, что вихрь_ каждой частицы жидкости 
остается постоянным во время ее движения. Это-,--- частная и 
приближенная форма общих теорем, доказанных Гельмголь­
цем и В. Бьеркнесом (2, гл. IV; 5, rл. Vll]. · 

Важно заметить. что эта теорема относится к вековому 
уравнению. но не к самим уравнениям первого порядка. 

Первый интеrрал вековоrо уравнения. Уравнение (14.9) 
можно сразу же проинтегрировать. Это дает 

д2ф д2ф -
дх2 + ду2 = w (~. z), (14.13) 

rде вихрь (J) является некоторой произвольной дифференци­

руемой функцией ее аргументов. В силу проиэвольнщw ; 
уравнение (14.13) налагает лишь слабые ограю1чения на функ­
цию тока ф. Можно найти многочисленные частные решения 
уравнения, ·хотя его общее решение не может быть напи· 
сано. Легко указать численные методы его решения. 
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Св.11зь с теоремой Берну.11ли. Уравнение (14.5) можно 
написать следующим образом: 

iJp2 =- (z)[~~- дф дlф]= 
дх Ро ду дх ду дх il>A2 

= ~ Ро (z) [ * д~1j1 + :~ gj - ;; (ф, z) :~ } • 
Аналогичным образом можно преобразовать уравнение (14.6). 
Полученные уравнения можно сразу же проинтегрировать, 

что дает 

Р2 =- Ро{ ·~ (;~ )2 + ~. ( :; )2- J ;(ф, z)dф} (14.14) 

или 

~ PoU~-t- P2=Pof ;;)(ф" Z)dф. (14.15) 

Это уравнение определяет р2 , если были фиксированы ф. и ;; 
в этом· случае v2 сразу же определяется из уравнения (14. 7•. 
· Уравнение (14.15) будет пониматься как прибпижею'ая 
форма теоремы Бернулли [6}; зто уравнение опять являе1ся 
следствием не уравнений первого порядка, а уравнений вто­

рого порядка. Связь между вихрем и теоремой Бернулли 
очень важна. 

§ 15. Свободное установившееся движение 
с вращением 

Если ввести силу Кориолиса 1, то уравнения первого 
nopя.ttкa для свободного движения будут иметь форму 

V Р1 + P1g~ + РоО Х U1 =О, (15.1) 

V • (p0u1) = 0, (15.2) 

~u1 ·• t == О. (15.3) 

Уравнение rеострофичности. Как и выше, эдесь будет 
предполагаться, что Т/~ > О, u1 • t = О. В этом случае в урав­
нение (15.1) входит как u1, так и р1 и р1 ; второе из этих 

t Сила Корио.11нса должна вводиться, как известно, nри рас­
смотрении nроцессов во вращающейся системе координат. Последнее 
цеJ1есоо6разно, если в нулевом приближении no.11e скоростей опи­
сывается как вращение тверд.ого тела, обладающее вихрем О= 2ю.-
П рим. ред. · 
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переменных можно исключить, умножив векторно каждый 

член на ~ 
~ Х V Р1 + Pu~ Х (ОХ U 1) =О. (15.4) 

Последний член левой части можно преобразовать следую­
щим образом: 

~ х (О х U1) =о(~ . U1) - (~ • О) U1; (15.5) 

9ТО можно упростить, так как ~ · u1 =О. В результате урев­
иение (15.4) приведется к следующему: 

Мр1 
U1 = -n-;:- • (15.6) 

pgu • .., 

Это хорошо известное уравнение геострофичности позволяет 
вычислить скорость, когда известно Pi- Оно означает, что 
.пинии тока лежат на изобаричеtких поверхностях и напра­
вление движения вдоль них таково, что в северном полу­

шарии более высокое давление находится справа, если пред­
ставить себе, что мы идем по изобаре в направлении течения. 

Соотношение между плотностью и давлением. Анало­
rично скалярное умножение на Q исключает u1 из уравне­
ния (15.1) и приводит к формуле 

O-VP1 
P1g=-g:y-· (15.7) 

JСоторая позволяет вычислить р1 из р1 • 

ПланетарныА вихрь. Остается рассмотреть уравне· 
ние (15.2); подстановка из уравнения rеострофичност11 (15.6) 
превращает его в уравнение 

V • {(~ Х Vp1)/0 ·~}=О, (15.8) 

которое является уравнением только для р1 • Это уравнение 
можно сильно упростить. Заметим, что, как и в уравне· 
нии (13.6), 

~ X-V р1 = Vx_ Х V р1 = V Х (x_V Р1) 
и что дивергенция ·от ротора равна нулю. Таким образом, 
числитель в фигурных скобках в уравнении (15.8) nри выпол· 
не11ии указанного дифференцирования можно рассматривать 
как постоянную. и поэтому 

(~ Х V pi) · V (О · ~) = О. 
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Наконец, введем вектор 

~ = - ~ х v (Q . ~) = 
=V Х (Q · ~) ~= 

=-М(О · ~). 

после чего уравнение (15.8) можно написать так: 

. (15.9) 

(15.10) 

·Вектор ~ был назван планетарным вихрем, и последнее 
уравнение показывает, что, если ~ не обращается в нуль, 
градиент давления должен быть перпендикулярен к плане­
тарному вихрю i. 

Плоские поверхности уровня. Если поверхности уровня­
плоскости, то координатную систему можно выбрать так, 
чтобы U лежа.Ло в плоскости (у. z). В этом случае 

~=k. 

0= OнJ+Ovk• 

и из уравнения (15.6) мы получим 

1 др1 
их=- PoQv ду ' 

+ 1 дрl 
и,= -Q--д . 

Ро V х 

(15.11) 

Интересно отметить, что в эти уравнения входит только 

вертикальная компонента угловой скорости Оу; в дальней­
ших параграфах мы увидим, что в аналогичные уравнения 
входит также и горизонтальная компонента. 

Уравнение (15.7) принимает вид 

(15.12) 

1 Терминология автора представляется несколько искусствен­
:ной, так как обычно планетарным вихрем называют сам вектор О. 
М.ы, однако, не сочли возможным вводить новое название для век­
тора ~ и ограничимся этим замечанием. - П ри.м. ред. 
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и в этоП форме отличается от уравнения гидростатики только 

за счет последнего члена. Но и в атмосфере, и в океанах 

\ дрl 1~1др~1 
1 ду дz • 

так что этим членом обычно можно пренебречь. 
Так как ~ · О= Ov = const, nланетарный вихрь в этом 

случае обращается в нуль и уравнение (15.10) не на11аrает 
никакого _ограничения на р1 • В этом случае также функ· 
ция тока 

ф=--ЕL· 
Po0v ' 

поэтому можно ожидать, что вековое уравнение будет нала· 
гать ограничения на давление, если требуется, чтобы движе· 
ние было установившимся во втором порядке. 

Сферические поверхности уровня. Вектор Кориолиса 
теперь запишется в виде 

Q =О ('V sech 11+~ th р.) (15.13) 

(см. приложение, уравнение (9)), так что из уравнения (15.6) 
получаем 

( 15.14) 

Общая аналогия с уравнением (15. 11) очевидна. Уравнение (1 О) 
приложения дает 

Q д д 
Q • V=--д +Othp.-д , r fJ. r 

так что уравнение (15. 7) принимает вид 

Pig=-дp1 _cthfl. др1 • 
дr r дfl. 

(15.15) 

Так как u1 и р1 должны быть всюду конечными, то отсюда 
следует, что др 1/д/... и др 1/др. должны обращаться в нуль 
одновременно на полюсах (р. = ±со) и на экваторе (\!-=О}. 
Вообще второй член правой части уравнения (15.15) снова 
будет мал по сравнению с первым. 
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в этом случае а . ~ = &>. th р. не являеrся постоянной и 
nланетарцый вихрь равен 

~ = ма. ~ = 1 Q sech"' 
r 

(15. 16) 

Следовательно, уравнение (15.9) показывает. что р1 должно 
быть независимым от долготы, а др1/дЛ должно тождественно 
обращаться в нуль. Уравнение (15.14) показывает тогда. что 
северная компонента u1 обращается в нуль и nвижение 

является зональным. 

Таким образом. кривизна поверхностей уровня в соедине· 
нии с вращением очень серьезно ограничивает разнообразие 

установившgхся движений и возникает ·вопрос: что же прои· 

зойдет с теми движениями, которые были бы установивши­
мися, если бы пове{>хности уровня были плоскостями? 
В гл. XVII мы покаже&t, что эти движения будут не устано­
вившимися, но медленно изменяющимися. Временные изменения 
·зависят от угловой скорости О и исчезают. когда вращение 
отсутствует или когда поверхности уровня не имеют кривизны. 

Итак. вращение сферической Земли делает неустановив­
шимися в первом порядке все геострофические движения, 
кроме зональных, в отсутствие же вращения они являются 

неустановившимися самое большее во втором порядке. На это 
обстоятельство до настоящего времени, по-видимому. не 

Qбращалось должного внимания 1• 

§ 16. Чистая 1'0нse1'1fUR без вращения 

В чистой конвекции результирующая сила f1 всюду исче· 
зает, но с полным притоком тепла q1 этого не происходит . 

. Исчезновение механической силы означает, что отсутствует 

и диссипация и превращение кинетической знергии в теплоту. 

Жидкость совершает работу только против силы тяжести. 
В связи с этим возникают два вопроса. Один чисто теорети-

' Автор здесь не вполне прав. ВnервЫе зффект .оживания_• 
стационарных решений первого порядка при наложении на систему 
общего вращения был обнаружен Хафом (Hough) в 1897 г. при 
рассмотрении задач теории при.11ивов. Эта работа упоминается дааее 
в гл. VII. См. также А. М. Я r лом, Динамика крупномасштабных 
процессов в баротропной атмосфере, Изв. АН СССР. сер. rеофиз., 
№ 4 (1953). -Прим. ред. 
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ческий.: могут ли существовать ri.pи этих условиях устано­
вившиеся движения? Если допустить, что на этот · водрос 
можно ответить утвердительно, то имеется второй, более 

трудный .вопрос: имеют ли как.ое-либо отношение эти движе" 

ния к действительнщ1у установившемуся движению атмосферы 
или океана? 

Первый вопрос не является тривиальным. Рассr..:отрим 
случай замкнутой линии тока. Частица жидкости, которая 
.11вижется вдоль этой линии, будет испытывать периодические 
11зменения в объеме и давлении ·почти такие же, как рабочая 
жидкость в машине Карно. Но так как сила тs~жести кон­
сервативна, полная работа. совершаемая этой частицей (ипи 
над этой частицей) в течение одного цикла, будет обра­

щаться в нуль. Если рассматривать частицу как тепловую 
машину. . то коэффициент полезного деАС1'вия этой машины 
.11.олжен быть, таким образом, равен нулю. Простое приме­
нение формулы Карно показывает, что это может иметь 
место rолько при условии, если or частицы жидкости при 
данной температуре отнимается столько же тепла, сколько 

сА при той же самой температуре тепла сообщается. Др'уrими 
словами, установившееся чисто конвективное движение воз­

можно только для определенных распределений источнико" 

и стоков тепла. Задача заключается в том. чтобы определить 
sти частные распределения. 

Если пренебречь вращением, то рассматриваемые уравне· 
ния будут иметь следующий ви.п.: 

V Р1 + P1g~ =О, 
V · (p0u1) =О, 

U r_ q, -w 1·"--,-- . 
11060 

(16.1) 

(16.2) 

(16.3) 

В § 5 было отмечено, что q1• а также 71~ и 00, следует 

рассматривать как известные данные: то же будет поэтому 
верно и относительно w - вертикальной составляющей ско· 

рости. 

В~ртикальная скорость. Чтобы получить некоторую 
оценку порядка величин, можно рассмотреть сперва изотер~ 

111ическую атмосферу, для которой 71~60 = g (§ 8). ·Поэтому 
1ертикальная скорость 1 с.м/се1' требует (по формуле (16.3)} 
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притока энергии в 980 зрг/г · ceJC; если плотность воз-
-з з духа 10 г/см . то в пересчете на единицу объема зто 

составляет около 1 зрг/с.м3 • се/С илц О, 75 кал/с м3 в год. 
Но солнечная постоянная а= 2 кал/с.м2 ·.мин. так что Земля 
захватывает солнечную энергию со скоростью itr~a. Так как 

площадь сферической поверхности равна Фпг~. то на е.q.иницу 

·зтоlt площади придется а/4 = 0,5 1Сал/с.м2 • мин, или 
0,26. 106 кал/с.м2. год. Если бы вся эта энергия поглощалась 
в столбе воздуха высотой 1 О 1'.М, то общее годовое поступле­
~Ие тепла на единицу объема соста~ипо бы 0,26 кал/с.мз·год, 
но вследствие прозрачности и обратного излучения приток 
тепла будет, конечно, меньше Этой цифры. Таким образом, 
мы t.tожем отсюда заключить, что в изотермической атмосфере 

вертикальная скорость w не может превосходить 1 см/ сек 
~· вероятно, она еще меньше. За счет эффектов скрытоя 
т~плоты локальные значения могут быть больше. но только 
чtо найденный предел будет nриложи·м к крупномасштабным 

язлениям. 

Более общей является формула (§ 7) 

11~60 = с рО (б~ + 6~). 
так что 

(16.4) 

, . 

где 6А=ао6оg/Ср-адиабатический градиент (см. § 7). Но 
если нагревание происходило при постоянном давлении и без 
движения, то скорость изменения температуры будет 

- q. 
"_ Сро' 

и отсюда уравнение (16.4) можно написать так: 
"t: 

W= ' ' • 
во+вА 

(16.5) 

(1 б.6) 

Это уравнение можно истолковать следующим образом: 
частица жидкости находится в гидростатическом равновесии 

при наличии температурного градиента 6~. От нагревания она 
становится легче и должна подниматься; если нагревание 

происходит при постоянном давлении и при этом частица 

всеrд!l остается в гидростатическом равновесии, то она буде~ 
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nоднимат1,ся со скоростью 't/6~. Но если она поднимается, 
то встречает пониженное давление, которое вызывает допол· 

нительное расширение и последующее охлаждение вследствие 

работы, совершаемой частицей над окружающей ее средой. 
Чтобы оставаться в гидростатическом равновесии:, частица 
Аолжна поэтому подниматься со скоростью w, т. е. со ско-

' . / 
ростью, меньшей т./80• Член 6А в знаменателе уравнения (16.6) 
количественно учитывает это понижение скорости подъема, 

обязанное адиабатическому -охлаждению. 
Возвратимся к оценкам порядка величин. Уравнение (16.6) 

можно записать также следующим образом: 

Wизотерм 
W= ' ' 6 

1+-0 
в' А 

(16.7) 

rде Wизотерм- скорость для случая, когда стратификация 
'/ , 11аотермическая. Отсюда, если 60 6А = l, скорость в 1 см{ сек 

'/ , образуется за счет 1.5 1Сал/смз ~год. Но если 60 6А=-1, 
то w = оо. Последний результат указывает на то, что отри­
цательные градиенты температуры ведут к неустойчивости, 

и. действительно. вычисления этой главы определенно теряют 

силу как раз тогда, когда в~-< в~. 

Граничные условия. Из уравнения (l 6.3) следует, что 
приток тепла должен быть равен нулю всюду. где верти­
kальная скорость обращается в нуль. Это .имеет место нц 
всех границах, положение которых не зависит ·от времени и 

которые совпадают с поверхностями уровня; если w не при­
~имает нулевого значения на таких границах, то жидкость 

будет там становиться теплее (или холоднее) и движение не 
будет установившимся. 

Если стационарная граница не является поверхностью 
уровня (Х = const), то w не обязано обращаться там в нуль. 
В этом проявляется фундаментальное различие между грани­
цами, совпадающими с поверхностями уровня, и наклонными 

rраницамlf, и это требует дальнейшего рассмотрения. Во всех 
случаях линии тока должны лежать на поверхности. служа­

щей границей; пусть Р будет ТОЧJJ:Ой, в. которой граница 

наклонена под некоторым углом ~ к rориgQtпали. а лини:я 
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тока. проходящая через Р . . под углом ~; тогда 

-е1<;:~<;:+а. 

Пусть и ...,;_ величина скорости в Р. так что вертикальная 
компонента равна w =и sin ~· Отсюда сразу же следует, что 

(16.8) 

Для .tt.a1tнoro w минимальна11 скорость 11а стаuионарной гра­

нице тем больше. чем более бпизkа эта граница к поверх­
ности уровня. · Если с:коррсть на истинной горйзонтальной 
границе должна быть в одно и то же время конечной и 
установившейся. то приток тепла должен здесь обращаться 
а нуль. 

Во многих лабораторных экспериментах по конвекции 
уделяют большое внимание тому, чтобы жидкость имела 
горизонтальную гран_ицу и чтобы приток тепла на границе 

не быя равен нулю. Если, например, nоАоrревать снизу 
неглубокий цилиндрический сосуд, то это как раз и будет 

тот случай, о кщороы мы говорили. При этих ус,~~овиях 
коцвекция 9бычно будет турбулентной, а не установившейся. 
Рассуждая по аналогии с такими экспериментами по турбу­
лентной конвекции, часто полагают, что всякий процесс кон­

векции. являющийся nре.IlМетом изучения геофизики. 11олжен 
быть турбулентным. Это рассуждение ошибочно~ и если бы 
даже само заключение было правильным. то важно найти 
условия, при которых может иметь место установившаяся 

конвекция 1 • ~ели затем удастся показать, что этих условий 
в природе быть не может, то станет возможным указать 
Пр~tчину наблюдаемых неустановившихся движений. 

С.11еJ{ствия сохранения вещества. Несколько иное усло­
вие налагается на q1, если ЖИJU(Осrь содержится в замкнутом 

бассейне. В этом случае из уравнения ( 16. 2) и в силу тоrо, 

1 Рассуждения автора приводят к кажущемуся .парадоксу вcJle.11.· 
ствие смешения поиятиl .приток тепла• и .поток тешrа•. Приток 
тепла к единице объема равен дивергенции поJ1ноrо теп.вового по­
тока со знаком минус. Условие обращения в нуль дивергенции 
теnловоrо потока •на границе жи.n:кости отнюдь не противоречит. 
существованию конечного значения потока теnла через стенку, 

если, наnример, стенка сосуда являете!! теплопроводящей, - При.Аf. 
ред. 
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что жидкость не может вытечь через твердые границы бас­
сеяна, следует, что 

rAe интеграл распространен на часть уровенноА поверхности 
анутри границы бассейна на любом уровне Х· Так как "1/~ 

и 60 зависят тодЫ<О от Х• уравнение (16.3) обращает преды· 
А)'Щий интеграл в следующий: 

(16.9) 

При 9тих условиях установившаяся конвекция может, следо­
вательно, быть только в том случае, когда полны~t приток 

тепла равен нулю на каж.п.ом уровне ниже .о.на бассейна. 
Такое же рассуждение показывает. что пqлный приток 

тепла должен обращаться в нуль на каждом уровне в плане­
тарной атмосфере со сферическими поверхностями уровня. 
Но если с целью идеализации считать поверхности уровня 
плоскими и простирающимися в бесконечность. когда границ, 

препятствующих горизонтальному течению жидкости. нет. то 

нарушится и аналогия с уравнением (16.9) и полный приток 
тепла на каждом уровне может быть конечным. В этом слу­
чае необходимо лишь, чтобы некоторые линии тока на этом 
уровне уходили в бесконечность. 

Так как температура нулевого порядка является функцией 

только Х· то уравнение (16.9) можно перефразировать сле­
Аующим образом: полный приток тепла при любой темпера­
туре равен с точностью до величины первого порядка нулю. 

Следовательно,· каждый тепловой источник .при данной тем­
пературе уравновешивается равным по интенсивности тепло­

ва..м · стоком при той же температуре. При этих условиях 
коэффициент полезного действия тепловой машины по фор· 

муле Карно, согласно с приведенны~и выше соображениями, 
равен нулю. 

Мы получаем ответ на теоретический вопрос: атмосфера 
(или океан) может совершать движежtе. ка1< тепловая машина 
t нулевым коЭффнциентом полезиоrо n.ей~твия, оставаясь 
в установившемся состоянии: при условии. что тепловые 
источники распределены в согласии ' уравнением {16.9). 
Остается вопрос rеофизическиЯ: распредел~ны ли они именно 
так, а если да, то какой механизм ответствен за это? 
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Явное решение уравнениА. Возвращаясь к решению 
уравнений движения. мы можем написать их в следующей. 

форме: 
1 

PQW 
V • U1=---. , 

Ро 

~. U='W. 

Решение этих уравнений имеет вид 

U1=Mф-VV. 

r.11.e потенциал скоростей V определяется уравнениями 
, 

v2v = - .Ро',,, 
Ро ' 

~. VV=-w. 

между тем как функция тока ф произвольна. 

(16.10) 

(16.11) 

(16.12) 

ПJtоские поверхности уровня. В этом случае уравне­
ния (16.12) приводятся к такому · 

д2V a2v 
дх'l + дуS =д, (16.13) 

где вертикальная дивергенция дается формулой 

и 

д = _!_ _дд (Po'W) 
Ро z 

11 =-~- дV • 
х ду дх 

д<{i дV 
и,=+дХ- ду, 

Uz='W. 

(16.14) 

(16.15) 

Любые стационарные границы, конечно, будут налагать 
дополнительные условия на ф и V. 

Сферические поверхности уровня. 
координатах уравнения принимают вид 

. д'V + д2V 2 ( h2 ) А 
iJA.2 . др.2 =r sec \.!. '"'• 

В меркаторских 

(16.16) 
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rде вертикальная дивергенция 

1 д 
д = -2 -д (por2w), 

РоГ r 
(16.17) 

между тем каы 

и= chp. (-~- дV) 
8 r д/А- дЛ ' 

ch 1L ( дф дV) и,=-r- + дЛ - д/А- ' (16.18) 

Uc ='W. 

Пользование меркаторскими координатами снова подчеркивает 
аналогию между формулами для плоских и сферических nо­
аерхностей уровня. 

§ 17. Чистая конвекция с вращением 

Если ввести в рассмотрение вращение и в связи с этим 
uменить предположения последнего · параграфа, · то нужно 
будет решать следующие уравнения: · 

Vp1+p1g~+p00 Х U1=0, (17.1) 

V · (p0u1) = 0, (17 .2) 

U1 ·~=~='W. (17.3) 
1Jollo 

Так как последние два уравнения те же, что и прежде, при­
ток тепла -подчинен всем ограничениям, обсуждавiuимся в пре­
&ыдущем параграфе. 

Термобарическое движение. Как и в § 15, уравнение 
(17.1) дает 

~ Х v Р1 + Ро~ Х (0 Х U1) = О, 
11 тождество (15.5) позволяет привести это равенство к виду 

U - Мр, + Ow (17 4· 
t - р00 · ~ О • ~ ' . ) 

•то аналоги\Jно уравнению (15.б) и определяет скорость 
•ерез р1 и w. В дополнение к rеQстрофическому движению 
скорость теперь имеет компоненту 

Uw 
{!.~. 
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параллельную оси вращения; будем называть это движение 
.термобзрическим. Отметим, что зта термобарическая. компо­
нента независима от величины угловой скорости, но зависит 

от угла между направлением последней и вертикалью. 

Аналогичное положение встречается в акустике, где при­
чиной некоторых явления служит вязкосrь, но они не зависят 

от величины коэффициента вязкости [3, 7). Такие явления 
обнаруживаются только в форме сущест1ования стационарных 
компонент и могут быть названы автостатическими. Грубо 
говоря, они являются результатом равновесия двух сил, вели­

чины которых пропорциональны одному и тому же параметру 

(в этом случае О). Сам этот параметр выпадает из уравнений 
равновесия или"}'равнения установившегося состояния. Однако 
приближение к установившемуся состоонию во. всех авто­
статических явлениях существенно зависит от этого пара­

метра. 

Давпение и п.11отность. Уравнение (17.1) приводит также 
к уравнению 

(17 .5) 

которое тождественно с уравнением (15. 7) и не требует 
дальнейшего обсуждения. Подстановка из уравнения (17 .4) 
в уравнение (17.2) дает 

V · (~·.Х ~)=-8. . g. ~ (17.6) 

где t- дивергенция термобарического потока массы 

(17.7) 

J{ак и в § 15. уравнение (17 .6) можно написать через плане· 
тарный вихрь 

~. Vp1 =(2 · ~)2 8, (17 .8) 

а это равенство формально снова· представляет собой урав­
нение для определения р1 через 8. 

Уравнение (17 .8) является более или менее прямым след· 
ствием уравнения 
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и поэтому выражает закон сохранения вещества. Поскольку 

в него входит также планетарный вихрь. уравнение ( 17 .8) 
можно назвать .уравнением планетарной дивергенции•. 

Плоские поверхности уровня. В этом случае планетар­
ный вихрь ~ исчезает и уравнение (17.8) приводится к о= О 
и ограничивает скорее 8, чем р1 • Если пользоваться тем )J<e 
обозначением, что и в § 15. то это значит, что 

°{17.9) 

Общее решение этого уравнения есть 

(17 .1 О) 

r де Р - некоторая произвольная дифференцируемая функция 
своих аргументов. 

Если жидкость имеет горизонтальную границу, скажем, 
при z-:-- О, то w должно на ней обращаться в нуль. Отсюда 
F (х, у)= О для всех х и у и 'h,.: должно обращаться в нуль 
тождественно. В этом очень частном случае установившаяся 

конвекция не может существовать. 

Если границы жидкос.ти не являются уровнем, то функция Р 
может быть определена произвольно. Давление р1 также 
может быть определено произвольно, эа искл~рчением orpa· 
нцчений, вытекающих из условия, что линии тока лежат на 

границе. 

Сферические поверхности уровня. В этом случае пла­
нетарный вихрь не обращается в нуль и уравнение планетар" 

ной дивергенции (17 .8) приводится, как это вытекает из урав· 
нения (15.16), к следующему: 

~1 = Orth2 r- (:fl- + rth t.t. :r )(p0wcth t.J.). (17.11) 

Вообще оно определяет р1 через w; обратно, если известно р1 , 
то можно найти w. Дальнейшее рассмотрение этого уравне­
ния мы отложим до следующего параграфа. 
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§ 18. Гипотеза аонаАъного нагреваниЯ ·гааАен 

Развитие теории притока тепла · выходит за рамки· этой 
книги. Поэтому рассмотрение всяких примеров чистой конвек­

ции должно основываться на некоторой гипотезе относи­

тельно· q1• В случае вращающейся сферической планеты, 
получ"ющеf.1: энерг11ю излучения от Солнца, ql' вероятно, будет 
испытывать большие суточные и сезонные колебания и, кроме 
того, будет зависеть от широты и долготы. Есл~., усреднять 
колебания по времени, то получим стацнонарную компо­
ненту q1; в этой глазе и рассматривается только эта стацио­

нарная компонента. 

В связи с наличием вращения будет достаточно разумным 
предположить, что эта компонента q1 независима от долготы 

и зависит только от широты и высоты: 

q1 = ql (Х, tp). 

Эта гипотеза зонального нагревания. Она была впервые вы­
сказана Гадлеем в 1735 r. [1,5]. Следует, однако, заметить, 
что а priori имеютсЯ основания сомневаться в этой гипотезе 
в случае Земли: коцтиненты и океаны не расnределены зо­
нально и их изменчивые характеристики вполне могут ввести 

·зависимость от долготы в q1• 

В силу своей простоты гипотеза зонального нагревания 

f адлея оказала з1:1ачительное влияние на метеорологическую 
мысль, но в настоящее время она пользуется довольно плохой 

.славой (8]. Тем не менее мы разберем зту гипотезу детально 
из-за ее исторического Интереса. Достаточно будет рассмо­
треть только изотерчическую атмосферу (§ 8). 

Отсутствие вращен'ия. Если пренебрегать ·вращением, 
то приложимы уравнения (16.15), (16.17) и (16.18).' Предпо-
ЛОЖИМ; ЧТО 

w = (wmxf h) ехр (1 -yJh) cos 3tp, (18.1) 

следовательно, имеется нагревание в экваториальной : о 1е 
при lч>I < 30° и охлаждение в остальных зонах; полный при­
ток тепла на любой высоте обращается в нуль в согласии 
с уравнениями (16.9). Максимум направленной вверх ско­
рости wm имеет место при х. ~ h, qi =О. Если h- маnая 
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Аоnя радиуса твердой ппанеты r s• то вертикальная диверген­
ция с достаточным приближением будет равна 

1 д 
Д = р; дх (PoW) (18.2) 

и уравнение ( 16.16) можно написать так: 

д'V + д'V 2 . 2 д 
дЛ' др/l = r s sech р. • 

Так как для изотермической атмосферы 

р0= р8 ехр (-y.JH), 

rде Н = R6oJg, то уравнения (18.1) и (18.2) дают 

д = (wmf h) (1-xf h1) ехр {1-xfh) cos 3t,p. 
rAe 

1 1 1 
т. =7i+н· 

(18.3) 

(18.4) 

{18.5) 

Таким образом, вертикальная дивергенция обращается в нуль 
на некоторой высоте h1, меньшей, чем высота максимальноlt 
вертикальной скорости .. 

Уравнение (18.3) имеет 
юнально симметричное ре­

шение, для которого напра- З. 
.о 

~пенная к востоку слагаю-

щая скорости и. обращается . 
в нуль, между тем как сла­

гающая, направленная к се- 2,0 
веру, с достаточным прибли­
жением равна 

th 11 дV 1,0 
и~=--,- д11 = 

= - (wmr8/h) (1 -'/.}h1) Х 

х ехр (l - xf h) . sin ер cos2 ер. о . ta• zo· зо· 40· so· 60· 10· 

(18.6) Рис. 7. Ячейка ГадJJея. 

Линии тока этоrо течения показаны на рис. 7 для случая 
Н ~ h; оно состоит, как вилим. нз двух кольЦевых вихрей 
(11чеАки Гадлея), оси которых проходят через точки с коор­

.1.инатами .х. = h1• !f = ± 30°. На малых высотах движение 
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направлено к экватору, а для х > h1 - к полюсу. Для дру­
rнх значений h/ff эта картина качественно не меняется. 

На уровне почвы (поверхность земли х = О) скорость по 
направлению к экватору ·равна 

'V = (wтer,Jh) sin Ч1 cos2 ip 

и цмеет максимальное значение 

на широтах, rде 

'От= Wт(r Jh) (2е V3/ 9) 

1 
tg2чi=2 

(18.7) 

или qi = ± 35° 16'. Интересно отметить, что этот максималь­
ный приземный ветер имеет место внутри зоны чистого 

охлаждения. 

В случае Земли r s = 6370 ICM, в то время как h, воз­
можно. достигает самое большее нескольких километров. 
Можно поэтому заключить, что 'Vmfwm,...,, 103. Но мы видели, 
что w может достигать 1 с.м/се1е. · Таким образом, в резуль­
тате конвекции могут возникать приземные ветры со ско­

ростью до 10 .м/сеlС, что значительно превосходит наблюдае­
мую стаttионарную составляющую прltземных ветров. Таким 
образом, согласно гипотезе Гадлея, зональное нагревание 
Солнцем может приводить к образованию на Земле заметных 
ветров, направленных к экватору. 

Нестационарность вихрей Гадлея. Остается рассмотреть 
во.прос об устойчивости только что описанного движения. 

На неподвижной Земле оно могло бы стать нестационарным 
за счет эффектов второго порядка. Мы не будем исследо­
вать этот вопрос; вместо этого мы покажем, что вращение 

делает rихри Гадлея нестационарными в первом порядке. Этот 
результат прямо следует из. уравнения планетарной дивер­

генции (17 .11 ). 
Это уравнение является необходимым условием для того, 

чтобы движение было установивш'имся на вращающейся сфе­
рической Земле. Если нагревание зональное. то w. а следо-
11ательно, и вся правая часть этого ураt.нения должны быть 
независимыми от долготы Л. То же должно быть верно и 
дпя др1/дЛ, так что р1 будет самое большее лИнеnной функ-. 
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цмеА Л. Непрерывность давления требует тогда, чтобы оно 
ме зависело от /..., т. е. чтобы правая часть уравнения (17 .11) 
обращалась в нуль. Это не имеет места для функции, рас­
смотренной выше. и не может быть верно для любого физи­
чески приемле1t1ого распределения вертикальной скорости. 

Такое заключение покоится на двух гипотезах: 1) гипо­
теза чистой конвекции; 2) гипотеза зонального нагревания; 

Они не могут оправдываться одновременно. так как при­
нятие той и другой повлекло бы за собой необходимость 
допущения по_стоянно ускоряющегося течения в направлении 

к экватору, а это не имеет места. 

§ 19. Ана.11из постоянного п.о.лн давленин на Земле 

В связи с тем что а priori возникают сомнения в спра­
ведливости гипотезы зонального нагревания, дальше она 

рассматриваться не будет. Гипотеза чистой конвекции будет 
изучена нами непосредственно на наблюдаемом стационарном 
поле давления Земли. Об этом частично уже было сказано 
в § 12. 

Зональная составляющая давления. Уравнение плане­
тарной дивергенции дает возможность вычислить вертикаль­

ную с:коростъ w -из наблюдаемого отклонения поля давления 
от баротропного. Так как в это уравнение входит только 
др1/дЛ, вертикальная скорость будет независима от зональной 
составляющей давления. Это служит дополнительным оправ­
ланием дЛя отделения этой составляющеЯ от незональной 
в § 12. 

Однако зональная составляющая будет связана со свобод­
ным rеострофическим движением вдоль кругов широты, кото­
рое дается уравнением 

1 дрz 
и.=- Por!.::!sinre дrе • <19·1) 

Эта скорость будет бесконечно большой на экваторе (rp =О), 
если дрzfдГf не обращается там в нуль. Рис. 5 показывает, 
что эта производная действительно равна нулю на экваторе 

или вблизи экватора. Эмпирический материал недостаточен, 
чтобы установить положение этого минимума с точностью, 
большей ± 5°, но не противоречит допущению о -его распо­
ложении у экватора. Если мы примем это, то по рис. 5 сможем 
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направлено к экватору, а для х > h1 - к полюсу. Для дру­
rИ.х значений h/fl эта картина качественно не меняется. 

На уровне nочвы (поверхность земли х = О) скорость по 
направлению к экватору ·равна 

fJ = (wтer,fh) sin 1f cos2 <р 

и ~меет максималъ~ое значение 

Vт=Wт(rJh)(2e Jf3/9) (18.7) 

на широтах. где 

или qi = ± 35° 16'. Интересно отметить, что этот максималь­
ный приземный ветер имеет место внутри зоны чистого 

охлаждения. 

В cJJyчae Земли r s = 6370 км. в то время как h, воз­
можно, достигает самое большее нескольких километров. 
Можно поэтому заключить, что vm/wm ,._ 103. Но мы видели, 
что w может достигать 1 с.м/сек. · Таким образом. в резуль­
тате конвекции могут возникать приземные ветры со ско­

ростью до 10 .м/сек. что значительно превосходит наблюдае­
мую стаt~ионарную составляющую· приземных ветров. Таким 
образом, согласно гипотезе Гадпея, зональное нагревание 

Солнцем может приводить к образованию на Земле заметпых 
ветров, направленных к экватору. 

Нестационарность вихрей Гадлея. Остается рассмотреть 
во.прос об устойчивости только что описанного движения. 

На неподвижной Земле оно мог по бы стать нестационарным 
за счет эффектов второго порядка. Мы не будем исследо­
вать этот вопрос; вместо этого мы покажем. что вращение 

делает rихри Гадлея нестационарными в первом порядке. Этот 
результат прямо следует из. уравнения планетарной дивер­

генции ( 1 7 .11 ). 
Это уравнение является необх~димым условием для тоrо, 

чтобы движение было установившимся на вращающейся сфе­
рической Земле. Если нагревание зональное, то w, а следо• 
ватепьно, и вся правая часть этоrо уравнения должны быть 
независимыми от долготы Л. То же должно быть верно и 
для др1/дЛ, так что р1 будет самое большее лИнеnной функ-. 
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цией Л. Непрерывность давления требует тогда, чтооы оно 
не зависело от Л, т. е. чтобы правая часть уравнения (17 .11) 
обращалась в нуль. Это не имеет места для функции, рас­
смотренной выше. и не может быть верно для любого физи­
чески приемле)!оrо распределения вертикальной скорости. 

Такое заключение покоится на двух гипотезах: 1) гипо­
теза чистой конвекции; 2) гипотеза зонального нагревания; 

Они не могут оправдываться одновременно, так как при­
нятие той и другой повлекло бы за собой необходимость 
допущения по.стоянно ускоряющегося течения в направлении 

к экватору, а это не имеет места. 

§ 19. Анализ постоянного полн давления на Земде 

В связи с тем что а priori возникают сомнения в спра­
ведливости гипотезы зонального нагревания, дальше она 

рассматриваться не будет. Гипотеза чистой конвекции будет 
изучена нами непосредственно на наблюдаемом стационарном 
поле давления Земли. Об этом частично уже было сказано 
в § 12. 

ЗонаJiьная составляющая давления. Уравнение плане­
тарной дивергенции дает возможность вычислить вертикаль­

ную скорость w _из наблюдаемого отклонения поля давления 
от баротропного. Так как в это уравнение входит только 
др1/дЛ., вертикальная скорость будет независима от зональной 
составляющей давления. Это служит дополнительным оправ­
Аанием дЛя отделения этой составляющей от незональной 
в § 12. 

Однако зональная составляющая будет связана со свобод­
ным геострофическим движением вдоль кругов широты, кото­

рое дается уравнением 

1 дрz 
и.=- p

0
r0sin rp д'f · 0 9.I) 

Эта скорость будет бесконечно большой на экваторе (<р =О), 
если дрz/д<р не обращается там в нуль. Рис. 5 показывает, 
что эта производная действительно равна нулю на экваторе 

или вблизи экватора. Эмпирический материал недостаточен, 
'lтобы установитъ положение этого минимума с точностью, 
большей ± 5°. но не противоречит допущению о. ero распо­
ложении у экватора. Если мы примем это, то по рис. 5 сможем 
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,ычислить зависимость ~корост•i и. на уровне моря от щиррты; 

rрафик этой скорости дан на рис .. · . 8. Тропическая &она 
х1.1рактериэуется сильным движением к западу, между тем как 

умеренные зоны являются местами нахождения ветров, на­

IJравленных к востоку. Эта слаrающая 'ветра облаJ(ает вамет­
щ>ll асимметрией . и достиrает приблизительно 9 м/се/С на 
45° ю. ш., но едва превышает 1 .м/се/С на 45°. с. w. 

-------------------10. 
8 

6 

4 
2 :; 

u 
t-----------_.._,~~~--~~~~.;L.~~.;;:::==-~o ~ 

30• о• за• 
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Рис. 8. Свободный rеострофический ветер на !J>OBHe моря. .. 

Аналогнчныя анализ можно выполнить и для других 

уровней в атмосфере. Стоит напомнить, что в стратосфере 
наблюдаются ·воздушные потоки очень высоких скоростей -
струйные течения. В сипу тоrо что знаменатель правой части 
уравнения (19 .1) имеет множителем р0• зти необычно высокие 
скорости не связаны с необычно высокими rрадиентами 
дав.Лени.А. 

Незональвая составляющая давления. Cor ласно ур·ав" 
нениям (17;4) и (17.11), которые имеют вид · 

(19.2) 

(19.3) 
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неsональная слагающая двиЖения связана одновременно и 
с горизонтальным, и с вертикальным движениями. Исключе· 

ние составляло бьt движение непосредственно на поверхности 
идеально сферической планеты, где верtикаль11ая слагающая 
обращалась бы в нуль и, согласно уравнению (19.2), дви­
н<ение было бы rеострофическим. Даже в том случае, когда 
отсутствует влияние подстил11ЮщеЯ ·поверхности. движение на 
некоторой высоте над сферической поверхностью не было бьi 
в точности геострофическим. В связи со сделанными pam:iшe 

оценками величины w (§ 16) можно предвидеть, что второА, 
или термобарическиR, член в уравнении (19.2) по, величине 
будет мал по сравнению с первым. или rеострофиЧескifм1 
членом. Однако в другом смысле термобарическим движением 
ни в коем случае не.11ьЗя пренебречь, так как оно определяет 
поднятие и опускание воздуха. 

Чтобы оценить величину градиента давления по долготе; 

связанного с термобарическим движением, можно двумя путями 
упростить уравнение планетарной дивергенции (19.3): во-пер­
вых. пренебречь членом с операцией. д/д11- по сравнению 
с членом. содержащим операцию rд/дr; во-вторых. так как 
r = r s + Х· можно заменить гд/дr через г i /дх и т. д. Тогда 

др~ = Ог2 thZ i.i. д (pow) = Ог'! sin~ ip д (pow) • (19.4) 
д'Л s дх s дх 

Чтобы оценить порядок величин; предположим, что 'fV.= 

= 1 см/сек. Ро= 10-з г/с.м3 при х = 1 к.м. между тем как 
при х =О, w = О; среднее значение д (р0w)/дх. составит 

8 . . 
тогда 1 о- · единиц COS. Взяв Or5 = 2 к.м/ сек, наrt.11.ем, что 
оцениваемый градиент давления равен 

~ дд~1 = 10-з дан/см3 =О,1 .мб/км. 
Г8 SIП'f А 

Это очень высокое значение no сравнению с наблюдаемыми. 
Поэтому разумно принять. ·что уравнение (19.4) может слу­
жить для учета наблюдаемых градиентов. 

На рис. 6 можно ~идеть, что поле незональной комiю­
неиты давления на Земле состоит попеременно из областей 
высокого и низкого давлений~ расположенных примерно вдоль 

кругов щи роты. Уравнение (19.4) показывает. что градиент 
вертикального потока имеет тот же знак, что и дрт/дЛ, 
е если w = О при х. = О. то это же верно в нижн»х слоях 
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атмосферы для самоr:о щ. Отсюда сле.q,у~т .• что воздух под• 
ни:мается над западной частью барич~ского максимума и над 
восточной частью барического мини~уааа; он .опускается над 
восточной частью максимума и над запад.ной частью минимума. 

Кроме того. так как атмосфера им~ет устойчивую стра­
тификацию. w имеет тот же знак, что .и приток тепла q. 
Отсюда следует, что западная часть антициклона и восточная 
часть циклона являются областями нагревания и т. д. Эти 
заклюqения, как будто, не противоречат известным фактам. 

В.11ияние подстилающей поверхности. Сделав nредnо­
пожение, что планета- идеально -гладкая сфера, мы прене­
брег JtИ всяким влиянием подстилающей поверхности. Оно 
может быть двоякого· рода: влияние, причиной которого яв­
ляются плавные изменения уровня земноtt поверхности, и 

влияние, обязанное малым препятствиям, как, например, 
скалы и деревья . 

. Рассмотрим сперва г падкий склон 1 : 100 и предположим, 
что . вдоль этоrо склона вверх на уровне земли дует по­

стоянный ветер со скоростью 1 .м/се1'. Для этого нужно, 
чтобы воздух имел слагающую скорость, направленную вер­

тикально вверх и равную 1 см/сек. Но выше мы видели, 
что это близ!{о к наибольшей скорости поднятия воздуха, 
какая может поддерживаться солнечным нагреванием. Следо­
вательно, нельзя ожИдать, что вдоль этого склона вверх 
будет дуть постоянный ветер со скоростью больше 1 м/се1'. 
Переменные же ветры и более высоких скоростей могут 
существовать и поддерживаться за счет теплоемкости воздуха 

или скрытой теплоты испарения водя.ног<> пара, содержащегося 

в воздухе. 

Отсюда следует. что даже подстилающая поверхность 
с плавно меняющимися очертаниями может оказывать замет­

ное влияние на приземный ветер, а это в свою очередь 

должно сильно влиять на значения постоянного поля давле­

ния на Земле вблизи ее поверхности. Тако.е. влияние проявится 
в детальной структуре изобар, показанных на рис. 6. По­
види.мому, попыток наблюдать эффект такоrо рода не дела· 
лось. 

Меньшие препятствия, которые кожно ,классифицировать 
как шероховатость, будут вызывать турбулентность. Энергия. 
требующаяся для образования и nоддер,жакиа турбулент1tостц, 
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должна поступать .в основном из крупномасштабного движе­
ния воздуха. Потерю энергии на паразитическую турбулент­
ность можно рассматривать как результат действия силы, 

тормозящей крупномасштабное движение и тем самым делаю­
щей недействительной гипотезу чистой конвекции. Эта сила, 
несомненно, имеет значительную величину в самом нижнем 

слое атмосферы. Для более высоких слоев ее величина не­

известна~ 
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Глава /V 

УРАВНЕНИЯ ПОЛЯ 

· § 20. Введение 

Дальнейшее. развитие теории будет существенно зависеть 
от использования соответствующих понятий и обозначениR. 
В этой главе мы и будем в основном занимаt:ься задачеl\ оты­
скания зтих средств исслед9вания. 

Понятие энергии является фундаментальным во всех об­
ластях науки, поэтому . целесообразно начать настоящую 
главу с его рассмотрения. В § 5 мы видели, что плотность 
энергии жидк9сти выражается т.ак: 

1 
W= 2 u2 +e+gx зргfг, (20.1) 

а поток энергюt 

J = pu зрz/с.м2 • сен. (20.2) 

Выше было получено уравнение, выражающее закон сохра­
нения энергии (5.6): 

DW . . 
Рог+ V · J=p{f · u+q). (20.3) 

Если разложить различные величины, ·входящие в зто ура­
внение, в ряды, члены которых будут являться возмущениями 
различного порядка, то мы получим следующую совокупность 

уравнении: 

дWо О 
Ро ""дГ = • 

Род:;, +PoU1 · VWo+V ·(poU1)=.po91• 

Ро д:;2 +Po(U1 · VW1+u2 · VWo)+P1 д;, + 

(20.4) 

(20.5) 

+ P1U1 • VWo+ V • (P1U1 + PoU~ = Ро (11 • U1 + q~ + P1ql" 
(20.6) 
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Так как W0 зависит только от величин нулевого порядк~. 
а эти величины не зависят от t, уравнение (20.4) тождественно 
удовлетворяется. Аналогично W1 зависит только от величин 
нулевого и первого порядка; в явной форме W1 дается вы­
ражением 

Сле.11.овательно, легко проверить, что уравнение (20.5) является 
прямым следствием уравнений первого порядка § 9. 

· Однако в W2 входят как величины второго порядка р2, 
р2 , ••• , так и ква.драты и произведения величин первого 

порядка р1 , р 1 • u1 и т. д. Поэтому уравнение (20.6) не может 
быть следствием уравнений первого порядка, которые не 
содержат р2• р2• • • • • Это - важное заключение, так как 

одним из членов в W2 является ~ ui- кинетическая энергия 
(на один грамм массы) движения первого порядка. Мы стоим, 
таким образом, перед необходимостью выбора одного из трех 
возможных путей реше_ния задачи: 

1) отбросить всякую мысль рассматривать уравнения пер­
вого порядка отдельно от уравнений бол~е высоких порядков;. 

2) как минимум. не пользоваться поняти~м кинетической 
энергии, когда имеем дело с уравнениями первого порядка; 

3) наметить какоl\-нибудь путь, которы_й позволял бы поль­
зоваться понятием кинетической энергии. не прибегая к 

уравнению (20.б), а ограничиваясь лишь уравнениями первого 
порядка § 9. · 

Два первых пути непривпекательны; к счастью, оказывает_ся 

возможным выбрать, как будет показано в следующем nap·a­
rpaфe, третий путь. При разработке требуемого метода по­
явятся новые понятия и обозначения, когорые оправдают себя 
в дальнейшей работе. · 

§ 21. Внешняя энергия и термобаричес"ая э,:~ергия 

Если умножить уравнение (9.2) лочленно на p0ul' уравv.е­
ние (9.4)- на - p0p~Y071/r1~X0, уравнение (9.5)- на р0р1/Х0 
и с11ожить результаты, то многие члены уничтожатся. Полу­
ченное уравнение можно записать так: 

· дЕ . . { · Уо р~Уо 1J1q1 } 
д[+ V · (P1U1)= Ро f1 · U1 + P1Q1-

6 
Х - ,-Х _а_._. • 

о о 'lo о uo 
. (21.1) 
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г.це 

1 2 Р~ 1 р~Уо 2 
Е =-2 PoU1 +-2 2 - -2 Ро ~ '11· (21.2) 

~оСо ~о-·о 

Уравнение (21.1) имеет некоторые черrы. общие с уравне­
нием (20.6): оба содержат члены V • (p1u1) и p0f1 • u1• а Е со­
держат .. чден .кинетическоR энергии 1/2 (Р.о~~). Однако ур~вне­
ние (21.1) и выражение для Е · не содержат членов с Р2· р2 
И Т. д. И были ВЬIВедены ~СКЛЮЧИТеЛЬНО ИЗ уравнений пер­
ВОГО порядка. 

Следовательно. уравнение (21.1) не является уравнением 
энергии второго порядка. а величина Е не совпадает с ве­
личиной p0W2. Очеводно, для настоящих цепе.А уравнение (21.1) 
более полезно, чем уравнение (20.6), а величина Е более 
полезна, чем. величина W2• Основания для этого были ука­
заны во введении и станут яснее из дальнейшего. 

Чтобы сохранить, .когда это необходимо. различие, будем 
называть p0W2 плотностью энергии второго порirдка; а Е -
плотностью внешней энергии. Слово "внешняя• имеет только 
одно преимущество сравниrельно с другими. какие можно 

предложить: оно указывает, что Е мало связано с е, "внут­
ренней" энергиеЯ термодинамики. Когда не будет опасений, 
что возникнет путаница, будем называть величину Е просто 

энергией; аналогично величину p1u1 - поток внешней энер­

гии - будем называть просто потоком энергии. опять-таки. 

когда нельзя ожидать, что возникнет какая-либо неясность 
из-за того, что опущено слово .внешний". Внешняя энергия -
сумма трех членов. Первый член - это кинетическая энергия 

второго порядка 1/2 (p0u~)- Член р~/2р0с5 знаком из акустики 11 ), 
rде он называется упруrоЯ энергией. Член 

1 р~У о 2 1 2 у о 2 

- 2 Ро 11~0 '11 = 2 РОС ~Хо 1/1 

- необычный. Так как в неrо входят и термодинамические 
и гравитационные величины, его можно назвать термобари~ 
ческой энергией. 

Мы видим. что термобарическая анергия буде1 иметь 

тот же знак, что и градиент энтропии "· Так как отрица­
тельная энергия обычно свsiзывается с неустойчивостью, зто 
является еще одним указанием на то, что состояние нулевого 
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порядка будет устойчивым или неустойчивым в зависимости 
от знака градиента энтропии. 

Если воспользоваться форму лам и § 2, то термобарическую 
энергию можно выразить многими различными способами. Два 
из них следующие: 

1 (то-1) 11i 1 (аодо) 11~ - Pog --2- --, =- Pog -- --, • 
2 аосо 1/о . .- 2 С ра "lo 

В случае идеального газа эти выражения приводятся к сле­
дующему: 

а если изотермическое состояние является его, состоянием 

нулевого порядка, то к такому выражению: 

I о т-I 2 
2Ро'101R 'У/1· 

Более простые формулы для термобарическоtt энергии будут 
выведены ниже. 

§ 22. Параметры поля 

Чтобы идти дальше, необходимо упростить обозначения. 
которыми мы пользовались до сих пор. Рассмотрим nлотнооь 
внешней энергии 

( 

2 , ) 1 2 Р1 РоУо 2 Е = - Ро"1 + -2 - Ро -,-111 · • 
2 РоСо "10Хо 

(22.1) 

Она может быть записана как 

Е=-21 (u2+p2+№QZ). 
Со 

(22.2) 

если ввести следующие определения: 

U = U1 (росо)11'. Р = Р1 (poco)-'/i • Q = (Т/1/'У/~) ( РоСо):1' (22.3) 

N2 = PogYJ; Уо = gТj; (То-/) . (22.4) 
Хо аосо 

Величины U, Р, Q будут называться параметрами поля. Мы 
будем ЦОJJЬ30ВЗТЬСЯ 11МИ в (),цьщинстве ВЬ!ЧИСдений вмеСТ{) 
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ul' р1 • 'li· Коэффи1tиент N имеет размерность частоты и 
является функц~еЯ только Х.· Он будет очень полезен во всех 
вычислениях. Поля U, Р имеют размерности 2

1/s • ce1e-•t2; Q­
размерность г''•. се1гЧ1 • Термобарическая энергия будет 
№Q2/2co. 

Когда приток тепла равен нулю, .на уравнения (9.12) вы­
текает, что Q пропорционально вертикальному смещению hi. 
Наиболее общим образом Q мож_но истолковать как энтропию 
первого порядка. измеренную в соответствующих единицах. 

Другие параметры поля являются, очевидно, мерой скорости 
и давления в переменных единицах, приспособленных к при­
роде задачи. 

Таким образом, единицы, в которых U. Р и Q измеряют 
скорость. давление и энтропию, не являются постоянными и 

будут вообще зависеть от высоты Х.· Это неудобство более 
чем компенсируется упрощением дифференциальных уравне­

ний, обязанным примеffению таких единиц. Дальше даются 
примеры применения этих переменных единиц. 

Случай океана. Значения единиц в системе CGS опре­
деляются удельным акустическим сопротивлением р0с0 и для 

Q - градиентом энтропии '1~· В случае океана (р0с0)11• очень 
близко к постоянной и лишь незначительно отклоняется от 
Зt1ачения 380 единиц CGS; соответствующее значение для 
пресноя воды составляет 375 единиц CGS. Градиент ,энтро­
пии - очень сильно меняющаяся величина и будет рассмат­
риваться в § 24 и 27. 

Изотермическая атмосфера. Изменение удельного аку­
стического сопротивления с высотой дается следующим ура-

внением: 

(22.5) 

где индекс s указывает. что соответствующие значения бе­
рутся для поверхности х. =О. Градиент энтропии постоянен: 

~=g/60· 

Атмосфера с постоянным градиентом 
В обозначениях § 8 

. '1 11 [-k__]'/1•t8(4 
(росо) • = (psc s> is 1 + Х, • 

температуры. 

(22.6) 
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11ежду тем как 

[ v+т] тi'-R т=t .• "- . х+и · (22.7) 

§ 23. Уравнения п.ом 

Если заменить величины первого порядка параметрами 
поля. то уравнения (9.2), (9.4) и (9.5) примут вид 

где 

дU 
дt+c0 (V +ГС)Р-№Q;+О Х U = Р, (23.1) 

дР . 
т+с0(V-Ц) · U =0, 

дQ 
-ы-+~ · U= Н, 

н - ...!!1_ (р с )111 
- / о о • 

60110 

(23.2) 

(23.3) 

(23.4) 

(23.5) 

Следует заметить. что О и Н не являются независимыми 

Q = CoN' Н. (23.6) 
g 

Левые части первых трех уравнений зависят только от трех 
параметров: N. Г и с0 - и в других отношениях много проще, 
чем первоначальные уравнения первого порядка. Например. 
вывод уравнения внешней энергии можно формулировать 
следующим образом: умножаем уравнения (23.1), (23.2) и 
(23.3) соответственно на U, Р и №Q; складывая результатЫ, 
получаем 

~; + V · (PU) =с~ (Р · U + ОР+ №HQ). (23.7) 

Попутно этим устанавливается тот важный факт, что урав­
нения поля являются самосопряж~нными. 
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Граничное условие на твердой поверхности существенно 
не изменяется (см. уравнение (11.1)) 

n · U =0. (23.8) 

Условие на свободной поверхности океана или озера следую­
щее (см. уравнение (1 I.IJ) ): 

дР 
c0 дt=gU -~. 

и смещение этой свободной поверхности будет 

h _ Рс0 ( . )-'/2 
1 - g РоСо • 

(23.9) 

(23.10) 

Аддитивные баротропные члены (§ 1 О) даются менее крат­
кими уравнениями, чем прежде. Мы "айдем их, полагая U, 
f, а. н и все производные по времени равными нулю. Урав­
нения поля приводятся тог да к одному уравнению 

c0 (V+Г~)P=№Q~. (23.11) 

которое удовлетворяется, когда Р- некоторая дифференци­
руемая функция х и 

Q= ~~ (Р'+ГР). (23.12) 

Леrко проверить, что это уравнение эквивалентно более зна­
комому уравнению 

р~ =-plg, 

выведенному ранее в § 1 О. 
Вообще ·мы убедимся в том, что уравнения поля практи­

чески необходимы, когда приходится иметь дело с решениями, 

меняющимися во времени. Попытка найт11 эти решения, не 

пользуясь понятием поля, приводит к очень громоздким урав­

нениям. С другой стороны. для решений, относящихся к уста­
новившемуся состоянию, обычно удобнее пользоваться обозна­
чениями гл. 11 и Ш. 

§ 24. Смысл коэффициентов N и Г 

Чтобы вникнуть в смысл коэффициентов. необходимо 
найти такие условия, в которых тот или дpyrolt коэффиtшент 

динамически имеет доминирующее влияние. Скорость звука 
является доминирующей во всех акустичесю1х ямеицях: se-
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роятно, читатель достаточно знаком с последними, чтобы 

нужно было еще говорить о с0• 
Чтобы наПти интерпретацию Г, примем, что поверхности 

уровня плоские, так. что х = z, ~ - постоянный, наnравлен­
ный вертикально единичный вектор. Пренебрежем граничными 

условиями. Пусть жидкость движе·тся с уста1ювившейся, т. е. 
не зависящей от времени. вертикальной скоростью: u = О. 

О, w. Пусть f1, q1 =О; в этом случае вертикальное движение 
будет сопровождаться адиабатическими изменениями плотности, 
а w должно быть функцией z. 

Сохранение вещества требует, чтобы 

d 
dz (pw) =О. (24.1) 

Так как нагревание отсутствует, уравнение (5.3) примет вид 

d1J 
dz =О. (24.2) 

Уравнение количества движения (5.1) приводится к следую­
щему: 

dp 
dz =-pg. (24.3) 

Так как d'rj/dz =О, то его можно записать так: 

с2 :~ =-pg. (24.4) 

Уравнение (24.1) дает тогда 
dw g 
dz =сгw· (24.5) 

Если ввести параме'I:р поля W = w (рс)11:, то уравнение (24.5) 
примет вид 

(24.6) 

Это уравнение, в которое входят Г и W, описывает, таким 
образом, адиабатическое расширение жидкости при выбран­

ных идеальных условиях. 

Второе уравнение, содержащее Г, всего легче получить 
из уравнения энергии (10.6), которое при тех же самых 
условиях приводится к следующему: 

d 
dz (PW) =О. (24.7) 



·Глава· IV. Уравнения по.11я 

В соединении с уравнением (24.6) это дает уравнение 

~ +ГР=О. (24.8) 

Величина Г в уравнениях {24.6) и (24.8) связана весьма ха· 
рактерным образом с величинами Р. W и производными от 
них .. Дальше это станет привычным для нас. Всякий раз, 
когда будут появляться . эти характерные комбинации, чита­
тель должен вспоминать об адиабатическом расширении. 

Смысл коэффициента N легче всего понять. если рассмо­
треть колебание малой массы жидкости. Сместим такую 
массу жидкости из ее положения ну левого порядка, а затем 

позволим eR сsободно двигаться. Для определенности удобно 
предположить. что эта масса жидкости заключена. в легкую 

оболочку, подобную оболочке шара·пилота. которая должна 
быть мягкой и полностью податливой, так чтобы давления 
внутри и снаружи были одинаковыми и изменения плотности 

могли происходить беспрепятственно. Будем снова предпола. 
гать, что эти изменения происходят адиабатически. 

Пусть баллон. находившийся на уровне z, смещается на 
уровень z + е; давление в нем изменится на величину 

ap=-pge. (24.9) 

Что ·касается плотности внутри баллона, она изменится на 
величину 

ip 
(ор )анутр = СГ · (24.10) 

Перед смещением плотность вне баллона была р (z); после 
смещения она. равна р (z + е). или 

~dp 
{8р )вцеwн = dz · (24.11) 

Gаллон испытывает, таким образом, выталкивающую ·силу 
(n дин/с.м3), равную 

g [(ор)внеwи-(ор)внутр1 = ge[ :; + ~~] = -pN2e, (24.12) 

если положить 

NZ=-g[_!_ ~+~]. 
р dz с2 

(24~ 13) 
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Если величину, которая дается уравнением (24 .12), приравнять 
силе инерции баллона, то мы найдем его уравнение движения 

(24.14) 

Баллон будет, следовательно, совершать колебания с ча• 
стотой N, которая дается уравнением (24.13 ), при условии, 
что эта частота действительная. Если же NZ - отрицательное 
число, то баллон окажется неустойчивым и далеко уйдет от 
своего начального положения. Этот вывод частоты N при~ 
надлежит Вяисяля [3]; остается показать, что уравнение (24.13) 
совпадает с уравнением (22.4). Это можно сделать следующим 
образом. Из уравнения (7.4) 

..,,' _ _ а0с~ (.2_ dp0 + _!!_) 
·10 - . 2 • 

То-1 Ро dz 'о 

Подстановка в уравнение (24.13) сразу же приводит к фор­
муле 

"12 «ro - 1) g , 
iv- = 2 ТJо• 

а ос о 
(24.15) 

что мы и хотели показать. 

Таким образом, можно сказать, что, в то время как коэф­
фициент Г отражает влияние стратификации на крупномас­
iuтабные проц~ссы в условиях адиабатического расширения, 
коэффициент N описывает динамику мелкомасштабных явлений. 

Этой формуле для N 2 можно придать другую форму. 
Cor ласно уравнению (7 .8), адиабатический градиент темпера­
туры равен 

так что 
.N2 ro1 

= 1'/ov А' (24.16) 

Уравнение (7 .9) выражает градиент энтропии через темпера­
турный градиент 
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Отсюда 

с в' 
N2= ~о А (в~+ в~). 

о (24.17) 

= gaJ (в~+ в~) 
-формула. которая часто является наиболее удобной. 

§ 25. Частные формулы iJAR коэффициентов 

Идеальный rаз. Для сухого воздуха, который можно рас­
сматривать как идеальный газ, 

т= t,4, 
1 

а=т· 

с2= 1Rв. 

Отсюда адиабатический температурный градиент равен 

(J I _ g (1- l) 
А- 1R (25.1) 

и имеет постоянное численное значение 

Вяисяля дается поэтому формулой 
10°/к.м. Частота 

N 2 
_ g(в~+ о~) 
- 60 • (25.2). 

Уравнение состояния можно представить в такоU форме: 

р2с2 = l рр =. }fez ' 

так что 

(ре)' _ р' 1 6' _ pg l 0' _ g 1 6' 
--рс-у-2т---р-2т--Rё"-2т· 

откуда уравнение (23.4) дает 

r--1 [2-т в' _ _!_в'] 
- \Jo . 1 ~ 1 А 4 О • 

Пресная вода. Приближения § 4 дают выражение 

а= 15. 10- 6 Т м 

(25.3) 

для ноэффициента теплового расширения пресной воды, где 

Т м - температура, отсчитанная от температуры максимальной 
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плотности (см. уравнение·{4.1) ).' Удельная теплоемкость может 
быть принята за постоянную 

СР= 1 кал/г= 4,2 · 107 эpz/z; 

поэтому адиабатический градиент температуры равен 

в~= 3,5 . 10-10 т м6о 0С/см. (25.4) 

Это дает 6~=0.11°С/км при 15°С, Р= 1 атм и 6~=0 
при температуре максимальной плотности. 

Частота Вяисяля дается выражением 

N 2 
· I,47. 10-2 (е~+в~)т"f, (25.5) 

и. если принять ре= 375, т. е. постоянным, то 

Г = ~ = 4,4. 10-7 см-•. 
с 

(25.6) 

Для всех практических целей Г можно положнтъ равным 
нулю, но численным значением N пренебрегать нельзя. 

Морская вода. Приближения § 4 дают выражение 

а=9,з.10-6Тм 

для теплового расширения воды с соленостью 350frю· Отсюда 
соответствующие формулы для морской во:аы будут 

6~=2,2 · 10- 10Тм9о 0С/см, 

N 2 =0.91. 10- 2 (в~+ в~)тм. 

Г= ~ =4,4. io-7 см-•. 
с 

(25.7) 

(25.8) 

(25.9) 

Эти выражения и значения пригодны для общих оценок, 
но ими нельзя пользоваться для интерпретации эмпирических 

данных по следующим причинам: 

1. Данные выше формулы для теплового расширения не 
дают требуемого представления общепринятых знач.ений при 
высоких и при низких давлениях, а являются результатом 

компромисса между точностью и простотой. 

2. Общепринятые значения теплового расширения, по­

видимому, весьма неточны при низких температурах и высо­

ких давлею1ях, какце встречаются в r лубоком море. 
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3. Физически очевидно. что градиенты солености (кот<>• 
рыми ыы всюду выше пренебреrаJiи). влияют на устойчивость 
океанской стратификации. 

Этот вопрос рассматривался Хессельбергом и Свердрупом, 
опубликовавшими таблицы для вычисления Е = N2/g при на­
личии градиентов солености (2). 

В следующей главе даются эмпирические значения № для 
океана. Они были определены с; учетом сделанных выше з.а­

мечаний. К сожалению, сейчас nевозможно уточнить данные, 

относящиеся к условиям в глубоком море (низкие темпера­
туры в соЧетании с высоким давлением). 

ЛИТЕР АТ У Р.А 

1. М о r s е Р. М., Vibratlon and Sound, р. 237 McOraw-HЩ New 
York, 1948. (Русский перевод: Мор з Ф., Колебания и звук, 
Гостехиздат, М.-Л., 1949.) 

2. Не s s е 1 Ь е r g Т.; S v е r d r u р Н. V., Dle StaЫIШits-verbliltnfsse 
des Seewassers bel vertlkalen Verschlebungen, Bergens MuseumЗ 
Aarbok, No. 15, 1915. 

3. v а 1 8 а 1 а v" Ober dle Wirkung der Wlndschwankungen auf die 
Pllot beobachtungen, Soc. Scl. Fennlca, Com.nentatlones Phys.­
Math. П 19, 37 (1925). 



Глава V 

.АТМОСФЕРА ЗЕМЛИ, ОКЕАНЫ И ОЗЕРА 

§ 26. Введение 

Разложение какого-либо эмпирического состояния движе­
Нl{Я жидкости на члены ну левого и более высоких порядков 

является в значительной степени пре>извольным. Метод воз­
мущений, если riользоват~,ся им полно и правильно, дол~е!:f 
приводить к одному и тому же конечному результату неза­

висимо от того. какое состояние нулевого порядка в опре­

деленных ·границах было выбрано в качестве исходного. 
Однако сходимость последовательных приближений может 

быть более быстрой, если удачно вь~брано рещение нулевого 
порядка; в самом деле, могут быть и такие решения нуле­

вого порядка, для которых вычисления расходятся; сущест­

вование таких состояний и налагает границы, упомянутые 

выше. На практике при приближенных вычислени11х можно 
сделать лишь небольшое число последовательных шагов. 

Если состояние нулевого порядка не удалось выбрать так, 
чтобы сходимость была быстрой. то достигаемая степень при­
ближения будет. недостаточной. К сожалению. известно очень 
мало принципов, которые мог ли бы служить основой для 
т~кого выбора. 

В гл. 1 мы уже обращались к статическому баротропному 
состоянию нулевого порядка. Представляется разумным искать 

такие состояния, которые возможно меньше .отл"чались бы 
от наблюдаемых состояний атмосферы или океана, и выби­
рать одно из них как основу для вычислений. Но так как 
наблюдаемые состояния редко бывают статическими и баро­
тропнымк,. то нео~ходимо прибегнуть к некоторой форме 
усреднения по пространству и времени, какой· мы пользова­
./IИСь в гл. Ш. Природа. такого среднего будет зависеть от 
цели предполагаемого вычисления. 

Если эта . цель климатологическая, то усреднение нужно 

производить по всему имеющемуся объему жидкости и по 
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многим сезонам. Для обсуждения явлений, характер которых 
:меняется более быстро, усреднение следует производить по 
:меньшим объемам и по более коротким промежуткам времени 
в надежде, что этим путем удастся получить более быструю 
сходимость для исследуемых частных явлени:t. 

Однако можно сказать почти с по.11ной уверенностью. что 
такое усреднение не .даст статического состояния: усреднен­

ная скорость обычно не равна нулю. При этом :может слу­
читься, что мы будем поставлены церед необх:одимостью или 
отказаться от статического состояния как состояния нулевого 

порядка, или каким-либо другим путем видоизменить сред­
нее. Это видоизмененное среднее может, кроме того, ока­
заться небаротроriным, а это приведет к необходимости даль­
нейшей модификации, которая позволила бы все же сохра­
нить статическое состояние в качестве состояния нулевого 

порядка. 

Таким образом, едва ли возможно говорить об э.мпири­
ческо.м состоянии нулевоr,9 порядка для любой из жидких 
сред на Земле, изучаемых tеофизикоА. 

Эти трудности до некоторой степени теоретические. Если 
положить в основу. что состояние нулевого nорядка должно 

быть тем статическим баротропным состоянием, которое на11-
более близко подходит к н~которому среднему состоянию 
океана или атмосферы, то практически нетрудно определить 

общую природу нулевого порядка. Трудности появляются 
то:Лько тогда, когда делают попытку определить его с боль­
шой точностью. Поэтому в следующих параграфах будут 
рассматриваться эмпирические состояния нулевого порядка, 

но всегда нужно иметь в виду, что абсолютной является 
только первая значащая цифра. Часто, чтобы указать на раз­
личия в устойчивости и· т. д. на различных высотах; необ­
ходимо иметь большее число значащих цифр. 

§ 27. Стратифuкаци11 океанов 

Крупномасштабные средние. Если рассматривать сезон­
~ые изменения как эффекты первого порядка, то состояние 
нулевого порядка должно определяться усреднением по мно· 

rим сезонам. Некоторые данные этого рода имеются дл1 
океанов. В общих чертах они пощверждают баротропное 
распределение переменных, но имеются и заметные отклоце· 
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нии. Их нужно каким-либо образом исключить. обращаясь 
к усреднению и по широте, и по долготе. 

На рис. 9 дан график изменения скорости звука 
с глубиной. Он неизбежно несколько схематичен, но в 
rлубоких частях океана имеется мало мест, которые 
давали, бы существенно иную картину. Следует указать, что 
масштаб графика сильно преувеличен - полное изменение 
составляет всего около 3%. Для многих целей с0 ъ,ожно 
.считать постоящюй величиной. Од.нако минимум, достигаемый. 

С, Kl</tta 

1 • .г 1,49 1,50 1,51 l,5Z 1,SJ 

1500 

zooo '---L---'---.l-_-J.____J 

Рис. 9. Скорость звука в 
море. 

о 8 10 
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11; 

i 1000 

.g, 
~ 1500 

2000 

Рис. 10. Частота устойчи­
вости N для моря. 

скоростью звука. заметно влияет на распространение звука 

на большие расстояния. Этот минимум является результатом 
противоположного действия градиентов rемпературы и давле­

ния; глубина минимума называется .осью• звукового канала. 
Значительно более заметны изменения в коэффициенте N. 

показанные на рис. 1 О. Ясно выраженны~ максимум вызван 
довольно большим градиентом температуры на глубине не­
скольких сот метров. Эта область известна как постоянный 
слой скачка. Заметим, что в слое скачка величина 2т./N до­
стигает своего минимального значения - около двенадцати 

минут. Всюду выше 2000 .м 21t/N - :меньше двух часов. 
Ниже 2000 .м 21t/N возрастает, если можно верить сущест­
вующим данным, примерно по экспоненциальному закону, 

а это сомнительно. 

Температурные градиенты на больших глубинах не могут 

быть измерены с большой точность10, а величию\ \<оэффи-
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циента теплового расширения для рассматриваемой области 
давлений и температур, как бщю отмечено. возбуж.i~ает 
серьезные сомнения. Отношение N/O является критическим 
безразмерным параметром; сила Кориолиса 'имеет вертикаль­
ную компоненту, и если N/O > 1, то ее влияние будет иметь 
подчиненный характер сравнительно с влиянием, связанным 

с термобарическими силами. Если же N/O < 1, то в~рти­
кальная компонента силы Кориолиса будет доминировать над 
термобарической. Эти вопросы рассматриваются более полно 
в § 52. 

Табл. 1 была получена с помоlцью приближенных фор­
мул § 25. Она показывает, что если температурный градиент 
на больших r лубинах положителен, то N/O > 1. Однако 
отрицательный rрадиент температуры, равный 1 град/10 км, 
уже достаточен, чтобы понизить значение отношения до нуля. 
Это порядок величины отрицательного градиента, наблюдае­

мого ниже 5000. м глубины. Едва ли можно заключить, что 
отношение N/O всюду больше единицы, и ·было бы крайне· 
желательно располагать более обширными сведениями по 

этому вопросу. 

Таблица 1 

ЗНАЧЕНИЯ N НА ГЛУБИНЕ 4000 м В ОКЕАНЕ 
ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ 

ГРАДИЕНТОВ И 0° С 

' 10•№, IO<N, 80, N/9 
0С/км 

teK-! сек-• 

-1,0 -139 - -
-0,1 о о.о·. 0,0 

о.о + 14 3,7 2,6 
+0.1 + 28 5,2 3,6 
+1.0 +141 12 8,3 

Коэффициент Г имеет в океане настолько малые значе­
ния, что позволительно положить его в уравнениях равным 

нулю. Оценку величины этого коэффицие.нта можно получить 
из формулы (§ 25) 

Г=gf.c2 =4,5. 10-з рад/км, 
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так что 
21t -
у= 1420 1'М{ЦU1'Л. 

Эту величину следует сравнивать с глубиной океанов, но не с _их 
горизонтальным протяжением. ТЗ.к как средняя 'глубина D 
составляет около 5 1'М, то отсюда следует, что ГD будет всего 
око_ло 1/50 рад, а этим для многих целей можно пренебречь. 

МеJ1комасштабные средние. Если усреднение (или cr ла­
живание) распространяется на небольшие области простран• 
ства и небольшие Интервалы времени, то предыдущее опи­

сание не требует изменений, исклюЧая глубины менее 200 м. 
Этот верхний слоА является ареной сезонных изменений и 

в ·открытом океане состоит из самого верхнего слоя почти 

изотермической. воды с устойчивостью № = ga00~ (§ 24). 
Если принять, что наибольшая температура равна 30° С и 
наибольшая соленость 35°/00, то N = 10-3 рад/се1'. Однако 
при 0° С и той же солености 

N = 1, 7 · 10-4 рад/се1'. Так 
как 0=1.45-10-4 рад/сек, 
отношение N/0 будет тогда 
иметь критическую зависимость 

от малых градиентов темпе­

ратуры и солености. Вообще 
формулы § 25 при этих усло­
виях недостаточно точны для 

вычисления N из эмпирических 
данных. 

Этот изотермический слой, 
или слой перемешивания, всего 

отчетливее выражен зимой и 

может тогда простираться до 

глубины постоянного слоя 

скачка. Летом он менее развит 

103н. се1«' 
о 6 - 12 ,~ 

Суточ.Юе 

100 

Рис. 11. Ил.11юстрация сезон· 
ного и суточного изменений 
устойчивости верхних слоев 

моря. 

и может вовсе не существовать. В области межnу слоем пере­

мешивания и постоянным слоем скачка температурные гра­

диенты выражены более отчетливо и могут давать один и 
более максимумов N. Э:rи максимумы могут быть довольно 
высокими, но они ограничены слоями сравнительно малой 

толщµны, как это видно из рис. 11. Моtут существовать 
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также заметнl!!е градиенты солености, которые смещают и 

искажают ПQСТоянный слой скачка .. 
Сезонный цикл с некоторой идеализацией можно описать 

следующим образом. После зимних штормов слой перемеши­
вания очень r лубокий; ниже его устойчивость резко возрастает 
до максимума, а затем монотонно убывает ниже слоя скачка. 
Поздним летом, после продолжительной теп.i~ой, сравнительно 
спокойной погоды, слой перемешивания отсутствует и устой­

чивость неравномерно возрастает с r лубиной. Можно указать 
на один или больше ясно выраженных максимумов - сезон­
ных слоев скачка - выше постоянного с.1юя скачка. Устой­
чивость в зтнх мелких максимумах может быть очень велика 
и полностью исчезает после нескольких штормов и более 
низких температур воздуха. осенью. 

В областях слабых ветров и высоких температур воздуха 
могут иметь место такж~ и суточные эффекты. Обычно это 
поверхностные слои с высокоlt устойчивостью, которые ста­

новятся отчетливо выраженными вскоре после полудня и 

исчезают поздним вечером. 

§ 28. Страти.фи1'ацин пресных озер 

Тепловой режим пресных озер настолько изменчив,· что 
состояния нулевого порядка, базирующиеся на годичных сред­

них, в значительной степени 

о 

101 11. сек"' 
ZD 311 1о •О 50 бесполезны. Здесь вообще cpeд-

r---r---=--r---...---. ние, распространенные на срок 

Рис. 12. Т1шичное И3Nенение 
частоты устойчивости с rJtуби­
ной в пресном озере (Jtетний 

се3он). 

свыше нескольких дней, имеют 

сомнительную ценность (исклю­
чая зиму). 

В течение летних месяцев 

в озерах и водохранилищах 

имеется тенденция к развитию 

сильно выраженного слоя скач­

ка. как зто видно на рис. 12. 
Минимум устоПчивости часто 
или почти всегда располагается 

между слоем скачка и поверх­

ностью озера. Типичные зна­
чения N в 5-10 раз больше, чем в океане. В этой страти­
фикац~щ цмеетсsi значительное · разнообразие: так, минимум 
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устойчивости выше слоя скачка может быть Jla самой поверх­
ности; максимум в самом слое скачка может быть или ниже 
и шире или выше и уже, чем это показано на рйс. 12. 

Существует как будто грубая корреляция между устпя­
чивостью и размерами водной· массы, причем малые водные 

массы имеют тенденцию быть более устойчивыми. Эта законо­
мерность распространяется даже на бассейны с водой. В своей 
классической работе по турбулентности Рейнольдс уделял 
значительное внимание использованию возможно более спо­
койной и изотермической ВОДЫ. Его успокоительный бассейн 
имел 46 с.м глубины и горизонтальное сечение 46 с.м Х 183 см. 
Несмотря на осторожность Рейнольдса, значения N в раз­
личных экспериментах были от 0,03 до О, 16 рад/сек; можно 
быть уверенным в том. что в отсутствие специальных предо­
сторожностей встре.;ались даже б6льшие значения. 

Зимой на эту общую корреляцию накладывается друrоя 

эффект, который связан с температурой максимальной плот­
ности пресной воды. При первом же случае, когда темпе­
ратура воздуха падает ниже 4° С и имеется ветер, разви~ 
вается сложный· переходный процесс, который называется 

"переворачиванием" (поверхностных слоев). Конечный резуль­
тат этого процесса заключается в уменьшении вертикальных 

градиентов температуры и в понижении температуры всей 

воды в озере до значения, близкого к температуре максч· 
мальной плотности воды. Весною вертикальные температурные 
градиенты восстанавливаются несколько более равномерно. 

Черч [2] изучил эти явления на оз. Мичиган. В сентябре 
1942 г. он нашел, что озеро обладало сильной стратифика~ 
цией. На поверхности был слои с малым температурным rpa· 
диентом при температуре около 20° С. Слой скачка находился 
на глубине t 0-20 .м и температура упала до 10° С в слое 
менее 5 .м толщины. Ниже этого слоя вертикальный гра­
диент был все еще ясно выражен - на глубине 70 .м темпе­
ратура была 4,5° С. 

Это сильно отличается от его наблюдений в феврале 
1942 г.; тогда температура во всех точках одного и того же 
разреза заю1ючалась в интервале от 1,0 до 3, 75° С. Кроме 
roro, 11ертикальные температурные градиенты были почти 
неизмеримо малы; наиболее холодная вода была вблизи 
береrа. саман теплая в центре озера. Немного идеализируя, 
но· основываясь _все же на скудных данных, можно было 
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рассматривать изотермические поверхности ка1< цилиндры. 

имевшие своим основанием дно. Наклон осей этих цилиндров 
к горизонту трудно определить с большой точностью. но он 
почти наверное был больше 10°; это наводит на мысль о ба­
тистрофическом движении. 

Зимняя температура озера не равна в точности темпера­
туре максимальной плотности. В то же время ясно, что ма­
лость вертикальных температурных градиентов и коэффи­
циента расширения понижает устойчивость до очень малого 

значения. В основу табл. 2 была положена приближенная 

Таблица 2 

ЗНАЧЕНИЯ N ДЛЯ ПРЕСНЫХ ОЗЕР дЛЯ 
РАЗЛИЧНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ И РАЗЛИЧНЫХ 

ТЕМПЕРАТУРНЫХ ГРАДИЕНТОВ 

Тм. в' l\JN', to•N, 
N/2 

•с 
о сек- 2 сек- 1 

0Сtкм 

-12 -1 30 5,5 3,8 
о o,u 0,8 0,5 

+1 -30 - -
-1 -1 15 3,9 2,7 

о 0,15 0,4 0,3 

+1 -15 - -
+I -1 -15 - -

о 0,15 0,4 0,3 

+1 +15 3,9 2,7 

+2 -1 -30 - -
о 0,6 0,8 0,5 

+i +зо 5,5 3,8 

формула § 25. Изучение этой таблицы и эмпирических дан­

ных по оз. Мичиган позволяет думать, что N/O :меньше еди­
ницы всюду в значительной части его объема. При этом не-

избежно возникает мысль о том, что подходящим состоянием 

нулевого порядка здесь может быть состояние, характери­

. зующееся значениями Т т =О и N =О, и что наблюдаемые 
отклонения от этоrо. состояния должны рассматриваться как 

эффекты скорее первого, чем нулевого порядка. 
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§ 29. Стратификация земной атмосферь~ · 

На рис. 13, а показано изменею1е температуры в земной 
атъiiосфере с высотой. Терминология для различных слоев 
твердо еще не установилась, но область Sm примерно соот­
ветствует тропосфере, тМ - стратосфере, Мп - мезосфере 
и n оо - термосфере. Различные наблюдатели помещают 

а 

-~ 0,12~ 

Ф2sо ~ 
0,10.:. 

N 
!.,) 

zoo0L.-_....._..1,.-_i..-..-..1--~---1.-_,o,oв zo 40 60 80 100 120 11,.0 ' 
5 l,HM 

-10 ...__.____. _ __.._ ........ _ _._ _ _..____, 
о го 40 60 80 100 120 140 

z,км 

Рис. 13. Изменение с высотой температуры и 
температурного . градиента в земной атмосфере. 

а -температура атмосферы; 6 - rемпературцый rpaд:иe!lr. 

экстремумы на несколько различных высотах, а также при­

писывают различные значения экстремальным температу­

рам [7]. но все соглашаются в тоы, что касается общего 
характера кривой; некоторые авторы, впрочем, полагают, 

что наклон кривой претерпевает разрывы. 

Так как с2 =1R6, скорость· звука дается тем же самым 
графиком. Мы видим, что она меняется в более широких 
пределах. чем в океане, и едва ли может трактоваться как 

постоянная. На рис. 13, б дан график температурного гра­
диента. полученный из кривой рис. 13, а. 
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На рис. 14 дается изменение N2 с высото~. вычисленное 
по формулам § 25. Мы .видим, ·Что максимум в А соответ­
ствует периоду 21t/N = 4,5 .мин. Эта максимальная устойчи-
11ость в стратосфере, таким образом, несколько больще, чем 

А 

z 

" 1,6 ....... 
:t: 
:::s 

~ 1,г 
ts 
а. ....... ... 0,8 ь z: 

~4 
а 

о.о 
!lстоi1чи6ость а111иосферА1 

а 20 40 60 80 100 120 140 
z,км 

0,04 

....... 0,03 

~ ;;;-
t:sO.OZ 
Q. -'-

D,01 

Параметр Г 
0,00 

о 20 40 60 во 100 120 740 
z. нм 

Рис. 14. Изменение · с высотой параметров 

устойчивости N и Г в земной атмосфере. 

устойчивость океана в слое скачка, однако не на порядок 

величины. У поверхности Земли устойчивость сильно зависит 
от метол.а cr лажи11ания чрезвычайно изменчивых данных. но 
Ш• поридк) 11еличины N = 1 раd1мин. 

На рис. 14 дано также. изменение параметра Г; его зна­
чения для атмосферы значи гельно большие, чем для океана, 
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а так как атмосфера имеет неограниченное протяжение, не­
допустимо принимать Г равным нулю, не выясняя, к каким 
последствиям приведет такое допущение. 

Хотя для очень больших высот имеется весьма мало дан­
ных и хорошо известно, что воздух на таких высотах уже 

о 20 40 60 80 100 120 
l, км 

Рис. 15. Изменение с высотой давления 
в земной атмосфере. 

не подчиняется законам для непрерывной жидкости. практи­

чески необходимо экстраполировать температуру для беско­
нечно больших высот. Кривая на рис. 13 бы;1а продолжена 
так, чтобы показать · постоянный градиент температуры 

в 2,8 °С/к.м выше 120 км. Это не противоречит имеющимся 
данным, хотя возрастание температуры не может продол­

жаться неизменно до бесконечности. Указанны~\ температур­
ный градиент соответствует давлению· на больших высотах, 
коrорое изменялось бы обратно пропорционально двенадцатой 
степени высотЫ (см. § 8). 

На рис. 15 дано изменение давления с высотой, полу­
ченное из температурной кривой рис. 13. В связи с тем что 
этот график дает очень низкие давления, естественно. вози~-
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кает вопрос о том. насколько законно рассматривать разре­

женные rа3ы ка!{ непрерывные жидкости. На высоrе 100 к.я 
давление составляет около 10- 6 атм и средняя длина сво~ 
бодного пути молекуп воздуха около 10 с.м. Поэтому поль­
·аоваться непрерывной теорией позволительно только цри 

условии, что масштаб явлений несколько больше 1 м. Таким 
образом. даже на этой высоте для приложения теории остается 

f!ще мноrо возможностеft. На б6льwих высотах минимальный 
размер ·будет возрастать. 

Кинематическая вязкость воздуха на высоте 100 км при­
близительно в 106 раз больше. чем на уровне моря; в та· 
кои же отношении находятся и другие диссипативные коэф· 
фициенты~ Это очень большие значения. однако пренебрежение 
ими все же оправданно, если масштаб явления достаточно велик. 

На высотах, мttого больших 200 км. соминтельно, чтобы 
настоящая теория вообще была применима. Тем не менее 
практически необход\iмо распространить решение уравнении 

до бесконечности, как зто было замечено выше. Поскольку 
зто по общему признанию является несколько искусственным, 

предпочтительнее .накрыть атмосферу крышкоR" или даже 

наложить более искусственные граничные условия на конеч­
ной высоте; 

EcJJи быть ближе к языку физики, то вопрос связан 
с судьбой энергии, излучаемой вверх от возмущений на малых 

1ысотах. Эта энергия в значительноR своей степени 01ра~ 
жа.етс~~ максимумами А· и В и возвращается на более низкие 
уровни; та небольшая ее доля, которой удается проникнуть 
через зти барьеры. поглотится в обпастях выше, rде средняя 
длина свободноrо пути очень велика. Поr лощение в этих 
областях оказывает лишь незначительное влияние на явления. 
протекающие на более низких уровнях. Более того. если бы 
sта энергия распространялась до бесконечно больших высот 
без поглощения. то отличие было бы невелико. Такие сообра­
жения дают ключ к соответствующей математической идеали­

зации. когда. в ней возникнет необходимость. 

§ ЗО. П.11анетарное вращение и цu1'логенез 

До сих nop вращение Земли вводилось в гидродинами­
ческие уравнения без комментариев. . Возникает вопрос. 
будет ли сила К,ориолиса u ХО оказывать ка движения за-
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метиое влияние. Этот член появляется в соtт~янии нулевого 
порядка в силу того, что жид.кости находятся в покое только 

в системе кQОрдинат, вращающейся вместе с Землей [3}. 
В инерциальной системе координат жидкость описывалась бы 
как движущаяся подобно твердоltlу телу с yr лавой скоростью 
!l/2. В этом параграфе будет дан . короткий схематический. 
обзор истории вопроса о влиянии вращения Земли на ее 
атмосферу. В следующем параграфе будет показано, -что 
уравнения поля воплощают эти идеи в удовлетворительной 

математической форме. 

Ранние идеи. Важность вращения. Земли в метеорологи­
ческих и океанографических· явлениях неоднократно nод­
черl{ивалась· очень давно. Большинство ранних авторо~ удо­
влетворялись установлением одного простого факта; относи• 

теnькая скорость двух неподвижных точек на одном и том же 

.меридиане вращающейся .Земли зависит от разности их широт 
и может быть очень заметной. Понятие силы Кориолиса не 
появлялось в литературе до 1835 г. [3J, хотя Лаплас (9] 
вывел правильные уравнения несколько раньше (около 1805 r.); 
возможно. что они были известны Эйлеру даже ранее этого. 

Гадnей [51 в 1735 r. воспользовался этой концепцией 
относительного движения для объяснения пассатов. Он пред· 
положил, что вследствие этого движения ли1tии тока круго­

вых вихрей, рассмотренных в § 18, будут отклоняться ·так. 
что их скорость на уровне моря приобретет слагающую, 
направленную на запад относительно твердой Земли. (Точkа 
на экваторе. ·твердой Земли имеет· скорость, направленную 
на восток относительно других точек на ее меридиане.) От 
его внимания, естественно, ускользнуло то, что другим эф­

фектом вращения Земли является нарушение стационарности 
вихрей, существование которых он посту пировал. Это ЯВИJl(?сь 
следствием того, что Гадлей не иссnедовал динамику проблемы. 

НабJ110дения ·. Редфилда и Рида; цикJ1оиы. Приблизи­
теnьно в то же время, когда понятие о силе Кориолиса 
развивалось физиками. свой независимый вклад в зто дело 
внесли два проницательных наблюдателя. Говорят, что один 
из них. Редфилд, наблюдал опустошения. произведенные 
ураrаном, nересе~шим Новую Англию. Совершив поезд*У 
по району непосредственно после урагана, он зам~тил, что 
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деревья .. вырванные с корнем, указывали направление ветра, 
и сделал правильное заключение, что воздушные массы, во­

влеченные в ураrан. имели вращательное движение. Ero 
наблюдения и наблюдения Рида были резюмированы Чарльзом 
Трзси ( 1 О} в 1843 г. следующим образом . 

• Эти факты свидетельствуют о том. что в сильных бурях, 
охватывающих обширные районы. а также в свирепых тор~ 
надо, которые опустошают небольшую область, имеются два 

движения: вращательное и поступательное; что вращательное 

движение имеет исключительно бурный характер и ему свой­
ственно одно и то же направление вращения: справа налево 

в северном полушарии и обратноi - в южном ... Эти утвер­
жден1tя. . . были восприняты с сомнением и недоверием мно­
гими из-за незнания причины, которой можно было бы при­
писать названные явления•. 

Теория Трэси. Очевидно, Трэси не был осведомлен 
о работе своих предшественников. так как он выдвигает 
объяснение, которое в существенных чертах совпадает 
с объяснением пассатов Гадлея. Подчеркивается роль вос­
ходящих потоков iюздуха: "Необходимое условие - центро­
стремительное движение - может возникать всякий раз. когда 

центральная область. подверженная интенсивноъrу нагреванию. 
окружена холодной атмосферой к. Лается отчетливое объясне­
ние роли вращения Земли в отклонении Центростремитель­
ного движения. а также содержится следующее замечание: 

.в северных штатах огонь. дос~аточно большой, чтобы по­
действовать на атмосферу на площади в несколько акров, 
:может обладать силой, необходимой для образования воздуш­
ного вихря. и действительно может образовать ero. если 
день спокойный" •. 

Мы хотели бы привлечь внимание читателя к высказыва­
нию о восходящем и центростремительном движении и к от­

сутствию указания на возмущения давл~ния. Важность по­
следнего была подчеркнута Эрманом в 1868 r. [4\; однако 
Эрман пренебрег вращеннем Земли. 

Теория Ганна. Идеи американских ученых не были сразу 
же восприняты в Европе. В 1875 г. они были вновь вы­
двинуты Ганном (6), который их значите..льно видоизменил.· 

включив эрмановские градиенты давления. Он говорит: .Но-
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вая теория ... первой прАчиноlt притока воздуха со всех сто­
рон считает образование некоторого локального уменьшения 

давления, а сопутствующ~е возюtкновение вихря - следствием: 

суточного вращения з~или". Работа Ганна. в основном· не­
математическая, содержит формулу. аналогичную общ~­
принятому теперь .• уравнению геострофичности• (§ 15). Он 
рассматривает стационарный ветер со скоростью f1 в напра­

влении оси х и заключает. что изобарические поверхности 
будут тогда наклонены в направлени·и оси у. Его формула 
по существу следующая: 

дh n . 
g дi . i:ll:i f1 sin ер. 

где h- высота поверхности и ер- широта рассматриваемого 

места. Однако Ганн не воспользовался этой формулой для 
объяснения отклонения центростремительных потоков Трэси; 

его целью было только "сделать несколько более ясным: во­
прос о влиянии вращения Земли на происхождение баро­
метрических разностейи. 

Циклоны и антициклоны; завихренность. Вращатель­
ные движения Трэси называют теперь циклоническими дви­
жениями. Простейшей иллюстрацией циклона может служить 

установившееся геострофическое. движение (§ 15), когда оно 
происходит вокруг минимума давления. Если установившееся 
rеострофическое движение происходит около максимума да­

вления. оно называется антициклоническим. Однако циклони­
ческое движение не обязательно должно быть установившимся. 
За последнее вр~мя с концепцией циклона (или антициклона) 
связывается более общая концепция вихря. 

Пусть п, v, w - слагающие скорости в прямоугольных 

координатах, тогда 
дv ди 

ro= д.х -ау 

:-- вертикальная слагающая вектора вихря (§ 14). В циклоне 
w не равно нулю, однако не все движения, для которых 

;;; =F О, будут циклонам" или антиuиклонами. Таким образом, 
отличное от нуля значение оо есть необходимое, но не до­

статочное условие для циклонического или антициклони­

ческого движения. 
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Теоремы о вихре Гельмгольца и Бьеркнеса. Значение 
концепции вихря в связи с циклоническим движением ста­

новится ясным благодаря двум теоремам о вихре (см. (8, 
гл. VЩ). Гельмгольцем в 1858 г. было впервые доказано, 
что если привести в движение несжимаемую невязкую жИдкость, 
выводя ее из состояния покоя помешиванием или приливанием 

но1щй порции, то вихрь в· этом ее движении будет равен 
нулю. Точная связь этой теоремы с метеорологическими за -
дачами непосредственно не ясна, но из теоремы следует как 

будто указание, что в такой жидкости нельзя с легкостью 

образовать циклоны. Кроме т_ого. вязкость не является важ­
ны~ метеорологическим или океанографическим явлением. 
Это говорит о том, что циклогенез должен быть связан или 
со сжимаемостью жидких сред .геофизики. или с их враще­
нием. 

Вторая теорема обычно приписывается В. Бьеркнесу (1918). 
Верно, во всяком случае, то, что она заняла важное место 

в метеорологической литературе благодаря его работе. Эта 
теорема утверждает, по существу, что всякий раз, ногда со­

стояние тяжелой несжимаемой жидкости не является баро­
тропным (§ 7), производная по времени от ее вихря· будет 

отлична от нуля. 

Свободное движение тяжелой жидкости описывается урав-
пением 

(30.1) 

если пренебречь силой Кориолиса. Член u · Vu является 
усложнением в этом уравнении и на время им также можно 

пренебречь. Взяв ротор от всех членов. мы получим 

д 1 
дt (V Х u) = @2 Vp Х V р. (30.2) 

Производная по времени от вихря V Х u пропорциональна, 
таким образом, векторному произведению градиентов плот­

ности и давления. Для несжимаемой жидкости постоянной 
плотности Vp =О и, следовательно, V Х u постоянно во вре­
мени. В баротропном состоянии два ·градиента имеют одно 
·И то же (вертикальное) направление, и их векторное произ­
ведение равно нулю. Когда два градиента имеют .различные 

направления. состояние жидкости называется бароклинным. 
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В бароклинных состояниях изобарические .и изопикнические 
поверхности пересекаются. 

Когда принимаются во внимание члены u · Vu, предыду­
щее заключение усложняется. но в основном остается неиз­

менным (см. также § 14) .. Эта бароклинная теория цикло­
генеза сильно зависит от нелинейных членов 

V Х (u · Vu) и VP Х V р 

и поэтому представляет большие математические трудности. 
Можно считать определенным, что этот тип циклогенеза 
имеет место в атмосфере; особенно в таких бурных штормах, 
как торнадо. Затем он еще больше усложняется за счет 

осадков. 

Однако ясно. что к этому бароклинному циклогенезу 

идеи Гадлея и Трэси имеют мало отношения. Существенным 
пунктом в их рассуждениях было то, что вращение Земли 
может вызвать uиклогенез другим путем (см. также [1]). 

§ 31. Циклогенез первого порядка 

Теорию циклогенеза Трэси легче всего рассмотреть на 
основе уравнений поля. Для начала будем предполагать, что 
поверхности уровня плоские. Пусть И. V, W - декартовы 
составляющие U. причем W - вертикальная составляющая. 

Во всех случаях принимается чистая конвекция так, что F =О. 

Отсутствие вращенця. Если О= О. то уравнение (23.1) 
11меет вид 

дU дР · rt=-C дх, (31.1) 

дV дР 
аt=-Сду' (31.2) 

а; =-с(:' +гР)+№Q. (31.3) 

Определяя заново 
"дV дU 

w= дх - ду • (31.4) 

легко получить . из первых двух уравнений 
д'(,, 
дt=О. (31.5) 
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так что циклоrенез первого порядка в этом случае отсут­

ствует. 

Вращение. Если имеется вращение, то оси можно выбрать 
так, что 

U= OнJ+Ovk (31.6) 

и уравнения (31.1) и (31.2) примут вид 

дU . дР 
дt -OvV+OнW=-c д.х, 

дV дР 
y+OvU=-c ду • 

(31. 7) 

Исключая Р перекрестным дифференцированием, получаем 

д'; +о (дU + дV)-о дW =0. 
дt v д.х ду н ду 

(31.8) 

В большинстве случаев член, пропорциональный 08 , будет 
мал, так как маJ1а вертикальная скорость; поэтому произ-

водная по временя от ~ будет пропорциональна горизон­
тальной конвергенции 

-(дU + дV)· 
д.х ду 

Вuхрь ;;; · является таким же обобщением вращательного 
движения Трэси, как горизонтальная конвергенция является 

обобщением его центростремительного движения. 

При этих же условиях уравнение (23.2) будет 

~+с(~~+~~+ да~ -rw)= о. (31.9) 

Снова пренебрегая всеми членами с вертикальной скоростью W, 
за исключением дW/дz, получаем из уравнений (31.8) и (31.9) 

д;, (дР дW ) дt=Ov at+{}Z-0 . (31.1 О) 

Отсюда видно, что нагревание. вертикальный градиент W и 
изменения давления - факторы, порождающие вихрь во вра­

щающейся атмосфере. 
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Другое соотношение между вихрем и горизонтальной 
дивергенцией можно получить из уравнения (31. 7) дифферен­
цированием 

д (дU дV) -- --+- -Оvш=-дt о.х ду 
1 дtр а2р) 
т + -д 2 • (31. 11) 

'"~ у 

Следовательно, и вихрь, и горизонтальная конвергенция 
в общем согласии с идеями Ганна и Эрмана порождают, гра­
диенты давления. 

Горизонтальную конвергенцию можно исключить из урав­
нений (31.8) и (31.11 ); И это дает (если, как обычно, пре­
небречь W) 

(31.1.2) 

что является выражением прямой связи между циклогенезом 

и горизонтальными изменениями давления. 

Вращение со сферическими поверхностями уровня. 
Когда принимается во внимание кривизна поверхности уровня. 

соответствующие вычисления будут совершенно аналогичными. 

но несколько более сложными. Воспользуемся меркаторскими 
координатами (см. приложение): 

2н=0 sechp, 

Ov =О th р.. (31.13) 

Соответствующие определения вертикального вихря ш и гори­
зонтальной конвергенции Л будут 

сhµ.(дИ~ д ] w=-r- ()["-chv- дv- (U,sechp.) , 

chµ [дU, д U ] д =--,- -с»+ ch !-'-др. ( ~sech (1) • 
(31.14) 

Уравнения (31. 7} заменяются уравнениями 

дU, _ 0 'И +о и=- cch11 дР 
дt V •. н с r дЛ ' 

дU. + Ы И=- cct111 дР 
дt V• · r дri' 

(31.15) 
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и после некоторых алгебраических преобразований мы полу­

чим следующее уравнение, аналогичное уравнению (31.8): 

д;,; l QH дUС 
дt-Оvд+-,:-0. U-г~=О. (31.16) 

Дополнительный член О· U/r всегда очень мал по сравнению 
с другими Членами, и им можно пренебречь вместе с членом, 

содержащим Он. 
Уравнение (31.9) заменяется уравнением 

(31.17) 

откуда можно получить уравнение, аналогичное (31.1 О), 
практически того же вида. 

Уравнение, аналогичное (31.11 ), также можно получить 
из уравнения (31.15) в форме 

дд - Qн QдUc cch2 /L[д2P д2Р] 
дt+ov(J)= - 7и.-г-ш:+-r- дЛ2 + д/L2 • (31.18) 

Пренебрегая малыми членами, получим тогда уравнение, ана­

логичное (31.12): 

д2оо . 2 - _ cQV ch2 fL [ д2Р д2Р ] 
дt2 + Ov<U - r дЛ2 + др.2 • (31.19) 

Резюме. Таким образом. было показано, что класси­
ческие идеи циклогенеэа на вращающейся Земле неявно заклю­
чены в уравнениях полей первого порядка. Они не предпола­
гают бароклинноrо циклогенеза, и впервые он появляется 

в вековых уравнениях, полученных в результате Еы·1ислений 

второго порядка (см. § 14). В случае· спокойных крупно­
масштабных атмосферных явлений бароклинные члены, ве­
роl!.тно, являются причиной лишь малых скоростей изменения 

в ю сравнительно с теми, которые рассматривались здесь. 

Однако эти вековые изменения могут на!<апливаться ·за дли­
тельные периоды времени и значительно искажать движения 

первого порядка. Когда интенсивность возмущения увеличи­
вается, а его масштаб уменьшается, значения этих вековых 
изменений будут, несомненно, возрастать. 
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Г .лав а VI 

ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ОТНОСИТЕЛЬНО УРАВНЕНИЙ ПОЛЯ 

§ 32. Введение 

В этой г паве дается краткая сводка наиболее важных 
теорем, относящихся к уравнениям поля. Эти уравнения 
являются обобщениями волнового уравнения 

2v2.1, д2о/ 
с т=дt2• 

Мы будем предполагать, что читатель знаком с математи­

ческим аппаратом для его решения и поймет интересующие 

нас ·теоремы как обобщения теорем, которые справедливы для 
волнового уравнения. 

Решения уравнений поля можно классифицировать не­
сколькими путями; в интересах ясности потребуется дать 
некоторые предварительные определения. Если параметры 

полей U, Р, Q непрерывны и дифференцируемы во всех 
точках, занятых жидкостью, то можно говорить о регулярном 

решении. Другие решения имеют до известной степени харак­

тер ударных волн и испытывают разрывы на некоторых 

движущихся поверхностях; строго говоря, они являются не­

регулярными решениями. и рассмотрение вопроса сильно 

упростится, если принять это точное определение регулярного 

решения. Если жидкость простирается в бесконечность, то 

дальнейшим требованием, которое налагается на регулярные 
решения, будет требование о том, чтобы параметры полей 

не становились бесконечно большими даже на больших рас­

стояниях от начала координат. 

Все регулярные решения дают конечные значения плот­

ности и потока внешней энергии, как было определено в § 21 
и 22. Если жилкость занимает лишь конечный объем. то ее 
полная энергия также будет конечной; но если объем беско­
нечно большой, то полная энергия жидкости может быть и 

бесконечно большой. Решения, соответствующие конечной 
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полной энергин, называются ограниченными, остальные -
неограниченными. Это вторая классификация. Неограниченным 
решениям свойственны некоторые парадоксы, источником 

которых является возможность того, что энергия излучается 

в бесконечность И уходит из частей жидкости, расположен­
ных на конечном расстоянии. Предполагается, что читатель 
настолько знаком с волновым уравнением, что это позволит 

ему разрешать подобные парадоксы, когда они будут возни­
кать. 

§ 33. Собственные решения типа собственны;. 
колебаний 

Уравнения поля имеют вид 

~+с (V +~) Р- N2Q'; +ОХ U = F, 

дР 
дТ + с (V - ~) · U О, 

~~ +~·U=H, 
n · U = О на твердых границах, 

(33.1) 

дР (33.2) 
с дt = g~ · U на свободной поверхности. 

Методы решения этой краевой задачи связаны с тем фактом. 

что левые части написанных выше уравнений не содержат 

явно t ни в одном из коэффициентов с, N, Г. 
В число свободных решений, для которых F =О, О= О 

и н =о. войдут поэтому некоторые решения, имеющие вид 

(33.3) 

где ro - некоторая постоянная, а U,, Р,. Q, не зависят от t. 
Если эти частные решения. регулярные (не обязательно огра­
ниченные), то они называются собственными решениями типа 

собственных колебаний. Чтобы избежать бесполезных исклю­
чений, тривиальные решения ue ==о. ре== о. Qe а:; о не будут 
рассматриваться в дальнейшем и не будут включаться в число 

собственных решений. 
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Собственные решения типа собственных колебаний удо­
влетворяют, таким образом, уравнениям 

lroUe=c(V+Ц)Pe-№Q,~+O Х U,. 

iroPe= c(V-~) · Ue. 
/(l)Qe=~. U,, 

(33.4) 

n · Ue =О на твердых границах, 
" б . (33.5) g'o · Ue+iUJcP,=0 на СВО ОДНОЙ поверхности. 

Необходимо заметить. что граничные услови~ включаются как 
в определение собственного решения, так и в требование 

регулярности. 

В общем случае последние пять уравнений не будут 

иметь регулярного решения (отличного от тривиального); они 

будут иметь нетривиальное решение только для некоторых 

значений (!). Последние нааываются собственными частотами 
или собственными значениями. Если параметр N2 > О для 
всех точек пространства, занятых жидкостью, то все собст­

венные значения будут действительными; если № <О в от­
дельных точках жидкости, то некоторые из собственных 
значений могут быть мнимыми или комплексными. В дальней­

шем будем всегда предполагать. что № >О во всех ТС'чках 
жидкости, так что нужно будет рассматривать только дей­

ствительные собствещ1ые значения 1• 

Собственные решения будут вообще комплексными функ­
циями положения, так как i входит явным образом в урав­
нення (33.4) и (33.5). Легко видеть. что если Ue. Ре, Qe -
собственное решение, соответствующее w. то u;, Р;, Q; 
(звездочка указывает на комплексно-сопряженную величину) 

будет решением для - w. Отсюда, если w является собст­
венным значением, то - w также будет собственным значе­
нием. Это иногда позволяет не рассматривать отрицательные 
значения (1). Так как собственные решения комплексны. ока­
зывается необходимым видоизменить определения плотности 
энергии и потока энергии; наиболее прИгодными . определе-

1 Напомним читателю, что условие N2 > О означает устойчи­
вую стратификацию среды. - П ри.м. ред. 
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ниями будут следующие: 

Е= 2~ l/U,/2+ /P,/2+№/Q,/2], 
1 [ " " r "' J= 2 PeU,+P,\ . 

ll3 

{33.6) 

(33.7) 

Пусть а - некоторая численная константа, а остальные 
обозначения те ·же, что в последнем. параграфе. Тогда aU,. 
аР,, aQ, будет втqрым собственным решением, соответствую­
щим ro. Более удобно такие два решения не рассматривать 
как различные. или, точнее, одно из них можно выбрать 
в качестве типичного для всех образованных этим путем 
решений и не обращать внимания на остальные. Если соб­
ственное решение ограниченно, то выберем это. типичное 
решение так, чтобы полная энергия жидкости была равна еди­
нице. В случае неограниченных собственных решений нужно 
будет принять какоR-нибудь другой метод выбора типичного 
решения, которое в дальнейшем будет всюду называться 
собственным решением типа собственных колебаний. соответ­
ствующим (1). 

§ 34. Теорема разложения 

Собственные решения типа собственных колебаний важны 
потому, что из них можно построить наиболее общее ограни­

ченное решение уравнений (33. l) и (33.2), причем для этого 
построения будут нужны только суммирования и интегриро­

вания. 

Теорема имеет различные формы, причем простейшая из 
них относится к случаю конечного объема жидкости. В этом 
случае она аналогична разложению функции в ряд Фурье. 
Собственные значения образуют тогда счетное множество. 
т. е. они могут быть перенумерованы с помощью индекса n, 
принимающего только целые значения. Пусть Un, Рп, Qп-соб­
ственные решения типа собственных колебаний, соответствую­

щие собственной частоте wn; подготовительная теорема утвер­
ждает, что собственные решения могут быть выбраны так, что 

J J J [u:u~+P:Pm + N2Q:Qm] 2~ dxdydz= 

=О, если п 4= nt, (34.1) 
= 1, если n= т. 
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Интеграл в этом уравнении следует распространить на весь 

объем, аанимаемый жидкостью; это - теорема ортогональ­

ности. На языке этих собственных решений можно высказать 
следующую теорему разложения. 

Теорема разложения (для конечного объема). l{аждое 
регулярное решение уравнений (33 .1) и (33. 2) имеет вид 

U = ЕпАп (t) Uп (х, у, z), 

Р = ЕпАп (f) Рп (х, у, z), (34. 2) 

Q = ЕпАп (t) Qп (х, у, z); 
кроме того. 

(34.3) 

где 

Вп = f f f f u: · F +Р:о+ N2Q:н] ic dx dy dz. (34.4) 

Заметим, что одна и та же функция Ап (t) входит во все 
три уравнения (34.2) и что она связана некоторым опреде­
ленным обрааом с обобщенными силами F, О, Н уравне­
ниями (34.3) и (34.4). Если эти силы исчезают (свободное 
движение), то решение уравнения (34.3) будет 

Ап (t) = Cne-twnt' 

где Сп - постоянная интегрирования. Общее решение урав­
нения (34.3) будет лишь немногим сложнее. 

Можно также заметить, что хотя теорема разложения 

высказана только для регулярных решений, она приложима 

также и к некоторым нерегулярным решениям, которые 

представляют ударные волны, штормовые фронты, точечные 

источники энергии и т .. д. Однако ко всем нерегулярным 
решениям она неприложима. 

Если объем жидкости бесконечно велик, эти теоремы 
становятся много более сложными по причинам, которые 
связаны с излучением энергии. Конечный объем жидкости 
необходимо ограничить аамкнутой поверхностью, и уравнения 

предполагают, что энергия полностью отражается от этой 

границы. При бесконечно большом объеме жидкости ее гра­
ница необходимо о-ткрытая и энергия .может излучаться 

в бесконечность. Ниже мы увищ1м, что для определенных 

состояний нулевого порядка это невозможно. если бь1 даже 
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жидкость и простиралась в бесконечность; в этих случаях 
лучи преломляются так. что энергия всегда возвращается на 

тот уровень. из которого она исходила. Для этих состояний 
нулевого порядка все собственные решения ограниченны и 

предыдущие теоремы nрипагакr,, .. существенного видо­

изменения. 

Однако для многих состояния нулевого порядка (включая 
изотермическую атмосферу идеального газа) энергия может 

Излучаться до бесконечно больших высот, если только она 
не· отражается какой-нибудь физич~ской поверхностью. Когда 
жидкость не - имеет физических границ, некоторые или все 

собственные решения являются неограниченными и теоремы 
становятся аналогичными теоремам о разложении в интеграл 

Фурье или в комбинацию ряда и интеграла. 
В простейшем из этих случаев все собст11енные решения 

неограниченные; их можно поставить в соответствие с един­

ственным непрерывно изменяющимся параметром v, как это 
было сделано для собственных частот. Пусть 

U (х, у, z, v) = U (v) и т. д. 

поставлено в соответствие собствеюtой частоте w (v). Тогда 
теорема ортогональности говорит. что эти функции могут 
быть выбраны так, что 

f f f [U*(v) · U (!'.)+ P*(v)P{p.)+ 

+ №Q* (v) Q (р.)] dc dx dy dz = о (v ~ р.), (34.5) 

где о (х)- дельта-функция Дирака; в частности, о (О)= оо, 
так что это уравнение выявляет неограниченность собствен­
ных решений. С помощью этих функций мы получаем сле­
дующую теорему разложения. 

Теорема разложения (для бесконечного объема). 
Каждое регулярное и оrраниченное решение уравнения (33. l) 
и (33.2) имеет вид 

U= J A(t, v)U(x, у, z, v)dv, 

Р= J A(t, v)P(x, у, z. v)dv, 

Q= J A(t, v)Q(x, у, z, v)dv; 

(34.6) 
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кроме того, 

dA (t, v) 
dt + lw (v) А (v, t) =В (v, t), (34.7) 

r.ne 

B(v, t) = f f f [H* (v)· F + Р* (v) О+ №Q* (v) Н] 2~ dx dydz. 

(34.8) 

Аналогию со случаем конечного объема можно видеть без 
детальных объяснений. Следует отметить, однако. что неогра­
ничен.ные собственные решения уравнения также нужны как 
.материал" для построения ограниченных решений уравне­

ний (33.1) и (33.2). Это делает полезным рассмотрение не­
ограниченных собственных решений. если они когда-либо 
появляются. Данный вывод служит приннипиальным основа­
нием для включеl-!ИЯ зтоrо за'lечания; вопрос о том. законно ли 

пользоваться в метеорологии неограниченными собствен:щми 

решениями. был предметом большой, но малопродуктивной 
дискуссии. 

Мы прилагали уравнения (34.5)- (34.8) только к одному 
частному случаю, в котором все собственные решения неогра­

ниченные и могут быть поставлены в соответствие одному­
единственному параметру. Возможны более сложные случаи; 
одни собственные решения могут быть ограниченными, дру­
гие - неограниченными; может ока3аться, что необходимо 

будет для ра3личения неограниченных решений между собой 

поставить их в соответствие не одному, а нескольким пара­

метрам, или даже комбинации нескольких параметров и целых 

чисел. Мы не будем. однако. ааниматься детальным исследо­
ванием этих сложных вопросов. 



Глава Vlf 

ПОСТАНОВКА ОСНОВНЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

§ 35. Введена.е 

Вместе с выводом уравнений поля была неявным образом 
сформулирована обiо.ая теория эффектов первого порядка. 
Остается изучить ее систематически и детально и прИложить 
к частным случаям. По существу для этого потребовалось бы 
решить уравнения . поля для характерного ряда граничных 

условий, вынуждающих сил и состояний нулевого порядка. 

В настоящее время невозможно исчерпать все непосредственно 

представляющиеся возможности и приходится довольство· 

ваться очень. ограниченным числом их. 

Первое, что можно сделать. - набрать некоторые соб· 
ственные решения типа собственных колебаний .для дальней· 
шего изучения и отказаться от всех других задач. Это пред· 
ставляется разумным после соображений, изложенных в гл. VI; 
однако результаты гл. III показывают, что тем самым многие 
интересные и важные задачи будут исключены. В дальнеАшем 
мы будем обозначать собственные решения (типа собственных 
колебаний) просто через U. Р, Q, опуская индексы, приме­
нявшиеся в предыдущей главе. Эти величины будут тогда 
удовлетворять уравнениям 

iroU-2 Х U= c(V+Г~)P-N2Q~. 

iooP= c(V -~) • U, 

lroQ=~ · U. 

(35.1) 

(35.2) 

(35.3) 

Второй путь - рассматривать лишь те случаи, в которых 

жидкость ограничена только поверхностями уровня. Этим 
также исключаются такие очень важные задачи, как влияние 

континентов на океанские течения и приливы, влияние под· 

стилающей поверхности на атмосферные явления и т. д. 

Мы сделаем попытку смягчить недостатки этого подхода тем, 
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что введем параграфы, посвященные особенно простым зада­
чам, но в- этой главе пересматривать его мы не будем. 
В связи с этим не будет необходимости явно формулировать 
граничные условия. 

Для ограниченного класса определенных таким путем 

задач решение приведенных выше трех уравнений можно 
свести к решению более простых уравнений, которые выво­
дятся в этой главе; более или менее детальное их решение 
будет рассмотрено в дальнейших r лавах. 

Сначала мы покажем, что если можно определить поля 
Р и Q, то скорость U вычисляется по формулам, которые 
содержат только дифференцирование и алгебраические опе­
рации. Эти два поля заменяют место потенциалов, приме­
няющихся в классической гидродинамике. 

Затем мы покажем, что поля Р и Q можно найти 
из решения более простых уравнений. Первые два из них -
это система двух обыкновенных дифференциальных урав­
нений с высотой в качестве независимого переменного. Эти 
уравнения удобно называть остаточными уравнениями. Они 
всеr л.а имеют форму уравнениА (36.12). Третье уравнение -
дифференциальное уравнение в частных произвол.ных. в гори­

зонтальных координатах. Оно принимает различный вид при 

различных условиях. Если вращение отсутствует и поверх­
ности уровня принимаются за плоскости, то это - обыкно­
венное двумерное волновое уравнение (36.11 ). Если вращение 
отсутствует и поверхности уровня - сферы, то это -урав­
нение (36.23) и его можно назвать волновым уравнением 
л.ля сферической поверхности. В гл. XVI. будет показано, 
что его решение можно выразить через полиномы Лежандра. 

Когда силой Кориолиса пренебречь нельзя, эти задачи 
становятся намного труднее. Впервые -они встретились Лап­
ласу в ero теории приливов (3). Хаф [2] замечает относи­
тельно них: « ... теория ... , первоначально представленная 

Лапласом в его "Небесной механике•, была охарактеризована 
Эри как .может быть, наиболее неясная, чем всякая другая 

часть того же объема в этоя работе•. Однако неясность, 
о которой мы сожалеем, как будто не удалось устранить 
целиком и преемникам Лапласа». 

Подобные трудности и неясности продолжали тормозить 
развитие этоя фундаментальной части . океанологической и 

метеорологической теории, что в свою очередь, несомненно, 
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задержало развитие этих наук в прошлом столетии. Труд­

ности эдесь реальны, и они не. могут быть полностью пре­

одолены в настоящее время. Неясности же, которые мешали 

пионерской работе Лапласа, теперь уже более непростительны, 
даже еСЛJ! бы вопрос сам по себе и не годился для сжатого 
изложения. 

§ 36. Случай отсутст.вия вращения 

Плоские поверхности уровня. Если 0-= О и ~ = k 
(постоянной). то можно ввести прямоугольные координаты 
с осью z. расположенной вдоль ~. Если И. V, W - соста­
вляющие U, то уравнения (35.1) - (35.3) примут вид 

дР 
twU =с дх , 

дР 
iooV=c ду , 

iooW=c(:~ +гР)-№Q, 
· (дU дV дW ) 

iooP=c дх + ду + дz ·-ГW , 

iooQ=W. 

(36.1) 

(36.2) 

(36.3) 

(36.4) 

(36.5) 

Первые два уравнения показывают, что горизонтальные 
составляющие скорости пропорциональны горизонтальному 

градиенту давления; пятое уравнение показывает, что ампли­

туда вертикального перемещения, измеренная в принятой 

системе единиц, равна j "Q 1- Эти выводы можно объединить 
в уравнении 

с 
U=-. VнP+tooQk, 

tш 
(36.6) 

если принять обозначение 

Vн=i-дд +J-дд . . х у 
(36. 7) 

Первый член шестого уравнения можнu назвать градиентной 

скоростью. второй - термобарической скоростью. 

Остаточные уравнения. Таким образом. скорость опре­
деляется. если определены поля Р и Q. Однако при отсут­
ствии детальных сведений о Р и Q относительные величинь~ 
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rоризовтальной градиентной скорости и вертикально.А термо­

барической скорости ·оценить ·нельзя. Если исключить соста­
вляющую скорости W из уравнений (36.3) и (36.5), ·то 
получим уравнение 

(36.8) 

Оно содержит только Р и Q и будет называться первым 
остаточным ур-авнением. Второе остаточное уравнение полу­
чим, исключив с помощью других уравнений составляющие 

скорости из уравнения (36.4): 

с --Г =Р - -- --( дQ ) с2 ( д2Р д2Р) 
дz Q + ы2 дх2 + ду2 • (36.9) 

Раз,u.еление переменных. Двумерное волновое урав­
нение. В остаточных уравнениях независимые переменные 
легко разделяются, так как ни один из коэффициентов урав­
нений не зависит от х или у. Следовательно, они будут 
иметь частные решения вида 

(36.10) 

Чтобы эти функции представляли собой решение уравне­
ний (36.8) и (36.9). множители должны удовлетворять урав-
нениям 

а2р, а2р, 2р . Q 
дх2 + ду2 -+-х. t =0, Р1 = i• (36.11) 

с(а:;2 +ГP2)=<N2-ro2)Q2, 

с (да~2 -ГQ2) =(1 - .,.:~z )Р2. 
(36.12) 

где. х2- постоянная, носящая название постоянной разделения. 
Уравнения (36.12) - обыкновенные дифференциальные 

уравнения; теория их будет изложена в дальнейших r лавах. 
Уравнение (36.11) известно как двумерное волновое урав­
нение; для t1аших целей потребуются только его простейшие 

решения; oltи будут рассмотрены в гл. Vlll. 
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Сферические поверхности уровня~ В этом случае урав­
нения (35.1)- (35.3) в .меркаторских координатах имеют вид 

с . дР 
lro и. = r ch р. дГ • (36. 13) 

с дР 
lroU = -ch •L - (36.14) 

~ r г д11 ' 

l(J)Uc =с(~ +гР)-№Q. (36.15) 

с .[ дU . д ] t(J)P = r ch \l д'/..• + ch ~'"дii:" (И~ sech р.) + 
+с ( ;2 :r (r2Ui;)-ГИi:], (36.16) 

iroQ = Ис. (36.17) 

Ознакомление с уравнениями (36.13), (36.14) и (36 .1 7) 
показывает, что уравнение (36.6) остается справедливым:, 
если ввести обозначение 

1 [ д д ] V н = Г ch р. s дf + .,,, ~ . 
Скорость опять состоит из горизонтальной градиентной и 
вертикальной тер:мобарической составляющих. 

Остаточные уравнения. Подстановка уравнения .(36.17) 
в уравнение (36.15) дает первое остаточное уравнение 

а подстановка в уравнение (36.16) - второе 
уравнение 

[ 
l д ] c2 ch2/J. (д2Р д2Р) 

с Г2 дr (г2Q)-ГQ = Р+ 1»2r2 дJ..2 + дJJ-2 • 

(36.18) 

остаточное 

(36.19) 

Уравнение (36.18) практически тождественно с . уравне­
нием (36.8), а сходство уравнений (36.9) и (36.19) очевидно. 
Сходство можно увеличить и дальше, если воспользоваться 
приближением, которое достаточно в большинстве случаев. 
Поскольку 

r=r.s+x.. 
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где r s - радиус среднего уровня моря и х. - высотл; отсчи­

тываемая от этого уровня, и поскольку Г5 ~ х. во всех 
случаях, представляющих интерес. уравнения (36.18) и (36.1 9) 
nриближенно можно записать так: 

с(:~ +rP)=(N2-ro2)Q. (36.20) 

с(дQ -ГQ.)=Р+ с2сь2р. (д2р + д2Р)· (36.21) 
д'J.. ш2r; дЛ2 др.2 

Разделение переменных. Волновое уравнение для 
сферическоl\ поверхности. В последних двух уравнениях 
независимые переменные опять легко разделяются. Уравнения 

будут иметь частные решения вида 

(36.22) 

Функции Р2 и Q2 должны удовлетворять уравнению (36.12), 
где х заменит z. Следовательно, зти уравнения приложимы 
независимо от характера поверхностей уровня. 

При сферических поверхностях уровня Р1 и Q1 должны 
удовлетворять уравнению 

h2 (д2Р1·+ а2р1)+ 2 2р О р С (J. д'J..2 дµ2 х 's 1 = ' 1 = Ql' (36.23) 

которое является волновым урав»ением для сферической 

поверхности. Решение этоrо уравнения было получено Лежан­
дром и будет рассмотрено в rл. XVI. 

§ 37. Вращение при плосии.х поверхностях уровня 

Три явления являются основными факторами в гидроди­
намике жидких сред, изучаемых геофизикой: 

· 1) стратификация этих сред; 
2) кривизна поверхиос'Гей уровня; 
3) вращение Земли (или планеты). 
Требуется не так уж много наблюдений, чтобы устано­

вить существование этих трех факторов, но их динамическое 

взаимодействие в жидкости настолько сложно, что даже 

весьма обильный материал наблюдений мало помогает nони­
манию вопроса. Представляется, что теоретический анализ -
единственный пvть. котооый может внести ясность. 
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В предыдущем параграфе мы дали первоначальuое И3ЛО­
жение математической теории для случая. когда вращение 

не учитывается. В 9том и в следующем параграфах воnрос 
будет рассмотрен аналогичным образом для случая. когда 

в уравнения включена сила Кориолиса. В настоящем пара­
графе мы пренебрегаем тем усложнением, которое вносит 
кривизна поверхностей уровня. Это может быть оправданным 
для явлений малого масштаба и, во всяком случае, послужит 

полезным введением к изучению более реального случая 
сферических поверхностей уровня. 

Пользуясь тем же обозначением, что и в § 36, и напра­
вляя ось у на север, так что 

{37.1) 

найдем следующие уравнения. которые мы должны решить 

(ер. уравнения (36.1) -(36.3)): 
дР 

lwV+OvV-OнW=c дх. 

дР 
lшV-OvU =с ау• 

troW+OнИ=c(a;: +ГР)-№Q. 
. [ дИ дV ( дW )] iwP=c дх + ду + дz -ГW , 

troQ=W. 

(37 .2) 

(37 .3) 

(37-.4) 

(37.5) 

(37.6) 

Традиционные приближения. Все опубликованные иссле­
дования этих уравнений содержат приближения. В силу уже 
упомянутых неясностей не всегда возможно до конца понять 

эти приближения. Неясности связаны с двумя обстоятель­
ствами: авторы не всегда проявляли заботу о правильном 
выводе уравнений, и они не пользовались переменными поля, 

а продолжали иметь дело с громоздкими обозначениями § 9. 
Очевидно. одно приближение состояло в том. что пола· 

rали W =О в уравнениях (37 .2) и (37.4) [4, гл. Щ. Если бы 
это делалось последовательно, то было бы найдено, что 

не все собственные частоты действительны, так что такое 

приближение полностью изменило бы характер решения. Это 
ускользнуло от ·внимания авторов по причинам. которые 

нелегко определить. По-видимому, это связано с неявными 
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приближениями или с действительными ошибками, которые 
в,qияют на уравнения (37.4) - (37 .6) [l ]. 

Целью этих приближений является, конечно, упрощение 
уравнений ·до такой степени, чтобы их можно было легко 

решить. При этом возникает вопрос: какие члены уравнении 
ответс'tвенны за математичес}{ке трудности? Нетрудно сооб­
разить, · что это ч;~ены, пропорциональные ~н в уравне­
ниях (37.2) и (37.4). и что наибольшие трудности возникают 
из-за члена ОнW в уравнении (37 .. 2). Кроме того, во всех 
опубликованных по этому вопросу работах этим членом· 
пренебрегают. Таким образом, зто можно назвать тради­
ционным rшиближением. 

Это пр~ближение можно считать опра1.:~д1шным во многих 
случаях. Оно .верно всякий раз, когда вертикальная ско­
рость W много меньше. чем горизонтальные скорости U и V. 
Мьt видели в гл. Ш, что оно законно для установившейся 
конвекции; согласно наблюдениям, оно верно для всех крупно­

масu1табных движения на· Земле. Вез детального изуче!fия 
трудно предвидеть. будет ли оно законным при всех усло­

виях. Тем не менее оно должно рассматриваться как rипо­

теэа, заслуживающая серьезного изучения из практических 

соображений. 
Если · бы в уравнении (37 .2) был отброшен только 

член ОнW, а член ОнИ в уравнении (37.4) был сохранен, 
то уравнения перестали· бы быть самосопряженными. Пр11 
этом по крайней мере некоторые из собственных частот 
стали бы комплексными и природа уравнений поля полностью 

изменилась бы. Это указывает на то. что имеется тесная 

связь между двумя членами; содержащими Он, и если одним 
членом мы пренебрегаем, то нужно пренебречь также и 
друrим, иначе приближенные уравнения будут наверняка 
описывать совершенно другие явления. чем первоначальные 

уравнения. 

В такой расширенной форме траднционная гипотеза до­
ходит до пренебрежения горизонтап.ьной слаrающеЯ Он век­
тора КQриолиса. Этой расширенной формой гипотезы без 
объяснения пользовались некоторые ранt1ие авторы. При 
условии, что поверхности уровня плоские и ось вращения 

к ним перnендику лярна, обсуждаемая rиnотеэа перестает 
быть приближением и становится идеализацией; этот случай 

будет изучаться в гл. IX. 
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Если принять традиционное 111риближение, то уравне­
ния (37 .4) и (37 .6) дают первое остаточное уравнение 

с(:~ +rP)=<N~-w2)Q. (37.7) 

Уравнения (37 .2) и (37 .3) приму" ~аид 

дР 
lwU + OvV = t дх , 

дР 
looV-OvU=tдi. 

Эти уравнения можно рещить отнсн:ительно U и V: 

U = с (tш дР. - Ov дР) , oi-/J)2 дх ду 

V = 2 с 2 (tш.дР_ ·+ Ov дР) • 
Oy-ID ду дх 

(37.8) 

Уравнения (37.6) и (37.8). можно объединить в следующем 
уравнении: 

U= 2 с 2 {lwV8P+OvtXVнP)+twQk. (37.9) 
г. 0v-/J) 

Первый член в скобках- обобщенная градиентная, вто­
рой - обобщенная геострофическая и последний член - тер­

мобарическая скорость. 

Подставляя уравнения (37 .6) и (37 .8) в уравнение (37 .5) 
и учитывая, что Ov - постоянная, между тем как с зависит 
тодько от z, получим второе остаrrочное уравнение 

с(дQ -ГQ)=Р+ 2 с2~ (д2~ + д'1:)· 
дz О) - дх ду 

(37.10} 

Оно отличается . от уравнения (36.8) только тем, что ш~ 
· 2 n2 

заменено на w - ""V" 

Разделение переменных. Двумерное волновое урав­
нение. Переменные в остаточных уравнениях снова легко 

разделяются, и послещше имеют решения, распадающиеся 

на произведение функции от х и у ца функциIQ QT z. Урав-
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нения, которые на.м предстоит решить, в прежних обозна­
чениях будут 

с ( ~2 +ГР2) = (№- ш2) Q2• 

c(dQ, -ГQ2)= l-x.2c2 Р2 
dz щ2 -о~ 

(37.11) 

(они лишь незначительно отличаются от уравнений (36.12) 
и двумерного волнового уравнения (36.11). 

Вычисления без дополнительных упрощений. Эти вычи­
сления можно, конечно, провести, не делая упрощений, свя­

занных с приближениями, но уравнения при этом получаются 
весьма сложными. Вместо уравнения (37.8) мы получим 

с ( дР дР ru
20HQ ) 

И= t(J)--Ov---,- , 
oi-(J)2 дх ду с 

с ( дР дР i(J)QVOHQ) 
V= 2 2 l(J)-+ov-+ . 

Ov-(J) . ду д.х с 

(37.12) 

Если воспользоваться сокращением 

i<uOHQ 
О= V нР+ i с , (37.1.3) 

то уравнение, соответствующее (37.9), будет иметь вид 

U= 
2 

с 
2 
(iшO+OvkXO)+t(J)Qk. (37.14) 

Ov-ro 

Для первого остаточного уравнения, соответствующего урав­

нению (37. 7). получим 

( 
дР ·) cQH 

с -+ГР + 2 2 дz (1) -Ov [ 
дР дР J. 

lш--Ov- = 
дх ду 

[ 

g2_(A)2 J = №-ш2 . Q 
n2 2 ' ""v-(J) 

(37. lб) 

а второе остаточное уравнение превратится в следующее: 

с ( дQ -ГQ)- 2сQн 2 [tш дQ + Ov дQ J = 
дz (А) - Ov дх ду 

=Р + 2 с' 2 (д
2

~ + д'~)· (37.16) 
ш - Ov дх д:; 
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Разделение перемень::!"-. Переменные в этих двух 110-

следних уравнениях разделяют~:;:. но не столь симметрично, 

как в случаях, с кото_рыми мы встречал~~сь выше. Фуlfкции х 
и у могут выражаться только так: 

Р1 (х •. у)= Q1 (х, у)·= ехр (la.x + l~y), ,_~.,. 1"') 
~.., .' • 1 

где а и ~ - постоянные. Функции Р2 (z), Q1 (z) должны тог да 
уд~влетворять уравнениям 

с( ~2 +Г~2)= [ N2- w2 :i=::] Q2, 

с ( dQ2 - Г:Q2). = [ 1 - z -ж.2с2 2 ] Р2. 
dz w -~ Qv 

(37.18) 

где 

(37.19) 

Форма уравнения (37 .18) во многом одинакова с прежней, 
но тот факт. что Ге теперь имеет комплексные значения, не 
является тривиальным отличием. 

§ 38. Вращение при сферич,ес1'UХ ппверхносm.ях уровня 

Когда поверхности уровня сферичесцие, снова оказываются 
полезными меркаторские координаты: с их применением вы­

кладки предыдущего параграфа дают ключ для вычислений, 

предстоящих нам сейчас. Вектор О постоянен в простра11стве, 
но его вертикальная и' горизонтальная составляющие будут 
теперь функциями широты 

где 

Q н = О cos 'f = О sech !'-· 

Ov =О sin '~-:--О th !-'-

(38.1) 

(38.2) 

теперь - функции горизонтальной координаты µ.. Уравнения 
для собственных решений типа е;обственных колебаний -
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уравнения (35.1} - (35.3}- запишутся так: 
n с дР 

lwU.+ ОуИ"-il:iнИс=-; ch \J.y, 
с дР lwU -OvU =-chr~-" • r г др. • 

lwИt+ОнИ.=с (:~ +rP)-№Q, 
lwP= ~ сhр.(д~, +chp. ~ (U.sechp.)]+ 

+с[:, :r (r2Uc)-ГUt]• 
lwQ=Ut. 

(38.3) 

(38.4) 

(38.5) 

(38.6) 

(38.7) 

Как и в § 36, эти уравнения можно несколько упростить, 

заменяя г через r8 , д/дr через д/iJx. Это приближение почти 
всеrда законно и будет. принято в дальнейшем. 

Традиционные приближения. Следуя плану предыду­
щеrо параrрафа, можно проделать вычисления, пренебрегая 

обоими членами, содержащими Он. Тогда из уравнения (38.5) 
получим первое остаточное уравнение 

с(~~ +rP) =(N2-w2)Q. (38.8) 

Уравнения (38.3) и (38.4) можно решить относительно и. и U": 

с ch /д [ дР дР J U.= ( 2 2) lw--Ov - , 
rs Qv- ~ dJ.. др. 

И = с ch р. [tw дР + О дР]. 
" rs(oi-002) д!L v дJ.. 

По:ttставив выражения (38. 7) и (38.9} ь уравнение 
получим второе остаточное уравнение 

с --ГQ =Р+2'i"д2Р. ( дQ ) ,2 
дt.. ю Гs 

(38.9) 

(38.6), 

(38.10) 

где дифференциальный оператор дg определяется следующим 

образом: 

{ 
д ш' [ дР Ov дР ] 

д2Р=сh2 р. - --+ i-- + 
дЛ w2 - Q~ дJ.. ю дµ. 

д ш' [ дР Qv дР ] } 
-t д11- 002 _ oi д~ - l -;;;- дЛ . (38.11) 
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РаздеJ1ение переменных. ПриJ1ивное уравнение ЛanJ1aca. 
Переменные в зтом уравнении опять легко разделяются. Урав­

нения имеют частные решения, распадающиеся на множители 

аналогично тому. как это было для уравнения (36.23). Мно­
жители Р2 , Q2 опять удовлетворяют уравнениям (36.12), между 
тем как множители PI' Q1, зависящие только ~т меркатор­
ских координат Л, 11-. удовлетворяют уравнению 

д2Р1 + x2r~P1 =О, Р1 = Q1. (38.12) 

Лаплас был первый, кто получил уравнение этого вида [3] 
в связи с теорией приливов .. Мы видим, что это уравнение 

вполне можно было бы назвать .волновым уравнением на вра­
щающейся сфере", если бы в его вывод не входили упро­
щающие допущения. 

Отказ от традиционных приближений. Эти вычисления 
можно также проделать. не пользуясь традиционными прибли­
жениями. Уравнения, которые мы получим, не только более 
сложны, чем только что выведенные, но и переменные в них 

не разделЯются. Они до сих пор не изучались, и мы не будем 
пытаться это делать в настоящей работе. 

§ 39. Комплекснме векторы и годоzраф 
Во всех вычислениях с собственными решениями мы бу.а.ем 

свободно пользоваться комплексными числами. Вообще поле 
P=Pr+tP1, где Р, и Р1 -деАствительные функции коор­
динат. Кроме этого, зависимост1:~ от времени дается множи­

телем ехр (- iwt); отрицательный знак в показателе функции 
обычен для теоретической физики в противоположность при· 

нятом·у в электротехнике. Полное выражение для поля Р, 
таким образом, будет 

Р= (Pr+ lPi) ехр (- lwt)= [P,cos rot+P1 sln rotJ+ 
+ i [-Pr sin wt + Р1 cos oot]. (39.1) 

То же самое выражение получается и для векторного поля U: 

U = (Ur+ IUt) ехр (- ioot) = [Ur cos wt + U1 sln wt] + 
+ / (- u, sin wt + ul cos wt]. (39.2) 

Заметим, что мнимые части обоих этих выражений можно 

получить из действительных частей, подставив t + тс/2w 
вместо t; поэтому достаточно изучать действительные части. 
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В случае первого уравнения Р можно представить rpa-· 
фически посредством двумерного вращающегося вектора; 
чтобы сделать то же самое длЯ второго уравнения. потребо­
вались бы шесть измерений. nоэтому удобцее изучать только 
действительну10 ч4сть 

~U = U,cos wt+ U1 sin wt, (39.3) 

которую можно представить в форме подвижного трехмер­
ного вектора. Если начало этого вектора сохранять фикси­
рованным, то его вершина описывает эллипс, а в предельных 

_случаях - круг и отрезок прямой линии. Эллипс лежит в пло­
скости двух векторов: U, и U1, которые являются сопряжен­
ными радиусами. Он носит название годографа; собственные 
решения называют эллиптически, по кругу или линейно поля­

ризованными, в зависимости от характера годографа. Так как 
векторы U, и Ui являются функциями положения в простран­
стве, то очертания годографа могут меняться от точки к точке 

и соответственно этому будет меняться поляризация. Однако 
во многих случаях поляризация будет иметь один и тот же 
характер во всех точках пространства. 

Отсутствие вращения. Уравнения (36.8) и (36.9) и урав­
нения (36.18) и (36.19) показывают, что Поля Р и Q в этом 
случае можно предполагать действительн.ыми. Из уравнения 
(36.6) в этом случае следует, что 

U,=0, 
с (39.4) 

U1 =--;-VнP+wQk 

и собственные решения все линейно поляризованные. Напра­
вление и величина Ut будут меняться от точки к точке; эти 
изменения нельзя рассмотреть, не зная более детально ре­
шений остаточных уравнений. 

Вращение (традиционное приближение). В этом случа-е 
из уравнения (37 .9) получаем 

c!.'!v 
U,= 2 2 kX VнР. 

!.'!v-(J) 
(39,5) 
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Так как эти векторы взаимно перпендикулярны, они 
являются главными радиусами эллиптического годографа и U, 
горизонтально. Если Ov > w и Q не слишком велико, то 
главная ось будет горизонтальной и будет иметь направление 
геострофическоА скорости. С другой стороны. ·если ro > Ov, 
геострофическая скорость будет обычно меньшей осью эллипса, 
а градиентная и термобарическая скорости будут определять 
его большую ось. 

Вращение (без приближения). Такое вычисление было 
сделано выше только для случая плоских поверхностей уровня, 
но следующие замечания. вероятно, могут относиться также 

и к кривым поверхностям уровня. Уравнения (37.18) пока:.. 
gывают. что сами Р и Q будут комплексными. То же самое 
будет приложимо к вектору О (37.13), так что 

0 - V р -i Q.HтQl . 
,- Н r с • 

Q.HюQ 
01 = V нР1 + i с ' • 

(39.6) 

Вектор О. таким образом, будет сам описывать э.1tлипс в го­
ризонтальной плоскости, форму которого нелегко определить. 
Годограф можно определить из уравнения (37.14), но о неи 

можно сказать самое большее, что он обычно будет зллипсои. 
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Глава Vll/ 

ИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ АТМОСФЕРА. 

ПЛОСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ 

ПРИ ОТСУТСТВИИ ВРАЩЕНИЯ 

§ 40. Введение 

Следующие две главы будут посвящены вычислениям, от­
носящимся к изотермической атмосфере. Земная. атмосфера, 
конечно, далеко не является изотермической. Однако эта модель 
имеет иллюстративное значение в связи с тем, что коэффи­

циенты с, N и Г в уравнениях поля будут постоянными, не 
зависящими от высоты, что очень заметно упрощает выч'и­
сления и позволяет сосредоточиться на некоторыfС сторонах 

проблемы, не отвлекаясь аналитическими трудностями. В гл. Х 
будет изучена модель океана с постоянными коэффициентами. 
К тому времени будут найдены некоторые общие методы и 
принципы и будет подготовлен путь для исследования более 
сложных вопросов. 

В настоящей главе детально разобран случай, когда вра­
щение отсутствует. Это будет связано с некоторым повторе­
нием материала, кратко рассмотренного в предыдущей главе. 

Если поверхности уровня.плоские. то горизонтальная скорость 
состоит только из градиентной составляющей, а термобари­

ческая скорость - вертикальна. Мы начнем дальнейшее рас­
смотрение с уравнения (36.8) и (36. 9), именно 

с(:~ +rP)=<N2-co2)Q, 

с(:~ -ГQ)=Р+ :: (::i: + ~~)· 
(40.1) 

Поверхность планеты будет рассматриваться как плоскость 
z =О, и поэтому единственное граничное условие требует, 
чтобы вертикальная скорость здесь обращалась в ну ль. Это 
эквивалентно условию 

Q=O при Z=O, (40.2) 
если только ю не равно нулю. Последний случай дальше 
рассматриваться не будет. 
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Первые два уравнения можно свести к двум обыкновен­
ным дифференциальным уравнениям, если рассматривать только 

те собственные решения типа собственных колебаний, для ко­
торых Р и Q пропорциональны 

ехр [l (ах+ ~у)). 

rде а и ~ - постоянные; множители пропорциональности 
должны быть функциями одноrо z. Воспользуемся теперь Р 
и Q для обозначения этих множителей. Уравнения (40.1) при· 
мут вид 

с(~~ +rP)=<N2-w2)Q. 

с(~~ -ГQ)=(l - .,.:~
2

)Р. 
(40.3) 

где 

х2=а2+~2. 

Эти уравнения надо решить при rраничном условии, выра­
женном уравнением (40.2). Постоянная х дальше будет всюду 
очень важна: будем называть ее rоризонтальным волновым 

чис:юм. а 21t/х-rоризонтальной длиной волны. Вектор ai + ~j 
будет вектором .горизонтального распространения. Отноше­
ние w/x имеет размерность скорости и будет называться го­

ризонтальной скоростью волн (trace velocity). 

§ 41. Волны Ламба 

Ламб [2] нашел некоторые собственные решения для этой 
задачи. Граничное условие (40.2) будет, конечно, удовлетво• 
рено, если Q =О для всех z. так что волны всюду будут 
локально изэнтропическими. Уравнения (40.3) в этом случае 
цают 

Р = ехр (-Гz), 
х2с2= w2; 

(41.1) 

(41.2) 

следовательно, горизонтальная скорость волн равна скорости 

звука. Это решение будет регулярным (§ 20), если Г >О, а мы 
видели (§ 25), что это и будет случай изотермической а-rмо­
сферы: 

г - g(2-т) 
- 21R60 ' 
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Вспоминая, что для изотермической атмосферы (§ 22) 

РоСо = р8С8 ехр (- gz/Rбo), 

мы можем так написать уравнение (41.1): 

р1 = (р8С8)112 ехр [-gz/1R60]. 

Так как Q =О. энтропия первого порядка равна нулю: изме­
нения в давлении и плотности не изменяют локального зна­

чения энтропии. На том же основании термобарическая 
составляющая скорости исчезает, и волна будет линейно 
полsiризованной в направлении распространения 

U= fa+J~ Р; 
'Хо 

(41.3) 

кинетическая энергия 1 U/2/2c равна упругой энергии IPl 2/2c, 
а термобарическая энергия равна нулю. Этот результат 
можно записать также следующим образом:: 

так что удельное акустическое сопротивление равно ре. Все 
это, исключая изменение амплитуды с высотой. сильно напо­
минает звуковую волну в однородной жидкости. Изменение 

n.11отиости с высотой влияет только в двух отношениях: оно 

заставляет амплитуду уменьшаться согласно уравнению ( 41.1) 
и не позволяет волнам распространяться во всех других 

направлениях, кроме горизонтальных. 

-Строго говоря, волны Ламба являются неограниченными 
собственными решениями. Но если вычислить энергию. со­
держащуюся в столбе воздуха с поперечным сечением 1 см.2, 
простирающимся от z =О до z = оо, то она будет конечна. 
Таким образом, в другом, измененном с"61ысле волны Ламба 
будут ограниченными. Они не являются единственными соб­
ственными решениями задачи, однако все другие решения 

будут неограниченными даже в этом измененном смысле. 
Это, может быть. и послужило основанием к тому, что 
Ламб не рассматривал других решений. 
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§ 42. Другие собственные решения. Простые волны 

Граничное условие, уравнение (40.2), будет удовлетво­
рено, ес;ш Q пропорционально 

sin 1z exp[i (ах+ ~у)], 

где 1-третья постоянная. Такие решения будут регуляр­
ными только в том случае, когда 1 действительная вели­

чина. - факт. который неоднократно будет использоваться 
ниже. Из второго уравнения (40.1) тогда следует, что Р 
будет пропорционально 

[Т cos jZ ..:.._ Г sin 1zJ ехр [l (а.х + ~y)l. 
Алгебраические выкладки намного упростятся. если эти 

функции записать соответственно следующим образом: 

(i/2i)[exp {i (ах +~y+.1z)} -ехр {l (а.х +~Y-jZ)}J 
и 

(l/2i)[-,-(i1 -1) ехр {l{a..x +~у+ 1z)} + 
+(11+Г)ехр {l(ax+ ~Y- jZ)}J. 

Вторые члены этих ·функций представляют собой волны, 
падающие на землю по направлению а, ~. -1; первые же 
члены - волны, отраженные от земли в направлении а, ~. т. 

Падающие и отраженные волны, взятые в отдельности. 

должны удовлетворять дифференциальным уравнениям, однако 
граничному условию удовлетворяет только их разность. 

Позволительно поэтому отложить учет граничных условий 
(а для некоторых целей даже отказаться от него) и иссле­

довать два члена отдельно. Каждый из них можно назвать 
простой волной; простые волны сами по себе не являются 
·собственными решениями, но должны быть так скомбиниро­
ваны, чтобы удовлетворить граничному условию. Вектор 
ai + ~j + 1k есть вектор распространения, и ero величина 

k = (а.2+ ~2+ 12~
1

/а 

представляет собой волновое число; длина волны равна 2rr/k. 
Для простых волн уравнения ( 40.1) имеют вид 

с(Г+i1)Р- (№-w2)Q=O, 
(42.1) 
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Чтобы эти уравнения могли иметь решения, отличные от 
тривиальных, их детерминант должен обращаться в ну ль: 

( .,.2с2) 
с2 (Г2+ 12>+<№-со2) 1 --;;- =0. (42.2) 

Различные авторы дают различные. названия уравнениям 
этого рода; будет меньше неясностей, если принять для 
второго уравнения название .уравнение распространения" , 
чем пользоваться более привычным термином "характеристи• 
ческое уравнение•. · 

--к 

Рис. 16. Диагностическая ~ rо-диаrрамма для 
изотермической атмосферы. 

Если ш и -it заданы, то уравнение распространения опре­
деляет 12. Определенные этим путем значения могут быть 
отрицательными: так как т должно быть действительным, 
такие значения ш и х не приводят к собственным решениям. 

Это· положение удобно представить графически, как это 
сделано на рис. 16; уравнение (42.2) эквивалентно соотно-
шению 

2 2 ( 2 2\ '1.2С8 i с= ш -N11+-;г(№-со2), (42.З) 

где 

N~ = N 2 + Г2с2• (42.4) 
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Кривая 12 = О состоит из двух ветвей, одна из которых 
_пересекает ось w при ш = N1 и асимптотически приближается 
к линии w =хе. Другая ветвь проходит через начало коор­
динат и асимптотически приближается к горизонтальной 
линии ш = N. В начале координат она имеет наклон (N/N1) с, 
который сравним с наклоном кривой для волн Ламба. рав­

ным с. Эти ветви делят первый квадрант плоскости (ш, х) 
на три области: две области, r.iJ.e 72 >О. которые называем 
А и 0, и третья область, rде 12 < 0. В ЭТОЙ третьей об­
ласти собсrвенные решения (т. е. волны Ламба) дают только 
точки на лиttии ш =хе. В областях А и О каждая точка 
приводит к некоторому собственному решению. 

Подобные .диаграммы будут крайне необходимы rtpи рас­
смотрении этих задач. Для nастоящих Задач они так же 
важны. как диаграммы уровней энергии в атомной физике; 
в математическом отношении у них имеется ряд общих черт. 
Мы будем называть эту х, rо-диаграмму диагностической 
диаграммой. 

Уравнения (25.1)-(25.3) показывают, что для изотерми-
ческого rаза 

Г2с2 . (2- т)2 . 
№ = 4(т-I> • 

где "( - здесь отношение удельных теплоемкостей. (Эта 
двойственность обозначения "( не вызовет серьезных затруд• 
нений.) Для воздуха 1=1,40, так что N1 =1,11N. 

§ 43. Поверхность распространешiя. 
фазовая скорость 

Если написать уравнение распространения в форме 

(a2+~2)(w2-N2) . т2 - 1 
ш2(w2-N~) + w2-Ni -7· (43.1) 

то можно построить диаграмму другого рода. Если вели­
чине w дается фиксированное значение, то уравнение (43.1) 
представляет собоА некоторую поверхность второго порядка 

в пространстве (а., ~. "(), которую обычно называют поверх­
ностью распространения [3, стр. 292]. 

Когда ю2 > Ni (облает~. А диагностики), поверхность 
распространения будет сплющенным эллипсоидом вращения, 
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горизонтальные полуоси которого имеют длину 

~ ( IJ)2-N~ )·112 
• 

с IJ)2-,- нs 

а вертикальная полуось равна 

(IJ)2-N~)'/1 
с 

Век-rор распространения k есть 
из начала координа-r в точку 

1 
w2>N~ 

радиус-вектор. nроведенный 

на поверхности. Поскольку 
ёrо направление изменяется, 

а ю сохраняется постоянным. 

волновое число k будет из­
меняться по закону. который 

будет ясен из рис. 17. Фаза 
простых волн будет постоян­
ной на плоскости 

1 

ах +~У+ тz--:- const. 

которая перпендикулярна к k 
и след которой показан пунк­

тирной линией на рис. 17. 
Когда N?. < rл2 < N~, по­

верхность распространения 

мнимая (см. незаштрихован­

ную площадь на рис. 16). 
Kor да О < ю2 < № (пло­

щадь а на рис. 16), поверх­
ность распространения будет 
гиперболоидом вращения. 
как показано на рис. 17. 
Его полуоси имеют длину 

Рис. 17. Поверхности распростра­
нения для волн в изотермической и 
атмосфере, показывающие связь 
между вектором распространения 

~ ( N~ -ш2 )
1

/2 

с N2-IJ)2 

и лучом. 

Аеимптотический конус гиперболоида имеет своей осью по­
JJОжительную ось 1i тангенс половинногс;> угла .6 rипербо-
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лоида дается формулой 

tg6= (1) •• 

(N2-ro2)f• (43.2) 

Рис. 17 показывает, что вектор распространения всегда об­
разует с ~·осью угол, больший 6:. 

~~tg6. 
1 

В частности, волны типа а не могут иметь вертикального 
вектора распространения. Те волны, у которых вектор рас· 
пространения попадает на асимптотический конус, имеют 

бесконечно большое волновое число и нулевую длину волн}>l. 
Фазовая скорость простых- волн равна 

Сфаз=~=СJ ro2~~ j'~i 
k 1 (1) -N1 

(43.3) 

Для оо > N С фаз > с, но когда оо ~ оо, Сфаэ-+ с. Для оо < N 
сфаэ меньше с и приближается к с (x/k)(N/N1), когда w __..О. 
Так как фазовая скорость зависит и от частоты и от на­
правления. то распространение обладает дисперсией и ани­
зотропно. 

§ 44. Луч.и и групповая скорость 

Чтобы прийти к предварительному определению лучей .и 
групповой скорости, удобно предположить, · что уравнение 
распространения (42.2) решено для оо как функции (Х, ~ и 1· 
Так как это уравнение второй степени относительно ·w2, оно 
будет иметь четыре корня 

w= ± Н1 (а., ~. 1). w= ± Н2 ((Х, ~. Т)· 

Пусть Н будет одним из этих корней. Рассмотрим суперпо­
зицию двух волн с равными амплитудами, но слегка отлич­

ными векторами распространения, так что, например, 

Q= sin [(Х' х +~'.v+ r'z-H (Cl', ~'. 1')t] + 
+ sin[(l"x+~"y+·(z-H(a!', ~". 1")t]. 
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Если а' =а+ оа, а" = rx - йа и т. д., то зто дает прибли­
женно 

Q=2 sin(ax+~Y +1z-Ht)cos [(x-t ~~)аа+ 

+.(.v-t ~~)a~+(z-t ~~}01]· 
Этот результат можно описать как модулированную несущую 
волну, причем сама несущая волна имеет частоту Н и вектор 
распространения (а, ~. 1)· Модулирующая волна является 
волной с вектором распространения (йа, 8~. от) и частотой 

. дН· дН. дН 
ою= даа~+дf~+rтs1. 

Ее направление распространения не совпадает с направле­

нием распространения несущей волны, но совершенно неза­
висимо от последнего. Частота ее зависит от всех шести 
переменных, а., ~. 1· оа, Б~. 01. и будет низкой. 

Однако безотносительно к значениям оа., 8~. 01 модуляция 
будет постоянной во всякой точке, которая движется согласно 

уравнениям 

дН 
x-tдa=const= х0, 

дН 
у - t д~ ~ const = у0, 

дН 
z-tдт =const=z0• · 

(44.1) 

Эти прямые линии имеют направление, которое независимо 

ОТ оа, о~. oj. а движущаяся точка имеет скорость Crp• опре· 
деляемую формулой 

crp=[(~~y +(~~у +(~~УГ. (44.2) 

Прямые линии представляют собой лучи, а Crp - групповую 
скорость. Функции ± Н1 и ± Н2 являются гамильтонианами 
лучей [l ]. 

Мы видим сразу же, что направление лучей не совпадает 

с направлением вектора распространения: лучи перпендику­

лярны к поверхности Н = (1) = const. Другими словами, они 
перпендикулярны к поверхности распространения, которая 

. проходит через конец вектора распространения, как пока­

зано на рис. 17. 
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Уравнение распространения можно написать в форме 

(44.3) 
при условии, что 

W = с2 (а2 +~2) (ю2-N2)+12с2ш2 - ш2 (ш2 - N'f). (44.4) 

Очевпдно, 

w =-((1)2 -н~)(ш2 -нD. (44.5) 

Отсюда независимо от того, какой корень может предста­
влять н. 

~~ =- ~~/~~и т. д., 
но при условии, что а,~· 1• ш удовлетворяют уравнению (44.3). 
Уравнения лучей (44.1) можно поэтому записать в таком 
виде: 

дW дW 
(х-х0) дw +t да. =0, 

дW дW 
(у - Уо) дw + t ~ = О, (44.6) 

дW дW 
(z- z0) дw +t дт =0. 

Эти уравнения рациональные, между тем как уравнения (44.l) 
содержат радикалы; W можно назвать рациональным гаt.Jиль· 
тонианом лучей [1, стр. 412; 3, стр. 286]. 

В настоящем случае уравнения (44.4) и (44.6) дают явные 
уравнения для лучей в -форме · 

где 

и 

ас2 
C.r=-R. 

(J) 

~с2 
c,=-;-R. 

lC2 ro' 
Cz=~ ro2-N2 R 

(1}2-N2 

(44.8) 

(44.9) 
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Легко проверить алгебраические тождества 

1 . . № w 
R=s 1 + (12+ Г2)с2 (ю2-NJ)2 (ю2-№)t '. (44.10) 
J . N2 ю2-'Х.2С2 W. 
R= 1 +-;г ш"-№ - ш2(ш"-N2); (44.11) 

так как W =О, они дают две формулы .для R. Уравнение 
(44.9) показывает, что R не зависит от направления рас­
пространения; уравнение (44.10) показывает, что для W =О· 
и для действительных значений 1 R < 1; уравнение (44.11) 
удобно для построения кривых R = const на плоскости (11), х), 
как это и сделано на рис. 18. 

-'К 

Рис. 18. Безразмерные импедансы R и S как 
функции 'Х. и (J). 

Числа в tкобках -аначеи1111 S; без с:кобок-аиачевии R. 

Мы увидим в § 45, что R- удельное акустическое со­
противление волн в единицах ре. На большей ч.асти области А 
ero значение близко к единице, что является значением этой 
величины в классической акустике. R уменьшается, прибли­
жаясь к нулю (но никогда не достигает его) в самых нижних 
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частях области А. Его значение ·близко к нулю на большей 
части области О, но возрастает, не достигая, однако, зна· 
чения единицы · в левой части области. 

§ 45. Импеданс давление - энтропия 

Уравнение (42.1) показывает, что в простой волне 

Q- Рс(iт+Г> 
- (№-(1)2) • (45.1) 

Вообще Р и Q - комплексные числа. Только что приведен· 
ное уравнение показывает, что их фазовые углы отличаются 

на arctg ( 1 /Г). В волнах типа О энтропия опережает давление 
(во времени) на угол, который близок к 90~ всюду в об· 
ласти О, исключая ее часть, непосредственно примыкающую 

к кривой - границе О, где 1 =О и энтропия с давлениеr-1 
находятся в фазе. В волнах типа А энтропия отстает от 
давления на угол, близкий к 90:. всюду в области А, исключая 
часть, примыкающую к границе j =О, где он равен 180". 

Амплитуды изменения двух полей пропорциональны 

NIQ!= 1 ~ 1 • (45.2) 

где S >О и 
(№-(1)2) 

S
2 = №с2 ('у2 + г2) -

(oo2-N2) 

в силу уравнения распространения ( 42.2). Сравнение этого 
последнего уравнения с уравнением ( 44.11) показывает, что 

R. 
S2 = l -R . (45.3) 

Значения S даны на рис. 18 числами в скобках. 
Для волн типа А S обычно очень велико, так что изме­

нения в локальном термодинамическом состоянии являются 

приблизительно изэнтропическими. Это значит, что упругая 
энергия (§ 21. 22) будет много больше, чем термобариче­
ская, за исключением нижней части области А. В классиче­
ской акустике принимается, . что термобарическая энергия 
р точности равна нулю; следщ1ательн9, волнъ~ типа А можно 



144 Глава VIII. Изотермическая атмосфера. Вращения нет 

отождествить со звуковыми волнами. видоизмененными дей­
ствием тяжести. Это отождествление подтверждается их фа­
зовой скоростью (§ 43) и .получит дальнейшее подтверждение 
ниже. 

Для волн типа О S обычно очень мало и локальные 
термодинамические изменения происходят почти при постоян­

ном давлении. Термобар11ческая энерrия много больше, чем 
упруrая, и эт11 волны мож~о назвать внутренними гравита­

ционными волнами, хотя слово "термобарические", может 
быть, отвечало бы более точному описанию. 

§ 46. Пото" и распредележzе анергии 
в npoc_mwx волщ~.х 

В простых волнах соотношение между полями скорости и 
полем давления дается уравнениями ер. уравнения (36.1) -
(36.3) 

и -~Р у-(/) • 

И -'-- ("( - ir) (l)C р 
z- (ю2-№) • 

(46.1) 

Жидкость не движется ни в направлении вектора распро­
странения, ни в направлении групповой скорости; исключе­

нием является высокочастотныlt предел, где все три напра· 

вления совпадают. 

Плотность энерrи11, согласно уравнению (33.б). равна 

Е= ic (/upi+ /P/2+№/Q/2)= 
1 [( -х.2с2) (т2+r2)с2(№+оо2)·] 

=2с 1 +-;г + (№-(1)2)2 jPj2• (46.2) 

а поток энергии. cor ласно уравнению (33. 7), 

Jx= ~ [Pu;+P·$Ux] =: /Р/2, 

Jy= ~ IP\2, (46.3) 

J~ = ia>2 :_ro№ jP/2. 
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Сравнивая это последнее уравнение с уравнение1.1 (44.8), 
мы видим, что 

lx= IPl2 lc • 
с 

J _.:_ IP\2 2... 
У Rc' 

J = jp12.1 
z t Rc. 

(46.4) 

так что лучи являются линиями тока потока энергии. Это 
второе, более фундаментальное, определение лучей. 

I<роме того, если написать уравнение (46.2) в форме 
Е =А !Р/ 2/с, то легко проверить тождество 

2w2 (w2 - №)2 (л - ~} = (3<i>2 - №) W. (46,5) 

Так как W =О, то уравнение (46.2) эквивал~нтно уравнению 

!Pl2 

Е=-. (46.6) Rc 

Поэтому энергия течет вдоль лучей с групповой скоростью. 
так как уравнения (46.4) и (46.5) соединяются в Jx=Ec.x 
и т. д. Уравнение (46.6) можно также записать в форме 

Е _\Р112 

- я.ре~. (46.7) 

Отсюда Rрс-удельное акустическое сопротивление волн 
·.в единицах COS. Определения R и S позволяют также по­
казать, что плотность упругой энергии равна 

(46.8) 

между тем как_ плотность термобарической энергии 

№ 1 
2с IQ!2 =2(1-R) Е. (46.~) 

IJместе с тем плотность кинетической энергии 

21с /ИJ2= ~ Е. (46.10) 
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§ 47. Собственные решен.о 

Фазовая д.иаrрамма. Простые волны не удовлетворяют 
граничному условию Q ::::= О при z ==О; построение собствен­
ных решений, которые удовлетворяли бы этому условию, 
было описано в § 42. Если опустить экспоненциальный мно· 
житель, то эти решения следующие: 

Р = Р0 sin (ljl- /Z), 

NQ= ±~о sin1z. (47.1) 

где 

Р0 >О, · tg ф = ~ , О< ф <; (47.2) 

и Р0- постоянная. Двойной знак появ.тiяется иэ условия 
S >О; положительный знак должен быть взят, коrда ю2 > №, 
отрицательный - коr да ю2 < №. Величины Р и NQ выражены 
в одних и тех же единицах и могут быть взяты в качестве 
прямоугольных координат фазовой точки (ер. § 7). Когда 
высота z измениется, фазовая точка описывает некоторый 
эллипс, способ построения которого показан на рис. 19, где 
ОА = Р0, 08 = PofS. Когда z возрастает, фазовая точка 
описывает этот эллипс в положительном паnравлении для волн 

типа А (ю2 > N2) и в отрицательном направлении для волн 
типа G (w2 < N~. Мы увидим дальше, что направление дви­
жения фазовой точки имеет фундаментальное значение в клас­

сификацни собственных решений. 
· Собственные решенця можно описывать как волны, ампли-

туда которых изменяется с высотой, как в уравнении ( 4 7 .1 ), -
волны, которые распространяются горизонтально со скоростью 

w/x. Обращение к диагностической диаграмме показывает, 

что горизонтальная скорость волн больше с для волн типа А 
и меньше с для волн типа а. 

Рис. 18 показывает, что для волн типа А при ю ~ N 
S ~ 1, так что NQ ~ Р и эллипс фазовой диаrр-аммы 
сильно удлинен в направлении Р. В пределе S ~ оо, поэтому 
данные волны изэнтропические и обладают всеми свойстnами 
обыкновенных звуковых волн. Эти свойства меняются, когда 
w _,. N и S _,.О; эллипс тогда удлиняется в направлении NQ 
и волны будут приблизительно изобарическими, что также 
СЛУЖИТ характерИСТИКОЙ В()ЛН TJ:tПa Q, дJ!Я КОТОрЫХ S ВООбЩе 



§ 47. Собственные решения 147 

мало. Левее области О S, однако. увеличивается, волны ста­
новятся изэнтропическими и несколько похожими на обы•шые 

звуковые волны. 

Когда S не очень велико и не очень мало, характер волн ме­
няется с высотой, причем они изэнтропические при тz = n1t+ф 

Nй 

Рис. 19. Фазовая диаграмма для сОбственных 
решений изотермической атмосферы. 

При возрастании высоты z точка С описывает зллипс. 
движение С происходит no часовой стрелке для звуко­
вых вопи и против часовой стрелки для rравитациоквых 

воли. 

и изобарические при jZ = N1C. На остальных промежуточных 
высотах они становятся изотермическими или изопикническими; 

вообще они не могут быть отнесены целиком ни к одной 
из этих четырех категорий. Эта термодинамическая общность 
собственных: решений - фундаментальный физический факт 
для изотермической атмосферы; в то же время слишком часто 

допускают, что изменения ее состояния происХОдЯТ иээнтро­

лически или изотермически. 

Годограф. Годограф волн описывается фор~tулами 

Ин=Р0 :,С sin(тz-ф). 

Uv = ± iP0 ;s sin тz. 
(47.3) 
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где U н и И v - поля rиризонталыюй и вертикаJ1ьной ско­
рости. Годограф всегда лежит в вертикальной плоскости, 
содержащ~~ вектор распространения, и представляет собой 
эллиr.t с отношением осей 

1 Uv1-1~1 sin1z 1 
UH - т.cNS sin(1z-ф) /· 

На высотах тz = птr он превращается в rоризонтальную 
прямую .:пшию. в то время как при 1z = птr+ф он будет 

lt) 

T=J, 

1/Z 
T=t/4 

'ltC 
Рис. 20. Отношение Т как функция -х. и (1). 

вертикальной прямой линией. Тригонометрический множитель 
будет всюду иметь величину порядка единицы, исключая 

очень узкие области значений z. Отношение осей· будет 
вообще иметь порядок величины Т, где 

Т2 = (~)2 (~)2 _1_ = (1)2 ( (1)2 _ -х.2с') • 
'J.C N s2 'J.2c2(юZ-N2) (47.4) 

Рис. 20. показывает формы кривых Т на диагностической· 
диаграмме. Для малых значепий ш/N (волны типа О) спра­
ведливо приближение 

Т=; 
при условии, что xc/N не слишком мало. 
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Таким образом, для малых значений ro/N вертикальная 
скорость будет мала сравнительно с горизонтальной. Мы 
увидим. что это имеет значение в связи с традиционным 
приближением, рассмотренным в § 37. Для волн типа А 
всюду справедливо приближение 

T=l· ... , 
исключением будут те части области А. которые •rепосред­
ственно примыкают к ограничивающей ее кривой. 

§ 48. Гравитационные волны 
и флуктуационный ветер 

До сих. пор ударение делалось на дедуктивных аспектах 
теории. Нам остается отождествить различные типы рассмо­
тренных решений с известными атмосферными явлениями. Это 
просто сделать в случае решений тиflа А; они, очевидно, 
являются звуковыми волнами. Обычная теория, излагаемая 
в акустике, отличается от теории, развитой здесь, только 

в одном отношении: в акустике почти всегда пренебрегают 
гравитационными эффектами, обязанными стратификации. 

Мы видели, что влияние стратификации очень мало для 
частот, значительно превышающих N. Так каl( можно пола­

гать, что N им.еет порядок 1 рад/мин, мы заключаем, что эти 
гравитационные явления становятса заметными только для 

звуков с длиной волны больше 50 км. Еще более поразителен 
тот факт, что звуковых волн с частотами меньше N не суще­
ствует. Вместо этого роль звуковых волн на малых частотах 
в большей или меньшей степени берут на себя волны Ламба. 

Подобное же отождествление гравитационных волн, может 
быть, менее очевидно. Короткие гравитационные волны (боль­
шие значения х) имеют одну характеристику, которая резко 

отличает их от звуковых волн. У последних. отношение ско­
рости частицы к амплитуде давления очень мало - порядка 

величины 1/рс. У гравитационных волн это отношение ста­
новится много больше и приближается к бесконечности для 
коротких волн. Это служит также и характеристикой флук­
туаций скорости ветра, которые происходят без заметных 

флуктуаций давления. Можно поэтому попытаться отожде· 
ствить гравитационные волны с флуктуационной составляю­

щей ветра. 
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Однако это отождествление не свободно от некоторых 
внутренних трудностей. Нужно вспомнить, Ч'l'О атмосфера. 
к котороА относятся настоящие вычисления, чрезвычайно 

идеализирована и что многие расчеты сами по себе прибли­
женны. В этой главе наиболее существенная идеализация 
относится к нижней границе жидкости, которая была принята 
за плоскую уровенную поверхность. Действительная поверх­
ность Земли далека от этого - она включает в себя скалы, де­

ревья, холмы и горы. Когда воздух обтекает более малые из этих 
препятствий, образуются турбулентные вихри, кан это хорошо 
известно из экспериментов в аэродинамических трубах. Эти 
вихри во многом ответственны за более быстрые локализован­
ные флуктуации скорости ветра. Они, несомненно, являются 
основными явлениями в самых нижних слоях атмосферы. При 

идеализированной нижней границе атмосферы ни одно из этих 
явлений не учитываетсн в вычислениях. Вероятно, если бы 
даже можно было рассматривать менее идеализированную 

границу, то другие приближения не позволили бы дать соот­
ветствующее математическое описание этих явлений. 

Следовательно, интересующе~ нас отождествление волн 
можно осуществить только тогда, когда масштабы простран­
ства и времени этих явлений достаточно велики и достаточно 

велико расстояние от границы, так что ее действительное отюю­

нение от идеальной плоскости не имеет большого значения. 
Однако на этом этапе ощущается другой недостаток этих 

ВЪ!'Шслений: земная атмосфера далека от изотермической. 
Мы увидим в гл. XII, что лучшее свидетельство в пользу 
этоrо отождествления гравитационных води с флуктуационным 
ветром получается из наблюдений, когда ·их делают при 
наличии заметной температурной инверсии в 1шжнем кило­

метре атмосферы. При этих усдо1:1иях можно получить почти 
количественное согласие .. между теорией и наблюдением. 
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Глава ГХ 

ИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ АТМОСФЕРА. 

ПЛОСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ С ВРАЩЕНИЕМ 

§ 49. Вертииа.льнап ось вращения 

Если поверхности уровня плоские и атмосфера вращается 
около вертикальной оси, то соображения предыдущеlt Главы 
усложняются лишь незначительно и можно пользоваться 

прежней системоlt обозначениl:\. Скорость удобно представить 
в виде суммы трех членов 

U=U1+u2+U3, 

r де в случае простых волн 

причем 

U1 =- Ь (ia +j~)P, 
iQc 

U2 =v(-i~+ Ja)P, 

U3 =lwQk. 

D=02-(J)2, 

Первая составляющая - градиентная скорость, 
строфическая и третья - термобарическая. 

Остаточные уравнения запишутся так: · 

c(:z + Г)P=(№-ro2)Q. 

( 
d ) ( х.2с2) с dz - Г Q = 1 + D Р, 

и граничное условие 

Q=O при z=O. 

(49.1} 

(49.2) 

вторая - reo-

(49.3) 

(49.4) 

Коэффициенты уравнения (49.3) - постоянные. когда атмо­
сфера изотермическая и все этапы вычислени/% аналогичны 

тем. что были в гл_ VШ. но алгебраические трудности во~­

растают ю~·за наличия знаменателя D, а не из-за ш2~ 
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Некоторые выводы можно сделать сразу же, не решая 

этих уравнений. Для больших значений ю/О знаменатель D 
отличается от - w2 только членами порядка 0 2/w2, но не O/w. 
Отсюда и поля Р и Q будут отличаться от полей преды· 
дущей главы то1tько на величины тог() же порядка 0 2/(JJ2• 

Если бы даже период 21t/ю был равен одному часу, то влия­
ние вращения на Р и Q оценивалось бы приблизительно 
в один лишь процент; для периода же в одну минуту эффект 

был бы около одной тысячноn процента. 
С другой стороны, отношение геострофической скорости 

к градиентной равно 

и поэтому влияние вращения на скорость много бол~.,ше: для 
колебания с периодом в час эффект вращения в составляю­
щих скорости достигает 8 % . Если не говорить о направле­
нии, то на величину скорости вращение влияет лишь в малой 

степени. 

Следовательно, для высоких частот эффект вращения не­
значителен: для промежуточных частот влиянием вращения 

на Р и Q можно пренебречь. а полностью этот эффект опи­
сывается уравнениями ( 49.1 ). Вращение будет вносить боль­
шие изменения в собственные решения только тогда, когда 

ю/О имеет величину порядка единицы или меньше. 

§ 50. Вол.ньi Ламба 

Те же приемы, что и выше, дают решения Ламба в виде 

Q=O, 

Р =ехр(-Гz), 

002 = У.2с2 + 02; 

(50.1) 

график последнего уравнения показан на рис. 21. Геостро­
фическая составляющая более уже не равна нулю, а годограф 
волн представляет собой горизонтальный эллипс. Так как 
из уравнения (50.1) следует, что для этих волн ю2 > 0 2, то 
большая ось эллипса будет иметь направление icz+ j~. 
а отношение осей будет O/w. Градиентная составляющая 
скорости всегда имеет большую амплитуду, чем rеострофи-
ческая. 
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Уравнение (50.1) показывает также, что волны обладают 
дисперсией, так как имеют фазовую скорость· 

Сфаз = : ~· (ro2 ~cQ2)1(2 • (50.2) 

Эта величина всегда больше с и стремится к бесконечности. 

н.~~~_,._ 
н~--~~--::.,.._~==::::;:::,.:::--~~ .... ~ 

-'Х. 

Рис. 21. Диагностическая 'Х., rо-диаrрамма 
для изотермической атмосферы, вращаю­

щейся вокруг вертикальной оси. 

когда m ~О. Групповая скорость имеет направление iix + j~. 
а ее величина равна 

с2 
Crp=-· (50.3) 

Сфаэ 

Она всегда меньше. чем с, и стремится к нулю, когда ш~ О. 
Плотность энергии 

(50.4) 

а поток энергии в направлении вектора горизонтального 

распространения 

(5D.5) 
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Характеристический импеданс 

~2с2 ы2-Q2 
R=-2-= 2 

l.t) . (J) 
(50.6) 

Он обращается в нуль. когда U>-.0, и в единицу, когда U>~oo. 
Дисперсия волн Ламба незначительна, если исключить 

частоты, сравнимые с О. Так, для волн с периодом в 1 час 
сФаэf с= 1,03, а для волн с более коротким периодом это 

211: 
отношение еще ближе к единице. Длина волны - , соответ-. 'Х. 

ствующая периоду в 1 час, составляет около 1200 IС.М. Для 
таких длинных волн начинает сказываться кривизна поверх­

ностей уровня Земли, так что настоsiщие вычисления едва ли 
будут nриложимы к Земле. 

§ 51. Простые волны u собственные решения 
Для простых волн приведенные уравнения принимают вид 

c(lT +Г)Р-(№- w2)Q=O, 

( 1 + -У.~ 2

) Р - с (i1 - Г)Q =О. 

Для того чтобы эти уравнения имели нетривиальное 

ние, необходимо, чтобы 

2 2 2 2 7.2с2 (№-!i>2) 
i с = w -- N1 + - ю2 _ о2 • 

(51.1) 

реше-

(51.2) 

Это решение будет регулярным для действительного Т· что 

разделяет диагностическую диаграмму на четыре области, 

как это показано на рис. 21. Область А, область акусти­
ческих волн, в основном та же, что и прежде; однако 

область О, область внутренних гравитационных волн, имеет 

тсщръ своей нижней границей (!)=О, а не (1) =О. Между 
собственными решениями для случая с вращением и соб­
ственными решениями при отсутствии вращения имеется 

общее соответствие. Собственные решения на нижней гра­
нице О на рис. 21 соответствуют некоторым из собственных 
решений на нижней границе G на рис. 16. Однако первые 
имеют собственную частоту (1) =О, а последние U> =О. Это 
тесно связано с не которыми различиями между результа­

тами § 13 и 15. Все решения, полученные в § 15 для 
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плоских поверхностей уровня и вертикального . О, соответ­
ствуют собственной частоте нуль и, следовательно, оси ')( 
на рис. 21, а не нижней граниuе области О. 

Следует заметить, что диагра).{ма рис. 21 была построена 
nри N/O = 5. Если 2тt/О = 12 час, то это значит, что 
температура больше 100 000° С. Более реальным было бы 
значение N/O = 125, но rрафиl<, ПОС1'роенный для этого 
значения, был бы невыразительным. · 

Уравнение (51.2) также является уравнением поверхности 
распространения. Как и раньше, это эллипсоид, когда ro2 > N~. 
и гиперболоид, когда 2 2 < ro2 < Ni. Во всех остальных интер­
валах частоты он мнимый. Фазовая скорость для постоян­
ного ro снова обратно пропорциональна радиусу-вектору 
поверхности распространения, поэтому мало что можно при­

бавить к сказанному ранее по данному вопросу; исключе­

нием· служит случай гиперболоида, где половинный уrол 
асимптотического конуса теперь дается выражениеl!! 

[ 

(/)2 -Q2 ].,, 

tg6= № 2 
-6) 

(51.3) 

и обращается в нуль при ro =О. 
Общая теория лучей и групповой скорости та же, что и 

прежде, но рациональный гамильтониан будет 

w = (а.2+ ~2) ,2 (ш2- №)+ 12с2 ({1)2-02)­

-(oo2-02)(w2-ND. (51.4) 

Групповую скорость опять можно вычислять из уравнениА 

Отсюда 

где 

a(l)c2 

Сх = oo2-Q2 R. 

~оос2 
Су= w2_:_02 R. 

т(l)с2 
Cz= ,,,2_№ R. 

и т. д. 

(51.5) 

(51.6) 
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- характеристиqескиА импеданс. Справедливы алгебраические 
тождества 

1 002 

R=oo2-№ 

(51. 7) 

(51.8) 

Для заданных w и k R снова не зависит от направления распро· 
странения. Для _W =О, действительного i. и N2 > Q2 R 

-'К 

Рис. 22. Безразмерный импеданс R как 
функция -х. и оо для изотермической атма. 
сферы, вращающейся вокруг вертикальной . 

оси. 

все еще меньше единицы. Зависимость R от х и ю показана 
на рис. 22. 

Соотношение между полями Р и Q остается таким, как 
если бы вращения не было: 

Q - с (i"( + Г) р (5 l. 9) 
- №-002 • 
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Импеданс давление- энтропия дается поэтому формулоА 

(№ _ ш2)2 (1)2 (№ _ 12') 
s2 = N2(12+r2)c' =R №[(l-R)(J)'-&12). (51.10) 

Его график почти не отличается от графика на рис. 22 
даже в том случае, 1<оrда ЩN=5. 

Составляющие скорости будут 

И _ (tн11 + i~Q) Ре 
х- (1)2-Q2 • 

И _ (~(J)-ia&!)Pc 
у- ro2-Q2 • (51.11) 

и _ (1-iГ) юРс 
z- ю'-N2 • 

Поэтому плотность энергии 

· A!Pl2 

Е= , 
с 

(51.12) 

где 

А 1 { I + z 2 02 + ю2 + ( 2 + Т"'l\ 2 № + ю2 l 51 1 = 2 х С ( ю2 - Q2)2 1 " J С ( <i>2 - №)2 f • ( • 3) 

Поток энергии 

J _ а(!)\Р\2 с _ JPJ2 cr 
х- (!)2-.02 - Rc ' 

~(!) 1 р ]2 С \ р \2 Су 
Jy= (1)2-02 = Rc ' (51.14) 

J _ 1(!) J р J2 С _ ! р 12 Cz 

z- (1)2-№ --, Rc ' 

так что лучи снова служат линиями тока для потока энерrии. 

Величины А, R и W связаны тождеством 

2 (А _ __!_)- W [ 2(1)2 2(1)2 
R - ((1)'-№)(оо'-02) (J)'-№+ (1)2-02 

так что в силу равенства W =О 

\Р\2 
Е=-· Rc 

1]. 
(51.15) 

(51.16) 



158 Глава /Х. Изотер:«ическая атмосфера. Вращение. 

Этиr.t завершается доказательство того, что R опять является 
характеристическим импедансом и энергия перемещается 

с групповой скоростью .. 
I<ак и в случае отсутствия вращения, упругая энергия 

2~ /P/ 2=~RE, (51.17) 

но термобарическая энергия 

1 2 1 RE 
2ё №IQI =2 s2 · (51.18) 

Следовательно, кинетическая энергия уже не равна половине 
ПОЛНОЙ, а 

(51.19). 

Как и в случае волн Ламба, количественные различия 
между этими уравнениями и уравнениями rл. Vlll незначи­
тельны. ·исключая случай. когда w/O близко к единице. Однако 
рис. 21 nоказывает, что в данном случае это уже не будет 
связано с большой длиной волны. 

Рассмотрение эдесь собственных решений и их фазовых 
диаграмм впоJlне соответствует изложенному в § 47 и не 
нуждается в повторении. Отношение геострофической ско­
рости к горизонтальной градиентной скорости, как замечено 

выше, равно O/(J) и меньше единицы для всех собственных 
решений, за исключением решений для собственной частоты 
нуль. Отношение вертикальной термобарическоfi скорости 

к горизонтальной градиентной скорости 

1 ~; 1 = Т 1 sin ~~: ~ ~) I • 
где 

(51.20) 

График этой функции лишь незначительно отличается от 
графика на рис. 20. Для Т =О график состоит из линии 
w =О и гиперболы 002 = х2с2 + 0 2, но кривые для больших 
значений Т существенно не изменяются. Для малых значений 
(ю2-Q.2)f№ справедливо приближение 

2 - (oo2-Q2) 
т - № (51.21) 
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nри условии, что xc/N не слишком мало. Внутри площади А 
снова справедливо приближение 

(51.22) 

§ 52. Доllрuтическая устойчивость 

В § 27 и 28 было отмечено, что N = О - критическое 
значение устойчивости. В последнем параграфе мы считали, 
что N/O > 1. Если N/Q < 1, то необходимо предположить, 
что или температура воз­

духа, или угловая скорость 

имеют чрезвычайно высокие ыf 
значения. Несмотря на это, 
для теории вопроса инте­

ресно хотя бы кратко оста­

новиться на количественных 

различиях между этими двумя 

случаями. 

На рис. 23 дана .zшаrно­
стическая диаграмма для до­

критической устойчивости. 

Кривая для волн Ламба 
остается неизменной и очер­

тания области А изменяются 
не сильно. за исключением 

лишь того, что ее НИЖНИЙ 

угол имеет вершину в точке, 

N, 
NI--~~::::=~~~~~~ 

п 

-'К 

Рис. 23. llиarиoc тическаи '1., С11-диа­
грамма для изотермической атмо­
сферы с докритической устойчи-

востью N < Q. 

для которой w =О, а не w = N 1. Однако очертания об­
ласти О совсем иные, чем на рис. 21. Наиболее порази­
тельно изменение поверхностей распространения гравитацион­

ных волн, когда О > w ::> N: теперь это двуполостные гипер­
болоиды (а не однополостные). Исключенные направления 
расnространения- это те, которые лежат вне (а не внутрн) 
конуса асимптот. В нормальном случае никакие гравитацион­
ные волны не распространяются вертикально; в данном слу­

чае никакие гравитационные волны - не распространяются 

горизонтально. 

Этих замечаний достаточно, чтобы показать, что обычное 
пренебрежение устой•щвостью (N =О) и сохранение сильl 
Кориолиса (Q =1= О) незаконны. 
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§ 53. Наклонная ось вращеная 

. Если ось вращения наклонна, то все предыдущие вычис-· 
ления становятся значительно более сложными, если только 
не пренебрегать горизонтальной составляющей вектора Корио­
лиса О (§ 37). Если это приближение сделано, то в вычисле­
ниях последних четырех параграфов нужно только заменить 
во всех уравнениях О на Ov. В этом параграфе мы рас­
смотрим некоторые из простеRших эффектов, зависящих 
от Off, но полного разбора решений уравнений поля делать 
не будем. 

Остаточные уравнения (37;18) следующие: 

с ( :z + Г1 - iГ2) Р = (N2 -v)Q, (53.1) 

(53.2) 

где .введены сокращенные обозначения 

(53.3) 

(53.4) 

(53.5) 

(53.6) 

Граничное условие Q ~О при z =О остается неизменным. 
Сразу же можно заметить, что когда ю ~О, эти урав­

нения отличаются от уравнений (49.3) главным образом чле­
нами порядка величины (О/оо)2 • Единственное исключение 
составляет 

Г-Г1 

r 

Этот член не только имеет порядок величины O/w, но и со• 
держит множитель а./Г, который может быть велик. В этом 
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интервале частот от Он зависит, следовател!>но, 'l'олько эф· 
фект первой степени для Р и Q, и мы пренебрегаем им, 
если пренебрегаем Он· 

Влияние Ov на соотношение между скоростью U и по­
лями Р и Q было рассмотрено в § 49; Дополнительное 
влияние Он можно усмотреть· из уравнений (37.13) и (37.14): 
горизонтальный градиент давления V нР заменяется через 

• i(t)!JHQ 
O=VнP+i-c-· 

Можно предположить, что уравнение (51.9) 

р 

Q= NS 

все еще дает оценку величины отношения Q к Р, так что 
отношение двух членов в G имеет порядок величины 

(t) QH 

7.С NS . 

Для акустических волн высокой частоты обе величины. 
w/xc u S, равны единице; дополнительный член, такии обра· 
зом, создает эффекты порядка вели•1ины Он/N. Они будут 
малы, но все еще больше, чем О/оо. Однако для волн типа О 
как ш/хс, так и S становятся малыми и никакие общие вы· 
воды невозможны. 

Волны Ламба. Если· атмосфера изотермическая, то ко· 
эффициенты уравнений (53.1) и (51.2) постоянны и решение 
Ламба принимает вид 

Q =О, р = e-(Г,-lГzJz, 

р.= с2 , или ro2 =ic2 +0~. 

(53.7) 

(53.8) 

Решение будет регулярным (конечным При z = оо) и будет 
собственным решением только в том случае, если Г1 >О, 
т. е. если 

(53.9) 

Чтобы рассмотреть уравнения (53.8) И (53.9) геометри· 
чески, необходимо обобщить идею диагностической диа­
граммы. Вместо двухмерной диаграммы теперь требуется 
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рассматривать трехмерное пространство, в коrером а, ~ и w 
являются прямоугольными координатами. до.статочно рас­
смотреть только полупространство ro > О. так как основные 
уравнения (37.15) и (37.16) остаются неизменными, когда 
четыре величины t, а, ~ и ro - заменяются одновременно 
на __.:. t. - а., -: ~ и - ro. Следует поэтому считать, что все 
описания трехмерной диагностической диаграммы относятся 

Волны Ла.мба 

только к ее верхней поло­

вине и могут быть распро­

странены на ее нижнюю по~ 

ловину в сог ласин с зтим 

принципом симметоии. Пред­

положим также, что обе 
ос величины Он и Ov - по­

-=======;__-+--:=:::=~ ложительнь1, тогда будет 

Волны Ламба 

Рис. 24. Иллюстрация трехмерной 
диагностики для волн Ламба в изо­
термической ·атмосфере, вращаю-
щейся вокруг наклонной оси. 

проще пользоваться геогра­

фическими терминами. 

В зтом полупространстве 
уравнение (53.8) предста­
вляет одну половину поверх· 

ности гиперболоида враще­
ния, а уравнение (53. 9) -
отверстие в этом гипербо-
лоиде. Оно ограничено пе­

ресечением гиперболоида с поверхностью. Г1 =О, которая 
является гиперболическим цилиндром 

(53.10) 

I<orдa Он< Гс, отверстие представляет собой овал, распо­
ложенный к востоку от вершины гиперболоида; коr да 
Он> Гс, отверстие становится длинным разрезом, прости­
рающимся на восток в бесконечность. Первый случай нор­
мальный и илщострируется рис. 24. 

Как и в случае вертикальной оси, волны Ламба можно 
рассматривать как неотраженные плоские волны, амплитуда 

которых убывает по экспоненциальному закону с высотой. 
Однако направление распространения этих волн не rоризон­

rально; их вектор распространения 
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и образует угол 8 с горизонталью. где 
. Г2 ~ QHQV 
tg8=--=- 2 2. 

-х. -х. ы -Ov 
(53.11) 

Для высоких частот этот угол очень мал, и им можно 
пренебречь. В этом приближении вся картина не зависит от Он· 
Для азимутов восток-запад 8=0 для всех 111 и Он не вхо­
дит в формулы до тех пор. пока можно пренебрегать от­
верстием в гиперболоиде. 

Длil всех других азимутов 8 -+- тс/2, когда со -+- Ov и Он 
является необходимым параметром решения. В этом предель­
ном случае волны Ламба распространяются вертикально, 
между тем как пренебрежение величиной Он привело бы 
к. выводу, что они распространяются горизонталыю .. 

Может показаться странным. что волны, вектор распро­

странения которых наклонен к горизонтальной границе, не 

отражаются там. Но эти волны горизонтально поляризованы, 
и их энергия течет Горизонтально. Мы увидим, что род­
ственные явления происходят и с другими собственными ре­
шениями. 

Законы отражения. Уравнения (53.1) и (53.2) имеют 
простые волновые решения; полезно будет написать верти­
кальную компоненту вектора распространения в таком виде: 

i=io+Г2. 

Тогда остаточные уравнения в обозначениях § 

с (iTo+ Г1) Р = (№- v) Q, 

c(lj0 -Гi)Q=(l - ~)Р. 
а уравнение распространения -

53 будут 

(53.12) 

с2 (т~+г~)+ (N2 -v)(t - ~}=о. (53.13) 

Для заданных а, ~ и ю это уравнение имеет два корня 
± io· Граничное условие будет удо1:1лет::юрено, если 

Q = { ei <то+Г,)• __ e-l(тo-r2)z} el<ax+~Y), (53.14) 

так что это и есть вид собственных решений. Два члена 
уравнения (53.14) еще можно истолковать как отраженную 
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и падающую волны, но уrлы падения и отражения неравны. 

Векторы распространения будут 

kпад =а, ~. - (j0 + Г2) для паJ!ающей волны. 
kотр =а., ~. (j0 -Г2) для отраженной волны. 

Их длины неравны, и, следовательно, при отражении про­
исходит изменение длины волны. величина которого опреде­

ляется Г2 и становится боль­
шой, когда щ - Ov. 

Это явление легче всеrо 
описать с помощью сред­

него вектора распростра­

нения· (k03д. + kотр)/2. Если 
а.= xcos qi, ~ =xsinqi, то 
этот средний вектор имеет 

компоненты 

')( cos qi, ')( sin qi. х tg S, 

rде S -уrол, определенный 
уравнением (53.11 ). Соотно-

Рис. 25. Отражение простых волн 
горизонтальной поверхностью в шения между падающим и 
изотермической атмосфере, вра- отраженным векторами рас­

щающейся вокруг наклонной оси. пространения показаны на 

рис. 25. Коrда w/Ov очень 
велико, а очень мало; изменением длины волны и неравен­
ством yr лов падения и отражения можно пренебречь. Однако, 
коr да это отношение приближается к единице, соответствую­
щими изменениями пренебрегать нельзя и они зависят как раз 

от Он. 
Эти аномальные законы отражения становятся еще более 

сложными, если отражающая поверхность не будет уронен­
ной. Они являются резу ль татом моноклинальной симметрии. 
которая вытекает из наклона оси вращения. 

Выводы. Эти вычисления ни в какой степени не являются 
полными. Можно было бы рассмотреть свойства простых 
волн - их фазовую и групповую скорости, импедансы и т. д., 

но при этом мы столкнулись бьi с большими алr.ебраическими 

трудностями. Эти два случая вычислений говорят, однако, 
об одном: существуют эффекты, которые зависят от Он;_ 
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они могут быть очень заметными для частот, близких 
к ro=Ov· 

Это было установлено только для плоских поверхностей 
уровня. Если · поверхности уровня·-:- сферы, то Ov будет 
зависеть от широты. Можно показать, что эффекты, о ко­
торы:1$: идет речь, будут тогда иметь место лишь в сравни­

тельно узкоЯ полосе широт и эта полоса будет особая для 
каждого значения ro. На любой заданной широте значения ю, 
для которых эти эффекты велики, мог ли бы считаться не­
существенными по сравнению со значительно· большим ин­
тервалом частот, для которых эффекты малы. 

Это, конечно, только предположение, проверить которое, 
оставаясь в рамках • традиционного приближения" (прене~ 
брежение членами с Он). нельзя. Мы вернемся к этому во­
просу в § 64. 



Глава Х 

ОКЕАНЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

§ 54. Введежsе 

Мы видели, что 1'ЯЖельiй газ, температура которого всюду 
одна и та же, характеризуется постоянными значениями всех 

трех коэффициентов: N, Г и с. Это прямое следствие зако­
нов идеальных газов. Жидкость, термодинамические свойсtва 
которой совершенно другие, чем у идеального газа, не 

может быть расслоена таким образом, чтобы все три коэф­
фициента не зависели от высоты (или r лубины). Тем не 
менее математическая простота, · вносимая предположением 

постоянных коэффициентов. столь велика, что, несмотря на 
физическую невозможность этой модели,· ее изучение пред­
ставляет методический интерес, как первое введение в тео­

рию океанов. 

Эта глава будет посвящена случаю океана постоянной 

глубины D, для которого N и с имеют постоянные значе­
ния, а Г =О всюду. Последнее предположение приводит 
к дальнейшим математическим упрощениям и оправдывается 

малостью значения Г в реальных земных океанах. Как 
и в двух предшествующих главах, предположим, что поверх­

ности уровня плоские, и будем рассматривать лишь случай 
вертикальной оси вращения. 

При этих условиях многие из математических выводов 
rл. IX можно применить без изменения (если не считать 
того, что здесь мы полагаем Г = О). В частности, теория 
простых волн может быть взята целиком. Нужно лишь из­
менить способ построения собственных решений из простых 
волн. 

В случае изотермической атмосферы простые волны от­
ражаются лишь от нижней твердой границы. В настоящем 
случае они будут отражаться как от твердого дна. так и от 
верхней свободной поверхности. Выбирая координаты таким 

образом, чтQбы невозмущенная свободная поверхность была 
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при z = О, получим для дна z = - D. При z = О имеем 
граничное условие [ер. уравlfение (23.9)] 

-lшPc=gW=glwQ, (54.1) 

в то время как nри z = - D условие таково: 
Q=O. (54.2) 

Если в атмосферной теории вводилось лишь одно граничное 
условие, то теория океанов требует двух; в этом и состоит 
вся разница между обеими теориями. 

Вместо · трrо чтобы пытаться строить собственные ре· 

шения из простых волll, более удобно опять начинать от 
остаточных уравнений в форме 

с ( ~~) =(N2- w2)Q, (54.З) 

с ( ~~) =[ 1 - 00/~~2 ]Р. (54.4) 

Собственные решения д.олжны удовлетворять всем этим че­

тырем уравнениям. 

Условие (54.2) будет удовлетворено, если 

Q=Q0 slnт<z+D), (54.Б) 

а из уравнения (54.4) тогда следует, что 

P=P0 cos1(z+D). (54.6) 

Здесь Р0 и Q0 - константы. Уравнения (54.3) и (54.4) при­
водит к двум уравнениям: 

тсР0+(№- w2) Q0 = О, 
(54.7) 

из которых сле.z:.ует уравнение распространения 

12c2(w2-02)+ (N2-w2) (w2 -02-х2с2) =О, (54.8) 

как условие тоrо, что Р0 и Q0 одновременно не равны нулю. 
Пока все аналогично случаю атмосферы, но уравне­

ние (54.1) еще не использовано. В комбинации с (54.5) 
а (54.6) оно дает 

cP0 cos тD+ gQ0 sin jD = 0, 
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а в силу (54.7) приводится к такому виду: 

№-ш2 =gjtg jD. (54.9) 

Это - соотношение между j и ш, н~ встречающе.еся в тео~ 
рии атмосферы. Решая уравнение (54.8) ·относительно ; и 
Подставляя в (54.9), мы получим уравнек.tе, содержащее 
JJИШЬ (1) И х: . 

2 g [(ш2-N2)((1)•-Q•--x.2c2)] 
№-w =7 (1)2_ 122 Х 

{ Е_ [(w2- N2) (w2-Q2-'1.2c2) ]} 
Xtg с (1)2-22 • (54.1 О) 

Никl!коrо похожего соотношения между ro и х мы не и.мели 
в теории атмосферы. П.олученное уравнение дает кривую 
или. точнее. серию кривых на диагностической ш, х.-диа­

rрамме, точки которых соответствуют собственным значе­
ниям. 

Связь этих результатов с результатами обычной теории 
поверхностных волн в однородной несжимаемой жидкости [ l) 
может быть пояснена следующим обрааом. Если жидкость 
предполагается однородной, то N = О; обычная теория не 
принимает также в расчет вращения. так что О = О; в этом 
случае уравнение (54.8) принимает вид 

(54.11) 

Цоскольку для несжимаемой жидкости с :::::: оо, . это уравне­
ние приводится к· .такому: 

12=-х2 
или 

j = ± lx. (54.12) 

Полагая 11 уравнении (54.9) N =О, получим из него и (54.12) 

"'-- ro2 = gix. tg (ix.D) 
или 

ш2 = gx th (x.D), (54. 13) 

что представляет собой обычное соотношение меЖду оо и 1t 

для поверхностных волн в мелкой воде ! 1. r л. lX). 
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§ 55. Теория однородного с:жа.маемого О1'еана 

Поскольку уравнение (54.1 О) довольно сложное, пол~но 
рассмотреть ·сперва случай N =О, Q =О, оставляя ·лишь 
скорость звука с в качестве единственного дополнительного 

параметра, не рассматриваемого в обычной теории. Так как с 
предполагается постоянной, волновые лучи все еще остаются 

прямыми и отражаются в соответствии с обычным законом 

равных углов. Можно применить уравнение (54.11) и написать 

(55. I) 

что сразу дает ю/k =с= const. Если k вещественно,. фазо­
вая -скорость оказывается независимой от частоты и дисперсю1 

отсутствует. 

Однако в дальнейшем я не обязательно будет веществен­
ным. Мы увидим, что уравнение (54.9) 

w2 = - g1tg1D (55.2) 

имеет бесконечное множество вещественных решений для 1 
и одно чисто мнимое. Этот мнимый корень соответствует 
поверхностным волнам. Более того, мы увидим, что эти 

волны аналогичны волнам Ламба в атмосфере. 
Прежде чем решать уравнения (55.1) и (55.2) количе­

ственно, подезнq провести графическое исследование. Этому 
поможет введение безразмерных величин, определяемых сле­

дующим образом: 
х = (1D)2, 

ю2D 
Y=-g· 

.,,_2c2D 
Y~=-g-' 

с2 
а=--. gD 

(55.3) 

Величина а характеризу~т океан; как хорошо известно, 

(gD)'1• есть скорость длинных поверхностных волн, так что а 
i>Пределяется как квадрат отн_ошения скорости звука к ско­

рос rи . поверхностных . волн. Реальное значение для с-

1,5 1оt/сек, а для D - 4,5 км. При этих значениях а= 50, 
что может счит.ат.ься. 60.'!ыдим числом. Приводимый график 
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построен для много меньшего значения, для тоrо чтобы про­
иллюстрировать задачу яснее. 

При использовании (55.3) уравнение (55.1) превращается в 

у= ах+ У". (55.4) 
а уравнение (55.2) в 

у = - x'I• tg x'I• (55.5) 

Для отрицательных значений х как "/', так и x 1I• мнимы, но 

f (х) = - х
1

'• tg х'11 = (- х)111 th (- х)'1• (55.6) 

остается вещественным •. Следовательно, функция f (х) может 
быть построена во всей области - оо < х < + оо, что и 

1 1 
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1 1 
1 1 
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Рис. 26. Диа1·рамма для графического решения системы урав-
. нений 

т2+-х.2=(1)21с2 и -(1)2=g1tg1D. 

показано на рис. 26. График имеет бесконечное множество 
ветвей, изображенных сплошными линиями и пронумерован­
ных цифрами О. 1, 2, . . • . Эти ветви пересекаются с осью 
абсцисс при 

;с= (птс)2, n = 1, 2, 3, ••. , 
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rде п- порядковый номер ветви; они асимптотически уходят 

в бесконечность при 

х=[(п-~)1t]2, n=l,2,3" ... 
Для больших отрицательных значений х ветвь п =О аппрок­
симируется следующим образом: 

f (х)= V-x + ... , (55.7) 

а вблизи п-й асимптоты так: 

/(х)= ( 1) + ... 
Ух- п-2 п 

График уравнения (55.4) показан пунктирной 
пересекающей ось х в точке Р, в которой 

х = -(xD)2 =-х~. 

(55.8) 

прямой, 

Пересечения этой прямой с различными ветвями f (х) (по­
казанные кружками) дают значения х и у, удовлетворяющие 
уравнениям (55.4) и (55.5) 0.11.новременно. Рассматривая чер­
теж. мы леrко можем проследить изменение этих корней при 

изменении Ух· 

Сперва рассмотрим корень, лежащий на ветви п =О. 
Если Ух (или 'Х) изменяется от О до + оо, то соответствую­
щее значение х· (или 12) изменяется от О до -оо, а у 
(или w2)- от О до + оо (см. ветвь п =О на рис. 27). Как 
сказано ·выше, наиболее интересны большие значения а; для 
таких значений прямая у= ах+ Ух почти вертикальна, и ее 
пересечение с ветвью п = О находится почти по вертикали 
над точкой Р и имеет абсциссу, близкую к -хх = (xD)2• 

Следовательно, в этом приближении ее ордината равна 

y=xDthxD. 

Так как у= w2Dfg, мы опять получаем обычную формулу 
для поверхностных волн [l, rл. IX]. Было бы нетрудно про­
вести аппроксимацию далее и получить w как функцию х, 
разложенную по степеням 1/а. 

Рассмотрим далее корень, лежащий на п-й ветви / (х). 
Если Ух= О, то его абсцисса есть п-й корень уравнения 

а Ух = - tg ух. (55.9) 
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Когда Ух возрастает, эта абсцисса убывает и приближается 

1< ( п - ~ )2 1t2 при Ух~ оо; одновременно соответствующее 
значение у возрастает до бесконечности (см. ветви п = 1, 2 ... 
на рис. 27). Мы опять интересуемся.большими значениями а: 

Рис. '1:1. Диагностическая диаграмма для 
однородного сжимаемого океана постоян­

ной г яубины. 

для них корни уравнения (55.9) весьма мало отличаются от 
асимптотических значений 

или 

(55.10) 

Компонента 1 волнового вектора по оси z почти не зависи'r, 
таким образом, от х. Соотношение (55.1 О) есть так называе­
мая_ формула "открытой органной трубы". Соответствующее 
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зliачение у получается из уравнения (55.4) 

У = { n - ~У 1t
2a +Ух 

и все-таки зависит от у,..; зто равенство можно записать 

иначе: 

(п - _!_)2 
7"2 

ro2 2 -- +х2 с2 - n2 .. (55.11) 

В таком виде оно хорошо известно в теории подводного 

распространения звука. 

И здесь нетрудно провести эти вычисления для больших 

порядков 1/а и силы исследовать влияние тяжести на 
распространение звука в океане, обладающем принятыми 
гипотетическими свойствами. Интересно отметить, что эти 

эффекты невел1JКИ, порядка gD/c2• Они не превышают чисто 
упругих эффектов, если только не имеет места неравен­

ство D > c2/g; поскольку c2/g = 225 ll.М, то все земные 
океаны в этом отношении можно считать мелкими. 

Прежде чем продолжать дальше, важно отметить значение 

порядкового числа п. появившегося в предыдущих рассу· 

ждениях. Из того, что 

Q=Q0 siп 1 (z+D), 

Р=Р0 соsт (.i+D) 

и т вещественно для п >О, следует, что и Р и Q при не­
которых значениях z обращаются в нуль. Число этих кор­
ней, или узловых поверхностей, когда z меняется от - D 
до О, в точности равно п: в соответствии с этим п иноrда 

.называют узловым числом, однако в нашей книге будет при­
нят термин по рядковое число. Эта интерпретация порядко­
вого числа распространяется на случай п =О, так как тогда 

Q = tQ0 sh (iT)(z+ D), 

Р= Р0 ch (i7) (z+ D) 

и Р не имеет корней, хотя Q все же имеет корень при 

Z=-D. 
Узловые поверхности имеют значение также при описании 

движения жидкости. На тех плоскостях, на которых Q =О, 
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скорость горизонтальна; на тех, на которых Р = О, движе­
ние вертикально. Далее, поскольку поток энергии J = PU. 
через плоскости Р = О движение энергии не имеет места. 

Из этого следует, что все собственные решения для 

данного п описывают качественно сходные виды движения; 

и хотя они могут иметь даже различные значения х, i и (J), 

число узловых плоскостей у них одинаково. Удобно и обще­
принято группировать вместе все собственные решения. им~ю­
щие одно и то же п, и называть их 11 типом", собственно, 

типом движения или колебания. 

§ 56. Теория расслоенного, но нес:нсамаемого океана 

Так как земные океаны являются мелкими. то для нас 
важно рассмотреть сейчас случай а= оо. Это равнозначно 
тому, чтобы положить с= оо в уравнениях § 54 и рассма­
тривать океан как несжимаемую жидкость. Содержание на­
стоящего параграфа находится в близкой связи с теорией 
волновых движений в неоднородной жидкости Лява ([2}, см. 
также [l] ). 

В этом предельном случае уравнение (54.8) принимает 
вид 

r2(w2-02)-x2 (N2-w2) =о. 

а (54.9)-вид 

(56.1) 

(56.2) 

И в этом случае анализ упрощается введением безразмерных 
переменных 

Уравнения 

x=(rD)2• x._=(-x.D)2. 
!JJ 2D №D Q.2D 

Y=-g· YN=-g-' Yf.J=g· 
(56.3) 

(56. I) и (56.2) могут быть тогда записаны как 

Х = х _Y.:..:.N_-_Y 
... У-У12' 

Y=YN-VxtgJf х. 

(56.4) 

(56.5) 

График (56.5) совершенно такой же, как и график (55.5), 
и состоит из ветвей п =О. 1, 2, ... , показанных на рис. 28; 
однако 1<ривые теперь сдвинуты относительно оси х. так как 
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Ун:/= О. График (56.4) представляет собой гиперболу, и а.n.есь 
следует различать два случая: 

и 

1 
1 ,, 
11 
11 , , 
1 1 1' 1 1 А 
,~ 
1 \ 
1 \ 
1 \ 

\ 

-:r1t 

А) x2.>YN-yQ 

Рис. 28. Диаграмма дм графического решения системы урав­
нений 

12 ((lj2-Q2) = '1.2 (N2-ю2), 
N2-(!)2 = g"{tg1D. 

В размерных переменных написанные выше условия А и Б 
выглядят следующим. образом: 

х2~ №;;Q2 
• (56.6) 

Здесь можно пренебречь 0 2 по сравнению с N 2• и поэтому 

критическое волновое число равно N /V gD. Это - волновое 
число "r лубокой воды". соответствующее частоте N. Чтобы 
получить оценку его велич1щы, цожно принять D = 4 "-"• 
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так что V gD = 0,2 к.м/се1', и если предположить, что 
N = 1 час- 1 - значение, соответствующее устойчивости на 
глубинах ниже постоянно присутствующего в океанах Земли 
слоя скачка. то мы получим для критической длины волны 

значение 720 к.м, а случай А будет иметь мес1:о для мень­
ших длин волн. 

Различие между случаями А и Б имеет значение лишь 
для поверхностных волн, соответствующих пересечению ги':' 

перболы с ветвью п = О графика уравнения (56.5). Если хх 
очень велико, то можно видеть, что у~ у н- следовательно, 

уравнение (56.4) допускает приближение х = - хх = - x.2D2, 
а уравнение (56.5) приводит к классической формуле 

ю2= gx th x.D. 

В этом приближении устойчивость не оказывает влияния на 
поверхностные волны. 

Однако, если х. убывает и приближается к своему крити­
ческому значению, появляются отклонения от классической 

формулы, а когда х. достигает критического значения, х 
обращается в нуль. Для больших значений х. как Р. так и Q 
достигают своих наибольших значений на свободной поверх­
ности жидкости, но для критического его значения Q = О, 
а Р = const для всех значений z. В случае А имеем также 
ю :> N, причем равенство справедливо для критического зна­
чения х. Для значений х., меньших критического, (!) < N и х 
положительно. Следовательно, 1 вещественно, а формула (54.б) 
показывает, что Р достигает наибольшего значения на дне; 
Q по-прежнему достигает максимума на свободной nоверх­
ности жидкости. Наконец, для х. =О, как легко видеть, 
ш = О, в то время как "( определяется уравнением 

(№-02) = g1tg1D. 

В самом деле, если ю < N, решения для п = О являются 
внутренними гравитационными волнами, а не поверхностными 

волнами в классическом смысле. Полученное соотношение 

между ю и х показано графически на рис. 29 в виде ветви 
n=O. 

Остальные корни уравнений (56.4) и (56.5) для п >О 
не подвержены подобным качественным. изменениям, когда х. 
проходит через критлческое значение. Из рис. 28 можно 
13и.цеть, что при возрастании х.,, от О до оо возрастает также 
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и у от у11 до у N или (1) от О до N. Во всей этой области 
решение сохраняет характер внутренних гравитационных волн. 

Рис. 29 изображает соотношение между (J), х и п; каждая 
из кривых на этом рисунке связана с отдельным типом . 

.,.. ___ !!"8' __ _ 

~ 
~ 
ГраВитационные 
болно6ые типь1 

Рис. 29. Диагностическая диаграмма дпя 
расслоенного, но несжимаемого океана 

постоянной глубины. 

В заключение этого параграфа считаем полезным обратить 
внимание еще на одну деталь рис. 28. Все гиперболы пере­
секают ветвь п =О при х =О. у= YN независимо от зна­
чений хх. Эта точка дает решение уравнений (56.4) и (56.5), 
но это приводит лишь к тривиальному решению исходных 

уравнений (54.3) и (54.4), так как. из (54.5) видно, что при 
т =О для всех z Q оказывается равным О, а (54.6) и (54.7) 
дают Р=О. 

§ 57. Общий случай 

Исследовав в деталях специальные случаи двух предше­

ствующих параграфов, можно теперь сравнительно кратко 

разобрать общую задачу, сформулированную в § 54. J3 обо-
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значениях безразмерных переменных, введенных ранее, уравне­
ние (54.8) имеет вид 

ах (У-У2) +(YN- У) (У- )12 -Ух)= О, (57.1) 

а уравнение (54. 9) по-прежнему 

Y=Yн-Vxtgyx. (57.2) 

Уравнение (57.1) опять представляет гиперболу, но в то 
время как соответствующее -уравнение из предыдущего пара­

графа давало гиперболу с перпендикулярными асимптотами, 

y=шZD/g 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

А· 

1 

....... r 
..-1 1 ... 1 
А 1 

1 
1 
1 
1 
1 

, ... 

Рис. 30. Диаграмма для rраф1.-..сскоrо решения системы 
уравнений 

т2с2 ((А)2 - Q2) == (№- (J)') ('х.2с2 - (й2 + Q2), 
№-(1)2·= g-rtg1D. 

здесь мы имеем асимптоты, образующие между собой острыА 
уrол. Это горизонтальная прямая 

(57 .3) 

и наклонная прямая 

(57 .4) 
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(Ср. последнее уравнение с уравнением (55.4), к которому оно 
приводится при YN =О.) Как показано на рис. 30, эта ги­
пербола пересекает ось у при 

У=У.+У2. 

и здесь представляются два случая, подобно 
было в § 56. Условия теперь следующие: 

А) Ух+ .У2 > У№ 
Б) Ух+ У2 < У№ 

тому как это 

(57 .5) 

Как и выше, в случае А пересечение с ветвью п =О 
происходит при х < О. а в случае Б - при х > О. Точка 
пересечения при х =О, у= YN опять приводит лишь к три­
виальным решениям исходных уравнений. 

Рис. 30 показывает, что теперь имеются два корня урав­
нений (57.1) и (5~.2) при каждом значении п >О. Один из 
них относится к пересечению верхней ветви гиперболы с п-й 
ветвью кривой (57 .2), другой - к нижней ветви гиперболы. 
Первый представляет собой акустическую волну, второй -
гравитационную. Для классификации удобно, как это стане1 
яснее в дальнейшем, обозначать положительными значениями п 
акустические типы, а отрицательными - гравитационные типы 

в соответствии со схемой: 

Акустические типы 

Поверхностный тип 

Гравитационные типы 

n= 1, 2, 3, ... 
n=O 
U=-1, -2, -3, 

Таким образом, мы опять получаем взаимно однозначное 

соответствие между порядковыми числами и типами волн. 

Это соотношение между п, ы и х показано качественным 

образом на рис. 31; для ясности рисунка расстояние между 
акустическими типами сильно уменьшено, а наклон других 

кривых сильно увеличен. Этот рисунок соответствует диа­
грамме для изотермической атмосферы (рис. 21). Акустиче­
ские типы на рис. 21 находятся в области А, а гравитацион­
ные-в области О. Заметив это, мы поймем, что поверхностные 
волны в случае океана соответствуют волнам Ламба в атмо­
сфере. Это соответствие не исчерпывается общим располо­
жением х, w-кривой относительно других типов, но и хар.ак­

териэуется максимумом амплитуды тех и других волн на 



180 Глава Х. Океаны с постоянными коэффициентами 

rоризонтальной границе и отсутствием rоризонтальнои узловой 

поверхности. Оба вида волн связаны самым тесным образом 
с существованием поверхностей раздела и моrут быть названы 

w 
n=3 

Аllустичесние 
6олно6ые типы 

/ 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
/ 

1 
1 

1 
1 
r 
~ 

1 
1 

1 
1 l;,J 

1 .\' 
1 ч 

13 
( 

1 
1 

1 
1 

N / ___ _, ____ _ 

1 
1 

1 
1 

/ 

1 
1 

1 
( 

1 

Рис. 31. Диагностическая диаграмма для 
общего случая океана постоянной r лу· 

бины и постоянных N, Г, с. 

волнами поверхности раздела. Аналогичные волны встречаются 
в теории упругих волн в твердых телах, где они известны 

nод названием волн Лява и Рэлея. 

§ 58. Простая аппрокси.мачия внутренних 
гравитаqионных типов 

Значительно более простое приближенное представление 
может быть получено непосредственно из рис. 30. Из этого 
рисунка видно, что при U> < N и п < О можно написать 

1D=(lnl +д)'lt, (58.1) 



§' 58. Простая аппроксимачия гравитационных типов 181 

где д есть функция w и п.. Видно также, что Л-+ О, когда 
'W -~ N или коr да ! п 1 -+ оо. Следовательно, на значительной 
части х., w-диаrраммы ниже w = N подходящей аппроксимацией 
является д =О. Для получения более точных результатов можно 
предложить разные методы вычисления · д. Если воспользо­
ваться термнном теории атомных спектров, то д может быть 

IООН.н 101t11 1NИ 100км 

ro-1 

'i :, 
~ 
с::: 

fSиин 

1 час 
iЗ 

Zчас 

4час 

В час 
12час 

10-в 10~1 10-• ro-5 

1', см-' 

Рис. 32. Часть диагностической диаграммы JUЯ D = 4 км, 
21t/ N = 15 мин, 21t/2 = 12 oiac. 

названо дефектом порядка; к этому понятию мы буд~м воз­
вращаться в последующих разделах. 

Решая ура·вн.ение (54.8) относительно т и используя (58.1), 
будем иметь 

(58.2) 

t.iтo представляет собой точное соотношение между ш, х. и ri 
при условии, что дефект порядка вычислен. Как было ска­
зано выше, вполне приемлемое приближение получается, если 
положить д =О. При использовании дополнительного при­
ближения с = оо можно получить простую формулу 

( 
N• - ы')'/z п 

'Х (1)2 - Q2 = 1 п ! 75 . (58.3) 
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Рис. 32 изображает график этого уравнения для некоторых 
значений п <О при D = 4 км, 21t/N = 15 мин, 2'ft/0 = 
= 12 час. Для сравнения здесь же представлен график урав­
нения (54.3) при п =О. 

§ 59. Типы 1Co.11efiaнuu в пря.моугольно.м резервуаре 

В гл. VI было отмечено, что собственные решения для 
жидкост» в конечном объеме обычно совершенно отличны от 
решений для бесконечного объема. В обоих случаях плот­
ность энергии всюду конечна, но в последнем случае полная 

энергия часто бесконечна. Это различие находит свое отра­
жение в числе решений: для конечного объема их множество 
счетно, для бесконечного объема оно часто бывает несчетным. 

В § 35 было принято условие рассматривать лишь течения 
жидкости, ограниченные поверхностями уровня. Отсутствие 

боковых границ приводит к бесконеЧному объему. В этом 
параграфе, хотя и не исчерпывающим образом, будет изучен 
эффект боковых границ. 

Рассмотрим прямоугольный резервуар с дном, являющимся 
поверхностью уровня, свободной поверхностью и верти· 

кальными стенками. 

Пусть горизонтальные размеры резервуара равны А и В. 
а его глубина D; координатные оси можно расположить 
по ребрам резервуара. В дополнение к граничным условиям 

Pc+gQ=O при Z=O, (59.1) 

Q=O при z=D (59.2) 

появятся условия на вертикальных стенках 

И=О при х.=0 и х=А, 

V=O при у=О и у=В. 

(59.3) 

(59.4) 

Чтобы избежать аномальных отражений, о которых шла 
речь в § 53, будем предполагать, ч1'о О= О. Собственные 
решения МОГУТ быть ТОГда построены ИЗ ПрОСТЫХ ВОЛН, ОТ· 
ражающихся от стенок. Они будут иметь вид 

Р = Р0 cos а.х cos ~.V cos 1 (z + D), 
Q= QoCOS а.х cos ~у sfn 1 (.z+D), (59.5) 
U = - а.сР0 sin а.х cos ~.У cos 1 (z + D), 
V = - ~сР0 cos ГJ.Х sin ~)' cos 1 (z + D). 
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Условия (59.3) и (59.4) будут удовлетворены, если 

«= ~ • ~ = ~1С. (59.6) 

где k и т - положительные целые числа. Соответственно 

(59.7) 

Эффект вертикальных стенок виден непосредственно: без 
стенок а, ~ и х могут изменяться непрерывно, при наличии 
стенок они ограничены рядом дискретных значений, опреде• 

ляемых целыми числами k и т. 
Но как только х фиксируется, вычисления. приведенные 

в предыдущих параграфах этой главы, остаются в силе и 
здесь. Порядковое число п по-прежнему. дается уравнением 
(58.1) 

j=(lnl +д); • (59.8) 

сходство которого с (59.6) очевидно. Uелые числа k и т 
также м.оrут быть названы nорядковыыи числами: они опре­
деляют число вертикальных узловых плоскостей для Р и Q. 
аналогично тому как п определяет их горизонтальные узлы. 

Сказанное находит свое отражение .в диагностической 
диаграмме. Предположим для простоты, что жидкость несжи· 
маема. так что применимы вычисЛения § 56 при Q =О. Уз­
ловые кривые, соответствующие разным типам, показаны на 

рис. 33 тонкими линиями. Однако не все значения х сов­
местны с уравнением (59.6); те, которые ему удовлетворяют, 
показаны нертикальными линиями. Следовательно, собствен­
ные решения относятся лишь к тем значениям х и w, которые 
определяются пересечением кривых с этими вертикальными 

линиями. Дискретные значения частоты ю, определенные та· 
ким образом, известны под различными наименованиями: ре-
11онансные частоты, натуральные частоты или свободные 
частоты. 

Положение верт1iкальных линий на рис. 33 приведено для 
частного примера А = 28. При этом нарисованы лишь те, 
которые соответствуют k, т = 1, 2, 3, однако существует 
бесконечное число таких линий. и они располагаются теснее, 

когда k и т возрастают. Соответственно при возрастании 
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порядковых чисел теснее располагаются и резонансные час­

тоты. Частота w = N есть предельное значение множества 
резонансных частот .. Опять позаимствовав термин из кванто­
вой теор<tи, можно сказать, что резонансные частоты, соот-

ы 

')( 

Рис. 33. Диагностическая диаграмма для 
прямоугольного резервуара. 

ветствующие одному и тому же значению вертикального по­

рядкового числа п, но разным значениям горизонтальных 

порядковых чисел k, т, образуют серию. 

§ 60. Другие боковые грашщы 

Математические задачи для тех случаев, когда жидкость 
имеет границы различных форм, не совпадающие с поверх­
ностями уровня, многочисленны и обычно сложны. Случай: 
свободного стационарного течения в бассейне с произвольной. 
топографией дна рассмотрен в § 13, и там мы видим, что 
существует пограничный слой, в котором поток стремится 

быть батистрофическим. Вне этого слоя влияние границ со­
храняется, но не является доминирующим. Этих затруднений 
удается избежать, предположив, что все границы совпадают 

с поверхностями уровня, µибо считая, что все боковQiе гра-
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ницы вертикальны, как это было сделано в последнем пара­
графе. 

В общем задачи в случае вертикальных боковых границ 
(даже если их форма в остальном произвОJrьна) менее сложны, 

чем в случаях бассейнов более естественных очертаний. 
В частности, остаточные уравнения (36.12) показывают. что 
собственные решения зависят от вертикальной координаты, 
но эта зависимость одна и та же во всех точках резервуара. 

Их зависимость от горизонтальных координат определяется 
двумерным волновым уравнением (36.11) 

(60.1) 

Это уравнение должно быть решено. при условии, что нор­
мальная составляющая скорости должна обращаться . в ну ль 
на вертикальных стенках. Для случая прямоуголыюго резер-· 
вуара решение .nолучено в предыдущем параграфе. Решение 
также известно для случаев резервуаров кpyrлoft, эллиnти" 

че.ской и параболической форм (1, r л. Vlll]. Для других 
очертаний задача может быть решена численно. 
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Глава Х/ 

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛУЧЕЙ 

§ 61. Введение 

Теперь нам предстоит решить. в каком направлении мы 

будем развивать дальше теорию. Мы можем заняться либо 
простыми волнами и лучами, связанными с ними, либо тео· 
рией собственных решений, основанной на остаточных урав­
нениях. Настоящая глава в основном посвящена теории лучей, 
а систематическое рассмотрение остаточных уравнений отло­

жено до гл. XIV. Промежут<'чные главы будут содержать 
преимущественно иллюстрации к теории лучей, хотя в них 

мы также будем иметь возможность получить некоторые 

частные результаты из остаточных уравнений. 

Существует два рода теорий лучей, результаты 1юторых 
иногда совпадают, порой же очень различны. Один из них 
основан на понятии характеристических кривых и поверхно­

стей, соответствующих дифференциальным уравнениям в част­
ных производных. Результаты таких теорий всегда строги и 
играют важную роль при изучении ударных во1ш и для не­

которых технических целей [10, стр. 526; 3. стр. 342; 
1, стр. 132}. 

Теории другого рода строги лишь в том случае, если 

дифференциальные уравнею1я имеют постоянные коэффи­

циенты. Примером является как раз та теория, которая 
в предшествующих r лавах была применена к случаю изотер­
мической атмосферы. Чтобы распространить ее на сJiучай 
переменных коэффициентов, необходимо использовать метод 
апnроксимации, связываемый обычно с именами Венцеля [ 12), 
Крамерса [8] и Бриллуэна [5}, хотя полный очерк его исто· 
рии должен включать ссылки на Гюйгенса, Гамильтона, 
Кирхгофа, де Бройля и многих других. Этот ВКБ-метод, как 
уже было сказано, строг лишь при постоянных коэффициен­
тах, но он дает исключительно хорошие резу льта.ты и в бо· 
лее общих случаях [6, 7). Этот nриближеннь1й метод, при· 



§ 62. Jlрав1'ение ГамuАьтона - Якоби 

Jtененный к простому волновому уравнению 
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(61.1) 

nриводит к историческим построениям волновых фронтов, 

принадлежащим Гюйгенсу, что явилось первой формулиров­
кой волновой теории. Результаты, которые мы должны по­
Jiучить от применения этого метода к уравнениям поля. 
являются, следовательно, обобщением принципа Гюйгенса, 
.несмотря на то что геометрическая интерпретация их гораздо 
более. сложна. 

В последнее время интерес к ВКБ-методу ожил и был 
достигнут прогресс, заслуживающий упоминания. С матема­
тической точки зрения особенно интересны работы Бреимера 
·14}; Беллмена и Калаба [2]. 

Поскольку два варианта теории лучей, будучи применены 
к нашим уравнениям поля, приводят к раэличныи результа­

там, было бы желательным исследовать их оба. Соображения 
экономии :места препятствуют этому, и здесь будет развит 
лишь второй из них. Можно только высказать предположе­

ние, что первый приводит к математической теории фрон­
тальных . возмущений в атмосфере. 

§ 62. Уравнение Гамильтона-Я1'оtft~ 

Если коэффициенты уравнений поля постоянны, то. как 
мы видели, все простые во~иовые поля имеют вид 

где 

Р = Р0 ехр (lФ) и т. д., 

Ф=a.x+~Y+rz-wt, 

(62.1) 

(62.2) 

. а Р0, а, ~. i, w - вещественные постоянные. Функция Ф - это 
фаза, а Р0 ••• - амплитуды волны. Очевидно. следует пред­
положить, что, если коэффициенты переменны, решения могут 
иметь тот же самый вид, но с Ф, являющейся вещественной 
нелинейной функцией от х, у, z, t и Р0 ••• также переменны.ми . 
. Но в этом случае уравнение . (62.1) не накладывает никаких 
ограничения на Р. и чтобы наше предположение перестало 
быть тривиа~ьным, нужно его уточнить. 
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Если продифференцировать уравнение (62.1 ), мы получим 

дР дФ дР0 дх = LP дх + дх ехр (LФ), 

дР0 р дФ + дРо {lФ дr=l дГ arexp ). 

Может случиться, что второй член правоlt части каждого из 
этих уравнений пренебрежимо мал по сравнению с пер­
вым, - это более сильное предположение, оно и представляет. 

собоя ВКБ-аплроксимацию. 
Мы используем обозначения 

дФ дФ дФ 
а =дХ• ~=дУ' i=дZ• (62.3) 

Если Ф- линейная функция от х, у. z. t (62.2). то эти обо­
значения тождественны с обычно употребляемымц в теории 
простых волн; k- волновое число. или вектор распростра­
нения, а оо - частота. Когда Ф-более общая· функция. то 
а, ... , U1 уже не постоянные, а функции от х, у, z. t, тогда 
k - локальный вектор распространения, а оо -- локальная ча• 
стота. ВКБ-аппроксимаnия ведет к таким уравнениям:· 

дР V Р.::::::: ikP, д[ = tюР, 

v . u = lk . u и т. д. 

Если ввести такие приближения в уравнения поля, они 
примут вид 

iwU-0 Х U=cP(lk+~)-№Q~. 

с (ik - Г~) · U = iroP, 

~ · U=iwQ. 

(62.4) 

При условии. что фазовая функция известна. это - линейные 
алгебраические уравнения длЯ U, Р и Q. Так как они одно­
родны. то они имеют нетривиальное решение только тогда, 

когда их детерминант обращается в нуль (ер. (42.1) и (42.2) }. 
Этот детерминант будет зависеть лишь от о:, ..• , ro, а усло­

вие его обращения в нуль в силу (62.3) приводит к диффе-
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ренциальному уравнению для фазы Ф. Оно известно как диф­
ференциальное уравнен11е Гамильтона - Якоби, соответствую­
щее уравнениям поля [ 11 ] . 

§ 63. Плосвие поверхности уровм. 
Вертикальная ось 

Это уравнение будет выведено в первую очередь для случая 
плоских поверхностей уровня ·и вертикальной оси вращения. 

Уравнения (62.4). записанные в составляющих, примут тогда вид 

lшU + OV = lxcP, 

lroV-Q.U=l~cP, 

lшW =(lj+Г)cP-№Q, 

lшР =с (tixU + i~V + (iT - Г) WJ, 

lшQ =W. 

(63.1) 

Путем очевидных алгебраических преобразований приведем 
их к виду 

U =- с(аш+i~&>.)Р 
Q2-(1)2 

v = - с (~(J) - i110) р . 
g2_"'2 

W=iшQ;· 

[lT + Г) Р - (N2 - (1)2) Q =О, 

[ 1 - с
2

11~~2_+2~
2

> ]Р+ (ij-Г) Q= О. 

(63.2) 

{63.3) 

Уравнения (63.2), очевидно. прмставляют собой аппрокси­
мацию прежних выражений для скорости через поля Р и Q. 
Уравнения {63.3) аналогичным образом представляют · собой 
аппроксимацию остаточных уравнений" Чтобы Р и Q не обра­
щались одновременно в нуль, детерминант системы (63.3) дол­
жен бЪ!ть равен нулю. Это приводит к уравнению распростране­
ния, формально совпадающему с (51. 2): 

(63.4) 
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Освобождаясь от дробей и подставляя выражения из (62.3), 
мы уuидим, что это есть дифференциальное уравнение в част­
ных производных для фазы 

с2[(:~у +(~~)2][(~i)2-w]+ 
+ [ N~ - ( ~~ )2 + с2 ( ~~ )2]f( ~~у - 02] = О. (63.5) 

Мы получили уравнение Гамильтона - Якоби, соответствую­
щее уравнениям поля. 

Общие и полные решения. Так как уравнение Гамиль­
тона - Якоби является уравнением в частны~ производных, 

его наиболее общее решение должно содержать произвольные 
функции. Можно. например, задать значения Ф во всех точках 
пространства при t = О, и уравнение (63.5) однозначно опре­
делит его для всех последующих моментов времени. 

Однако для наших целей будет достаточно менее общего 
решения. Если частное решение уравнения (63.5) содержит 
четыре произвольные постоянные (четыре - число независимых 

переменных). оно назыыается полным решением. В данном слу­
чае будет достаточно найти по1аное решение этого уравнения. 

Существуют геометрические методы построения общего реше­
ния, если получено полное решение, но здесь нет необходи­
мости обсуждать этот вопрос. 

Поскольку уравнение (63.5) содержит лишь производные 
от Ф, то отсюда следует, что если Ф- решение, то Ф+ const 
также будет решением. Поэтому одна из Четырех произволь­
ных постоянных в полном решении - это аддитивная постоян­

ная, и в дальнейшем ее рассматривать не нужно. 

Функция Гамильтона - Якоби. В настоящем случае опре­
деление полного решения упрощается в силу того факта, что 
с, N и N 1 не зависят от х, у, t, а лишь от z. Вследствие 
этого уравнение (63.5) имеет решения вида 

Ф = o:x+~.v-юt+S(z), (63.6) 
rде о:, ~. w теперь снова постоянные. а функция S удовлет­
воряет обыкновенному . дифференциальному уравнению 

x2c2(w2-№)+(w2-02) [ N~ -w2+ с2 ( ~~ )2] =0, (63.7) 

(х2 = ГJ.2 + ~2, как обычно). 
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которое получается путем подстановки (63.6) в (63.5). По­
скольку (63.6) содержит три произвольные неаддитивные по­
стоянные, полное решение тем самым получено. 

. dS 
Решая уравнение (63. 7) относительно dz , получим 

2 
dS -{ 2 № - r.>2 N1 - w2}''• = i (а. Q (1) z) (63.8) 
dz - х (1)2_g2 - с2 • r• • • 

что может быть немедленно проинтегрировано 

(63.9) 

Нижний предел интегрирования, Zp определяет четвертую 

(аддитивную) постоянную и может быть выбран теы или иным 
способом. Однако, поскольку S должна · быть вещественной 
функцией, необходимо выбрать z1 таким образом, чтобы 1 
была веще.ственной во всей области между z1 и z. 

§ 64. Лучи и групповая скорость 

Вывод формулы для лучеА. Уравнение для лучеА может 
быть получено с использованием функции Гамильтона - Якоби 
Ф при помощи в· основном того же "етода, который был при­
менен в § 44. В вещественных обозначениях поля простых волн 
имеют вид 

P=sin[cix+~y-шt+S(a., ~. ю, z)] и т. д. (64.1) 

Рассмотрим суперпозицию двух таких ·волн, имеющих одя• 

наковую амплнтуду, но разные значения параметров а.', ~'. ю' 
и а.", ~". w": 

Р= sin [а.' х + ~'y-w't+S'] + 
+ sin [а." х +~"у - w"t + S"}. (64.2) 

Поступая, как и ранее. положим а.' = а ·+ 0а, а." = а - &а. 
и т. д. и 3аметим, что 

S'=S(a, ~. ш, z)+ ~: &i+ :: о~+:: ош+ ... , 
S"=S(a., ~. w, z)- ~: &i- ~~о~-:~ a(I)+ " .. 
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Тогда, если пренебречь квадратами и более высокими сте.:. 
пенями приращений, (64.2) будет иметь вид 

Р= 2 sin (ах+~у- wt+S) cos[ (х.+ ~~)ох+ 

+(У+::) о~ ~(t- ::) aw ]· (64.3) 

Это выражение и в данном случае может быть интерпретировано 
как распространяющаяся модулированная волна. Распростра­
нение определяется тремя параметрами: а, ~. w, а модуля­
ция - шестью величинами: а, ~. w, &а. 8~. ow. Рассуждение 
продолжается так же, как и ранее: модуляция имеет одну и ту 

же величицу 

COS (Хо Оа + Уо О~ - fo ооо) 

для всех значений х. у, z. t, удовлетворяющих условиям 

дS 
х +да= х0 (= const), 

дS 
У+дf =У0 (= const), (64.4) 

дS t - ~-:- t 0 (= const). 

Уравнения (64.4) при постоянных а., ~. w, х0, у0 , t0 опре­
деляют движение точки в пространстве. Эту точку назовем 
лучевой точкой. Тогда траектория этой точки есть кривая, 

определяемая первыми двумя уравнениями (64.4). ~орма и рас­
положение этой кривой зависят от а, ~. w, х0 и у0• Третье 
из уравнений (64.4) определяет время, за которое лучевая 
точка достигнет заданной высоты z. 

Групповая скорость. Скорость, с которой лучевая точка 
движется вдоль луча, может быть вычислена следующ:iм об­
разом: ее составляющая по оси х, согласно уравнениям (64.4), 
равна 

dx 
dz 

Сх=-лг=-

dz 

[~(*)J 
[ :ш ( ~; )] 
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Используя уравнение (63.8), получим из этого выражения 

ду 
да аюсl 

с .х= - ~ = ш2_ g2 R. (64.5) 

дю 

где 

1 (1)2 

я=ю2 -N2 (64.6) 

Аналогично для составляющих по осям у и z Имеем 

(64.7) 

(64.8) 

Эти выражения совпадают по форме с (51.5) и (51. 7), однако 
в то время как в случае изотермической атмосферы &х, с1 , 
Cz не зависели от высоты, теперь они от высоты зависят. Луче· 
вая точка движется с местным значением групповой скорости 

на той высоте, которой эта точка достигла. · 

Интерпретация лучевоii точки. Существует еще одно 
различие между настоящими результатами и теми, которые 

были получены в § 51. Те были получены вполне строго для 
изотермической атмосферы. настоящие. же приближенны. но 
применимы. к любой жидкости. Это соответствует тому факту, 
что ВКБ-метод становится строгим, когда коэффициенты урав­
нений поля постоянны. 

Однако в рамках ограничений рассматриваемой аппрокси­
мации интерпретация лучей и групповой скорости та же, что 

и в гл. VIII и IX. Лучи пр~дставляют собой линии тока для 
потока энергии. а групповая скорость есть скорость распро­

странения энергии. Следовательно, лучевую точку можно 
рассматривать как небольшую частицу энергии, движущуюся 

вдоль луча с групповой скоростью. 
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Явное уравнение для лучеА. Используя (63.9) и (64.4), 
получим 

х-х0=- ::.=- J :~ dz= 

(64.9) 

(64.1 О) 

(64.11) 

Общие свойства лучей. Так как N. N1 и с - известные 
функции от z. определение лучей и времени движения сво­
дится к вычислению двух интегралов. Частные случаи будут 
рассмот.Рены в следующих главах, а здесь будут приведены 
лишь некоторые общие выводы. Уравнения (64. 9) и (64.1 О) 
показывают, что 

х-х0 а 
=т=const, 

У-Уо 1' 
(64.12) 

Следовательно, лучи целиком располагаются в вертикальных 
плоскостях. Поэтому достаточно рассмотреть случаlt 1Х = х, 

~=0. 
Так как х - х0 и т. д. должны быть вещественны, лучи 

не могут проникнуть в область, где 12 <О. Это no форме 
то самое условие, которое в гл. Vlll привело 1< диаrности­
ческuй диаграмме. Но поскольку 1 теперь зависит от z, можно 
считать, что для каждой высоты имеется своя диагностическая 

диаграмма. Однако представляется более подезным рассмат­
ривать IX, ~. ю как константы, а z считать основным перемен· 
ным в 1· 

Предельные формы лучей. Уравнения (64.9) -(64.11) мо-
2 2 

гут быть упрощены в предельных случаих. Если N и N1 имеют 
верхнюю границу, частоту ro можно выбрать настолько боль­
шой, что хорошее приближение дают следующие формулы: 

f dz 
Х - Хо= х [ 00 ~· J'/• , 

--х2 
с2 

t - to = (!) f [ (1)2 dz г· . 
с2 -- х2 ,2 

(64.13) 
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Это хорошо известные уравнения, выражающие закон Снел­
лиуса для преломления звуковых лучей. На тех высотах z, 
ua которых с (z) = ± (!)/У.,· подынтегральное выражение обра­
щается в бесконечность и луч становится горизонтальным 
(dz/dx) =О. Это вершины, или точки· поворота, лучей. Лучи 
не могут войти в области, где w2 < х.2 с2, а вынуЖдены оста­
ваться в каналах,- определенных неравенством ш2 > х.2 с2 
(см. рис. 52). 

Так же, если с имеет нижнюю границу. х2 может быть 

выбран настолько больше (ш2 -Ni)/c2
, что можно исполь­

зовать следующие приближенные формулы: 

ic-x0 = J { ~:=;: }11

'dz .. 

(i)'X, f { CJ)2 - Q2}1/2 t-to= (ю2-02)2 ·(N2-02) №-ю2 dz. 
(64.14) 

Оба эти уравнения не зависят от с, а первое из них не за­
висит и от х.. Поэтому ·форма лучей не зависит от длины 
волны и полностью определяется частотой; время движения 

просто пропорцианально ..,.,, Чтобы лучи были вещественными, 
(N2- ю2) / (ш2 _:_ 02) должно быть положительным. Если 
N2 (z) > 0 2 для всех z. это эквивалентно неравенствам N2 > 
> w2 > 02; при этом мы имеем лучи коротких гравитационных 
волн. На уровнях, определяемых условием N (z) = ± ю, подын­
тегральное выражение первого уравнения обращается в нуль 
и луч становится вертикальным, (dx/dz) =О. Лучи отражаются 
от этих уровней своеобразным образом, как показано на 
рис. 40. Более полно зто разобрано в § 70. 

§ 65. Сферические ttоверхности уровня 
при отсутствии вращения 

Если поверхности уровня - сферы, рассуждения предыду­
щего параграфа нуждаются в некоторых изменениях. Сперва 
мы рассмотрим этот вопрос для случая О= О. Формулы при­
ложения тогда показывают, что 

VФ= chf-1-(s дФ +v дФ)+~ дФ. 
r дд д~ дr 

Используя, как и в § 36, формулу r = rs+x. представим 
последнее уравнение приближенно в виде 

VФ = chfL {е дФ +v дФ)+~ дФ. 
г s дд д11- дх 
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Используя обозначения 

lдФ lдФ дФ дФ 
а.=--дк. ~ =-т· -r= а .... (l)=--at (65.1) rs . rs /J. " 

(более подходящие для настоящего случая, чем (62.3) ), 
можно записать это так: 

k = VФ = ch /.\ (ав + ~") + "(~. 
ВКБ-аппроксИмация по-прежнему будет 

VP=lkP. VQ=lkQ, V · ~=lk · U. 

Поэтому приближенные уравнения поля таковы: 

l(J)U, = l:rcch 11Р. 
iwUv = t?c ch 11-Р. 
lwUc = (l1 + Г) сР- №Q. 
iщР =lCCh(J. (аU.+~и.)+ (l1-Г) Иr.• 

lwQ = Иr.· 

(65.2) 

(65.3) 

(65.4) 

Путем :Исключения U иэ этих урав11ений получим остаточные 
уравнения в приближенной форме 

(!1 +Г) cP-(N2-(J)2)Q= О, 

[1- c2(a2+~2)ch2tt ·iP--{l..,-Г)cQ-0 
(!)2 J '1 - • 

(65.5) 

Условие обращения в нуль детерминанта этой системы при­

водит к уравнению распространения 

(12+Г2) с2+ (№- w2)[ i - с2(а2 + ~2) ch; /L] =О. (65.6) 

Подстановка (65.1) в последнее уравнение дает уравнение 

Гамильтона -Якоби 

,2 (~~у [(:~у +Г2 ]+ [№_-( ~;)2] х 
Х {(~~)'- c

2

~
2

tt ((~~)
2 

+(::У)}=О. (65.7) 

П(!лное решение. Коэффициенты этого уравнения зависят 
от х. и fL• но не зависят от· Л и /. Поэтому оно имеет реше­
ния l!ИДЗ 

(65.8) 
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r де а и (1) теперь постоянные .. Функция V должна у довле· 
творять уравнению 

(1)2 [ 2 (дv)2 2 2] с2 (№ _ (1)2) с дх + N 1 - ro = 

-~[ 2 2+( дV)2

] - д rsa. • rs i!1L 
(65.9) 

полученному подстановкой (65.8) в уравнение (65.7) и пере· 
группировкой членов. Переменные в этом уравнении. раз· 
делены таким образом, что члены слева не зависят от 11· 
а члены справа не зависят от Х· Следовательно, существует 
решение вида 

V(f-L. Х) =S(X)+ Т(11-). (65.10) 
где 

[ r~ (~:у +a.2Jch211-=x2, (65.11) 

с2 (N:2__ (J)2) [ с2 { :~ )2 + N~ - ro2] = х2, (65.1~) 

а х2 - постоянная разделения. Решая эти уравнения относи· 
тельно производных, получим 

1 dT 2 }'!: r (iii: = {х sech2 р..- а.2 J =~(а., 'Х, р.). 
s 

(65.13) 

dS ={ (N2-(J)2) Ni-(J)?. }'/i 
-d х2 2 - 2 = i (х, (1), Х)· {65.14) 

'/.. (1) с 

Последнее уравнение можно сопоставить с {63.8). Явные 
выражения для Т и S таковы: 

"" 
T=rs J~(x, а., p.)dp., (65.15) 

1'-1 

7. 

S = J 1 (х, w, X)dJ.. (65.16) 

1..1 

где р.1 и Xi и в этом случае представляют собой постоянные, 
которые должны быть выбраны любым удобным способом 
с учетом вещественности Т и S. Так как решение зависит 
от . трех неаддитивных постоянных: х, а. и Ф, оно и есть 

полное решение. 
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Лучи. Уравнения для лучей могут быть выведены повто­
рением рассуждений § 64. Не проводя этого в деталях, 
сформулируем результат. Лучи определяются уравнениями 

дФ 
а.;= - t0 = const, 

дФ 
дГ = r 5Л0 = const, 

дФ 
а:;:= Гs'fo = const, 

которые могут быть записаны в более явной форме 

f а, 
t - t0 = ([;:; dx_, (65.17) 

), -Л0= - f ~~ dp., (65.18) 

r s'f'o = r s J : dp. + J :~ dx_. (65.19) 

Лучи представляют собой плоские кривые. Если под­
ставить явное выражение для ~ в уравнение (65.18), оно 
превратится в уравнение большого круга (ер. приложение, 
уравнение ( 16) ). Другими словами, лучи представляют собой 
плоские кривые, и их плоскость проходит через центр сфе­

рической поверхности уровня. Это можно показать следую­
щим образом: подстановка из (65.13) обращает уравнение 
(65.18) в 

р. 

Л-f..o-f adµ 
- {-х.2 sech'l µ - а2} '/2 ' 

о 

(65.20) 

если произвольный нижний преде.тi интегрирования взять 

равным нулю. Определяя величину р.0 из уравнения 
у,.2 

Ch2n0=- fLO~ Q, 
г а2 • г ~ 

запишем уравнение (65.20) в виде 

р. р. 

Л-f..о = J ch µ dfl-
1 

= J d (sh /J.) • 

0 
{ch2 11-0 -ch2 11-}/2 

0
. {sh2 11-0 - sh2µ}'/: 

что легко интегрируется и дает 

sh р. = sh р.0 sin (Л - Лg). 

(65.21) 

(65.22) 

(65.23) 
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Это - уравнение большого круга, что и доказывает резу ль­
тат, сформулированный выше. 

Если изобразить уравнение (65.23) на меркаторской карте 
поверхности планеты, то полученная кривая будет централь­

ной проекцией луча на эту поверхность; она называется 

следом луча. Рис. 34 изображает следы лучей Ji.ля различных 
значений Р-о· Можно видеть, 
что они остаются в эквато- 1'-
риальной зоне, определяемой 5 

неравенствами - Р-о<Р.~Р.о• 
И что они замыкаются: р. есть 

периодическая функция Л 
с периодом 21t. А 

Высота лучей. Уравне­
ние (65.19) содержит инте­
грал 

f
p. д~ 

1= д-,. dp.= 
u 

JL 

f х. sech2 /L dp. 

= {x.2sech2p.-a2)'12 

о 

Рис. 34. Следы лучей на мерка­
. торскоА карте (при отсутствим 

вращения). 
(65.24) 

Этот интеграл может быть без труда вычислен, но его 
интерпретация оказывается проще, если заметить, что наша 

задача обладает сферической симметрией. Поэтому достаточно 
рассматривать лишь те лучи, следы которых совпадают 

с меридианом; для них а.= О и интеграл в (65.24) приво­
дится к 

" 1 = J sech р. dtJ- = rp. (65.25) 
о 

где <р определяется уравнением (2) приложения и предста­
вляет собой широту. Следовательно, уравнение (65.19) обра-
щается в 

l д 
г s.(чi- rpo) = - J д~ dx. (65.26) 

· 11 
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что может быть сопоставлено с (64.9). Даже если след луча 
не есть меридиан, из симметрии следует, что интеграл 

в правой части· уравнения (65.26) дает расстояние вдоль 
следа как функцию высоты луча. 

§ 66. Сферические поверхности уровня 
при наличии вращения. 

Традиционное приб .11ижен.~~е 

Влияние вращения на лучи будет исследовано лишь 
при традиционном пренебрежении горизонтальной составляю­

щей Он вектора l<ориолиса. Используя обозначение (65.1 ), 
запишем приближенные уравнения поля: 

i1»Иг+ Oth 1J-U0 = to.c chp.P, 

iwUY - о th 11И. = t~c ch р.Р. 

iwИc=(iт+Г)cP-№Q. (66.1) 

iwP = ia. ch !'-(а.И.+ ~И.)+ (lj -Г) сИс, 

iroQ = Ис. 
Исключая составляющие поля скорости, получим приближен­
ные остаточные уравнения 

(lj + Г) сР- (№- ro2) Q =О, 

[
l _ с2 (а2+ ~2) ch2 µ.] Р- (i _ Т1\ cQ =О. (66.2) 

002 - Q2 th2 /L 1 "' 

Уравнение распространения тогда таково: 

2 2 ( 2 N2) + (а2 + ~2) с2 ch2 р. (№- оо2) (66.3) 
1 С = Ф - 1 w2 - Q2 th2 /.L • 

что можно сопоставить с уравнением (51.2). 
Проведя рассуждения, во всех отношениях идентичные 

рассуждениям предыдущего параграфа, можно найти, что 

фазовая функция имеет вид 

Ф = S (Х) + Т (!'-) + r 8а.Л - wt, (бб.4) 
где 

(66.5) 

(66.6) 
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х2- постоянная разделения. Уравнение (66.5) прив9дится 
к (65.11), если О= О, а уравнение (66.6) то же самое, что 
и (65.12). Следовательно, 

r~ ~~ = { х2 sech211-[ 1 - ( ~ )2 th211-J- а2 }'
11 

= 

=~(а, х, (t), 11). (66. 7) 

dS 
dx = Т (х, (t), Х), (66.8) 

где i снова дается форму пой (65.14) и не зависит от О. 
Интегральные формы для Т и S поэтому такие: 

р. 

Т= r 9 J? (а, х, (t), 11) dtJ-, (66.9) 

". 
х 

S= f 7(-х., ю, xJdx. •. (66.10) 

J.• 

а уравнения для лучей -

д д~ 
t-t0 = J д~ dx+rs J дш dtJ.. (66.11) 

Л-Л0=- f :~ d!J-, (66.12) 

s0 = J ~dx.+rs J :! dp.; (66.13) 

t°' >.о. S0 - опять постоянные. 

Следы лучей. Уравнение (66.12) снова дает соотношение 
между Л и р. и приводит к уравнению следов лучей на 
поверхности планеты. Однако это уже не большие круги. 
В явной форме уравнение (66.12) таково: 

" Л - Ло = J а 'g1 2 11 • (66~ 14) 
о { -х.2 sech2 р.[1-(-;-} tb2 р. ]-а2} 1 

Замена переменных 

d't 2 
'1: = th \'-• dp. = sech2 \.1. = 1 - 't (66.15) 
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преобразует его в 

(66.16) 

где 

{ ( 
'Х. )2 [ Q2 ] }''• F= -;z (1 -'t2) 1 - -;г't2 - 1 . (66.17) 

Это эллиптический интеграл третьего рода, и хотя он может 
быть вычислен с помощью таблиц [9], эдесь будет доста­
точно получить лишь некоторые качественные выБоды отно­

сИ1'ельно е1·0 поведения. 

н 

(1t/a)2-J 

,, 
't" 

v 
R 
(XftX)Z-f 

Рис. 35. Корни функции F. 

Подкоренное выражение R в F есть многочлен второй 
степени относительно 't2; график R = F 2 показан на рис. 35 
для двух случаев: w > Q и w <О. Он имеет четыре корня: 
't= ±а, ±Ь; можно заметить, что а всегда меньше единицы 
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и что F2 положительно, когда - а-< 't-< а. Следовательно, 
луч заключен в этоЯ области 't. Многочлен также положите­
лен для 't > Ь > 1, но, поскольку 't = th f-L• эта область не 
приводит к физически возможным лучам. 

Замечание относительно аппроксимации. Можно видеть 
также, что а < w/O, даже если w <О. Если х2/а.2 не слиш­
ком велико, а будет даже значительно меньше, чем cn/fJ. 
При этих предположениях весь ход пуча будет ограничен 

областью, где w < O't =О th р. = Ov. Далее, в гл. IX указы­
валось, что ошибка, вызванная традиционным приближением, 
возрастает, когда w приближается к Ov. Поэтому интересно 
отметит;,, что имеется некоторая тенденция· лучей избегать 

области, где ошибка становится очень большой. Это. разу­
меется, не исключает возможности значительных ошибок. 

Период следов лучей. Предположив, что интеграл в урав­
нении (66.16) вычислен, можно выразить Л-Ло в виде функ­
ции ОТ 't = tb р.. Эту функ-
цию можно преобразовать JL х/а=2 w/Sl.=5/8 
к виду 

sh р. = f (Л-Ло). (66.18) 

В случае О = О это должно 
приводиться к (65.23) 

sh р. = sh \!'о sin <А-Ло). 

В данном случае f есть пе­
риодическая функU:ия своего 
аргумента с периодом 21t. 
В общем случае,· О + О, 

Рис. 36. Следы лучей на мерка­
торской карте (при наличии вра­

щения). 

/ остается периодической функцией, но ее период уже не 
равен 21t. Вместо этого, как можно показать. период равен 

а 

f dt 
Л = 4 (1 - i2) F. 

u 

(66.19) 

Для б6льших значений w/O, Л приближается к 21t, разность 
Л- 2п- оказывается пропорциональной (0/w)2• С лруrой сто­
роны, для малых значений w/O уравнение (66.14) может быть 
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аппроксимировано как 

(66.20) 

что интегрируется 

i.i ( а2 )'/1 ['Х.12 ] 11- = 2 1 - ..,_2 sin а; (А -Ао> • (66.21) 

В этом предельном случае период равен 

Л=2тс~ (66.22) 

и он много меньше 21t. След луча пересекает экватор при 
долготе 

(66.23) 

Высота лучей. Уравнение (66.13) дает соотношение между 
высотой лучей и меркаторской координатой !L· При рассмо­
трении соответствующего соотношения в § 65 можно было 
сделать существенное упрощение ввиду сферической симме­

трии задачи. Вращение разрушает эту симметрию, и уравне­
ние (66.13) поэтому значительно более сложно, чем преды­
дущее уравнение (65.19). Координата р. входит в уравнение 
(66.13) в интеграле 

_ д~ _ -x.secь2,,_[1-(~)2tь2,,_J 
1-rs Jд-dtJ--rsf ~( . ) dtJ-. (66.24) 

7.. сх, 7.., w, /.1. 

Этот интеграл можно сравнить теперь с интегралом, опре­
деляющим расстояние вдоль следа луча; в § 65, где О было 
нулем, два соответствующих интеграла оказались равны. 

Используя уравнение (4) приложения, будем иметь для 
элемента длины ds: 

(ds)2 = г; sech211- (d/..2 + dtJ-2). 

Из уравнения (66.12) 
д~ dЛ=--drt 
да г• 
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так что 

{ds)2 = r~ sech2 \J. [ (~~)2 + 1 J df'-2 = 

=r~sech2v-[;: + 1] dp.2, 

Используя уравнение (66. 7) для ~· легко найти. что 

[ ( Q)I ]•/1 "Хо sech2 /J. 1 - (;) th2 /J. 

dS = Г S R ( ) dp.. 
1' а, "Хо, (1), /J. 

Отсюда следует, что 

(66.25) 

(66.26) 

{66.27) 

Если О= О, это приводится к / = s и, таким образом, резуJIЬ· 
тат предыдущего параграфа получен снова. В· общем случае 
можно видеть, что / < s. Следовательно, изменения высоты 
луча вдоль следа происходят более медленно. чем в том слу­

чае, ее.ли бы вращения не было. Это выражено особенно 
ярко для малых значений (J)/O. 
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Г лаs а Х// 

СЛОЙ СКАЧКА 

§_.87. Лостанов1'а задача 

Самом замечателыюR особенностью земных океанов 
является наличие в них постоянного слоя скачка параметров. 

Область быстрого изменения температуры есть в то же время 
область большой устоАчивости, что выражено в подчеркнутом 
максимуме параметра N, показанном на рис. 10 § 27. На­
стоящая глава будет посвящена изучению явлений, связанных 
с этим 1'ипом стратификации. 

С зто целью мы предположим, что N задано простой 
аналитической формулой (67 .1 ). Несомненно, что зависи­
мость N от z по зтоА формуле в значительной степени откло­
ня.еi·ся от эмпирической кривой для N как функции глубины 
(ер. рис. 10 и 37), но обе кривые имеют характерный 

максимум слоя скачка. Формула (67. l) имеет то преимуще­
ство, что многие вычисления могут быть проведены аналити• 
чески. в то время как использование эмпирических аавнси• 

мостей потребует обращения к численным методам. Кроме 
того, многие качественные выводы будут зависеть не от 
принятой частной анадитической формы, а пи111ь от суще• 
ствования единственного максимума N в слое скачка. Чтобы 
упростить обозначения, выберем начало координат выше сво~ 
бодной поверхности океана. Тогда вертикальная координата 

этой поверхности будет z = - S, а дна z = - S -D. для N 
nримем следующее выражение: 

N2 =-N1(2;+~:). (67.1) 

График этой кривой показан на рис. 37. N м и Z - постоян­
ные; N м....:.... величина максимума параметра устойчивости, 

а Z - глубина слоя скачка. Очевидно, лишь область 
- S - D-< z -- S имеет физически~t смысл. Поскольку в тео· 
рйи простых волн не принимаются во енимание краевые ус:10-

вия, параметры S и D не будут играть большой ролк 
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в начале этой главы и при вычислении лучей будет учиты­
ваться вся область - оо-< z-< О. Ясно. что .глубина" z =О 
окажется особой, но эта особенность не имеет физИ:ческого 
смысла. Следует заметить также, что на обоих концах этого 
интервала параметр устойчивости оказывается докритическим 

(см. § 52) и даже отрицательным вблизи z = О; этот факт 

,! 
~: 

1 
1 
1 
1 

ь также не является физи-

~ ~ Nz чески важным. Можно 
~ i!; предположить, что докри-
... ~ б 
·~ ;~: тическая о ласть не про-

~:~: N2 стирается до области тех 
-~-- 11 значений z, которые дей­

ствительно соответствуют 

океану. 

Можно добиться даль-

0 z нейшеrо упрощения, при-
____ ._ _____ ....... ч--+;..... няв Г =О и предполагая 

Рис. 37. Изменение N2 с r лубяной, 
принятое для иллюстративных целей 

в настоящей главе. 

скорость звука с постоян­

ной. Первое влечет за 
собой лишь пренебрежимо 
малые количественные из­

менения, последнее же 

nриво.n.ит к 'l'ому, что лучи 

высокочастотного звука 

окажутся прямыми. В дей­

ствительном океане реф­

ракщ1я высокочастотного звука часто имеет большое значение, 
но здесь ее учет был бы усложнением, в котором нет необ­
ходимости. Сейчас нашей главной целью является изучение 
внутренних гравитационных волн, связанных с существованием 

слоя скачка. а эти волны едва ли зависят от скорости звука, 

что становится очевидным, если принять во внимание резуль­

таты гл. Х. 

§ 68. Предварите.л.ьное изучение .11уч.ей 

Исследование будет сперва основываться на теории лучей, 
несмотря на то что эта теория может дать лишь приближен­

ные результаты. Позднее мы сравним эти результаты с теми, 
которые будут получены из остаточных уравнений. Для лучей, 

.пежащих в плоскости xz, имеем ci = х и ~=О, так что урав-
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нение (64.9) превращается в 

• 
х-х0=- J :~ dz. (68.1) 

z, 

Так как Г =О. уравнение (63.8) приводится к виду 

1= ~ [<w2-N2){t - ю2~~2 )J'1 ; (68.2) 

так что ~68.1) в явной форые записывается так: 

% 

х - х0 =хе J ( (ro2 _ 02~;~ ~~2 _ ~2с2) )''
2 
dz. (68.3) 

z, 

Как и всегда, подкоренное выражение должно быть положи­
тельным во всей облас1:и интеr·рирования от z1 до z. так как 
в противном случае коор- ·щ 

динаты х и х0 оказались 
бы комплексными чис­

лами. 

Поскольку_ с постоян-

на, знаменатель в Подко­

ренном выражении также 

постоянен, и лишь числи­

п 

1 

тель зависит от z. Однако Nм ~----~-------­
знак определяется как 

числителем, так и знам_е­

нателем. Знаменатель ме­

ш 

няет знак на гиперболе .я. ~:..----------..;_-
у 

и на прямой 

оо=О, 

'К 

Рис. 38. Пять nоДJiежащих рассмо­
трению случаев расположения точек 

(~. (J)) на диагностической диаграмме. 

каждая из которых изображена на рис. 38. Вместе с прямой 

оо=Nм 

они делят х, оо-диаrрамму на пять областей. как показано 
на рис. 38. Удобно изучать каждую из этих областей ·от­
дельно. Следует отметить общее соответствие ме.жду рис. 38 
И рис. 21 § 50. 



210 Глава Х/1. Cлoil скаЧIС/J 

Область 

ш2 > N2 для всех отрицательных значения z. так что 
ю2 - N2 > О. 1 \ножитель ш2 - 02 также положителен, в то 
время как ш2- !;!2 - х2с2 отрицателен; поэтому корень в (68.3) 
мнимыя для всех значения z и с точками зтоя области диагно­
стической диаграммы не связано никаких лучей. 

Область П 

Все три множителя положительны для всех отрицатель­
ных z. Лучи вещественны и могут простираться от - оо 
до О. Эти лучи соответствуют акустическим волнам, что ста­
нет очевидным ниже. если не ясно уже сейчас. 

Область 111 

Знаменатель подкоренного выражения отрицателен; по­
этому лучи ограничены областью, где N 2 > w2• Пусть z1 и 
z2 - корни уравнения 

N2 (z) = ю2, z1 -<;: z2• 

Тогда z1 удобно принять в качестве нижнего предела инте­
грирования в (68.3), а лучи сосредоточены в области 
z1 -<;: z -<;: z2• На обоих концах этого интервала 

d.x 
d.i'=т=O 

и лучи вертикальны. Эти дучи соответствуют внутренним 
гравитационным волнам. Поскольку лучи эти заключены 
в области скачка плотности, мы можем говорить о канале 

(волноводе) слоя скачка для внутренних гравитационных волн. 

О б л а ст и IV и V 
Знаменатель подкоренного выражения положителен в обеих 

областях. и радикал оказывается вещественным вне отрезка, 
определяемого корнями уравнения N2 = ш2• Имеются два 
канала. В нижнем канале лучи приходят из - оо в точку, 

соответствующую нижнему корню, не дойдя до слоя скачка; 

здесь происходит поворот с вертикальной касательной, затем 

лучи снова возвращаются в - оо. · Второй канал находится 
выще точки, соответствующей верхнему корню, и прости­

рается до z · О. Конечно, лучи достигнут дна или поверх-
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ности и затем отразятся в соответствии с простым законом 

равных углов. Следовательно, эти каналы могут быть названы 
соответственно придонным и поверхностным. Точная -природа 
Этих волн не может быть предугадана на д·анно:м этапе 
исследования. 

Этот предварительный анализ показывает, что при вычи­
слении интеграла (68.1) следует различать т-ри случая. отно­
сящиеся соответственно к областям П. Ill и IV вместе с V. 

§ 69. Зву1'Овые волны otrлacmu 11 

Если (х, ш) - точка области ll, то уравнение (68.3) может 
быть записано так: 

f (а
2 -2и+и2)1f1 

X-Xo=AZ 2 dи= . и 

= AZ f rь:1+(:;- 1 >2J''• du, (69.1) 

где 

z 
и=--z• 

а=; > 1, Ь=(а2-1)
1

'•, 
м 

А= хсNм(((1)2 - 02) (ш2- (;!2_ х2с2)]'11 • 

(69.2) 

Подынтегральное выражение веШ.ественно для всех веще­
ственных и. Случай больших а очень ваЖен, так как он 
относится к звуковым волнам слышимой частоты. С~ачала 
мы исследуем форму этих лучей вблизи слоя скачка. Здесь 
(и - 1 )/Ь оказывается малой величиной и 

(а2 -2и+и2>'1'=Ь[l +<и 2/>
2 + ~ .. ]. 

Отсюда 

х-х0=АЬ{z+~2 [;+21п(-;)+ ... }. (69.3) 

rак что лучи лишь слабо отклоняются от прямой с накло­
ном АЬ. С известным приближением этот наклон можно счи-

тат~ равным ю/(w2 - x'lc2)11*, что является классической фор­
мулой для звуковых .1Jучей. Однако отклонения от прямой 
nредставляют теоретический интерес, так как они указывают 
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на небольшую рефракцию звуковых волн, несмотря на по­
стоянство скорости звука с.· 

В точках, лежащих намного ниже слоя скачка, и оказы­

вается очень малым и 

11: [ и · 1 u2 ( 1 ) · J (а2 - 2а + и2) 1 = а 1 - а2 + 2 а2 1 .- 2а2 + · · · • 
так что 

x-x0 =Aa[z+; In(- ~)+ ... ]· (69.4) 

Следовательно, имеются отклонения от прямоft даже на таких 
глубинах. Кроме того, наклоны лучей у слоя скачка и на 

болыriих глубинах не равны между собой; их отношение 
отличается от единицы на величины порядка (N мJw)4• Это, 
как правило. слишком малые величины, чтобы их можно было 

Z=D 
обнаружить эксперwмен­

тальной проверкоft. 

Большие значения и 
(малые z) лишены физи­
ческого смысла, но фор­

мально уравнение (69.1) 
приводит в этом случае 

к выражению 

Х-Хо= 

=AZln(- ~)+ 
(69.5) 

Рис. 39. Звуковой луч из области II. Большие отрицательные 

значения № привели бы 
к очень значительной рефракции звуковых волн, но они 

физически не реализуемы. 

Интеграл в (69.1) может быть вычислен точным образом. 
Для этого нужно ввести параметры rp и ф подстановкоft 

1 +ь h а2 z (69.6) и= 5 rp= (1 +ь sh о/)=--;;-· 

1'огда интеграл вычисляется и (69.1) примет вид 

х - х0 = AZ ( rp - о/+ : ch о/) . (69.7) 
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Рис. 39 изображает график этого уравнения; численные зна­
чения, использованные для построения этой кривой, выбраны 

из соображений ясности рисунка, а не соответствия действи· 
тельности. 

§ 70. Граватационные волны об .ласта 1// 

Если (х, ro) - точка области III, уравнение (68.3) может 
быть записано так: 

где теперь 

f (-a2+2u-u2)'/2 
х - х0 = AZ 2 du, 

и 

z 
U=--z• 

(70.1) 

(70.2) 

Подынтегральное выражение имеет корни и= 1 ± Ь и веще­
ственно, только если и находится между этими корнями. 

Его поведение вблизи корня и= 1 +ь может быть иссле­
довано введением переменного 

V=l+b-U, (70.3) 
так что 

J [v (2Ь - v)]1
f2 

х - х0 = ± AZ (l + Ь _ v)2 dv. (70.4) 

Мы не обращали до сих пор внимания на произвол в знаке 

корня, но сейчас он должен быть учтен в вычислениях. 

Считая v малой величиной, можно записать (70.4) так: 

- + !/2 (2v)'I• 
х - х0 - - AZb З (l + Ь)2 + (70.5) 

Как видно отсюда, луч отражается от уровня z/Z = - 1 /(1 + Ь) 
и имеет здесь вертикальную касательную. Поведение луча 
при другом корне аналогично. 

Это характерное поведение лучей вблизи корней тесно 
связано с поверхностями распространения, рассмотренными 

в § 43. Так как N - функция от z. то с каждой точкой 
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луча будет связана своя поверхность -локальная поверх­

но~ть распространения. Параметры х и (J) одни и те же для 
всех локальнрJх поверхностей, а "( и N изменяются вместе 
с z. Вдоль всех этих лучей ю2 > №. так что поверхность 
распространения представляет собой всюду гиперболоид, как 
это показано на нижней части рис. 17. Когда z прибли­
жается к одному из корней уравнения N 2 = (1)

2, асимптоти­
ческий конус гиперболоида становится все более плоским, 
а наклон лучей делается все более крутым, что совершенно 

ясно видно на рис. 17. 
Интеграл в (70. l) и здесь выражается точным образом 

через ч~ и ф. определяемые на этот раз формулами 

. а2 Z 
и= 1 + Ь sin ер= 1 + ь sln ф = - z (70.6) 

В данном случае мы имеем 

_ AZ( + Ф+Ьсоsф) х-хо-- l'f1 а . (70.7) 

На рис. 40 показан график этоrо уравнения. 
Может, конечно, оказаться, что поверхность или дно 

пересекают эти лучи. Так случится при достаточно малых 

Z=O 

---Z=t; - - - -

Рис. 40. Луч гравитационной волны из 
области Ш. 

значениях (J), если устойчивость не докритична на всех глу­

бинах. В этом случае луч отразится от поверхности раздела 
в согласии с законом равных угпов. Еспи же лучи не от­
ражаются ни от какой поверхнос-rи раздела, они на всем 

своем протяжении находятся внутри канала слоя скачка. 
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§ 71. Волны областей TV и V 

С аналитической точки зрения теории областей IV и V 
совпадают, однако имеются физические различия, которые 

.предстоит рассмотреть. Уравнение (68.3) может быть запи-
сано так: . J (а2-2и+и2)'/2 

х-х0 = AZ и2 du, 

если использовать обозначения 

z 
U=•-z• 

а = ;: < 1, Ь = (1 - а2)'/', 
м 

А= xcN м [((1)2 - Q2) (оо2- Q2-х2с2)Г'/•. 

(71.1) 

(71.2) 

Подынтегральное выражение в (71.1) теперь положительно 
вне отрезка м.ежду двумя корнями; мы будем различать два 

случая с помощью параметра а= ± 1. Если и больше обоих 
корней, то а= 1, если и меньше обоих корней, то а=-1. 

Определение ер и ~ теперь z=D 
такое: 

и • l + аЬ ch ер = 
а2 Z 

= 1 - аЬ cl1 ф = - z · 
(71.3) 

Тогда 

Х-Х0= 

= AZ ( "'f - а•} +: sh о/ ) . 

(71.4} 

O=•f 

--- z"-z 

Графики этих лучей по- Рис. 41. Лучи из областей· IV и V. 
казаны на рис. 41. 

В области V имеем ro <О, следовательно, лучи заклю­
чены в докритическом интервале, где N <О. Если они не 
достигают той части прпстранства, r де в самом деле имеется 
вода, то такие лучи целиком фиктивны и не существует 

решений для Ф < О. Это замечание подчеркивает важность 
исследования того, может ли устойчивость океана стано· 

виться докритической на больших глубинах. 
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В области IV имеем (1) > Q, и. следовательно, любая 
ветвь луча может простираться в район, фактически занятый 
во.11.ой, даже если устойчивость нигде не stвпяется докрити­

ческой для физически значимых величин z. Однако если 
пучи попадают в этот район, то они пересекаются с дном 

или с поверхностью и должны от них отражаться. Поэтому 
лучи заключены в поверхностном или придонном канале. 

§ 72, Остаточные уравнения 

После сделанного нами обзора п.роблемы слоя скачка 
с точки зрения теории лучей изучим эту проблему с исполь­
зованием остаточных уравнений. Эти уравнения при Г =О 
имеют вид 

dP 
с dz =(№-m2)Q. 

С ~~ = ( 1 - 1/~
2

21 ) Р. 
(72.1) 

Граничные условия таковы: 

Q=O при z=-S-D 

cP+gQ=O при z=-S 
(дно), (72.2) 

(поверхность). (72. 3) 

Исключение поля Р из этой системы при учете постоянства с 
приводит к уравнению 

d2Q 
dz2 + r2Q = о. (72.4) 

rде т ПQ.-прежнему дается выражением (68.2) 

12с2=(1 - 11)2~~2 )(ю2-N2). (72.5) 

Условие (72.2) остается неизменным. в то время как (72.3) 
обращается в 

dQ g ( -х.2с2 ) 
dz =-сг 1 - (1)2_g2 Q при z=-S. (72.6) 

Напомним, что Q- это по существу амплитуда вертикаль­
ного смещения воды, измеренная в подходящих единицах. 

Далее мы докажем, что решения уравнения (72.4) имеют 
разный характер в каждой из пяти областей рис. 38 и что 
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корни уравнения N2 = w2 и здесь являются существенными 
параметрами задачи. Другими словами, теория остаточных 
уравнений в этом важном отношении развивается параллельно 
теории лучей. 

а 

z 

Графul( с положительной"6ып9клостью" 

Q 
G<O 

z 

ГрафuN с отрицательноu"8ыпунлостью• 

Рис. 42. Характерные графики с положи· 
тельной и отрицательной .выпукпостью•. 

Решение уравнения (72.4) может быть представлено гра­
фически. ВажноА геометрической характеристикой графика Q 
является его .выпуклость" С. определяемая как 

1 d2Q 
С = Q dz2 • (72. 7) 

Если .выпуклость• положительна, график обращен своей 
выпуклой стороной к оси z, если же С< О. он обращен 
выпуклой стороной от оси. Эти два случая показаны на рис. 42. 
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Рассмотрим интервал оси .z. где С не меняеt знака. Если 
11а этом интервале .выпуклость• . положительна, то Q может 
11меть не более одноrо корня и не более одного экстремума 

(причем не может быть того и другого сщновременно), как это 

показано в верхней части рис. 42. Если, с другой стороны, 

11выпуклость• отрицательна в этом интервале, Q может иметь 
иного кор·ней и экстремумов, как показано на нижней части 
рис. 42. 

Если С> О. а Q имеет минимум, это минимальное зна­
чение окажется положительным; если С < О, минимумы от­
рицательн~. Соответственно максимумы Q имеют знак, про­
тивоположный знаку С. Отсюда следует, что при С< О 
экстремумы Q разделены корнями; поэтому Q называется 
колеблющимся в тех интервалах. где С< О. Если С 4" О, 
J<Орни Q являются и точками перегиба его графика; корни же 
С - только точки перегиба, но не корни Q. 

Эти простые замечания позволяют без пространных вычи­
слений построить достаточно детальные, хотя и только каче­

ственные, графики решений уравнения (72.4). 
Выполним такие качественные построения по отношению 

к различным областям диагностической диаграммы (рис. 38). 

Область 1 
В области 1 

(72.8) 

Следовательно. т2 <О и "выпуклость• графика Q положи­
тельна для всех значений z. Условие (72.2) показывает, что 
Q имеет корень при z = -S - D, следовательно, других 
корней оно иметь не может. Поэтому график должен иметь 
приблизительно такую форму, как указано на рис. 43, если 

считать. что dQ/dz >О на дне. 
Уравнения (72.2) и (72.4) не определяют величины этого 

наклона, поэтому он остается произвольным параметром ре­

шения. Однако величина 

__!_ dQ =! 
Q dz 

(72.9) 

однозначно определяется этими уравнениями и в каждой 

точке она есть функция от х и ш : f = f 0 ( х, (1), z). Она 
определяется однозначно, хотя вычисление этой функции по-
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требовало бы значительной работы. Кроме того, очевидно, 

что / о > о для z > - s - о. ' 
Подстановка в (72.6) nриводит к уравнению 

g ( -х.2с2 ) 
/о(х, ю, -S)=C2 (1)2-22 - 1 ' (72.10) 

связывающему х и ro; следует сравнить это с изложенным 

в § 54. 
Наконец, уравнение (72.1) показывает, что Р с точностью 

до постоянного отрицательного множителя совпадает с dQf dz, 

----

Область I 
n=O 

--............ р 
.......................... 

......... 

l 

..... ..... 
'". 

\ 
\ 

Рис. 43. Примерный. вид собствецкоrо реше-
ния при п =О и (У.., оо) в обдасти ). 

так что график Р должен быть в существенных чертах таков, 

как показано на рис. 43. Таким образом. поля Р и Q отли·. 
чаются на 180° по фазе. оба поля достигают наибольшей 
амnлитуды на поверхности и Р не имеет узлов. Все ~то. 
согласно сказанному в гл. Х. характерно для поверхностного 

волнового типа п =О. 

Область 11 

Следует предположить. что расположение точек (х, ro) 
в области 11 приведет к акустическим волновым типам. 

Здесь 
002 > У.2с2 +02, 

w" > Nk> 0 2
, 

(72.11) 
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1'ак что 12 >О и "выпуклость" отрицательна на всеЯ оси z. 
Поэтому график Q окажется колеблющимся. причем усло­
вие (72.2) требует, как и прежде, чтобЫ он имел узел 
при z = - S - D. как показано на рис. 44. Могут быть 
также и другие узлы в области - S - D < z < - S; пусть 
п-общее их число. Функция /, заданная формулой (72.9), 

Обла.сть 11 
n='I 

z 

Рис. 44. Примерный внд собственного реше­
ния п = 4 и ('х., 111) в области 11. 

nо-nрежнему однозначно определена, но она оказывается 

уже дру1·v.А функцией от х, w и z: / = fп (х, w, z). Из гра­
ничного усло1шя на поверхности вытекает, что 

_ g ( -х.2с2 ) 
fп(х, (1), -S)-Cf" &12-02--,- 1 • (72.12) 

Так как правая часть (72.12) отрни.ательна, Q и dQ/dz 
должны иметь на поверхности nротивололожJiые знаки. Поле 
давления теперь пропорционально dQ/dz с положительным 
.множителем и, следовательно. также имеет п узлов в физи­
чески значимом интер_вале значе!{ий z. Таковы характерные 
черты п-го акустического волнового типа. 

Область 111 

Это, вероятно, наиболее интересныЯ случай, поскольку 
он должен привести к внутренним гравитационным волнам. 

Здесь также будет видно, как слой скачка влияет на низко­
частотные поверхностные волны. В области Ш 

~1 <u/<Nk и w
2 <ic2

+0
2

• (72.13) 
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Поэтому уравнени~ 

N2 =ш2 (72.14) 

имеет два корня: z = - z1 и z = - z2, а т2 меняет знак. 
Легко видеть. что .выпуклость• кривой Q удовлетворяет 
неравенствам 

С>О 

С<О 

при z < -z1 или 

при - z1 < z < - z2• 

Можно также видеть, что когда ш убывает, расстояние .между 
корнями растет. так же как и общая величина .выпуклости". 
Как следствие этих обстоятельств, rрафики Q и Р не столь 
просты, как в случаях, рассмотренных выше, но тем не .менее 

могут быть изображены на основе тех же принципов. Рис. 45" 
46 и 47 показывают три случая, в которых Р имеет О. l 
и 2 узла. В соответствии с соглашением; принятым в гл. Х, 
эти случаи имеют порядковые номера п =О, -1, -2. 

Случай n=O 

В этом случае Q имеет. лишь один узел на дне, 
z = - S - D (рис. 45). График этой функции выпуклый 
в направлении от оси z в интервале между - z1 и - z2 и 

Область Ш 
n=O 

-z1 1 1-z2 z 
1 ,о1 ... , 
1 / 1 .... 

'..... 1 / 1 ', 
... , .... 1 ' 

1 1 ' 
1 1 

Рис. 45. Примерный вид собственного реше-
ния при п =О и ("х., <>!) в области Ш. 

выпуклый по направлению к оси вне этого интервала. Однако 
его наклон не меняет знака. Отношение Р к dQjdz отрица­
тельно в этой области. и поэтому Р имеет отрицательный 

минимуы при z = - z1 и отрицательный .максимум при 
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z = - z2• За исключением этих экстремумов Р. характери­
стики этого волнового типа такие же, J(8K и у поверхност­

ных волн. Соображения непрерывности. позволяют предполо­
жить, ч1'о график функции (72.10) переходит из области I 
в область Ш и в этой области частот поверхностные волны 
преобразуются устойчивостью. 

Случай n=-1 

В этом случае Q имеет максимум в интервале - z1 < 
< z < -z2• Так как Q и dQ/dz должны теперь иметь один 
и тот же знак, чтобы удовлетворялось граничное условие 
на поверхности, Q должно иметь узел между этим макси­

мумом и поверхностью. На рис. 46 иы видим этот узел между 

Облает• Ш 
n=-1 

-- ----- р -Z11 / 11-Zi Z - ..... -- ..... _J./ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

Рис. 46. Примерный вид собственного реше­
ния при п = -1 и {~. (J}) в области III. 

z = - z2 и z = - S, но читатель может построить график, 
также реальныя. в котором узел лежал бы между максиму­
мом и z = ~ z2• Отношение Р к dQ/dz отрицательно, сле­
довательно, Р имеет отрицательный минимум при z = - z1 
и положительный максимум при z = - z2• Р должно и.меть 
также узел в точке максимума Q; это единственныя узел Р; 
порядковое число п = -1. Q представляет собой амплитуду 
вертикального движения. Самое интенсивное движение ока­
жется в канале слоя скачка. Амплитуда быстро убывает по 
обе стороны от интервала -z1 < z < -z2; ради ясности 
графика этот факт не отражен колИчественным образом на 
рисунке. Движение можно, вероятно, описать в виде колеба­
ния слоя скачка как целого. 
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Случая n=-2 

В этом случае Q имеет три узла, а Р- два, которые 
находятся в интервале - z1 ~ z ~ - ~; это показано на 
рис. 47. Следовательно, жидкость в верхней и нижней частях 
этого интервала колеблется в противоположных фазах. Этот 
волновой тип может быть .описан как пульсациЯ слоя скачка, 
при которой он попеременно растягивается и сжимается. 

·Область Ш 
n=-Z 

w>Ns 

---... - ,, 
-р---; 

1 
1 
1 
1 

z 

Рис. 47. Примерный вид собственно1·0 реше· 
ния при п = -2 и (-х., 111) в области Ш, 

111>N8. 

Б6льu~ие отрицательные порядковые числа из·за большего 
числа узлов приводят к типам движения. еще более сложным. 
Читатель сумеет построить их диаграммы в соответствии 

с принЦипами, использованными выше. 

Изменения в случае, когда слой скачка простираете.я 
от поверхности до дна. До сих пор молчаливо предпола· 
галось, что оба корня уравнения N2 = ro2 лежат в. об,1асти 
-S-D ~ z ~ -S. фактически занятоlt водой. Если обра· 
титься к рис. 37,. можно видеть, что для достаточно малых 

значений w один или оба эти корня могут попасть в интервал, 
не имеющиlt физического смысла. Для простоты предположим, 
чт.о значение N на поверхности (N s) больше, чем значение 
на дне (N 8 ), как изображено на рис. 36. Когда ю убывает, 
- z2 воарастает и в конечном счете станет больше, чем -S: 
дальнеltшее убывание ю приведет к тому, что - z1 < -S-D. 
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Поэтому нужно рассмотреть отдельно три случая: 

l)w>Ns• 2)N8 >w>Nв, З)Nв>ш. 

Нами был рассмотрен лишь случай 1. 
Мы не приводим детального исследования оставшихся двух 

случаев, потому что читатель сможет провести его самостоя-

" -... -z,,' ' ... _ ' p---t" 
1 
1 
1 
1 

йбпасть Ш 
n=-Z 

Ns>ш>N8 

Рис. 48. Примерный вид собственного реше­
ния при п = -2 и (-х., оо) в области ПI, 

N8 >ш>Nв. 

Область Ш 
n=-2 

~ N1>ы 
i:::t 

1 l 
1 ... 1, 
1 • 1 

Рис. 49. f1римерный вид собственного реше­
ния при п = -2 и ('J., (J)) в об.васти Ill, N в> ю. 

телъно, пользуясь высказанными выше соображениями и 
рис. 48 и 49. На них показаны соответствующие график11 
для случаев 

п = - 2, N s > U> > N в и п = - 2, N 8 > w. 
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О б л а с т и IV и V 

Можно также построить качественные графики собствен­
ных решений, относящихся к точкам областей IV и V, но 
вполне вероятно, что более точный количественный анализ 
покажет, что для земных океанов этим обл.астям не соответ­

ствуют никакие собственные решения. В случае области 1V 
так может случиться потому. что земные океаны яв;1яются 

мелкими (в смысле § 55). Мы уже видели, что точки об" 
ласти V н.е дают никаких волн, если только самые глубокие 
слои не находятся в состоянии докритической устойчивости. 

§ 73. АНалити•~еское решение остаточяых уравнений 

Сейчас мы воспользуемся в явном виде тем, что параметр 
устойчивости N дается ура11нением (67 .1) 

N
2 = -N~ ( 2

; +( ~YJ. (73.1) 

Тогда (72.4) принимает вид 

~z~ =- ; 2 (1 (J,/:~
2

02 )[ w
2
+ N~ 2; + N~ ( ;y]Q. (73.2) 

Решение этого уравнения может быть записано чере~ функции 
Виriекера; последние удовлетворяют дифференциальному 
;уравнению 

d2W [ 1 k ( 1 ) 1 ] d~' + -4+у+ 4-l2 12" W=O (73. 3) 

(7, гл. 16, 23]. Уравнение (73.2) может быть приведено 
к этому виду заменой переменных 

z 
~=--0:. 

с ( (1)2 - Q2 )•[2 
а--- 2(1) -х.2с2 + 02 _ 002 • 

N2 Z . м 

k=-2 2 • (1) G1. 

(73.4) 
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Два частных линейно независимых решения уравнения (73.3)­
функции Виттекера W (k, l, ~) и W (- k. l, - ~); несколько 
~олее детальное описuние этих фуuкциЯ будет дано. в § 79. 
Поэтому самое общее решение уравнения (73.2) таково: 

Q=AW(k. 1, - :)+ вw(-k. l, ~)· (73.5) 

tде А и В- постоянные. Следует заметить. что а, k и l 
моrут быть либо ·вещественными, либо чисто мнимыми. 

Второе из уравнений (72.1) дает выражение дли Р: 

Р= 4:2

cz [AW' (k. t, - :)-вw'(-k. l, :)J. (73.6) 

rде использовано обозначение 

W I (k. l ~ - дW (k, [, Е) • • ", _ де • 
Осталос• испо11ьзовать rраничные условия (72.2} и (72.3): 

Pc+gQ=O при z=-S. 
Q=O при z=-S-D. 

Подстановка из уравнений (73.5) и (73 .6) приводит их к виду 

л[w(k. "/, :)+ 4;2а W'.(k. z. ~)}+ 
+в[w(-k. 1. - :)- 4;

2

а w'(-k. l, - :)J=o. 
(73.7) 

AW[k . .l; S~DJ+вw[-k. l.- 5 ~ 0J.-:-o. (73.8) 

':lтобы эта система уравнений имела нетривиальные. решения 
для А и В, ее- детерминант должен обращаться в нуль: 

w(k. 1. s~o }[w(-k. L. - :)-
-

4(112а W' (- k l - ~)]- W (- k l - S + D ) Х g • • cz • • cz 

Х [ W ( k, l, ~) + 4co:ii W' ( k, l, ~)]=О. (73.9) 

Это уравнение получено как следсrвие rраничных условий 
на лове·рхности и на дне.. Поэтому оно аналоrично уравне­
ниям, изученным в главе Х. 11 уравнениям (72.10) и (72.12), 
встретившимся выше. l< сожалению, теория функций Витте-
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кере недостаточно развита, чтобы оказалось возможным гра­
фическое исследование уравнения (73.9), акиогичное тому, 
которое было проведено с помощью рис. 26, 28 и 30. Сле­
довательно. вместо этого нужно исполь.зовать прибJJнжеиное 
вычж:ление. основанное на ВКБ-методе; зто и будет еделано 
в следующем параграфе. 

§ 14. Да.льнеliшее применение ВКБ-метод11 

Приближенное вычиспение, упомянутое в конце пре..1tы• 
дущеrо параграфа, основано на очень Простой идее. В той 
части оси z, где график Q колебл·ется, · ВКБ-аппроксимаtiиil 
накова: 

Q = Q0 sin (S + const), (74.1) 

если х, у и t не изменяются. Следовательно. еспи S возра­
стает на 1t" в некотором интервале оси z. Q будет иметь 
в этом интервале только один корень или узел. Поэтому 

S (z") - S (z') 
~ 

(74.2) 

представляет собой приближенное выражение для числа узJ1ОВ 
в интерва.~iе (z'; z"). Вспоминая, ·что 

S(z)= J idZ (74.-З) 

и обозначая через т ttисло узлов в интервале (z'. z''), м )ЖКО 
написать 

z• 

J 7dz=(m+д)ir, (74.4) 
·%' 

rде А-общая поrрешность- приближений (74.1) и (74.2)­
снова может быть названа дефектом порядка. Существуют 
уточнения ВКВ-метода, дающие в. некоторых случаях В()З· 

можность вычисления д {5). 

Акустические во.11новые типы в обJiасти 11~ Уравнение 
(?4.4) будет сnерва применено к собственным решениям, 
представляющим акустические волны. Мы уже ви.n.~ли. что 
для точек (х, ю} в области Н п-Я волновой тип имеет точно lt 
узлов в интервале ~ S...,... D <.z ~ ....... S. Пользуясь. iТИМ 
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.обстоятельством и уравнением (68.2) для т, запишем урав­
нение (74.4) таким образом: 

-S 

~. ( 1 - ю2~~2 У'1 f (w2 -№/11 
dz = (п +л) 1t. (74.5) 

-S-D 

Как было замечено выше, интеграл в левой части (74.4) 
может быть точно вычислен через элементарные· функции. 
Однако, если w ~ N, как это обычно бывает, подынтеграль­
ное . выражение приблизительно равно ю с относительной 
ошибкой порядка (N/w)2• Если воспользоваться этим прибли­
жением, то уравнение (74.5) будет таким: 

юD { "1.2с2 }')• 
с 1 - 1112-02 =(n+д)1t. 

При принятом нами условии w намного больше Q, так что 
вместо предыдущего соотношения можно написать 

(
1112 2 )

11._(п+л>~ cr--x. - D • (74.6) 

При д = -1/2 эта формула превращается в формулу .откры­
той органной трубы", рассмотренную в § 55. 

Этот результат очень поучителен. так как показывает, 

что дефект порядка не обязательно мал по сравнению с еди­
ницей. Поэтому для малых порядковых чисел важно приду­

мать метод для вычисления д. Для больших порядковых 
чисел приближенная формула д= О по-прежнему дает лишь 
малую относительную ошибку. 

Земные океаны мелки, поэтому нет необходимости рас­
сматривать более сложные формулы, которые получаются 

при более точном вычислении интеграла. 

Вю" :;;енние rравитационные волновые типы обла-
сти · 11 В области Ш w < N м• и, следовательно, уравне-
ние ( !.5) должно быть заменено на 

z• 
1 ( "1.2с2 )''• J 11 е ю2-Q2 - 1 (N2-w~ ~dz=(т+д)тс, (74.7) 

z' 

а интеграл дол№ l быть вычислен без всяких упрощений. 
Кроме того, z', z" и т окажутся различными в трех слу­
чаях, изобр.~женных на рис. 47, 48 _и 49. 
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Случай (1) > Ns 

В ЭТО1!f случае z'=-z1, Z
11
=-'-Z2 и m-:-lnl-1. чт9 

легко обнаружить, рассматривая рис. 47. Используя обо· 
значения § 70, запишем уравнение (7 4. 7) в виде 

l+b '1: 
N Z ( -х.1с2 ) J (а1 -2и+и2) • _ _.м....,.. а 02 -1 а dи= 

с (J) - и 
1-б 

=(\nl-1 +д)1t. (74.8) 

Интеграл может быть легко вычислен с помощью (70.6) и 
(70.7), и тогда (74.8) примет вид 

N Mz N м-ш ( '1!.2с2 )-'), 
-с- ш =(\nl-1 +д) ш2 _ 02 -1 . (74.9) 

Случай Ns>w>Nв 

В этом случае из рис. 48 видно, что z' = - zl' z" = -S, 
т = 1п1- Следовательно, верхний предел интегрирования 
в (7 4.8) должен быть заменен на 

z 
и8 =s· (74.10) 

а правая часть - на ( 1п1 + д) 'lt. Определяя tf s и Фs с по­
мощью соотношений 

Z а2 

s=l+Ьsinq>s= 1+Ьsinlfs • (74.11) 

получим (ер. (70.7)] 

N~Z (; Nмю-ш -чis- ф8 +Ь4соsф8 )= 
( 

"1.2с2 
=(lnl +д)1t ш2-02 )-'/• 

1 . (74.12) 

Случай N8 >w 

В этом случае z'=-S-D, z"=-S. m= lnl +1; опре­
деление q> в и ф 8 таково: 

Z • а2 

s+D =l+Ьsinqi8= I+bsinl\Jв. (74.13) 
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(74.l4j 

Подученные результаты иллюстрируются численно рис. 51. 
При этом б,ыли взяты следующие значения параметров: 

21t 
-w-=15 мин. 
м 

21t 
-:N=зо мин, 

s 
21t 
-н-=60 .мин, 

в 

21t 
-о= 12 час, 

D=4 1'М, 

Сопоставив эти значения с (67 .1 ), найдем 

Z= 133,5 .м, 

S= 71,5 .м. 

Z-S= 62 м. 

По сравнению с тем, что имеет место в земных океанах, 

ВЗЯТЫЙ Н3МИ СЛОЙ СКЗЧКа расположен СЛИШКОМ' МеЛКО, 3 уСТОЙ­
ЧИВОСТ,Ь на дне слишком ве­

лика. Было бы желательным , 
z рассмотреть бo,riee реальные 

численные примеры. но та-

~--+-_.. _____ ....;:~ __ кие расчеты до сих пор не 
N ы произведены [l, 2). 

"1 z 
м Чтобы получить прием-

11емые результаты для мень­

ших порядковых чисел, не­

обходимо оценить дефекты 
порядка в уравнениях (74.9), 

Рис. 50. Предполагаемое измене­
ние дефекта порядка д с часто­

той (!), 

(74.12) и (74.14). Вообще 
говоря. эти оценки также следовало бы получить из строrих 
расчетов. которые до сих пор не сделаны. Вместо этоrо мы 
hроизвоJiьно предположим, что д не зависит от, п, а зависит 
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от ш так, как показано на рис. 50. Величина разрывов на tр.а­
фике выбрана с таким расчетом, чтобы уравнения (74.8) и 
(74, 12) дали одно и то же значение ~ для ш = N 8 , а урав• 
нения (74.12) и (74.14)-одно и то же значение дJUI 

co=N8 • 
На рис. 51 показанЫ графики со как фун1щии от ~ и п, 

полученные оnисанFым то:~ько что образом. Произвольность 

Длина 6fJAH"1 

1.нн /0011f IDJ11. 

111:1 
Q 
::r 

rt 
15.lfUH 

,.,,,, 
Zч1111 

l,11111: 

l'ftl.t 
fZWIC 

10-• 

Рис. 51. Часть диагностической днаrрамиы ДJ/Я океана со 
слоем скачка и постоянной r.11убииой D = 4 к.м (ВКБ-ап· 

· nроксимация). 

предположения относительно дефекта порядка проявилась 
в скачках наклона кривых. Оq~ибка вследствие введенного 
допущения велика для кривой п = ~1. однако относитель­
ная ошибка убывает с ростом 1 п \. 

~тот рисунок следует сравнить с рис. 32; в обоих слу­
чаях использована одна и та же логарифмическая шкала, но 
начало координат смещено на один порядок вдоль оси длин 

волн. Разница между случаем постоянного, N и случаем слоs 
скачка оказывается небольшой для периодов, близких 
к [ 2 itac. Эта разница растет с убыuанием периода. Задан" 
11ым длине волнЬ1 и порядковому числу на рис. 51 соответ­
ствует намнQrо больший 11ериQд, чеи tta рис. 32. 



232 Глава Х//. CлolJ c1ttlt41"J 

Следует заметить, что уравнение (58.3), на котором 
основан рис. 32, может быть выведено методами, использо­
ванными в настоящем параграфе, если в интеграле формулы 
(74.7) положить 

N=const, д=О. z"=-S. z'=-S-D. 

§ 15. Двухслойная моаел.ь 

Мы уже заметили, что уравнение (67.1) для изменения N 
с глубиной основано на не вполне реальных значениях вели­

чин. Слой скачка расположен слишком мелко и является 
слишком толстым, а устойчивость в глубоких слоях чрез­
мерно велика. если сравнивать все это со значениями, при­

веденными на рис. 1 О. 
Можно перейти к другой крайности и рассматривать слу­

чай очень узкого и резкого скачка. Это проявится в соот­
ветствии с формулой (24.13) в очень большом градиенте 
плотности в слое скачка, что может быть приближенно пред­
ставлено как скачок плотности. Таким образом, мы прихо­
дим· · к двухслойной модели океана, состоящего из двух 

жидкостей различных плотностей, причем более легкая нахо­
дит~я над более тяжелой. Эта модель детально изучена (для 
случая О= О) Ламбом (4] и др. Аффорд [6] провел эмпи­
рические измерения внутренних волн и интерпретировал их, 

исходя из такой модели. 

Было получено, что эта модель дает лишь два собствен­
ных решения: для п =О и п = -1 в наших обозначениях. 
Более точно, собственные решения для п-< .:__ 2 соответ­
ствуют одноR и тolt же частоте w = О независимо от ~. Это 
крайняя степень возрастания периода, вызванного существо­

ванием слоя скачка. 

Слои скачка встречаются и в атмосфере, но они там 
носят менее постоянный характер. чем в океане. В метеоро­
л1лии они часто называются температурными инверсиями. 

Стратосфера (рис. 14, точка А) также может рассматри­
ваться как слой скачка, и тогда она окажется лучшим ана~ 
логом .nостоянного слоя скачка в океане. 9днако изучение 
стратосферы осложняется факторами, которые отсутствуют 

в ... океане, и будет пока отложецо. 
В слщ1х температурных инверсий образуются внутренние 

волны, что· сразу следует из предществовавших рассу.ждений. 
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Эти волны часто можно наблюдать в характерных облач· 
ных образованиях, так называемых барашках .. В иных ме­
стак температурная инверсия существует длительное время, 

и при этом могут наблюдаться и другие явления. Госсард и 
Мунк (3] изучили некоторые из таких явлениn и показали, 
что обJiака, связанные с инверсией, перемещаются со скоро­
стью внутренних волн, а не со скоростью ветра; Хотя такие 

облачные образования часто наблюдаются в различных reo· 
rрJфических районах., с количественной стороны они пока 
не пзучены. 
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ТЕРМОСФЕРА 

§ 76. BseiJeнue 

В предыдущей r лаве рассматривалось влияние на харак­
тер собстаенных решений, оказываемое наиболее замечатель­
ной особенностью океанов - наличием слоя скачка. Страtи­
фlfl<ация атмосферы отличается столькими характерными 
чертами, что очень трудно выделить какую~либо одну из 

них для аналогичного рассмотрения. Тем не менее суще­
ствует одна особенность, которая сама по себе служит 
причиной отличия собственных решений для земной атмо­

сферы от тех, которые были получены при изучениk изо­
термиЧескоР. атмосферы в r лавах VIll и IX. 

Этой характерной чертой атмосферы является наличие 
термосферы - высоко расположенной области. где темпера­
тура растет. по-видимому, беспредельно. Теории атмосферЫ 
естест11енно р·аспадаются на две группы. В одной ·из них 
рассматриваются атмосферы. в которых температура с ростом 

высоты асимптотически приближается к Постоянной ведичине. 
Другая группа теориR · рассматривает атмосферы, в которых 
температура неограниченно растет с высотой. Наиболе~ про­
стым ВОЭ;;fОЖИЫМ примером теории первого 1'ИПа является 
рассмотренная выше изотермическая модель. Наиболее рро­
стым примером теории второго типа окажется модель атмо­

сферы с постоянным положительным rрмшентом темпера­
туры - атмосферы, не. имеющей ни тропосферы, ни страто­

сферы, а одну лишь термосферу. Эта глава будет посвящена 
изучению такой • чистой• термосферы. 

Различие между термосферой и изотермической атмосфе­
рой наиболее просто устанавливается при обращении к диа­
гностической х, w-диаграмме. Мы уже видели, что ;:; ::.~учае 

изотермической атмосферы все точки некоторых областей 
диаграммы относились к собственным решениям (§ 42 и 51 }. 
Это несправедливо для океана. В этом последнем случае 



§ 16. Введение 

второе. граничное условие на свободноя поверхности видо­

изменял_о х, ш-диаграмму таким образом, что собственны11t 
значениям отвечали лишь точки, лежащие ffa кривых различ-
ных волновых типов (гл. Х 11 vп). . 

Существование термосферы также порождает второе гра­
ничное условие- .естественное" граничное условие на бес­

конечности. Отражая энергию, распространяющуюся вверх. 
и nреnятствуя ее уходу в бесконечность, термосфера является, 

если можно так выразиться, "1фыwкоА" земной атмосферы. 

В изотермическом случае лучи представляют собой прямые 
линии, простирающиеся до бесконечности. Энергия, распро· 
страняющаяся вверх вдоль такого луча, в конце концов 

теряется. В противоположность это.му в термосфере пучн, 
вообще· говоря. изогнуты и, за исключением немногих, це­
ликом заключены между двумя предельными высотами 

(см. рис. 52). Они не достигают бесконечных высот, 'И nо-
9тому энергия. движущаяся вдоль такого луча. не может 

z_ 
Рис. 52. Два луча в термосфере. 

уйти, а задерживается в нижних слоях атмосферы. В 9ТОм 
и состоит фундаментальное физическое различие между мо­

АеЛями· атмосферы с термосфероА и без нее. 
Это обстоятельство очевидным образом проявляется в при· 

роде собственных решения. В случае атмосферы с термо· 
сферой они ограниченны (§ 32 и 34). Они представляют собой 
движения с ограниченной энергией на единицу площади. 

В случае сферических поверхностей уровня у них конечна' 
даже полная энергия. Для атмосферы же, не имеющей тер­
мосферы •. большинство собственных решений представляет 
собой движения с бесконечной энергией. 

Настоящая глава будет посвящена доказательству этих 

фактов. В первом параграфе будут рассмотрены лучи и их 
отражение благодаря наличию температурного гр~~диента. После 
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этого будет строго выведено "естественное• граничное усло­
вие. Непосредственные вычисления здесь слишком трудны. 

и поэтому кривые волновых типов будут получены с по­

мощью ВКБ-аппроксимации, как в § 74. 
Мы проделаем все это лишь в предположении постоян­

ного положительного градиента температуры и для плоских 

поверхностей уровня. Более общий случай будет отложен 
до главы XV. Как и в § 8, приближение нулевого порядка 
для температуры примем следующим: 

с2 gz 
R60 =-:y= v' v=const >О, (76.1) 

так что нижняя. твердая граница атмосферы будет при 
z = S >О (здесь 1- отношение удельных теплоемкостей). 
Как и в предыдущей главе, будут рассматриваться все зна­
чения.z, но физический смысл будут иметь лишь те из них, 
которые больше S. 

Формулы § 25 для параметров N и Г можно записать 
так: 

1+ v(r-1) 
N2 1 - тr2 (76.2) -= -zv-· g z 

1(2-1) 1 

Г= т 
-т s 

(76.3) - -z z 

Здесь 1-отношение удельных теплоемкостей, а'параметры v, 
r и s - безразмерные постоянные. Другим удобным пара-
метром является 

тr m=-. 
v 

(76.4) 

Если положить градиент температуры равным 10 град/им, то 

11=3,42, s=l,22, r=2.20, m=0,90, 

т. е. все эти величины порядка единицы. 

§ 77. Случай отсутствия . вращения 

Исследование начнем с теории простых волн, которые 

мы будем изучать с помощью теории лучей. Формальное 
вычисление лучей относительно просто, так как интеграл, 
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~ходяший в зто вычисление, принадлежит к числу зпемен­

·тарных. Окажется, что лучи представляют собой трохоиды -
кривьlе, имеющие простое геометрическое строение. Они 
могут быть порождены окружностью, катящейся по прямой:· 

каждая точка внутри окружности описывает трохоиду. За­
.11ача сводится, таким образом, к нахождению радиуса окруж­

ности, nрямой. по которой движется ее центр, и расстояния 

от описывающей точки до центра. Все это будет зависеть 
от частоты ю и горизонтального волнового числа х. 

Не столь простой, как формальные вычисления, является 

интерпретация получаемых формул. В частности, оказывается. 
'IJTO необходимо различать лучи, пересекающие и не пересе­
кающие поверхность земли. Лучи, пересекающие поверхность, 
очевидно, отражаются от нее. 

Формальное вычисление лучеА. Уравнение (63.4) для 
0=0 таково: 

2 2 2 N2 ..,,., 2+.._2c2(N2-w2) 
Т С = ш - - .а. ·с ш2 • (77.1) 

Здесь и далее т по-прежнему вертикальная компонента век­

тора распространения. Полагая 

шl 
и=ln-­

mgi. 
(77.2) 

и воспользовавшись формулами последнего параrрафз. no· 
лучим 

1 
12 = - zr (x2z2 - 2rxz ch и+ г2+ s'1. (77.3) 

Корни i определяют высоты, rде лучи становятся rо.ризон­

тальными и из восходящих превращаются в нисходящие или 

наоборот. Корни даются формулой 

xz± =rch и± а, (77.4) 
где 

а2 = r 2 sh2 tt -- s2• 

Для вычисления интегралов, которые мы встретим ниже, 

tfудет удобно перейти от переменного z к новому перемен· 
ному 6 по следующеlt формуле: 

xz=rchu+asi116, (77 .5) 
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так что уравнение {77.3) в окончательной форме будет 

\Z =а COS 6. (77.6) 

Уравнение лучеЯ (ер. (64.9)) записывается в в}fде 

х' J w2
- N2 J u-rexp (-и) -х(х-х0)=-2 · dz= - d(xz). 

ш 1 JZ 
(77.7) 

Используя (77 .5) и (77 .6), мьr леrко вычислим з.тот интеграл: 

х(х- х0)= rб sh и- а cos6. (77.8) 

Формулы (77.5) и (77.8) представлs~ют собой уравнения 
трохоиды. Радиус катv.щейся окружности равен Ь = r sh и. 
а центр ее движется по прямой xz = r ch и. Точка, которая 
при этом описывает 1lужный луч, находится на расстоянии а 

от центра окружности и расположена внутри нее. Следует 
различать дВа случая: при и> О окружность катится no 
гориsонтальной nрямой, находящейся ниже ее центра, и мы 

увидим, что такие лучи соответствуют звуковым волнам; 

если же и < О. то окружность катится по прямой, расnоло· 
женной выше ее центра, и в эrом случае мы имеем дело 

с лучами гравитационных волн. Типичный образец кривых 

каждоrо из этих семейст.в представлен на рис. 52. Следует 
заметить. что радиус окружности и высота, на которой на· 

х9дится ее центр, не зависят от анака и; следовательно. 

каждый звуковой луч можно сопоставить с гравитационным 

·лучом с тем же самым значелием 1и1· Такая пара лучей 
и показана на рис. 52. 

Интерпретация результатов. Чтобы привести в соот· 
ветствие полученные· результаты с прежними, было бы же.па~ 
тельным построить it, ю-диаrрамму. В · качестве· nодrотови· 
тельного шага следует·. изучить урав~ение (77.4), так как 1 
вещественно лишь в интервале (z_, Z+)· На рис. 53 изобра·. 
ЖеН график уравНеН!fЯ (77.4); ОН СОСТОИТ ИЗ двух ветвей', 
каждая из которых асимптотически приближается к одной 

и.а кривых 

Для кгждого значения j и 1 > и, на кривои Имеются две 
трчки; бt1льшая ордината равна XZ+, меньшая есть xz_. 



§ 77. CAyчaii отсуТствия вращения 
-----

Значение и11 дается формулой 

(77 .9) 

При 1 а/< ttc значения xz:t: комплексны и не существует 
значениlt z, для которых т вещественно 

и 

Рис. 53. График уравнения и :1: = r ch и ± а, 
где а2 = r2 sh2 u-ss. 

Эти результаты могут быть перенесены на х, ш-диа· 
грамму. Из уравнения (77;2) следует, что а== ± и11 зквива· 
пентно 

2 :t:U w = тgхе с, (77.10) 

а зто есть уравн~ние двух парабол, показанных на рис. 54. 
Поэтому не существует лучей, соответствующ1х точкам (х, ш), 
лежащим между этими двумя параболами. 

Формально каждой точке над параболой ц = ис и каждой 
точке над параболой и= - u11 соответствует какой-то луч. 

Однако не все эти лучи физически реализуемы, так как они 
моrут целиком лежать ниже уровня Z+ = S, следовательно, 
rnie объема,_ фактичеt.ки эан.ятоr.о жидкостью. Кроме· того. 
лучи. для которых z_ < S и Z+ > S. отражаются от по­
верхuости Зеtоtли. Для исследования этих вопросов можно 
возвратиться к графику рис. 53 и рассмоrреть .две точ1<и, 
ординаты которых равны x.S. Если 

У-8 ~ Г c;h.u +а= XZ+• 
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то Z+ --< S и луч физически невозможен. Если 

xS <rch и-а =xz_. 

то z_ ~ S, луч целl{ком находится над поверхностью Земли 
и отражения не происходит. Перенесем уравнение 

(77 .11) 

на х, w-диаrрамму. чтобы получить дополнительные границы 
района физически возможных лучей и района. для которого 

(1) 

XCs 

Рис. 54. Диа1·ностиче ... 11.dЯ диаграмма для 
термосферы (вращение отсутствует). 

Точки один раз эаштриховаююi\ области пред• 
ставляют волны, лучи которых не достигают по­

верхности Земли. Точки дважды заштрихоаанн·ой 
области представпяют волны, лучи которых отра-

жаются от поверхности Земли. 

лучи отражаются от Земли. График уравнения (77; 11) схе­
матически показан на рис. 54. 

На этой диаграмме значение скорости звука на уровне 
Земли дается выражением 

-(1gS)I/' 
Cs - v • 
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Аналоrичне 

где Ns есть значение N на уровне Земли. Как Ns, так и с8 яв· 
ляются для нашей модели атмосферы предельными значениями. 

Можно видеть, . что прямые w =У.С s и w = N s - это асимп­
тоты графика S = Z+. График уравнения S = z_ пересекает 
ось ю в точках w = N s и w =О. Наклон касательных в этих 
точках пересечения равен соответственно О и с s· 

Точки этой х, w·диаrраммы, лежащие в незаштрихован­
ной области, не соответствуют физически возможным лучам. 
Точки дважды эrштрихованной области соответствуют лучам, 

отражающимся от поверхности Земли (z = S). Точки области, 
заштрихованной один раз, соответствуют лучам. целиком 

находящимся вверху и поэтому не отражающимся от земли. 

Из сравнения с х, ю-диаграммами предыдущих r лав без 
дальнейших подробных вычислений становится ясно, что 

верхняя область, где и> ис, соответствует акустическим 
волнам, а нижняя область, где и < - ис• - гравитационным 
волнам. В предыдущих главах было также выяснено, что 
волнам Ламба не соответствуют никакие лучи; поэтому 
можно предвидеть, что значения (х, w), соответствующие 

таким собственным решениям, будут лежать на кривой в не­

заштрихованной области рис. 54. 
Возвращаясь к рис. 52, показывающему примеры лучей, 

нужно заметить, что оба луча заключены в одном и том же 

канале и на границах (при z = Z:1:) имеют горизонтгльные 

касательные. Одна вершина на каждом из лучей имеет ма­
лый радиус кривизны, но не острие, как это было на 
рис. 40 для идеализированного океана. Причина этого усма­
тривается в том, что для случая атмосферы Г =F О и с =1= const. 
При- больших значениях 1 и 1 имеем Г ~О. в то время как а 
и r sh и становятся почти равными. Вершины настолько 
обостряются, что их можно практически считать остриями. 
Лучи из трохоид превращаются в цИклоиды - результат, ХО· 
рошо известный из обычной теории атмосферной акустики. 
Причину, почему вторая вершина сохраняет конечный радиус 
кривизны, следует искать в переменности скорости звука, 

влияющей на преломление лучей и на расположение границ 

канала. 
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Наиболее яркое и важное различие между этими резуль­
татам и и полученными ранее для изотермической атмосферы 

было отмечено во введении. В ·изотермической атмосфере 
лучи представляют собой прямые; если они не Горизонтальны, 

то простираются до бесконечной высоты. Поскольку они 
являются линиями тока для потока энергии, энергия излу­

чается в бесконечность или приходит из бесконечности. 
В рассматриваемом же случае лучи изогнуты и не достигают 

бесконечных высот. Поэтому энергия не излучается в беско­
нечность. 

Пока что мы не вводили .естественных граничных усло­

вий"; это будет сделано в § 79 и 80. В § 86 и 87 изуче­
ние собственных решений будет доnолнего. В следующем 
параграфе мы коснемся того. каким образом вращение вокруr 
вертикальной оси изменяет вид лучей. 

§ 78. Вертикальная ось враще.'tия 

Ес.1и О =1= О. а ось вращения вертикальна, 
нию (77 .1) соответствует следующее выражение: 

2 2 2 N2 Г2 2 + ь2-х.2с2 (№ - (J)2) 1 с =ю - - с (J)2 . , 

где использовано сокращенное обозначение 

ro2 
ь2 - -=-__,~ 

- 002 _Q2 

Это яыражение приводится к виду 

1 
12 = - z2 (b2x2z 2 - 2rbxz ch и + г2 + s'l), 

если и определяется так: 

(1)2 

и=lп--ь. mg-x. 

Границы канала даются формулами 

bx.z± =rch и± а, 

уравне-

(78.1) 

(78.2) 

(78.3) 

(78.4) 

(78.5) 

где а имеет тот же смысл. что и ранее. Так как Ь > l. 
расстояние Z+ - z_ меньше, чем в отсутствие вращения_ 

Уравнение лучей 
"1.2Ь2 f ы2-№ 

х (х - х0) = ---;г- --
1
-- dz (78.6i 



или, если 

то 

§ 78. Вертикальная ось вращения 

bxz = rch и+ а sln 6, 

1z--:- а cos fl, 

х (х - х0) = гв ch и - а cos в. 

243 

(78.7) 

(78.8) 

(78.9) 

Поэтому лучи nредставляЮ'Г собоА сжатые по вертикали тро­
хоиды; коэффициеJJт сжатия равен 1 : Ь. Звуковые водны. 

w 

'КС1 

Рис. 55. Диагностическая диаграмма 
для термосферы при наличии вращения. 

Обовначения такие же, как и на рис. 54. 

для которых Ь очень близко . к единице, не сильно изые­
няются под действием вращения. То же. можно сказать о гра­

витационных волнах, для которых w2/0 ~ l. Но когда w2 

приближается к 0 2, лучи становятся ъ~енее наклонен.ными 
к горизонтали и канал смещается в направлении меньших 

значений z. Интерпретация этих результатов и построение 

х, ш-диаграммы проводится совершенно так же, как и в nре­

дыдушем параграфе. Единственная разница состоит в том, 
что параболы заменяются кривыми 

ilJ (w2 - 02)'1' = тgхе± "с. (78.1 О) 

Общий· характер получаемой диаграммы показан на рис. 55, 
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До сих пор молчаливо предполагалось, что ro2 > Q2. Если 
w2 < 02, то следует изменить определения 

(78.ll) 

и 

(78.12) 

Так как левая часть уравнения (78.12) мала, и может быть 
лишь отрицательным. Эти определения приводят к соотно­
шению 

12z2 = (bxz - r sh и)2 - (r2 ch2 u + s2), 

так что границы канала даются формулами 

bxz± =-rsh и± а, 
az = ,2 ch2 и+ s2. 

(78.13) 

(78.14) 

(78.15) 

Можно проверить, что z_ <О и поэтому не· имеет физиче­
ского смысла. Значения z для точек канала больше, чем z+• 
которое представляет собой в этом случае большое положи­
тельное число 

2mrg 6 z+ >-ог =mr. 10 1t.м. 

Лучи приходят из бесконечности, поворачивают в точке Z+ 
и возвращаются .в бесконечность. Они лежат целиком в об­
ласти докритическоR устойчивости N < О. Очень сомн!f­
телhно, чтобы такие лучи имели какое-нибудь значение для 
земной атмосферы, но с формальной точки зрения они все же 

составляют исключения, если вспомнить сказанное во введении. 

§ 79. Решение остаточ.ны.х уравнений 

Остаточные уравнения 

с(~+ г)P=(N2-w2)Q, 

с( :z - r)Q= (1 - w2.,.~
2

02 )Р 
(79.1) 

могут быть решены строго, если N и Г имеют вид (76.2) 
и (76.3). Общая идея, лежащая д основе ПQследующих вы· 
числений, объяснена в (2) и § 49, 50. 
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Возвращаясь к обозначениям предыдущих параграфов, 
запишем уравнения (79.1) в виде , 

(~ + !.) р = { g7r _ w2) (-v )'/J Q. 
dz Z VZ g"fZ 

(~- !...)Q=(l - g7z)(-v }''• Р. dz z va gyz 

Замена переменных 

Q = Q1N-''•. р = P1N'l2 

преобразует (79.2) в 

где 

(~ +' z ~ )Р,=(~- ;~)Q" 
(:,-,, ~ )Q,=(:- ':;)Р,, 

При обозначениях, принятых во введении, имеем 

( 
1 )2 1 s - 4 + ,2 = 4 (у + 1 )2. 

(79.2) 

(79,3) 

(79.4) 

(79.5) 

(79.6) 

Эти формулы наводят на мысль ввести новый параметр ljl так: 

1 1 s- 4 = 2 (v+ l)cos ф. 

Если ввести безразмерную переменную 

~= 2(J)Z, 
а 

то уравнения (79.4) преобразуются в следующие: 

dP1 v+I . Q 2 dГ+-е-(Р1 соsф-Q1 sшф)=- 1е11 , 

(79.7) 

(79.8) 
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где и определяется формулой (78.4). Следует заметить. что 
е и и вещественны, коrда ю2 > 0 2, и комплексны, коrда 
w2 < 0 2• Случай w2 = 0 2 является особым и требует отд~ль­
ноrо исследования. 

Вторая замена зависuмJ-Jх переменных 

Р1 =/cos ~ ф+gsin ~ ф, 

Q1 = - f sin } t + g cos ; ф 
приводит уравнения (79.9) к виду 

где 

и 

df v+l 
2 d[+-e-f=a/-b1g. 

dg v+I. 
2 ж--e-g=-b2f-ag, 

а= ch и sin ф, 

Ь 1 = ch и cos о/+ sh и, 

Ь2 = ch и cos ф - sh и 

(79.10) 

(79.11) 

(79.~2) 

а2+Ь1Ь2 = 1. (79.13) 
Форма уравнений (79. l l) позволяет разделить переменные 

перекрестным дифференцированием. Результатом будет 

d
2f -/[(v+l)(v+З) _ a(v+l) +..!.]-о 

de2 4е2 2е 4 - • 

d2g _ [ (v - 1) (v + 1) _ а ("1+1) + _!_J- О 
de2 g 4е2 2е 4 - · 

(79.14) 

Oqa эти уравнения имеют форму уравнен~й Виттекера (73.3); 
уравнения (79.14) и. (73.3) отождествляются при 

1 
k= 2 a(v+l) (79.15) 

и 

1 1 
l = 2 v + 1 для ! , l = 2 v для g. (7 9. 16) 

Используя функции Виттекера, получим общее решение (79.13) 

/=AW(k. ~ v+l. ~)+вw(-k. -}v+I. -~). 
(79.17) 
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rде А. В. С и D - произвольные постоянные. Чтобы ~тИ 
две функции удовлетворяли также уравнениям (79. l l ). ну'КНО 
наложить на четыре постоянных следующие условия; 

(а+ 1)А=Ь1С. 
Ь2В =(а+ 1)0, 

(79.-18) 

которые можно вывести из рекуррентных формул для функ­
ций Виттекера [ 1, 3]. 

Таким образом, в наиболее общем решении уравнен·ий 

(79.11) содержатся две произвольные постоянные. Их выбор 
оrраничиваетсЯ далее требованием ·регулярности собственных 
решений на бесконечности (см. § 32). Как известно [ l }, для 
бо.11ьших значения ~ 

1 r ,2_(k-l)2 

] 
k -2~ 2 . 

W (k, l, ~) = ~ е l l + ~ + . . . , ~79.19} 
причем ряд сходится асимптотически. При w2 > ~22 все вели­
чины вещ~ственны; следоаат~льно, при больш:1Х z функции / 
и g неограниченно возрасиюг. если только В и D не равнь~ 
нулю. С другой стороны, при w2 < 0 2 переменная ~ чисто 
мнимая; пр;~ зто~ f и g остаются конечными, лишь если 

А= С= О. Другими словами. собственное решение содержит 
только одну мультипликативную произвольную постоянную. 

Смысл формулы (79. f 9) ле·rче увидеть, если ее перепи­
сать для амплитуд давления и вертикального смещения. Воз­
вращаясь к исходным веJ1ичинам, найдем 

k- _!_ (•+!) 
Р1 ,_.., z 2 e-wz/a., 

k+..!.. 
h1 ,.._, z 2 е-шz/а.. 

(79.20) 

Поэтому обе амплитуды стремятся к нулю на больших вы­
сотах. 

Осталось. лишь наложить граничное условие на твердой 

поверхности 

Q=O при z=S, или ~=~s- (79.21) 

В случае щ2 > Q2 в силу (79.1 О) это условие Принимает вид 

'( 1 ) 1 ( 1 ) 1 b1W k, 2 v+l. Е5 sin 2 ~=(a+l)W k, 2 v, ~s cos-z~· 

(79 -~2) 



248 Глава Xll/. Термосфера 

Для этого уравнения не существует аналога в случае изо­
термической атмосферы. Оно ближе к уравнениям (54.9) 
и (54.10) для океанов, которые были условием многократ­
ного отражения волfl от дна и поверхности. Формула (79.22) 
имеет то же происхождение - это условие отражения волн 

от границ канала (§ 77, 78). 
Как и в случае океанов. численное решение уравнения 

(79.22) должно быть о·rложено до дальнейшего прогресса 
в теории функций Виттекера. Однако можно предвидеть, что 
собственные решения для такой модели атмосферы будут 
подраздеМ1ться на группы- волновые типы, характеризуемые 

порядковыми числами совершенно так же, как это было для 

случая океана. Как отмечалось во введении, это и есть основ­
ное различие между изотермическоА атмосферой и той, кото­

рую мы рассматриваем сейчас. 

§ 80. ВКБ·аппроксимацая 

Как и в главе XI, вычислительные трудности. связанные 
с уравнением (79.22), заставляют прибегнуть к ВКБ-аппро­
кси~ации, если мы хотим ввести порядковые числа. И здесь 

вычисления будут основЫваться на уравнении (7 4.4) 

f jdZ=(m+д)r.. (80.1) 
z' 

В случае тех волновых типов, для которых соответствующие 
им лучи не отражаются. во~ьмем z' = z_, z" = Z+ (ер. (77.4)) 
и т = 1 п /, где п - порядковое число. Для простоты исполь­
зуем приближение Л = О и вычисления будем проводить лишь 
для случая отсутствия вращения. Тогда уравнением, связы­

вающиъ~ х, w и п, будет 

'+ 

f (-x.2z2 + 2rи ch и- r 2 -s2)
1
/2 

.:....--_..;....------"-dZ = jnl те. z (80.2) 

Это элементарный интеграл, вычисление которого дает 

'lt'[rchu-(r2+s2)'1•]=1nlтc. {80.3) 

Для каждого значения 1п1 зто уравнение имеет два корня: 
и" и - и". Уравнение двух кривых волновых типов на х., ш-
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диаграмме таково: 

2 ±U w =mgxe, п, (80.4) 

Кривые являются параболами до тех пор, nока они остаются 
в дважды заштрихованной области рис. 55. Это показано 
для нескольких значений n на рис. 56. 

хе, 

Рис. 56. Диагностическая диаграмма для термосферы, 
показывающая крив:Ые волновых типов {вращение 

отсутствует). 

Для тех же волновых типов. лучи которых отражаются 

от поверхности земли, уравнение (80.2) примет вид 
% + 1/ 

f ( ... ). d -1 1 Z- n 1t. z 
(80.5) 

s 
Интеграл по-прежнему элементарный, но приводит к более 
сложной форf!{уле 

- а cos es+ ь (; - es)-2 (r2+s2)''• arc tg (: +:)111 
-

1 
a+ьtg2 o8 

-arctg = ln.\1t, (80.6) 
(г2 + s2)'/• 
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где 

Ь = r .ch. и, 

xS = Ь- asin85 , 
(80.7) 

!1 остальные ве_лЯЧ!'fНЫ имеют прежнее значение. Графики 

уравнения \80.6) для различных значений п. уже не параболы. 
Их общий вид изобра·жен на рис. 56. 

Для достаточно малых значений х точки всех кривых 

волновых типов соответствуют лучам, не отражающимся от 

Земли., В этой своей части кр1tВая представляет собой пара­
болу. выраженную уравне11ием (80.4). Для ббльших значе­
ний х точки кривых соответствуют лучам, отражающимся 

от Земли (уравнение (80.б) ). Самое замечательное отличие 
полученной сейчас х, ю-диаrраммы от диаграммы, полученной 

в свое время для случая океана, состоит в том, что теперь 

кривые волновых типов, как акустические, так и гравита­

ционные. исходят И;j точки х =О, щ =О. Причина этого 
в неограниченности с при z --). + со. 
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Глава XN 

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОСТАТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 81. Введение 

В гл. VII было показано, что во всех случаях зависи­
.мость собственных решений от высоты в существенных чер­
.тах одна и та же. Уравнения, о которых идет речь, имеют 
ВИ.Ц 

с(~~ +rP) =(№-v)Q, 

с(~~ -ГQ)=(l - ~)Р. 
. (81.1) 

Если поверхности уровня плоские или сферические и отсут­
ствует вращение, то 

v=ш2, (81.2) 

При плоских поверхностях уровня и традиционном упроще­
нии Qн=О 

v=oo2, (81.З) 

Если поверхности уровня -.сферы, то при том же тради­
ционном упрощении мы снова имеем формулы (81.2), но при 
условии, что х2 определяется как собственное число уравне­
ния теории приливов Лапласа (39.12). 

Частные случаи уравнений (81.1) были рассмотрены 

в предыдущих главах. Мы видели, что даже достаточно nро­
стые физические предположения относительно стратификациИ 
.Приводят к далеко не легким математическим задачам. Однако 
в § 72 был развит достаточно мощный метод для рассмо­
трения случая Г =О, с= const. Конечно. этот метод не t.;iыл 
количественным, но он приводил к важныы качественным 

результатам. Настоящая глава будет посвящена обобще11ию 
·этого метода. 
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В § 72 мы начали с исключения Р из первого уравнения, 
что приводило к уравнению (72.4). имевшему второй поря­
док по Q. Если попытаться применить эту процедуру в бо­
лее общих случаях. то мы получим слишком сложные урав­

нения для Q. Кроме того, с математической точки зрения 
случай, рассмотренный в § 72, нужно считать совершенно 
исключительным. Поэтому мы попытаемся непосредственно 
изучать уравнения (81.1 ). 

Метод, использованный в § 72, основывался на немногих 
общих теоремах, принадлежащих Штурму и Лиувиллю. Мы 
не давали формальных доказательств, взамен чего внимание 

читателя направлялось на их геометрическое содержание, 

да·ощее возможность наглядно убедиться в справедливости 

этих теорем. Формальное доназательство можно найтИ в раз· 
ных книгах [ 1 ]. 

Наш план будет таков: сперва привести уравнения (81.1) 
к стандартному. или каноническому, виду, затем доказать 

несколько общих теорем, относящихся к таким дифферен­

ци2льным уравнениям, и. наконец, применить эп1 теоремы 

к отдельным случаям. В частности, будет показано, что эти 
теоремы приносят существенно новые сведения, относящиеся 

к задаче о термосфере главы ХШ. 

§ 82. Каноническая форма остаточных уравнениli 

Канонические переменные. Вместо переменных Р и Q 
будет удобно использовать 

№ = (P/p8g) ехр { + J Г dz}. 

(i = Q ехр {-J Г dz}, 
(82.l) 

rде Ps - постоянная. имеющая размерность плотности; ее 

удобно отождествлять с плотностью воздуха или воды 
у поверхности. (i и ~ измеряются тогда в сантиметрах. 

Переменные ~ и @ можно также сопсставить с пере­
менными р1 и '"1/i в системе CGS, использованными в гла­
вах 11 и Ш. В § 22 Р и Q были определены как 

Q "11 ( )11. =-, РоСо • (82.2) 
"1/о 
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а в § 23 бЫ.ло 
Г = _!_ (РоСо)' + ~ . 

2 (РоСо) со 
(82.3) 

Отсюда легко следует, что 

где 

1? = (p1fp5g) ехр(+~). 

6 =(711/'1i)exp(-8), 

f dz 
З=g -

с?. • 
о 

(82.4) 

(82.5) 

В § 9 было показано, что вертикальное перемещение жид-

кости равно 

h - Т/1 i---,. 
"IJo 

(82.6) 

так что 

б = - h1 ехр (- 8). (82. 7) 
Канонические уравнения. Подставляя вместо Р и Q их 

выражения через ,ff> и (i, приведем остаточные уравнения 
(81.l)'к виду 

где 

А=а (;2 - ~). 
1 

B=a(v-№), 

а = (p8g/p0) ехр (- 28). 

(82.8) 

(82.9) 

(82.10) 

(82.11) 
Коэффициент а положителен для всех значений z. Как и 
в § 72, где нас большей частью интересовал знак .выпу• 
клости", для нас будут важны знаки А и В, не зависящие 
от а. Функция 

1 
Н = "2 (А9'2+ В6.2) (82.12) 

известна как гамильтониан системы уравнений (82.8); эта 
система может быть также записана в виде 

dб. дН d.7' дН 
dz = д.?' • dz =- a(i • (82.13) 
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Постоянные коэффициенты. Если коэффициt:!нты А q В 
не зависят от z, уравнения (82.8) или (82.13} становятся 
очень простыми. ИссЛедование. этого слу1tая позволяет полу­
чить представление о тех общих теоремах, которые встре­
тятся ниже. Дифференцируя (82.12), получим 

dH = дН d6. + дН d.?' 
dz д6. dz · де? dz ' 

так как dA/dz = dB/dz = О. Ср.авнивая это с уравнением 
(82.11 ), можно видеть, Что 

или 

dH -О 
dz -

Atf'2 + 86.2 = const. (82.14) 

Это уравнение может быть изображено на t/'. б-диаrрамме; 
если А и В имеют одинаковые знаки, то график этого урав­

нения есть эллипс, в противном случае это гипербола. 

Ведущая ·роль знаков А и В выясняется, таким образом, 
даже в этом простейшем случае. 

Фазовая диаграмма. /У', б-диаграмма окажется очень 
полезной в последующих параграфах. Эта диаграмма хорошо 
известна как фазовая диаграмма или фазовое пространство. 
Если вспомнить. что б - это энтропия, а tl' - давление 
(в соответствующих единицах), то легко видеть, что фазо­

вая диаграмма - это в сущности то же самое, что диаграмма 

энтрог.и 1 - давление из термодинамики (§ 7), Частный слу­
чай фазовой диаграммы уже встречался в § 4 7, рис. 19. 

В одномерной механике изучаются уравнения, имеющ!fе 
канонический вид, подобный (82.13). Однако независимым 
переменным там является не высота, а время. Поэтому там 

можно представлять себе /У' и б как координаты точки. 
движущейся в фазовом пространстве и описывающей кривую. 

Удобно использовать эту терминологию и в настоящем слу­
чае; можно оправдать это, считая, что z растет линейно 

с течением какого-то фиктивного времени. Тогда мы прихо~ 
дим к идее движущейся фазовой точки с прямоугольными 

координатами tl' и б, описывающей некоторую траекторию 
па фазовой диаграмме. · 
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§ 83. Общие теоремы, относящиеся " фааовы• 
mpae1'nt.OP,URM 

Мы будем предполагать в зтом параграфе р. и v nостоян.; 
ными; при этом бу.n.ет нзучат~;.ся зависимость Q и <l от z. 
Величины А и В должны быть нецрерывными и ограничен­
ными функциями z для всех рассматриваемых значений этого 
переменного. Теорему 1 мы здесь доказыВ'ать не станем; ме~ 
тоды для построення доказательстuа можно найти во многих 

работах (2). 

Теорем.а 1 

Фазовые траектории - непрерывные кривые. Если 
(~0• 60)- произвольная точ1щ фазовой диаграммы, 
отличная от начала координат. то существует одна 
и только одна фазовая траекторiиi, проходяЩаЯ. через 
(~0• li0) при заданном z0 . Ни одна фазовая траекто­
рия не проходит через начало координат при конеч­

ном значении z, но некоторые траектории .мozym 

.приближаться к началу координат при z .._ ± оо. 
Из канонических уравнений вытекает, что если z есть 

корень ~; то это же значение z является корнем dб./dz, и 
если · z - корень (i, то 011 также и корень d~Jdz. Это мо~ 
жет быть сфоrму лировано как .. 

Теорема 11 

Все траектории пересекают ноординатные оси под 
прямыми ума.ми. 

Аналогично, если z - корень А, то это же значение z 
является и корнем dб./dz; если z - корень В, то dff /dz =О. 
Следовательно·, спраредлива 

Теорема 11/ 

Если z- корень А (или В), то фазqвая трае1<.mория 
имеет для этоzо значения z горизонтальную (или вер­
тикальную) касательную. 

Кроме того, nри конечных значениях z касательная 

к фазовой траектории может быть rор11зонтальной или вер­

тикальной лишь nри условиях этих теорем. 

Наиболее важным выводом является 
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ТеQрема Лиувилля 

Если tl\. 6.1 и 8'2, 6.2 - два решения 1Саноничесиих 
уравнений, то детермин.ан.т 

не зависит от z. 
В самом деле, 

dL1 1 = d""• б + g dri2 _ d""2 б _ g d61 
dz dz 2 1 dz dz 1 2 dz • 

Подставляя выражения для производных из уравнений (82.8). 
получим 

d/;;2 =-861@2+ А§\8'2+ 8@2111 - Au->28'1 =О. (83.1) 

Важным следствием является 

Теорема IV 

Если 8'1' 6 1, 8'2• 6 2 и Pзfi.3 - решения llaнoнuчecllUX 
уравнений и L12 =F О, то существуют две постоянные 
а. и ~. mа1'ие. что 

8' 3 = а.О' 1+~№2• 
63 = а.61 + ~<12· (83.2) 

Это доказывается решением уравнений (83.2) относительно а 
и ~. что дает 

По теореме Лиувилля -а и ~ оказываются постоянными. 
Теорема Лиувилля имеет простую геометрическую инте р­

претацию. Пусть Pi есть точка [8'i (z), 6 1 (Z)}; рассмотрим 
одновременные положения Pi и Р2 • Тогда L12 есть удвоен­
ная площадь заштрихованного треугольника на рис. 57. и, 
ксгда точки движутся по своим траекториям, эта площадь 

остается постоянной. Если L12 >О, то контур ОР1Р20 обхо­
дится в положительном направлении, т. е. против час оной 

стрелки; если L12 <О, то обход контура происходит в отри­
цательном направ:1ении. Теор~ма IV устанав,нвает, между 
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прочим. что траектория точки Р3 на том же рис. 57, ука­
зывающей конец вектора. полученного при сложении .!1.ВИ­

жущихся векторов ОР1 и ОР2 , также является фазовой 
траекторией. Здесь мы имеем аналогию векторным диаграм­

мам, используемым в электротехнике. 

До сих пор наши теоремы не учитывали знаков А и В; 
последние войдут в наши выкладки, если ввести полярные 

координаты. Пусть 

в>=~соs~. Ci = ~ sin3, 

~~О; (83.З) 

тогда канонические уравнения при­

мут ВИД 

~~ = Acos2 {}+ В sin2 &, (83.4) 

~ ~~ ={A-B)sin3cos&. (83.5) 

а 

Важное значение корней ·А и В О !1 
в рассматриваемых вопросах уже Рис. 57. Иллюстрация тео-
проявилось в теоремах 11 и Ш. ремы Лиувилля. 
Эти корни делят ось z, а вместе 
с ней и фазовые траектории на отрезки четырех типов. ко• 

торые мы будем обозначать<++). (- -). (+-)и(-+). 
что расшифровывается следующим образом: 

<++):А> О, 

(--):А<О, 

(+-):А> О; 

(-+):А <О, 

В>О; 

В<О; 

В<О; 

В>О. 

Эти символы будем называть сигнатурами омрезтсов. Из 
этих обозначений и формул (83.4) непосредственно вытекают 
две теоремы: 

Теорема V 
На отрежах т.ипа <+ +) умовая стсорость фазо­

вой точки положительна, на (--)-отрезках она 

отрицательна. 
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Teope.tta Vl 
На отрезках т.ипа <+ ""7) фазовая mortua дtJижется 

в направ.1ен.tщ от наrtала квординат tJ первой и третье/J 
ч.етвертя.'€ диагра.w..кы и в направлении н нач.аду ноор­

а 
динат во второй и rtemвepmoil ч.етвер· 
тях. На отрез1Сах тип.а (- +) на­
правление движения обратное. 

Эти теоремы иллюстрируются рис. 58 
и 59, к которым мы будем в дальнейшем 

9' часто обращаться. Теоремы имеют мноrо-
чис.1енные следствия, ка1<, например: на 

отрезках типов(+-) 1ыи (-+> корень 
~юж~т иметь самое бо.1ьшее одна нз фу11к­
ш1й t? и Ci; если одна из них имеет ко­
р1:нь, то другая имеет экстремум. На 

отрезках типов <++) иди (--) обе 
функшш. ~ и (i, моrу1· иметь l<Орнн 
и нх экстремумы ра3де.1еиы корнями. Эти 

резу.1ьтаты аиа.1оrичны подученным 11 § 72. 
Функuин tl' и @. колеблются на отрезках 

Рис .. )~. Прнмерный 
вид фазово~i траек­
тс~р1н~ на (..i.. +>· 
11.111 !.-- -)- отре3-

Kd.X. 

Н'1о11р;.1n"1е-нне ;i&и:.ili.tн.11я 
фC&JOBo{r ·:0 1th:И в :tilfX 
Ar,vx ~.cpta\lx показйJю 

~TpC.fK3Mlf. 

типов ( + +) и (- -) и не кодеблются 
tta 01·р1:зках rнпов (...l....-) и (-+). Но в то время как 
ко;10:-бател~,ный или неко.1~батедьный характер решений в § 72 
оnр.:де.1я.1ся знзкО'-1 .выпуклости". здесь нужно учитыRать 

sнакн обеих функциlt А и В. 

!+-) t·+) 

Рис. 59. Примерный внд фазовых траек-
1ор11й на (+ -)· 11 (- +)-отрезках. 

Есл~t од1ш иэ .отрезков простирается до бесконечностн, 
моrут появиться некоторые. новые явдения. Если зто отрезок 

колt:бате.1ьноrо типа, (+ +> или (- -). уr.1оная скорость 
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может обращаться в нуль лишь при усповии 

lim А. В==О. 
Z-+oo 

В противном случае фазовая траектор11я перес;:1-:ает каж­
дую ось бесконечное число раз, а логарифм расС1 онния от 
ее точек до начала координат может неограниченно расти 

с ростом z. Если этот логарифм стремится li: отрицательной 
бесконечности, траектория будет сп11рально прнбт1жаться 
к началу координат, не доходя, однако, .10 этой точки. Если 

логарифм стремится к положительной бесконечности, то фа­
зовая точка уходит в бесконечность no спира.1ьной траек­

тории. Если А и В приближаются к конечным пределам, 
траектория асимптотически превращается Б эллипс. Суще­
ствуют и другие возможности. и каждаи из них до,r1жна быть 

исследована в деталях. 

Если неограниченный отрезок лринад,~1:жи·r i.; одному из 

неколебательных типов, <+-) или (-+), и простирается 
до z = + оо, то для нас будет 
важен угол, определяемый фор­

мулой 

tg2 & а= tirn (- ~). (83.6) 
z-++oo 

Асимптотическое nове.п.ение фазо­
вой траектории показано на 
рис. 60, где пунктирные прямые 
составляют -с осью О:. yr Jiы ± & а· 
На <+-)-отрезках фазовая точка 
будет удаляться от начала коор- i 

Q 

динат в направлении & а• если она Рис. бО. Примерное асимп-
Я й тотическое поведение фа• 

~rаходится в перво или в третье зовых траекторий на ( + -)-
сtетверти. Во второй же и в чет- или (- +)-отрезках. 
вертой четвертях она будет при-

ближаться к началу координат по направлению ·- Ь а• но при 
конечных значениях z никогда не достигнет начала коорди­

нат. Для случая (-+)-отрезков картина обратная. Если 
отрезок прости_рается не до z = +оо. а до z = - сх:, то 
направления стрелок следует сменить на противоположные. 

Способ, с помощью которого различные отрезки фазовой. 
траектории соединяются между собой. определяется теоре­

мой Ш. Чтобы получить возможность отмечать на чертеже 
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последовательности отрезков, разделенных корнями А и В. 
удобно ввести обозначения (++) (-+) (--) и т. д. 
В этом примере последовательнос'!'ь отрезков такова: А и В 
вначале положительны, а затем. с- возрастанием z, последо­
вательно меняют знаки. Аналогично С++)(-+) <++) 

а 

а:(++}(-+)(++) б: (++) (-+}(--) 

Рис. 61. Примерный вид фазовых траекторий со сложными 
сигнатурами. 

означает, что А имеет два корня, В- ни одного. Возмож­
ные в этих случаях фазовые траектории показаны на рис. 61,~ 
Читателю не составит труда нарисовать траектории и в дру­
гих случаях. 

§ 84. Теорема сравн.ен.ия Штурма 

Формула Штурма. В предыдущем параграфе были уста­
новлены н~которые rеометриЧеские свойства фазовых траекто­
рий. Можно получить дополнительные свойства, сравнивая 
дне различные системы канонических уравнений: 

d~, = - Bifi·1• d~, = А1gз I; 

Образуем и в этом случае детерминант Лиувилля 

L12 = 6\б.2 -5'2G1· 

(84.1) 
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При этом теорема Лиувилля обобщится: 

d;;2 = (А2 - Al) 8' 11?; + (82 - 81) <'i162. (84.3) 

Это уравнение известно как формула Штурма; она является 
основой многих теорем [1]. 

В приложениях обычно условия подбирают так, чтобы 
L12 =О в некоторой определенной точке z, например при 
z = z0, а также чтобы было А2 > Al' 8 2 > 8 1 в некотором 
интервале, содержащем z0• Если тогда Р1 и Р2 находятся 
в одной и той же четверти во всем этом интервале, то правая 

часть (84.3) положительна в этом интервале и L12 >О для 
z > z0 и L12 < О для z < z0• Поскольку 

L12 = ~1~2 sin (&2- &1)• 

то отсюда можно вывести много геометрических Заключений. 

Осцилляционные теоремы. Пусть, например, А2 > А1 >О, 
8 2 > 8 1 >О для всех значений z >О, и пусть 

f?1=f?2= 1, 61=62=0 

при z =О. В таком случае отрезок z >О будет типа <++> 
и обе точки Р1 и Р2 будут иметь положительные угловые 
скорости d& 1/dz, d&2/dz. Для некоторого интервала О< z < z' 
обе точки лежат в первой четверти, правая часть уравнения 

(84.3) положительна; в этом интервале L12 > О или &2 > &1 
(рис. 62). Это заключение остается в силе, пока Р2 не пере­
сечет оси 6, после чего 1?21?1 станет отрицательным и за­
ключение может перестать быть справедливым. Но. во всяком 
случае, установлено, что Р2 войдет во вторую четверть 
раньше. чем Р1 • 

Когда Р1 входит во вторую четверть, Р2 может быть все 
·еще в этой четверти, или в какой-нибудь из следующих 
четвертей. В последнем случае эта точка входит в третью 

четверть заведомо раньше, чем Р1 ; но, как можно показать. 
это же верно и в первом случае. В самом деле, L12 > О. 
когда Р1 входит во вторую четверть, и не может убывать, 
щжа Р2 не покинет этой четверти. Так как L12 > О в тот 
момент, когда Р2 покидает вторую четверть, то это должно 
произойти прежде, чем Р1 покинет эту четверть. 
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Продолжая таким же образом, можно установить по 
индукции, что если Р1 пересекает ось № (или ll) п раз 
в интервале (О, z1), Р2 должна пересечь ось по меньшей 
мере п раз, а может быть, и более. Это утверждение вы­
сказывается часто в такой форме: Р2 колеблется быстрее, 
чем Р1 • Поэтому оно называется осцилляционной теоремой. 

Q Q 

(+ +) (- -) 

Рис. 62. Иллюстрация осцилляционной теоремы. 

Существует большое количество осцилляционны:r теорем, 
различающихся по своим посылкам и заключениям, но до­

казываемых сходным образом. Рис. 62 иллюстрирует соот­
ветствующую теорему для (--)-отрезка, в котором О> 

> А2 >Ар О> 82 >Ву для z >О. В э-rом случае Р1 ко­
леблется быстрее, чем Р2• 

3аnисимость от параметров. Если А и В даются 
уравнениями (82.9), а А2 , 8 2 - теми же формулами, но 
с другими значениями параметров р. и '1, то формула Штурма 
принимает вид 

ddL12 =а (-1 - _I ) {? 1№2+ _.!._ (v2- v1)б:1б:2. (84.4) 
z /l-1 IJ-2 а 

Мы применим эту формулу к случаю твердой границы, так 
Ч1'0 

6'1 = ll2 = О при z = О. (84.5) 

Для удобства решение будет нормировано дополнительными 
условиями 

(84.6) 
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Тогда L12 =О при z =О и уравнение (84.4) можно проинте­
грировать следующим образом: 

(84.7) 

Во всем дальнейшем будет предполагаться, что z >О; 
тогда оба интеграла в (84.7) окажутся положительными. 
если Допустить, что 1 fJ-2 - р.1 / и ! v2 - v1 / не слишком велики. 
В самом деле, эти интегралы наверное положительны, если 

р.2 = р.1 и v2 = '.11, что влечет за собой ~1 = ~2 и <;t1 = fi2• 

согласно теореме 1. Можно также доказать. что ~. 6- не­
прерывные функции параметров \.!. и v. Э1'а непрерывность 
гарантирует нас от внезапного изменения знака, если р.1 • v1 
слегка от ли чаются от !'-2, v2• · 

Следовательно, L12 положительно при 1-1-z - µ. 1 = 011 > О 
и v2 - v1 = ov > О, если считать, что ор. и о" не слитком 
велики. Из того, что 

следует. что о&> о при этих предположениях. Другими 
словами, & (z. р.. v) есть монотонно возрастающая функция 
как tJ.. так и v л.ля всех положительных значений z. Важно 
о&метить. что то же самое справедливо д,1я отрезков любого 
типа. Следовательно. зто очень сильная осцилляционная тео­
рема, но она применима лишь при выполнении условий, 
сформулированных в явном виде выше. 

§ 85. ВКБ-аппроксимация 

Эти же результаты можно получить быстрее, но менее 
строго. если опять применить ВКБ-аппроксимацию. Пусть 

(85.l\ 

Следует заметить, что углы tp и & не тождественны, так как 
не предполагалось. что №0 и 60 равны. Подставляя эти 
выражения в 

d.ff' - -Вб. 
dz - ' 

(85.2) 
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получим 

dfio d'f t;l) 

dz sin <р + @0 cos ({' dz = Aw 0 cos i:p, (85.3) 

d<P"o t;l) • . d'f ва . 
([Z cos qi - v 0 sin <р dZ = - "'о sin Ч'· 

Сущность ВКБ-аnпроксимации состоит в пренебрежении про­
изводными № . и 60 в сравнении с производными t.p. Следо• 
вательно. в этом приближении 

d'f Q) 

Go dZ = Av о• 

~ df 
У о Тz = 8(io· 

(85.4) 

Исключая tJ> 0 и &0, найдем 

( 
d'f )2 
dz =АВ. (85.5) 

Используя формупы (82.9), можно написать 

(!!1._)2 = (__!_ - _!_) ( v - N2). 
dz с2 /J. 

(85.6) 

Сразу видно, что t.p может быть вещественным дишь на (+ +J­
и· (--)-отрезках, в согласии с колебательным характером 

решений, строго установленным в предыдущих параграфах. 

Можно также видеть, что dt.p/dz есть монотонно возрастаю­
щая функция как !'-· так и v. 

Чтобы получить аналогичное приближение для ( + -)- и 
(-+)· отрезков. нужно изменить формулы (85.1) следую· 
щим образом: 

№ = № 0 ch 19. (i = <30 sh <р. (85.7) 
Тогда 

d(i0 D drp ~ 
([Z sh <р + \,!о ch <р dz = Av 0 ch qi, (85.8) 

d$'0 ~ drp 
fiZ ch <р + v 0 sh ер dz = - BG.0 sh <р, 

и если опять пренебречь производными от t/'0 и б0, то мы 
получим уравнение 

( 
d'f )2 - =-АВ 
dz • 

(85.9) 
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Следоватедьно, лри таком определ~ии ip может быть веще­

ственным лишь на <+-)· или (-+)-отрезках, тем самым 
устанавливается неколебательный характер решений на таких 
отрезках. 
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Глава X'I/ 

ПРИЛОЖЕНИЯ ОБЩЕЙ ТЕQРИИ 

§ 86. Тер.мосфера 

Гл. ХШ была посвящена теории атмосферы с постоянным 
nоложителъным температурным градиентом. Нам удалось 

~ r: _____ ------ изучить общие черты диаr­
ностических диаграмм, на 

которых указаны те зна­

чения х и w, которые 

соответствуют собствен­

ным решениям. В этом 
с' s 

s 

s 
(+-) 

параграфе мы используем 

~------- общие теоремы, доказан-
Zд z ные в гл. XIV, чтобы 

z 
(++) (-+1 

получить некоторые свой­

ства собственных реше­

ний. Результаты будут 
аналогичны полученным 

в § 72 для слоя скачка. 
Мы видели, что для 

модели атмосферы указан­

ного вида имеют место 

соотношения 

l 

Рис. 63. Определение сигнатуры для 
заданных значений 002 и (J)2/7.2• 

№= g-yr2' 
Z'I 

2 g-yz 
с=--. 

'1 

(86.1) 

Соответствующие графики показаны «а рис. 63. Так как 

( 
1 .,_2 ) a"t.2 ( (J)2 ) 

А=а ~2 --2 =---п -2 - с2 ' 
с (!) (!) с .,.. 

1 
В=-(ш2 -N2), 

а 

(86.2) 

(86.3) 

то горизонтальные прямые с2 = ro2/x2 и № = щ2 играют особую 

рощ, и также пока3аны на этом рисунке. При изменении w 
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и х эти прямые. разумеется, меняют свое положение. Корнем А 
Пусть будет Z=ZA, корнем B-.z=z8 . Функция А поло­
жительна при z < Zл; при z < Zв функция В отрицательна. 
Таким образом, положительная часть оси z делится двумя 
корнями на три отрезка, и в нашем примере сигнатуры 

этих отрезков равны(+-).<++> и(-+). Символ<+-) 
<++) (-+) будем называть сигнатурой оси z. Кроме 
того. в обозначениях гл. ХШ zA,.......z+• z8 ,.......z_. Акусти­
ческий луч, соответствующий значениям w и х, показанным 

на этих графиках, не пересекает поверхности планеты, т. е. 
целиком расположен в воздухе, причем б6льшая его часть 
находится на <++)-отрезке. Далее, из общих теорем 
гл. XIV следует, что поле (tf>, 6) колеблется на <++)-отрезке 
и не колеблется на двух остальных. 

'ltCs 

Рис. 64. Подразделение диагностической 
диаграммы для термосферьt. 

В каждой из пронумерованных областей все фазовые 
траектории имеют одни и те же сигнатуры, показан· 

ные в таблице. 

Эти качественные выводы, относящиеся к собственным 
решениям, будут уточнены ниже; в первую же очередь MJ-I 

исследуем все возможные сигнатуры и перенесем их на диаг­

ностическую диаграмму рис. 64. На этоА диаграмме показаны 
прямые w = N s· w ='!(С s и кривая z А= z в· Они делят пло­
скость j((I} на пять областей, каждая из которых отличаеТСS1. 

от другой своей сигнатурой оси z, как отмечается ниже. Сле-
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ду~т заметить, что во всех случаях последней tиrнатурой 
является (- +), что как раз характерно для термосферы. 

<-+) z <{' - <S ·А ...... '"'• ~в область I 

<++Н-+> zA>S. z8 <S область П 

<+-) <++) <-+) zA>z8 >S область IVб 

(--) <-+> z,, <s. z8 > s об.пасть ш 

<+-) (--) <-+) Zв>zA>S область IVa 

Групцнровка сигнатур в этой таблице подчинена очевид· 
нofi системе и окажется удобной для рассмотрения фазовых 
траекторий. Все эти траектории должны начинатьс>1 на оси Q, 
так как граничные условия на твердой границе атмосферы 
требуют, чтобы а= О при z = S. 

Область 

Так как сигнатура в этоИ области (-+). то общий ха­
рактер фазовой траектории таков, как описанный в теореме V 

и показанный на рис. 59 и 60. До-
Область 1: (-•1 

а 

s 

полнительио заметим, что асимпто­

тический угол & а равен здесь 1t/2. 
так как 

tg2&0 = lim (-~) 
z.+ro В 

:!' и - А неоrраниченно расте1 с z. 
в то время как В стремится к w2/a. 
Сл.едовательно. фазовая траектория 
неколебательного типа и целиком 

Рис. 65. Примерный вид 
фазовой траектории для 
области 1, показывающий, 
что собственного реше-

ния быть не может. 

расположена в четвертой четверти 

фазовой диаграммы (рис. 65). При 
z -+ оо как 17', так и 11 растут не­
ограниченно, причем а делается в ко­
нечном счете намного больше, чем /У'. 

Однако собственные решения обя-
заны быть конечными для всех зна­

чений z. Отсюда можно лишь заключить, что точ.кам об­
ласти I не соответствует никаких собственных решений. 
Этим еще раз подтверждается заключение § 77 об отсут­

ствии лучей, соответствующих точкам этой области. 
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Обпасть- II 

Так как сигнатура оси z в этом случае (++> (-+), 
то фазовые траектории начинаются как спирали, описываемые 

с положительной угловой скоростью (теорема IV). При z=zA 
коэффициент А обращается в нуль и траектория должна 
иметь горизонтальную каса­

тельную (теорема Ш). Для 
больших значения z траек­
тории должны иметь харак­

тер, описываемый теоремой V 
и рис. 59. Асимптотический 
уrол &а опять равен tt/2. 

Отсюда следует, что об­
щий вид фазовых траектория 

таков, как это локазано на 

рис. 66. Сперва рассмотрим 
кривую 1 при z, возрастаю­
щем от нуля. Фазовая тр.аек­
тория описывает. грубо го­
воря, эллиптическую спи­

раль, делая несколько более 
одного оборота. При z = z А 
фазовая точка возвращается 

в первую четверть и кривая 

имеет горизонтальную каса­

тельную (теорема Ш). До 

Область П: (н)(- +) 
Q 

Рис. 66. Примерный вид фазовой 
траектории д.nя об.nасти 11, по­
казывающий различие между соб· 
ственными решениями (кривая 2) 
и другими решениями (кривые J 

и 3). 

сих пор кривая описывается теоремой IV, так как имеем 
отрезок типа <+ +>· Коrда z становится больше zA. он по­
падает на (-+)-отрезок и поведение кривой описывается 

теоремой V. Кривая 1 относится к случаю, когда фазовая 
траектория пересекает ось /? при некотором значении z > z А· 
После этого она входит в четвертую четверть и 5' и - Ci 
неограниченно возрастают, примерно так. как это было 
в случае области 1. По этой причине кривая 1 не дает 
никакого собственного решения. 

Кривая З иллюстрирует другую возможность. которая 

представится для значений х и w, незначительно отличаю· 

щихся от тех, что были в случае кривой 1. Теперь фазовая 
точка попадает во вторую четверть и - t/' и 6 неоrрани­
ч~нно растут. Наконец, кривая 2 будет иметь место дд11 
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каких-то промежуточных значений параметров х и (1): здесь 

фазовая точка с ростом z приближается к началу координат. 
Далее, поскольку &4 = тt/2, траектория входит в начало коор­
динат с вертикальной касательноА. В этом случае ~ и & 
остаются ограниченными для всех значений z и поэтому 

кривая 2 представляет собственное решение. 
Это рассуждение показывает, что собственные решения 

являются редким явлением: они встречаются в случаях, пре­

дельных для других, более часто встречающихся типов реше­
ний, представленных кривыми 1 и 3. Это полностью cor ла­
суется с существованием "естественного граничного условия•, 

о котором шла речь в § 79. 

05ласm6 Л: (++)(-+) 

а Q 

Q а 

Рис. 67. Примерный вид собственных решений 
п =О, 1, 2, 3 для области II. 

На рис. 66, естественно, не показаны все возможные 
собственные решения в области П. На рис. 67 изображена 
серия собств.:!ШЫХ решений. Для п =О траектория не пере­

'екает оси li и zA лежит в первой четверти. Для п = 1 
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траектория пересекает ось (i один раз и z А оказывается 
в третьей четверти. (Читатель м,ожет самостоятельно убе­
диться в том, что невозможны собственные решения, ес.'lи zA 
находится во второй четверти.) Случай п = 2 тот же, что и 
на рис. 66, а при п = 3 траектория трижды пересекает ось 6. 

Целое число п, определяемое таким образом, - это, оче­
видно, порядков·_.~й номер, уже встречавшийся в предыдущих 

параграфах. Случай п =О относится к решению, ранее назван­
ному -волнами Ламба, при этом~ не имеет корней или узлов, 
отличных от z = оо. Остальные случаи относятся к акустиче· 
ским волновым типам, для которых ~ имеет п корней. 

Область IVб 

В этой области как z А• так и z 8 превосходят S, т. е. 
находятся в части оси z, имеющей физический смыс.'!. Они 
делят ось z на три отрезка и сигнатура оси z здесь 

Область lУб: (+ -)(+ +)(-+) 

а а 
Zд 

n=O n=I 

Рис. 68. Примерный вид фазовых траекторий 
для собственных решений п = О, 1 дпя 

области IVб. 

С+-) С++) (-+). Рис. 68 показывает общий характер 
собственных решений при п =О и п = 1. Читатель сможет 
убедиться в качественной справедливости- этого чертежа, 

обратившись к теоремам главы XIV, а также сможет по­
строить соответствующие кривые для больших номеров п. 

Область Ш 

В этой области лишь В меняет знак при z = z в и сигна­
тура оси z такова: (- -) (- +). Рис. 69 показывает соб­
ственные решения для п = - 1 и -2; отрицательные значе-
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ния порядковых чисел использованы, чтобы подчеркнуть, что 

фазовая траектория с пересекает ось 6, двигаясь по часовой 
стрелке, т. е. в отрицательном направлении. Читатель сам 
сможет убедиться в том. что в этой области диаграммы усло­

вие п >О несовместимо с теоремами r лавы XIV. 

Оf.ласть Ш:l--1(-+J 
о. 

s 

n=-1 

о 

n=-2 

Zв 

s 

Рис. 69. Примерный вид фазовых траекторий 
для собственных решений п = -1, -2 для 

области Ш. 

Область IYa: (+-){--){-+) 

Q Q 

n=-7 

Рис. 70. Примерный вид фазовых траекторий 
для собственных решений п = -1, -2 для 

области IVa. 

Если учесть расположение области Ш на 11., w-диаrрамме, 
то станет ясно, что полученные собственные решения опи­
сывают внутренние гравитационные волны. Сопоставление 
<++)-отрезка с акустическими волнами, а (--)-отрезка­
с rравитацнонным ока'Кется в дальнейшем весьма характерным. 
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Область IVa 

Если {х, (J))- точка из этой <>бласти, то и А и В меняют 
знак. Сигнатура оси z <+-) (- -) (- +) позволяет за­
ключить, что собственные решения соответствуют таким фа­

зовым траекториям. как показано на рис. 70. 

§ 87. Крuвые волновых типов и теорема сравненr~я 

Фазовые траектории, изображения которых приводились 
в предыдущем параграфе, имеют одну общую особенность, 

носящую точный количественный характер. Ее проще всего 
сформулировать, пользуясь полярной координатой & фазовой 
диаграммы. При z = S этот угол равен нулю во всех сду­
чаях: это обеспечивается граничным условием на твердой 

нижней границе. При возрастании z угол & может возрастать 
или убывать, но он обязательно стремится к ·пределу при 
z ~ оо. Этот предел легко увидеть на рисунках предыдущего 
параграфа; он равен ( п + ; ) 'lt, где n __:_порядковое число. 
Резу ль тат остается справедливым как для положительных, 
так и для отрицательных порядковых чисел, что еще убе­
дительнее оправдывает введение отрицательных порядковых 

чисел, чем это было возможно сделать ранее. 
Используя обозш1чения § 84, можно записать этот ре­

зультат таким образом: 

&(оо. р., v)={n+i)ir. (87.1) 

где 

V=(.1)2, (87 .2) 

Мы получим уравнение, связывающее х, m и порядковый 

номер п. Следовательно, оно представляет собой уравt1ение 
кривых волновых типов на щ1агностической диаграмме. 

Теорема. доказанная в § 84, утверждает, что & (оо, р.. v) 
является монотонно возрастающей функцией как ?• так и v. 
Осталось интерпретировать этот результат в терминах кри­

вых волновых типов. Пусть 11'· v и ti. + ор., v + ov соответ­
ствуют одному и тому же значению п. тогда из (87 .1) по­
лучаем 

д& д{) 
~811+ 7h0'1=0, (87 .З) 
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и, следовательно, 

д& 
!lp. дv 
а;=-~· (87.4) 

дi 

Так как обе производные положительны, то 

:~<О. 
Используя (87 .2), можно переписать это неравенство так: 

о< !\(J) < ~. (87.5) 
!lx х 

Рис. 71 иллюстрирует это соотношение; наклон кривой 
меньше чем наклон прямой, проведенной в начало координат, 

но больше нуля. 

(JJ 

___ J~---

, 
/ , , , 

1 
1 

1 

1 
1 

1 , 

/ 
1 

7 
/ 

')(. 

Рис. 71. Иллюстрация применения тео­
ремы сравнения Штурма к кривым вол­
новых типов на диагностической диа-

грамме. 

Теорема может быть также использована, чтобы опреде­
лить относительное расположение кривых волновых типов 

для разных порядковых чисел. Пусть п' и п" - два целых 
числа; если п' > п", то кривая для п' расположена выше и 
левее кривой для п". 
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Эти два результата совместно с полученными в преды­
дущем параграфе позволяют на~tисовать кривые волновых 

типов. Фактически это уже было сделано. в § 80 с исполь­
зованием ВКБ-аппроксимации. Читатель может убедиться сам, 
что рис. 55 совместим с результатами настоящего параграфа. 

Можно дать также и другую пнтерпретацию неравенствам 

(87 .5). Величина 
(J) 

Сrориз =--:;:: (87.6) 

была названа в § 40 горизонтальной скоростью волн (trace 
velocity). Ее смысл можно понять из общего вида собствен­
ных решений для плоских поверхностей уровня; это 

/? (z) ехр {i (ах+ ?У- rot)], 

6 (z) ехр [l (а:х + ?y-rot)]. 
(87. 7) 

Так как х = (а:2 + ?2)
11
', то Сrориз есть фазовая скорость, свя­

занная с экспоненциальными множителями в (87. 7). Если 
порядковое число считать nостоянц,ым, то (87 .1) определяет ю 
как функцию от х. Поэтому с экспоненциальными множите­

лями можно также ·связать групповую скорость, используя 

некоторые рассуждения § 44 и 64. Легко показать, что эта 
групповая скорость равна 

Сгориэ, гр= (::) 
n•const 

(87 .8) 

Иными словами, горизонтальная групповая скорость (trace 
group ve]ocity) представляет собой наклон кривой волновых 
типов. Тогда соотношение (87.5) принимает вид 

О < Сrориз, гр < Сrориз· (87.9) 

§ 88. Атмосфера с одним .минимумом температуры 

Стратификация земной атмосферы описана в § 29. Рис. 13 
показывает, что температура имеет два минимума и один 

максимум. Частота N имеет два минимума и два максимума. 
Все эти многообразные экстремумы порождают различные 

возможные типы собственных решений, которые характери­
зуются разными сигнатурами. Их число несколько умень­

шается, если предположить, как это делалось при построении 

графиков рис. 13, что величины некоторых температурных 
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экстремумов равны между собой. Однако и в этом случае 

число типов собственных решений остается весьма большим. 

Чтобы проиллюстрировать возникающие здесь трудности, 
не рассматривая чрезмерно большого количества специальных 

;: ________ "'!~~-------- ______ j~2vceк'f 
s ~ 1 ' 

~D ~Ю 

т 

20Do~--'--::-::---'---:-'::---'--.L.-..-J0,08 
20 40 60 

(ра6/NинJ2 

1,5 

0,5 
а 

z, /(/'/ 

А 

2, нн 

Рис. 72. Иллюстрация с.мены сигнатуры, когда 002 

из.меняется, а 0021--.2 постоянно. 

случаев, мы посвятим этот параграф изучению атмосферы, 
температурный профиль котороА имеет один минимум. как 
это показано на рис. 72. Частота устойчивости N вычислена 
из (25.2), температурный градиент получен графически. 
N имеет один минимум на высоте, несколько меньшей, чем 
высота температурного минимума. Область, расположенная 

приблизительно ниже 15 llM, имеет в этом гипотетическом 
случае свойства, аналогичные земной тропосфере. Имеется 
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таю~е максимум N на высоте пр}'lблизитеJiьно 25 км; этот 
слоя будет соответствовать земноR стратосфере. Термосфера 
соответствует областQ возрастающей температуры и убываю­

щей устойчивости. 

Сложность проблемы возникает из-за тоrо, что коэффи­
tlИенты канонических уравнений могут иметь несколько кор­

неR. Так, если 

00 
А -;_-- > Cs• имеет один корень; 

(1) 

А Cs >-;;-- > Ст, имеет два корня; 

00 
А ст>-. не имеет корней; 

х. 

и. если 

w>Nл, в не имеет корцей; 

NA>(J)>Ns• в имеет два корня; 

N5 > w> N4 , в имеет три корня; 

N 4 >w. в имеет один корень. 

На рис. 73 изображена диагностическая диаграмма, разде­

ленная прямыми на 12 областей; каждая область характери­
зуется определенным числом корней коэффициентов А и В. 
Например. те значения х и w, которые принадлежат области VI, 
соответствуют коэффициенту А. имеющему один корень, и 
1<оэффициенту В, имеющему два корня; это иллюстрируется 

горизонтальными прямыми на рис. 72. Во всеЯ области VI 
корни коэффициентов А и В делят ось z на четыре отрезка, 
но сигнатуры отрезков зависят от порядка этих корней, 

а не только от их числа. Следовательно. область V1 делится 
на две части кривой, уравнение которой 

"· ZA=Zв, 

о(?означения ~щесь соответствуют рис. 72. Следовательно, 
в области Vla 

<++) <+-> (--) <-+> 
в то время как в области VIб 

S < z~ < z~ < zA: <++> <+-) (++> (-+). 



278 Глава Х V. П риложениJJ. общей теории 

Эти два случая изображены на рис. 72. Области V, VШ, 
IX и ХП подразделены подобным же образом. 

После того как возможное разделение оси z тщательно 
изучено, оказывается, что даже сравнительно простой график 

температуры (рис. 72) приводит к 20 различным типам си­
гнатур оси z. Они перечислены ниже с соблюдением доста· 
тоЧно очев~;дной системы их расположения. И здесь все 
последовательности соответствующих сигнатур заканчиваются 

характерной ·сигнатурой термосферы (-+). 

Сигнатуры оси z Области 

(-+) 

<-+) <++) (-+) 11 

<++) <-+) ш 
(-+) <++) (+-) <++) (-+) Vб 

(++) с+-) с++) с-+) v1б 

<+-) <++) <+-) <++) (-+) IХб 

(+-) С++) (-+) ХПб 

(-+) (--) (-+) IV 

(-+) (--) (+-) (--) (-+) Vr 

(--} (-+) (--) (-+) VII 

(--) (-+) (--) (+-) (--) (-+) Vlllб 

(--) <-+) х 

(--) <+-) (--) (-+) XI 
<+-) (--) (-+) XIIa 
<-+) с++) с+-) (--) (-+> Уа 

(-+) <++) (-+) (--) (-+) Vв 

<++) (+-) (--) (-+) VIa 

(_.....,..) (-+) <++) (+-) (--) (-+) Vllia 

(--) <+-) <++) С+-) (--) (-+) VШв 

(+-) <++) (+-) (--) (-+) IXa 

Пять из этих типов уже изу<Jены в предыдущем параграфе; 

зто области 1, Ш, Х, Xlla и XIIб. В качестве примера остав· 
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шихся 15 типов сигнатур оси z наиболее поучительно рас­
смотреть области VIa и Vlб. 'JЗК как эдесь мы увидим 
иллюстрацию некоторых общих принципов· без издишних 
усложнений. 

w 

Yl 
6 

ш 

ШI. 

х 

1f. 

Рис. 73. Подразделение диагностической диаграммы AJll 
атмосферы с одним минимумом температуры. 

Сиrиатуры такие, как указано в 1абАице. 

Область Vla 

На рис. 74 изображены две возможные фазовые траек· 
тории. относящиеся к этой области. Сначала опишем траек­
торию, показанную слева. Отрезок (+ +) простирается от 
уровня земли до z~; это спираль, описываемая в положи-

тельном направлении и пересекающая ось (i три раза. 
Поэтому точка .z~ оказывается в третьей четверти. а траек­

тория имеет здесь вертикальную касательную. (+-)-отрезок 
простирается от z~ до z А и имеет в конце горизонтальную 
касательную; на этом отрезке радиус-вектор значитедьно 

возрастает. Вслед за ним идет (--)-отрезок, описываемый 

по часовой стрелке, т. е. в отрицательном направлении. 
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Радиус-вектор на этом отрезке остается большим. Заканчи­
вается эта часть траектории в первой четверти в точке z~. 
На конечном термосфериом отрезке фазовая траектория при­
ближается к нулю по направлению оси 6. 

Фазовая траектория в правой части рис. 74 отличается 
от тоя. чт9 изображена слева, в двух отношениях. Во-пер­
вых, она нарисована в большем масштабе; начальный ( + +>­
отрезок почти одинаков в обоих случаях; эти случаи отно­
сятся к точкам (х, ю), не очень отдаленным друг от друга. 

ila: (++}(+-)(- -}(-+/ 

а S<Z8•<Zд<z11" Q 

n=Z 

Рис. 74. Примерный вид двух возможных решений для п = 2 
и сигнатуры <+ +> <+ -) (- --) (-· +), область Vla. 

Вследствие разницы в знаt1ениях параметров <++)-отрезок 
кончается в четвертой четверти. Следовательно, последую­
щий <++)-отрезок характеризуется заметным убыванием 
радиуса-вектора (ер. рис. 59). Радиус-вектор остается малым 
на (--)- и на (-+)-отрезках. 

Этот пример иллюстрирует общий принцип: если в после-. 
довательности сигнатур два осцилляционных отрезка разде­

лены неосцилляционным, то малые изменения х и w могут 
привести к большим количественным изменениям фазовой 
траектории. В частности, правая часть рис. 7 4 представляет 
колебание, имеющее относительно малую амплитуду на малых 

высотах и большую амплитуду в (--)-канале. Левая часть 
представляет колебание большой амплитуды в нижнем 
<++)-канале и относительно малой амплитуды вверху. 

Существует и другое различие между фазовыми траек­
ториями: .левая пересекает ось (i три раза в положительном 
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направлении и один раз в отрицательном; правая пересекает 

эту ось четыре раза в положите/lьном и два раза в отрица­

тельном направлении. Полярныlt угол &. таким образом, 
имеет различные значения максимума (между z = z~ и z = z А)· 
ОдНако при z ~ оо в обоих случаях & ~ 5тr:/2; следовательно, 
на основании (68.1) обоим случаям мы припишем порядковое 
число n=2. 

Область Vlб 

Сигнатура оси z этой области отличается от только что 
описанной прежде всего тем. что оба осцилляционных отрезка 

теперь ( + + ). Поэтому угловая скорость фазовой точки 
будет положительна на всех отрезках, в то время как в пре­

дыдущем случае она меняла знак. Ось (1 пересекается по­
этому всегда в ПО;10Жительном направлении. и опрt>деление 

а 

n::Z 

и б: (++}("-)(++}(-+} 

S< z8, < z 8п<Zд а 

Рис. 75. Примерный вид двух возможных собственных реше­
ний для п = 2 и сигнатуры <+ +> <+ -) (+ +> (- +), 

область Vlб. 

порядкового числа показывает, что обе траектории, изобра­
женные на рис. 75. относятся к n = 2. Траектории при· 
ведены в разных масштабах и иллюстрируют большие коли­
чественные изменения, которые могут быть следствием малых 
изменений значений х и w. 

Изучение остающихся тринадцати типов сигнатур не 

выявляет каких-либо новых общих принципов и поэтому 

будет опущено. 
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В заключение этих r лав, посвященных остаточным урав­
нениям, следует заметить, что каноническая форма (82.8) 
представляется особенно удобной для численного решения. 
и поэтому качественные методы, использованные здесь, могут 

быть. если необходимо, дополнены количественными резуль­
татами. 

§ 89. Уравнение кривой волновых типов 
д.дя океана постоянноli глубины 

Использованные выше качественные методы могут быть 
применены к собственным решениям и кривым волновых 

типов для океана постоянной глубины. Общие процедуры. 

а 

Рис. 76. Иллюстрация граничного усло­
вия на свободной поверхности океана 

или озера. 

основанные на изучении корней А (z) и В (z) и сигнатур 
решений, остаются неизменными. Единственной новой чертой 

будет граничное условие на свободной поверхности (54.l) 

сР+ gQ= О. (89.l) 

Это условие нужно выразить через 5' и (l; с помощью 
уравнений § 82 найдем 

(89.2) 
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1·де 

поверхн. 

8s=g J с12 dz. 
дно 

Если скорость звука постоянна, то 

gD 
Бs=сг· 

откуда ясно, что 8s мало для всех земных океанов. 

(89.3) 

Граничное условие для твердого дна остается прежним 

(i =о. (89.4) 

Поэтому на фазовой диаграмме дно представлено осью №, 
в то время как свободная поверхность представлена прямой, 

определяемой уравнением (89.2) и показанной на рис. 76. 
Она проходит через начало копрдинат и составляет с осью tf' 
угол -&s, где · 

tgfl-5 =exp(-28s)· (89.5) 

Можно убедиться в том, что 

(89.6) 

и что для мелких океанов &5 ~ тс/4. 
Фазовая траектория должна начинаться на оси tf' (дна), 

пересечь ось li п раз и закончиться на прямой. соответ­
ствующей поверхности. Поэтому уравнение кривых волно­

вых типов есть 

(89.7) 

считая, что полярный угол отсчитывается от оси t/'. 
Из всего этого следует, что общие заключения, относя­

щиеся к наклону и относительному расположению кривых 

волновых типов, полученные в § 87 для атмосферы. прило­
жимы и к океанам. 



Глава XVI 

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ 

§ 90. Введение 

Математические задачи, возникающие при использовании 
сфер:ических поверхностей уровня при отсутствии вращения, 

лишь немногим сложнее тех, которые были для плоских 
поверх1юстей. Как показано в § 36, переменные разделяются. 
и выражение для поля распадается на множители 

Р=Р1 (Л., µ.)Р2 (Х.) и т. д., (90.1) 

а Р2 • Q2 удовлетворяют остаточным уравнениям (36.12) 
в практически не змененной форме. Множитель Р1 должен 
удовлетворять волновому уравнению для сферической поверх· 
ности (36.23), которое имеет вид 

(90.2) 

где r s - радиус поверхности планеты. Уже отмечалось боль~ 
шое сходство этого уравнения с двумерным волновым урав­

нением (36.11 ). 
Однако между этими двумя уравнениями есть и одно 

различие. Если жидкость не имеет боковых границ, а поверх­

ности уровня плоские. то для каждого значения 11. имеется 

собственное решение. Это неверно для уравнения (90.2); оно 
имеет собственные решения лишь для дискретного спектра 

значений 11.r s· Это напоминает случай плоского резервуара 
с боковыми границами. Причина ясна: площадь неограничен­
но.А плоскости бесконечна, в то время как полной сферы 
конечна. Поэтому не удивительно, что горизонтальные поряд­

ковые числа резервуара находят свой аналог в модели 

жидкости. покрывающей всю сферическую планету. 
После того как мы выполним все вычисления для этоА 

модели атмосферы. мы посвятим оставшуюся часть r лавьr 
изучению ограниченных объемов воды на сферической поверх-
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ности. Как и в § 33, мы увидим, что топография дна общего 
вида приводит к таким математическим трудностям, которые 

не дают возможности ограничитьtя кратким рассмотрением 

вопроса. Несколько меньшие трудности представляет изуче­
ние океана, дно которого есть поверхность уровня. а стенки 

вертика.llьны; при этом оказываются применимыми остаточные 

уравнения и уравнение (90.2). Однако если считать очер­
тания такого океана по-прежнему произвольными, то решение 

все еще остается слишком сложным, чтобы обойтись без 
численного интегрирования. Только в случае границ в форме 

сферического прямоугольника, когда стенки расположены 
вдоль меридианов и кругов широт, решение может быть 

изучено в детадях. 

§ 91. Фун1щии Лежандра 

Разделение переменных. Уравнение (90.2) имеет реше-
ния вида 

где 

Р1 (Л, р.) = Z (р.) ехр (lsmЛ). 

s= ± 1, 

(91.1) 

(91.2) 

а т - положительная постоянная. В дальнейшем мы обна­
ружим. что разница между случаями s = + 1 и s = - 1 
достаточно велика, чтобы оправдать это обозначение, хотя 
мы мог ли бы и опустить множитель s. если допустить отри­
цательные значения т. Если включить в собственные решения 
также их зависимость от времени (§ 34), то они получат 
множитель 

ехр [i (sтЛ - wt)], 

который представляет собой волну, перемещающуюся в за­
падно - восточном направлении со сноростью 

sm - рад/се1'. 
(J) 

При s = + 1 волны . перемещаются с запада на восток -
в положительном направлении, при s = - 1 они переме­
щаются с востока на запад. Следовательно. s предстамяет 
собой анак скорости. При отсутствии вращения этот знак 
не имеет большого значения; соображения симметрии позво­

ляют из решения для s = +1 получить решение для s = -1. 
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Но вращение вокруг полярной оси разрушит эту симметрию 
н породит существенное различие между положительными 

и отрицательными волнами. Это обнаружится лишь в сле­
дующей главе, но мы будем различать эти два типа волн 
уже здесь, чтобы облегчить в дальнейшем сравнение ре­
зультатов. 

Поскольку (р.. Л) и (!Jo. Л + 21')- это одна и та же точка 
на сфере, функция Р1 , определяемая уравнением (91.1), ока­
жется однозначной, лишь если 

m=O. 1, 2, З ..... (91.3) 

Это требование существенно, если жидкость покрывает всю 
сферу, подобно атмосфере. Если это условие не соблюдается, 
то требование, чтобы т было целым, должно быть заменено 
каким-нибудь другим (см. § 93). Целое число т мы назовем 
долготным порядковым номером. Этот номер аналогичен 
одному из чисел (k и т), встречавшихся в § 59. В. кван­
товой теории sm называется магнитным квантовым числом. 

lia полюсах (f!- = ± со) все значения Л относятся к одной 
и той же точке сферы. Поэтому требование однозначности 
приводит к "естественным граничным условиям": 

Z (± оо) =О, если т =1= О; 

Z ограниченно, если т =О. 

(91.4) 

Поведение составляющих скорости у полюсов потребует 
дальнейшего изучения (ер. (91.29) ). 

Уравнение Лежандра. Если подставить (91.1) в урав­
нение (90.2), то можно найти, что 

d2Z 
dµ2 = (m2

- x2r~ sech2 p.)Z. (91.5) 

Это уравнение имеет вид, к которому сразу же применимы 
качественные методы § 72. Двучлен в скобках в (91.5) пред­
ставляет собой ,выпуклость" графика Z (11-) (в смысле § 72), 
поэтому график колеблется, если это выражение отрица­

тедьно \ер. рис. 42). Это будет иметь место, если т =F О и 

1.r s 
Ch!-"<--. 

т 
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Вне зоны широт, определяемой ЗТ!fМ неравенством, функция 
ведет себя подобно экспоненте и должна стремиться к нулю 

при р. = ± оо {ер. уравнение 90.4). При т =О функция Z 
колеблется вп всей области значений \J<· 

Функции Лежандра. На протяжении ~той и следующей 
глав будут удобны обозначения 

't=th(J<, } 

а= sech tJ< = ( 1 - 't2)1/2 • 

(91.б) 

Очень часто в качестве независимого переменного вместо р. 

будет употребляться 't 

d d d 
~=a2~=(l -'t2)-. 
dµ dt d ... 

(91.7) 

Вводя 't в качестве переменного в уравнение (91.5) и полагая 

(91.8) 
будем иметь 

- а2 -- + L2 __ Z=O. d ( dZ) ( mi) 
dt d" о2 

(91.Р) 

Это известное уравнение Лежандра [1-3]. 
Это ураЕнение, вообще говоря, не имеет решений. удовле­

творяющих условиям (91.4), но при 

L2=l(l+ 1), l=m. т+ l, .... т+k. ". (91.10) 

такие решения имеются. Это функции Лежандра 

Z =Р}т) (t), 

определяемые формулами 

:J 1 ( d )l ' Р1 (t) = Р1 ('t) = 2il! dт. (t2 - 1). 

рТ (t) = (-l)m (1-'tz)rn/'2 (~)т Pz ('t). 

(91.11) 

(91.12) 

(91.13) 
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Первые несколько функций Лежандра содержатся в табл. 3. 

Таблица 3 
ФУНКЦИИ ЛЕЖАНдРА 

Р8=1 

Pi='t 
Р~= -а 

~ = (З't2 -1)/2 
Р~= -За't 

Р~ = За2 

Pg = (5't3 -т.)/2 

Р~ = - 31> (5't2 
- 1)/2 

Р~ = 15a2
't 

~= -15а3 

Следует заметить, что Р1 (t) представляет собой многочлен 
стеnени l относительно -с; все корни его вещественны и 
содержатся в интервале l t 1 < 1. Аналогично этому 

{ ~ )т pl ('t) 
\U. 't / 

есть многочлен относительно 't степени k = l - т; все его k 
корней лежат в интервале l 't 1 < 1. В дополнение к этому 
множитель 

-ат = ( 1 - 't2)m1?. 

имеет корни кратности т/2 nри t = ± 1. Следовательно, 
и k и l суть числа корней Z, только понимаемые по-разному. 
Если исю1ючить кратные корни у полюсов, то Z имеет точно 
l-m=k корней. 

В квантовой теории l называется азимутальным квантовым 
числом; мы будем называть его азимутальным порядковым 
номером собственного решения. Аналогично этому k будет 
называться широтным порядковым номером. 

Функции Лежандра связаны многочисленньпш (:':,uтноше­
ниями, многие из которых могут быть пf';;yчi:~~i из двух 
фундаментальных формул 

dpt 
02 

-_,- '-t-- LtP'? = (l + т) Pf_ 1, (91. 14) 
<.l't 

dP'f t nm т 
а2 --Г- l'tJ-'L-1 = (l - m) Pt. (91.15) 
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Например, из этих двух соотношений следует 

(21+ 1) 'tPf = (l + 1 - т) Р~1 + (l + т) J>?: 1• (91.16) 

Выражения для скоростей. Уравнения (36.13), (36.14) 
и (36.17) принимают вид 

с дР 
twU.=raдA' (91.17) 

с дР troU =-- (91.18) 
v ro др. ' 

twQ= ut. (91.19) 

Если произвести подстановку (см. (91.1) )" 

р = Z (р.) eismлp 2 (х_), 

Q = z (р.) elsm'-Q2 (х), 

то составляющие скорости примут вид 

U = _с_ р (v) Х {tt) elsmЛ 
1 wra · 2 л г • 

с U = -. _ р (Х) у (•t) elsmA 
v l(J)Гa 2 г ' 

Uc = iwQ2 (Х.) z (р.) etsmA. 

(91.20) 

{91.21) 

(91.22) 

(91.23) 

(91.24) 

Легко видеть, что функции Х, У и Z связаны между собоR 
соотношениями 

X=smZ, 

Y=d4 
dµ.. 

dY 
L2o2Z = smX - dp.. 

(91.25) 

(91.26) 

(91.27) 

Если из этих трех уравнений исключить Х и У, то мы снова 
получим (91.9). 

Используя Z=.P'!'('t) и уравнение (91.16), найдем 

У= - l'tPf + (l + т) J>?:1• (91.28) 

Эта формула удобна для вычисления. 
Несколько первых собствеtщых рещ~щий содержатся 

в табл. 4. · 
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Таблица 4 
СОБСТВЕННЫЕ РЕШЕНИ51 

k=O, l=O, m=O: Z= 1, У=О 

k=1, l = l, m=O: Z.='t, У=а2 

k=O, l = 1, m=l: Z=a, Y=-a't 
k=2, l=2, m=O: z = (З't2 -1)/2, Y=3a2't 
k=l, l=2, m=l: Z =--3a't, у= За (21:2 - 1) 
k=O, l=2, т =2: Z = За2 , Y=-6a2't 

Осталось рассмотреть вопрос о том, все ли поля скоро­
стей, соответствующие этим собственным решениям, регу­
лярны у полюсов, где 't = ± 1, а= О. Это будет несомненно 
так, если все три составляющие обращаются в нуль при 

а=О; просмотр табл. 4 и формул (91.22)-(91.24) показы­
вает, что последнее условие будет выполняться всегда, кроме 
случаев т =О или 1. При т =О как и •. так и И, обращаются 
в нуль во всех случаях, в то время как Ис отлично от нуля, 
но не зависит от широты, - это благоприятная ситуация для 

регулярности у полюсов полей скоростей. При т = 1 соста­
вляющая скорости Ис обращается в нуль на полюсах, но и. 
и И, в нуль не обращаются и зависят от широты. Доста­
точно рассмотреть случай l = 1. т = 1, тогда 

и.= cs P2 [cos (sЛ) + i sin (sЛ)], 
(J)Г 

И,= .i. Р2 [- sin (sЛ) + i cos (sЛ)]. 
(J)Г 

Так как Л- это, по существу. полярная координата в плос­
кости. касающейся сферы в полярной точке, то отсюда сле­

дует. что поле скоростей не имеет особенностей. 

Естественные граничные условия. Естественные гра­
ничные условия могут быть установлены теперь в более пол­
ном виде. На полюсах 

m=O: 
х у z при -=-=0, ограниченно; 
а а 

m=l: 
х у 

Z=O; при - . - ограниченно, 
а а 

m> 1: 
х у 

при -=-=Z=O. 
а а 
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Фазовые диаграммы. Исключение Х с помощью (91.25) 
из уравнений (91.26) и (91.27) да~т 

dZ 
d/L =У. 
dY 
df-L = - (L2o2 - т2) Z. 

(91.29) 

(91.30) 

Эти уравнения имеют каноническую форму § 82; для сравнени~ 
следует положить 

Z=p., 

Y=tf>. Z=fi., 

A=l, B=L2 -sech2 p.-т2. 

(91.31) 

Поэтому можно изобра­
зить фазовые диаграммы, 

используя У и Z в качестве 
координат (рис. 77). В на" 
стоящем случае можно по­

лучить явные выражения для 

этих переменных. поэтому 

приведенные графики можно 

сделать количественно точ­

ными. Уравнения (91.31) по­
казывают, что их сигнатуры 

таковы: 

<++> при m=O 
и 

с+-н++><+-> 
при т -4= О. 

k "r, t•r, т"о k =0, l•I, /11=1 

/< •2, l=l,m=D 

ф 
k =l,L=Z, m•I 

Рис. 77. Собственные решения 
уравнения Лежандра. 

Следует заметить. что У и Z не зависят от знака скорости s, 
но X=sinZ. 

§ 92. Секториаль ый океа.ч 

В соответствии с намеченным в § 90 планом следующей 
нашей задачей будет изучение океана, ограниченного вер· 
тикальными берегами. Простейший пример получится, если 
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океан считать сентором, простирающимся от полюса до по· 

люса, ограниченным двумя дугами больших кругов. В ка­

честве таковых можно выбрать меридианы Л =О и Л = Л > О; 
тем самым мы принимаем граничные условия 

U 1 =0 при Л=О и Л=Л. (92.1) 

Обращение к формуле (91.17) показывает, 
условия будут удовлетворены, если 

что граничные 

Р = z (JJ-) cos (fmA) Р2 <х). 
Q = Z (11-) cos (/тЛ) Q2 (xJ 

'1С 

/=л· m=O, 1, 2, .•• 

Тогда из уравнений (91.17)- (91.19) получаем 

где 

И.= - ~X(11-)sin(fmЛ)P2 (X). ioora 

U,= -. c-Y(11-)cos(fmЛ)P2(X), 
liJJГa 

Uc = iwZ (!'-) cos (jтЛ.) Q2 (Х), 

X=/mZ, 

У= dZ 
dµ 1 

dY 
L2a2Z = f тХ - di". 

(92.2) 

(92.3) 

(92.4) 

(92.5) 

(92.6) 

(92.7) 

Исключив Х и У из этих трех уравнений, получим уравнение 

.!!:_ (02 dZ) + (L2- т
2

!2) Z =О, (92.8) 
d• d-r. а2 

которое отличается от уравнения Лежандра лишь тем, что 
вместо т здесь mf. Это не совсем тривиальное различие, 
потому что mf уже не целое число. 

Собственные значения этого уравнения по-прежнему могут 
быть записаны как 

L2=L(L+ 1), (92. 9) 

но l не обязательно целое число. Взамен этого здесь 

l=mf +k, k=O, 1, 2, ..• (92.10) 



§ 92. Секториальн"~й океан. 

Рис. 78 представляет собой rрафик L как функции от А; 
.аля различных значений т и k. Со,бственные решения имеют 

k,т 

о.о 
0'--~~~'--~--'~...._~~~...__~~~J 

1'/2 тr J11/2 Z'Л' 

t\ 
Рис. 78. Зависимость собственного 3начения L 
от yr лов ой ширины Л секториального океана. 

слегка отличную форму в случаях, когда k четно 
нечетно. 

Если k четно, то 

Z= AomJ[ 1 - k(2m/tk+l) 't2+ 

k(k-2)(2mf+k+l}(2mf+k+3) 4+ ] 
-t- . 41 't •••• 

и когда 

(92.11) 
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а когда k нечетно, то 

Z -A mt[ _ (k-1)(2mf+k+2) з+ 
- а 't 31 't 

, (k-1)(k-3)(2·mf+k+2)(2тf+k+4> s+ J 
-t- 51 't • • • • 

(92.12) 

Удоб1ю выбрать постоянную А таким образом. чтобы при 

f = 1 эти формулы приводились к 

z = Pi('t). 

Нескодыщ первых собственных решений содержатся в табл. 6. 

k =0. 1 :О, 

k= !. i= t, 

11 =0, / =!. 
k=2, ! =2, 

k= i, i=f+l. 
k ·-=О, 1=2/. 

Таблица 5 
СОБСТВЕННЫЕ РЕШЕНИ51 

т =0: Z =0, У=О 

m=O: Z='t, 
т = 1: Z=<sf, 

т =О: Z = (Зt2 -1)/2, 
т = 1: z = - &f 't, 

т = 2: Z = 3a2f, 
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ГАааа XV// 

СФЕРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ 

ПРИ НАЛИЧИИ ВРАЩЕНИЯ 

§ 93. Введение 

О математических трудностях, возникающих при комби­
нации сил Кориолиса со сферическими поверхностями уровня,· 
уж~ rовори;юсь в § 38. Там было показано, что наиболее 
сер~.езвая трудность - невозможность разделения переменных 

в уравненнях - может быть ус·rранена, если преиебречь 
rоризонтаJJыtоИ состсн1JJяющей у1·ловоя скорости вращеtiня 

планеты. Оправдание этого пренебрежения - совсем друrое 
це.110, однако стало уже традиц11ей пользоваться выводами 

из такого приближения. 

Ес.1и c,1e.'I.ol!ЗTt. этоА традиции, то уравнения разделяются 
на остаточные уравнения \уже рассмотре1шые в предыдущих 

главах) и ураы1е1111е, содержащее только ). и р.. Это ура~tн~­
ине явдяется обобще1шем во,lНового уравнения на сфер•1че­

ской поверхности 11 было впервые получено Лаппасом в ,·вязи 
с теорией при,1ивон в океане постоянной глубины. По!lтому 
ero мож1ю назвать уравнением приливов, ХО1'Я оно rол.ктся 

. для значительно бодее широкого класса задач. 
Несмотря ш~ большое кодичество работ, посвященных 

этому уравнению, ~го теория находится все еще в недоста­

точно удовJ1етворителыюм состоянии. Она пр11водит к обоб· 
Щ\:ШIЮ уравнения Лежандра (91.9), решения которого уже 
не мно1·оч;1е11Ъ1 и ~югут быть выражены. дишь в виде беско­
нечных рядов. Бо.1ее того. даже вычисление коэффициен­
тов ЭТИХ рядон предСТilВЛЯет собой ДОВОJIЬНО трудную за­
дачу. 

Без сомнения, 1.1.елеустрем.1ен11ые усилия приведут 1< реше­

нию нсех задач, связанных с уравне11ием при;~ивов, но здес1, 

мы не беремся достичь такой nодноты. Существует много 

вопросов. II 1<оторых легко можно добиться прогресса и без 
особого труда подучить новые результаты. В настоящ1::й 

rлаве будут рассмотрены лишь такие вопросы. 
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§ 94. Уравнение приливов первого порнд"а 

В § 38 уравнение приливов Лапласа было получено 
в форме, аналогичной волновому уравнению на сфере. Эта 
форма уравнения не наилучшая для практического использо­
вания, а поэтому прежде всего необходимо дать вторая. 

вывод, чтобы получить уравнение, легче приводимое к рабо­

чему виду. Уравиеиие, выведенное в предыдущих главах. 

было 

д { 1 [ дР1 +. . дР 1 ] } + 
д'[ а2,2 - 1 --;эл- ta'r. дrJ. 

+ д { I ~l дР1 . дР,]} 2L2P о 
дfL a2't2_ 1 ~-La't(JЛ -а 1 = , (94.1) 

где 

о 
а = -;; и L = Y.r s· (94.2) 

Подстановка 

Р1 = Z (µ) ехр (ism Л.) 

(ер. (91.1)) приводит это уравнение к обыкновенному диф­
ференциальному уравнению 

( d~ - sma't) 1 _
1а2,2 ( ~~ + sma'tz) + 

+ (L2a2 - т2) Z =О. {94.3) 

Появление множителя 1 - a2't2 в знаменателе затрудняет изу­
чение этого уравнения. Можно дать другой вид этого урав­

нения, к выводу которого мы сейчас и приступим. 

Сделав традиционное приближение (38.3 )-(38. 7), получим 
с дР 

iшU. + 0-.:И. = r; дЛ, (94.4) 

с дР 
lwU - 0-.:U = - -- (94.5.} 

• е rG дf-' ' 

iwUr. =с (а;:+ ГР)-№Q, (94.6) 

iwP = : 11 [д~. +~ д~ (оИ,)]+ 

+с[;2 :r(r2Ut)-ГU,], (94.7) 

iщQ = Иr.. (94.8) 
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Если выражения для скоростей (91.22)-(91.24) подставить 
В ЭТИ уравнения, ТО МОЖНО НаЙТИ, Ч'}'О Р2 И Q2 ДОЛЖНЫ удо• 

влетворять остаточным уравнениям, в то время как Х, У, Z 
удовлетворяют следующим уравнениям: 

X-a'tY =smZ, 
dZ 

Y-a'tX= dp., 

dY 
smX - dp. = L2a2Z. 

(94.9) 

(94.10) 

(94.11) 

Легко заметить, что при а = О они приводятся к уравнениям 
(91.25)-(91.27). Поскольку а= Щш. то в пределе для 
высоких частот имеем а= О. поэтому в данном предельном 

случае эффект вращения Земли будет пренебрежимо мал. 
Более полно это будет исследовано в § 98. 

Исключив Х из последних трех уравнений, получим 

dZ 
dfL + sma'tZ = (1 - a2't2) У, 

dY · 
dµ - smatY = (m2 - L2a2) Z. 

(94.12) 

(94.13) 

Если исключить также У, то вновь будет получено уравке· 
ние l94.3). Однако работать с системой (94.12Н94.13) 
намного удобнее, чем с уравнением (94.3). 

Естественные граничные условия для функций Х, У, Z 
те же, что и прежде; они даны в явном виде форму• 
l!ЗМИ (91.29). 

§ 95. Зональные но.леб ания 

При т =О собственные решения становятся независимыми 
от долготы и, следовательно, представJ1яют зонально-сим­

.\fетричные колебания. В этом случае уравнения (94.12) и (94.13) 
приводятся к таким: 

dZ dZ 
-d =(1-a2't'l)Y=a2-d ' 

~ ~ 
(95.1) 

dY dY 
- =-· L2a2Z=a2-. 
dfL d~ 

(95.2) 
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СлучаА L =О. При L =О уравнения становя~ся еще проще 
и имеют очевидн_ое решение 

У=О. Z= 1. (95.3) 

откуда Х =О, т. е. это решение удовлетворяет гранично~1у 
условию (91.29). Следовательно, это собственное решение, 
и L =О есть собственное значение для всех значений w. 

Связь со сфероидальными волновыми функциями. 
При L =!=О исключение Z приводит к уравнению 

d2Y 
а2 dt2 + L2 (1 - а2 

't2) У= О (95.4) 

для У. Следующая подстановка 

Y=aS (95.5) 
ведет к уравнению 

:t (а2 ~~) +[ L2(1-a2t2)- ; 2 Js =о. (95.6) 

Это уравнение представляет собой специальный случай 
сфероидального волнового уравнения 

..!!_ (a2dSmz)-l. [л - h2't2- .!!!!..] S. =О, 
dt dt ' ml а2 ·• l 

(95.7) 

изучавшегося различными авторами [1, 4). При h =О это урав­
нение приводится к уравнению Лежандра (91. 7). ·поэтому 

функции Sm1 являются обобщениями Р'{" и обозначения кн;1rи [4) 
выбраны таким образом, чтобы подчеркнуть это обстоя­
тельство. Таким образом, 

(95.8) 

представляют собой собственные решения уравнения (95. 7). а 

l всегда должно быть положительным целым числом и 

l= т, т+ 1, т+2 .... 

(95. 9) 

Независимо ОТ значения h функция sml имеет в точности l - т 
корней ддя \ 't ! < 1 и корни кратности · т/2 пра -с= ± 1. 
Эти свойства Smt те же, что и у Р'Г, и будут использованы 
ниже. 
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Сравнивая (95.6) и (95. 7). можно видеть. что 
a2L2= h2. 

m=l. 
[2= Ат~ (h). 

299 

(95.1 О) 

Существуют таблицы для Ami(h) [4], так что можно вычислить 
значения пар L = xrs. а= O/w, соответствующих разным 

t = ' 2 3 5 6 7 8 

о 2 з 4 5 6 7 в 

Рис. 79. Диагностическая диаграмма зональных колебаний. 

значениям параметра h. Ниже приводится небольшая таблица 
таких сопряженных пар (табл. 6), она же представлена гра­
фически на рис. 79. 

Так как У= оSн. то У имеет l - 1 корней для конеч­
ных значений \.L и корни первого порядка при 't = ± 1. 
Сог:1асно теории, развитой в § 72, которая применима к урав­
нению (95. 4), эти корни должны быть разделены l экстре­
мальными значениями. Из того что уравнение (95.2) имеет вид 

dY 
{f:;- =- L2Z 

следует, что Z имеет в точности l корней, не совпадающих 

с полюсами. Следовательно. целое число l, определяе­
мое (95.1 О), является также азимутадьным порядковым числом 
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о.о 
0,5 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 
8,0 

0,0 
0,5 
1.0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 
_8,0 

0,0 
0,5 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 
8,0 

Таблица б 

СОi1РЯЖЕЮiЫЕ 3liA.'\EHИ)I >.r & И Ф/'J. дЛЯ РАЗЛИЧНЫХ h И l 

w/'J. h ш/'J. 

l= 1 1=2 
1,414 00 о.о 2,449 00 

1,432 2,863 0,5 2,471 4,942 
1,482 1,482 1,0 2,535 2,535 
1,654 0,8267 2,0 2,766 1,383 
1,872 0,6240 3,0 3,091 1,030 
2,098 0,5244 4,0 3,457 0,8642 
2,313 0,4626 5,0 3,826 0,7653 
2,515 0,4192 6,0 4,183 0,6971 
2,704 0,3862 7,0 4,519 0,6456 
2,881 0,3601 8,0 4,835 0,6044 

l=З 1=4 

3,464 00 0,0 4,472 00 

3,481 6,962 0,5 4,486 8,971 
3,531 3,531 1,0 4,526 4,526 
3,726 1,863 2,0 4,684 2,342 
4,030 1,343 3,0 4,940 . 1,647 
4,412 1,103 4,0 5,283 1,321 
4,837 0,9674 5,0 5,694 1,139 
5,275 0,8791 6,0 6,150 1,052 
5,704 0,8149 7,0 6,625 0,9465 
6,116 0,7645 8,0 7,101 1 0,8876 

1=5 1=6 

5,477 со 0,0 6,481 00 

5,488 10,977 0,5 6,490 12,980 
5,522 5,522 1,0 6,519 6,519 
5,654 2,827 2,0 6,631 3,316 
5,870 1,957 3,0 б,817 2,272 
6,165 1,541 4,0 7,073 1,768 
6,531 1,306 5,0 7,394 1,479 
6,958 1,160 6,0 7,776 1,296 
7,430 1,061 7,0 8,213 1,173 
7,928 0,9910 8;0 8,693 1,087 



/1 

о.о 
0,5 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 
8,0 

1=7 

7,483 
7,492 
7,516 
7,615 
7,777 
8,001 
8,285 

-8,626 
9,019 
9,461 
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(12родол:же_ние trюбл. б) 

со 

14,983 
7,516 
3,807 
2,592 
2,000 
1,657 
1,438 
1,288 
1,183 

h 

0,0 
0,5 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 
8,0 

1=8 

8,45 
8,493 
8,514 
8,601 
8,746 
8,945 
9,199 
9,504 
9,859 

10,261 

ш/2 

С1О 

16,985 
8,514 
4,301 
2,915 
2,236 
1,840 
1,584 
1,408 
1,283 

собственного решения. Можно видеть, что rраничные усло­

вия (91.29) удовлетворены. 

Функции Smi (h, ~). Точно так же как таблицы из (4] 
позволяют вычислить собственные числа L, они дают еще воз­
можность найти коэффициенты бесконечных рядов, представ­

ляющих функции Smi· Как уже отмечалось выше, зто 11етри­
виальная задача, поскольку вычислить козффl{циенты рядов 
не так просто. Даже когда коэффициенты найдены, задача 

построения графиков этих функций остается очень трудо­

емкой, и мы не будем здесь пытаться ее решить. Вместо 
этого мы применим методы r л. XIV, чтобы получить качест­
венные результаты, касающиеся соотношений между У и Z. 

Фазовые траектории. Уравнения (95.1) и (95.2) имеют 
уже каноническую форму, так что к графикам (У, Z) можнО 
Применить теоремы r л. XIV: Типичные случаи показаны 

на рис. 80. При а2 < 1 (или w2 > 02) коэффициенты 

А= (1 - a2't2), 

B=L2 (l -'t2) 
(95.11) 

не имеют коне·чных корней для вещественных значений !-'-;~ 

сигнатура при этом такая: <+ +). При а2 > 1 (или w2 < 07) 
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коэффициент А имеет корень в точке 

't ~ th fl- = ± ~ = ± ~ . 
Поэтому сигнатура здесь такова: (-+Н++Н-+). Эти 
результаты, в сочетании с приведенными выше, относящимися 

a<l,W>Л. 

z 

z 

z 

у 

у 

у 

a>J,w<Л. 

l 

у 

i~z 

у 

L=J 

у 

Рис. 80. Фазовые траектории зональных 
колебаний. 

к корням У и Z, позволяют уже сделать набросок графика, 
как это показано на рис. 80. 

Следует заметить, что yr ловая скорость всех этих фазо­
вых траекторий положительна и что полное изменение yr ла 
от {.L=-co до 11=+00 равно l'iC. 

§ 96. Решения вблизи полюсов 
При т =1= О решения уравнения приливов не могут быть 

выражены через известные функции, кроме некоторых сугубо 

частных случаев. Эти частные случаи будут рассмотрены 
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ниже. но полное понимание результатов требует некоторых 
общих сведений об уравнении приливов и ero решениях. 

В настоящем параграфе будет исследовано поведение решений 

для очень высоких широт. 

Будет показано, что как У, так и Z обращаются на по­
люсах в нуль. имея множитель ат. Это обеспечивает вьшол­
нение граничных условий (91.29) при in > 1; случай т = 1 
требует более детального исследования. 

Вблизи северного полюса переменная 

x=l-'t {96.1) 

будет иметь очень малые значения; если использовать х 

как независимую переменную. то система уравнений при­

ливов {94.12)-'- (94.13) примет вид 

dZ 
-х(2-х) dx + sma (1 - x)Z = [1 - а2(1 - х)2] У, 

dY (96.2) 
-х(2-х) dx -sma(l-x)Y=[m2-L2x(2-x)]Z. 

Функции У и Z могут быть разложены в ряды по степеням х: 

Y=xv(a0+a1x+ ... ), 
Z=xv(b0+b1x+ .. . ), 

(96.3) 

где а0 , Ь0 не могут быть одновременно равны нулю. Если 
подставить эти ряды в уравнение (96.2) и собрать члены, 
имеющие одну и ту же степень по х, то мы по лучик 

уравнения 

xv [ (sma - 2v) Ь0 - (1 - а2) а0] + xv+l [ (v - sта) b0 -

- 2a2a0+ (sma - 2v - 2) b1 - (l - a2) a1J + ... =0, 

х• ( (sma + 2v) а0-т2Ь0] + х•+ 1 [ (v+ sma) а0+ 2L2b0 -

- (sma + 2v + 2) а 1 - m2b1] + . . . =О. (96.4) 

Коэффициенты при разных степенях х должны обращаться 
в нуль независимо; применив этот принцип к члену степени v, 
будем иметь 

(1- а2) a0 -(sma-2v) Ь0= О, 
(sma + 2v) а0 + т2Ь0 =О. 

(96.б) 
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Так как а0 и Ь0 не равны нулю одновременно, то детерми­
нант этой системы должен обращаться в ну ль 

т2 (1 - а2) + (т2а2 - 4v2) =О, 
откуда 

v= ±; • 
Отрицательный знак следует исключить. чтобы У и Z не об­
ращались в бесконечность; ·следовательно, v = т/2, и можно 
принять 

а0= т, Ь0 =-(1 + sa). (96.6) 

Следовательно, для малых значений (1 - 't) будет 

У= т (1 - 't)m12[1 + ... ], 

Z =-(1 +sa)(l -'t)m12 [1 + ..• ]. 
(96.7) 

Южный полярный район может быть рассмотрен анало­

.rичным образом, но соображения симметрии позволяют сразу 
закJ!ючить, что собственные решения можно записать в виде 

У=± т (1 +'t)m/2(1 + ... ], 
Z= + (1 +sa)(l +'t)m12 [1 + ... ] 

вблизи южного полюса. Все это можно объединить фор-
мулами 

где 

У= тот/ ('t), 
Z=-(l +sa)amg('t), 

f (1) = g (1 )= ( ~) т/2' 

/(-1)=-g(-1)= ± (~)т/2• 
Из уравнений (94.9) получаем 

Х =от [ma'tf (1:)- (1 + sa) smg ('t) ]. 

Отсюда следует, что при т = 1 и 't = ± 1 

~=+sg(±l), 
а 

~ =/(± 1), 

(96.8) 

(96.9) 

(96.10) 

и граничные условия выполнены даже в этом случае, точно 

таk ·же как и при т, > 1. 
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§ 97. Уравн.ение приливов в канонической форме 

Следует заметить, что при rh. =О уравнение приливов 
имеет канонический вид r л. XIV. При т + О уравнения (94.12) 
и (94.13) приводятся к кано1шческому виду подстановкой 

Именно, имеем 

rде 

b=ma. 

(97.1) 

(97.2) 

(97 .3) 

(97.4) 

Во всех дальнейших приложениях т будет принимать 
лишь значения 1, 2, 3 . . . . Одщ1ко сейчас необходимо рас­
смотреть более общие зна-
чения т и, в частности, 

иногда считать Ь пос1оян-
ным, ат и L изменяющимися 
непрерывно. 

Сигнатуры. Для кзждоrо 
фиксированного значения Ь 
можно построить диаграмму, 

аналогичную х, rо-диаграмме 

гл. XIV, с m2/L2 и m2/b2 в ка­
честве прямоугольных коор­

динат (р11с. 81 ). Первая чет-
верть этой диаграммы раз- Рис. 81. Пять частных случаев 
делена на пять областей; уравнения приливов. 
решения, соответствующие 

всем точкам одной из этих областей, имеют одинаковые 

сигнатуры. Эти сигнатуры таковы: 

Область I (+-) <++) <+-У 
Область II (--) <+-) <++) <+-) (--) 
Обл~сть Ш (--) (-+) <++) (-+) (--) 
Область IV 

Область V 

(--) <+-) (--) 
<+-) 
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Фазовые траектории. Можно построить фазовую траек­
торию такого типа, как было описано в гл. XIV, если счи­
тать у и z функциями параметра 11 (или 't). Следует заме­
тить, что сигнатуры, перечисленные выше, не зависят от s и 
от величины Ь (или а); это уже не имеет места для фазо­
вых траекторий. Уравнение (97.l) содержит как s, так и а, 
и эти величины определяют характер фазовой траектории 

для больших значений 11· Принимая во внимание (96.8), найдем 
y=mam(l+sa)j('t), 

1 
Z= -2 am(l-sa)g('t). 

т 

(97.5) 

Когда р.-+ оо, а- О и у обращается в нуль при 1 + sa >О 
и в бесконечность при 1 + sa < О. Аналогично этому z обра­
щается в нуль при l -sa >О и в бесконечность при 1-sa <О. 

S=+I, й<I S=+I, а>/ 

++ 
1 

у 1 у 

Отсюда следует, что те части фа­

зовых траекторий, которые отно­

сятся к большим положительным 

значениям !-'-· могут быть одного 
из четырех типов, изображенных 

на рис. 82. Характер траектории 
для больших отрицательных зна­

чений 11 может быть получен из 

соображений симметрии. 

Используя эти сведения отно­
сительно начала и конца фазовых 

траекторий, легко показать, что 

в области V не может быть соб~ +
,_,, ~</ 1 +··-1, ~ 

ственных решений с сигнатурой 

Рис. 82. Асимптотическое ( + - ). Качественный характер фа­
поведение собственных ре- зовых траекторий. соответствую­

шени:й. щих остальным четырем областям, 

также может быть установлен и 
нанесен на графики в согласии с теоремами гл. XIV. Эти 

графики показаны на рис. 83 и 84. 
Можно видеть, что полный угол, описанный радиусом­

вектором, есть всегда целочисленное кратное >t; назовем это 

целое число Р: В областях II и IlI р может быть положиw 
тельным, отрицательным или нулем. В области I р = 
=О, 1. 2, . . . при s = ± 1, но при s = - 1 значение р =О 
невозможно и р = 1, 2, 3, . • • . В области IV р =О. 
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-1. -2, ... при s=-1. но при s=+l значение 
р =0 невозможно и р = - 1, "2, - 3. 

z 

Область I: (+-J(++J(+-! 
w>Sl.,l..>m 

l 
р=О 

ОбластьП: (--J(+-J(+ + J(+-1(--J 
W<Л., l. >m 

z 
р=О 

ОбластьШ: (--/{- +) (++J(-+J(--) 
W<51., L>m 

l 

z 
p=t 

у 

v 

р=О р=1 

у у 

Область lЛ: (- -J(+-Jl--J 
W<.0, L.<m 

l 

у 

Положительная 
скорость 

s::+I 

Рис. 83. Фазовые траектории собственных ре­
шений для положительной скорости s = +1. 

Число корней z (отличных от !-'- = ± оо) также может 
быть сосчитано: оно уже получило обозначение k в rл. XIV. 
Однако сейчас необходимо будет принимать во внимание 

направление, в котором фазовая траектория пересекает ось у, 
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и переопределить k как алгебраическую сумму таких пере­
сечениlt (ер. § 87, 88). Тогда из рис. 83 и 84 можно 

Область!:(-+-)(++)(+-) 
W>Sl, l.>m 

Отрицательная / Z р"1 
с:к о рост ь --rn---:vv 

S=-1 1 · 
Область П:(--}(+-J(н}(+ -) {--) 

w<Sl.,L~m 

z z p=D z 
p=l 

l 

ОбластьI!l: (--}(+-}(--} 

~'~ 
Рис. 84. Фазовые траектории собственных ре­

щений для отрицательной скорости s = -1. 

видеть, что k = р при s = + l. Однако при s = - 1 вопрос 
усложняется; в области J имеем k = р- I, в то время как 
·в областях 11, Ш, JV окажется k=p+l. 

Кривые волновых типов. Те точки (т2/L2), (т2/Ь2)-диа­
rраммы, которые соответствуют собственным решениям, по-
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прежнему лежат на кривых - кривых волновых типов, ~ 

как это было в гл. ХШ. Пусть, 3 (\J'. т. L, Ь)- полярньiй 
уrол фазовой траектории, определенный таким образом, 
что & ( - оо, т. L, Ь) =О. Тогда уравнение кривой волновых 
типов таково: 

&=(+оо. т, L, Ь)=ртс, (97.6) 

где р - целое число, определенное выше. 

Мы используем формулу Штурма (§ 84), чтобы доказать 
некоторые свойства кривых волновых типов. Путь (ур zi) 
и (у2 , z2)- два собственных решения, соответствующих од­
ним и тем же значениям Ь и р, но различным значениям т и L. 
Тогда в обозначениях, использованных в уравнениях (97.2) 
и (97.3), формула Штурма имеет вИд 

d ( ) ( 2 2) - 2sb + 
dp. Z1Y2 - Y1Z2 = т1 - т2 ° У1У2 

+ ( L; - L~) а2sь + 2z z . (97. 7) 
т2 т2 1 2 

1 2 

Как и в § 84, отсюда можно заключить, что & {!J-, т, L, Ь) 
является монотонно возрастающей функцией каждоИ из ве­

личин т2 и L2/m2, если tJ. и Ь считать постоянными. Отсюда, 
в свою очередь, следует, что график (97 .6) на плоскости 
(m2/L2) (m2/b2) имеет всюду положительный наклон; далее, 
если увеличить целое число, то кривая сместится вверх 

и влево. 

Сопоставляя все узнанное до сих пор относительно кри­
вых волновых типов и целого Числа р, мы имеем основания 

предположить, что полная диагностическая диаграмма будет 
иметь вид, близкий к изображенному на рис. 85. Следует 
заметить. что случаи s = ± 1 отличаются по расположению 
кривой р =О. Однако это предположение, каким бы разум­
ным оно ни оказалось, пока лишь рабочая гипотеза, кото­

рая должна быть в дальнейшем проверена и уточнена. 

Переход к плоскости 'Х.Ю. Строя рис. 85, мы предпола­
rали. что Ь =та= тО/щ постоянно, в то время ·как т 
и L = Y.rs изменяются непрерывно. Поэтому плоская диа­

грамма рис. 85 представляет собой сечение трехмерного 

пространства, где Ь- третья координата. Для проверки 
справедливости предположений, сделанных в ... 1ше, значительно 
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удобнее такие диаграммы, как изображенная на рис. 86. 
r.л.е т = const, а w и L = -xrs- переменные координаты. 

:JZIOP 

Положительная 
скорость 

' ' 

S:+J 

зz 1 р 

Отрицательная 
сNорость 

S=-1 

н+-1-==+------Р 
-----D _______ , 

111~~f=======·z 
"" -3 

m2/t.2 т2/L2 

Рис. 85. Диагностические диаграммы па плоскости 
(т2/Ь2) (m2/ L2). 

Эти х, ш-диаграммы представляют собой существенно 
другие сечения упомянутой выше трехмерной фигуры. с тем 

nоложительна11 скорость 

S=+I 

р=-1 

:::1:: 
m=Z 

2 

I 

Отрицателаная Clfapocmь 

S=-1 

w 

IY 

Р=й 

p=I 2 

m=Z 

Рис. 86. Диагностические диаграммы на плоскости -x.ro. 

~ще различием, что в качестве декартовой координаты упо­

требляется L вместо m2/L. Нетрудно видеть, как будет вы­
глядеть это другое сечение (если ограничиться качественной 
картиной). Рис. 86 выражает то же, что и рис. 85, но 
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в новой системе координат т счи.тается постоянным. а (!) и хгs 

изменяются непрерывно. Рис. 86 слtдует сравнить с рис. 79, 
который построен количественно точно для волнового 

типа т = О; в этом частном случае величина s из уравнения 
исчезает. Из теории сфероидального волнового уравнения 
можно также заключить. что не существует собственных ре­
шения для отрицательных р; в самом деле, это непосред­

ственно следует из того, что сигнатура всех решений 

здесь (- +> <++> (- +> (ер. рассуждение о фазовых 
траекториях в § 95). 

§ 98. Предельный случ.ай высоких ·частот 

Последние два параграфа были посвящены общему обо­
зрению уравнений приливов и их собственных решений. 
Результаты являлись большей частью качественными; оста­
лось получИть те из количественных выводов, которые могут 

быть найдены без большого труда. Первая группа таких ре· 
зультатов относится к предельному случаю а--+ о" или (О--+ оо. 
Уже было замечено выше, в § 94, что а= О равносильно 
также О = О; .в пределе для высоких частот уравнения и их 
собственные решения должны стремиться к тем, котор~е были 
предметом обсуждения в гл. XVI. Однако природа такого 
предельного перехода требует дальнейшего изучения. 

. При а= О собственные решения таковы: 

z = Р'!' ('t), 
dP: 

Y=a2d;;-• (98.1) 

Х = smP'f('t), 

а собственные значения 

L2=l(l+ 1). l=m" т+ 1,.". (98.2) 

Фазовые диаграммы некоторых из этих собственных решений 
показаны на рис. 77 гл. XVI. 

Задача состоит в том, чтобы отразить эти количественные 
результаты на х, ю-диаrрамме (рис. 86). Чтобы это выполнить. 
необходимо определить значение Р. соответствующее за.11ан­
ным значениям l и т. Сделать это формальным образом со­
вершенно просто. В r л. XVI мы видели, что число корней z 
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равно k = l - т. Если а велико и L2 > т2, то точка (х. w) 
лежит в области 1 диагностической диаграммы. Наконец, в § 97 
было отмечено. что в этой области k = р при s = + 1 и k= р-1 
при s = - 1, следовательно. 

p=l-m при s= 1, 
p=l-m+ 1 при s=-1. 

(98.3) 

На рис. 86 т для примера имеет значение 2. Следова­
тельно, при s = + l кривые с р = О, l, 2 должны стремиться 
к асимптотам 

L2=l(l+ l)=(р+т)(Р+ т+ 1)= (р+2)(р +з) 

при w - со. Эти асимптотические значения показаны пунктир­
ными вертикальными прямыми. Аналогично этому при s = - 1 

S=+I, р=О 

a=D 
S=-1, p=I 

у 

Рис. 87. Фазовые траектории для 
предельного случая высоких 

частот. 

кривые с р = 1, 2, ... 
должны иметь такие асимп­

тоты: 

L2=l(l+I)= 

= (Р+ m- I)(p+m) = 

= (р + 1) (р + 2); 

они также показаны на 

рис. 86. 
Однако при рассмотрении 

рис. 77 бросается в глаза 
парадокс, СОСТОЯlЦИЙ в ТОМ, 

что р было определено че­
рез полный угол. описывае-

мый радиусом-вектором фа­

зовой точки, когда последняя 

проходит всю траекторию. 

Cor ласно § 97, этот угол 
должен быть равен ртс, но фазовые траектории на рис. 77 
показывают, что он не является uелочисленным кратным тr 

(кроме случая т = О). 
Разгадка этого парадокса состоит в том, что на рис. 77 

изображены фазовые траектории при а = О, в то время ка!{ 
сейчас мы рассматриваем малые, но все же отличные от нvля 

значения а. На рис. 87 средняя кривая относится к слу~аю 
l = 2, т = 2, k =О. Внутренняя и внешняя кривые 
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соответствуют малому, но отличному от нуля значению 

а при s = ± 1. Значения р для них, равны О и 1. Если а~ О, 
то обе эти кривые стремятся к средней кривой (где р не це­
лое), но неравномерно по р.. 

§ 99. Оолусуточ,.ч,ые колебания 

Другая возможность для получения количественных резуль­
татов представляется при w = О или а = 1. Уравнения при· 
ливов (94.12) и (94. l З) тогда принимают вид 

дz 
др:+ sm'tZ = а2У, 
дУ 
дf-1. - sm'tY = - (L2 а2 т2) Z. 

(99.1) 

Если т =О, то их можно упростить еще более, тогда они 
будут иметь решения в виде элементарных функций. При m4=0 
исключение У приводит к уравнению второго порядка 

2 d
2
z + [ L2 2 m

2 
- 2sm ] _ О а dт.2 а - sm - а2 z - • (99.2) 

С помощью подстановки 

Z=aS (99.3) 

мы получаем из (99.2) сфероидальное волновое уравнение 

_!!_ (а2 dS) + [ (L2 - т2) - L2 't2- (m -s)
2 

] S =О. (99.4) 
~ ~ ~ 

Для того чтобы привести его к обозначениям, принятым в (4), 
следует положить 

S = Sт· z• (h, 't), 

m'=m-s, 
h2=L2, 

L2 - sm = Ат· l' (h). 

Комбинация этих уравнений дает 

L2-Am• 1• (L)=sm' + 1. 

(99.5) 

(99.6) 

(99. 7) 

(99.8) 

(99.9; 

Это трансцендентное уравнение определяет собственное зна· 
чение L. Используя упомянутые ранее табл~щы f 4J, можно ре· 
шить это уравнение графически со значительной точностью, 
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Результаты вычислений даны в табл. 7, в которой содер­
жатся не только значения L = zrs для различных значений 
l' и т'; но также и значения т, k и р. 

Таблица 7 
ВЕЛИЧИНЫ '"S 

дЛ5! ПОЛУСУТОЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Пол.ожительная скорость s = + 1 

1' \ т' 1 L=•rs ! т \ k=l'-m'=p 

о о 1,297 1 о 

1 о 2,589 1 1 
1 2,209 2 о 

2 () 4,088 1 2 
1 3,597 2 1 
2 3,209 3 о 

з о 5,622 1 3 
1 5,068 2 2 
2 4,602 3 1 
3 4,209 4 о 

4 о 7,171 1 4 
1 6,577 2 3 
2 6,509 3 2 
3 5,605 

1 

4 1 
4 5,209 5 о 

Отрицательная скорость s = -1 

1· 1 m' 1 L=•rs ! т \ h=l' -т' •p-I 

2 2 2,401 1 о 

3 2 3,968 1 1 
3 3,336 2 о 

4 2 5,534 1 2 
3 4,879 2 1 
4 4,303 3 о 

Uелое число k = l' - т.' - число корней Z, отличных 
от полюсов; это следует из известных свойств сфероидальных 
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волновых функuий. Определение р не представляет трудно­

стеИ при s = + l, так как в этом случае k = р во всех че­
тырех областях диагностической диаграммы (ер. § 97). Но 
эти точки лежат на границе между областями I и 11, а при 
s = - 1 в области I име­
ем р = k + 1, а в обла­
сти I1 р = k - I. Поэтому 
не вполне ясно, как пра­

вильно определить значе­

ние р. 

Простой ответ на этот 

вопрос получится, если на­

рисовать фазовые траек­

тории. Три такие траекто­

рии показаны на рис. 88, 
где принято s = - 1, 
р = 1 и соответственно 

а< 1, = 1, > 1. Сразу 
ясно, что р = k+ 1 при 
а·-< 1 и р = k - 1 при 
а> 1. 

После того как мы 

сумели определить значе-

z 
S=-1 p::.f 

Область П,а>1 

Область 1, а< t 

Рис. 88. Фазовые тра~ктории для ко­
лебаний, период которых приблизи­

тельно равен 12 час. 

ния р, мы можем данные из последней таблицы нанести на 

диаграммы рис. 86. Они отыечены там кружочками на пря­
мой w= О. 

§ 100. Колебания второго рода 
и "длинн.ые волн.ы" 

Другой частный случай. когда уравнения приливов могут 
быть решены с помощью известных функций, представится, 

если положить L =О. Этот случай особенно интересен, так 
как это единственный пример до конца вычисляемых собс1'­
венных решений того вида, который Лаплас называл .коле­
бан;.~ями второго рода•. Лаплас характеризовал их тем свой­

ством, что их частоты w стремятся к нулю при О -- О. 
В настоящих обозначениях они являются собственными реше­
ниями с s=1. р<О или S=-1, р<О (ер. рис. 86). Су­
ществует большое количество до сих пор не решенных задач, 

относящихся к этим колебаниям. 
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При L=O уравнения приливов (94.12) и (94.13) прини­
мают вид 

:~ + sma'tZ = (1 - а2 't2) У, 
dY 
d!J- - sma'tY = m2Z. 

(100.1) 

(100.2) 

Они известны как уравнения для .длинных• волн. По исклю­
чении Z мы увидим, что У удовлетворяет уравнению Лежандра 

- а2 - + -sma- - У=О. d ( dY) [ m2] 
d't d't а2 . 

(100.3) 

Случай т = О рассмотрен выше, поэтому мы можем считать, 
что т >о. 

Собственные решения. Как было выяснено в гл. XVI, 
это уравнение имеет собственные решения лишь в том слу-

чае, если 

-sma=l'(L'+1). l'=m. т+I ..... (100.4) 

Поскольку т. а и l' положительны, отсюда следует, что 
уравнение (100.3) не имеет собственных решений при s = + 1, 
алишьприs=-1. Уравнение (100.4) может быть тогда 
записано, если учесть соотношение а= O/w, в таком виде: 

тQ 
w=---

l(l + 1) 
(100.5) 

Ясно. что это соответствует лапласовскому определению ко­

лебаний второго рода. 
Таблица 8 

СОБСТВЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

l' ! т 1 
у z 

1 1 --а -a"t 

2 2 3а2 За2 "t 
1 -За't -За (1+4't2) 

3 3 -15а3 -15a3"t 
2 15а2 "t 15а 2 (1 + 9t2)/4 
1 - 3 (5-с 2 - 1) а/2 -За (45"t3 - "t)/2 
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Собственные решения, соответствующие (100.4). та1<овы: 

У= P'{!('t), 

m2 z = (l' + т) Р1·"!_ 1 + l'2 'tP'r. 
(100.6) 

Это выражение для Z следует из уравнений (100.2) и (91.12). 
Несколько первых собственных решений содержатся в табл. 8. 

Фазовые траектории. Чтобы рассмотреть фазовые тра­

ектории этих собственных решениА, необходимо вычислить 
канонические переменные у и z согласно уравнению (97 .1 ). 
Выражения для этих функций приведены в табл. 9. Можно ви­
деть, что графики этих функций соответствуют приведенным на 

Таблица 9 
ФУНКЦИИ у и z 

у z 

1 l - l/a -аЗ't 1 о 
2 2 -3/а4 3a8t/4 1 о 

1 -3't/a5 -ЗаТ (1 + 4't2) о -1 
3 3 -15ja9 -15a16't/9 1 о 

2 15"t/al0 15al 4 (1+9't2)/16 о -1 
1 -3 (5't2 -1)/2<111 - 3<113 (45't3 -'t)/2 -1 2 -

рис. 84 с .теми значениями k и р, которые содержатся в таб­
лице. Так как все значения р равны нулю или отрицательны, 

собственные значения, данные формулой (100.5), согласуются 
с изображенными на рис. 86 для s = - 1, где они отмечены 
кружочками на оси щ. 

Положительная скорость. Существование кодебаний вто­
рого рода в случае s = - 1. подтвержденное примером, ста­
вит вопрос о их существовании в случае s = + 1. Общие со­
ображения § 97 не исключают возможности их существования, 
но. насколько нам известно, никто не приводил примеров 

таких решений. Хотя зто обстоятельство дедает возможность 
их существования очень мало вероятной, но все же не дока· 

зывает, что их нет. 
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Следующее рассуждение, может быть, допустимо считать 
таким доказательством. Если эти решения существуют, то их 
кривые волновых типов должны иметь положительный наклон 

на m2/L2, т2/Ь2-диаграмме и целиком J1ежать ниже прямой 
w =О. На х, ш-диаграмме они должны, следовательно, пере­
секать ось w при конечных значениях ill. Так как ось ro есть 
прямая L =О, то собственные решения для этих значений w 
удовлетворяют (100.3). Но мы уже видели, что это уравне­
ние не имеет собственных решений при s = + 1. В этом и со­
стоит противоречие. Следовательно, либо не существует соб­
ственных решений при s = + 1, либо в приведенном анализе 
задачи мы сделали какое-нибудь неявное предположение. 

Например, мы молчаливо предполагали, что х вещественно, 

т. е. что L2::;:;,,:. О. В rл. Х мы видели, что это не обязательно 
так. При L2 <О сигнатура решений такова: (- -) <+-) 
(--)и свойства решений такие же, как в области IV. Од­
нако представляется, что даже и в этом случае уравнения при­

ливов имеют собственные решения лишь для s = - 1; по 
крайней мере, никем не было указано ни одного примера 

для s=+ 1. 

Волны Россби. Россби [3] рассматривает периодические 
возмущения равномерного зонального течения на вращающейся 

планете. Пусть скорость этого течения а0 положительна, если 
оно направлено с запада на восток. Полезно ввести безраз­
мерные постоянные 

~-~ - rs' 
!2t 

g=---­
(g Do)'/2 • 

(100. 7) 

D0 - это ,средняя глубина однородной атмосферы". Россби 
вводит далее различные упрощающие предпо.10жения и полу­

чает, что фазовая скорость волн равна 

(100.8) 

Если и0 равно нулю, сфаз <О, т. е. волны распространяются 
только с востока на запад. Этот факт наводит нз мысль, что 
они тождественны колебаниям второго рода. 

Гаурвиц [2] дает несколько более детальную трактовку 

волн Россби. Он предполагает, что скорость зонального те-

чения равна 

(100.9) 
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где (1)0 - постоянная yr ловая скорость, а <р - широта. По ис­

правлении нескольких очевидных оп~чаток. уравнение (129) 
статьи [2] может быть записано так: 

sm (О+ 2оо0) = l' (l' + l). 
moo0 -(J) 

(100.10) 

При ю0 =О это уравнение совпадает с уравнением (l 00.4), 
приведенным выше. Поэтому едва ли остаются сомнения, что 

волны Россби - это по существу колебания Лапласа второго 
рода. Далее ясно, что они существуют и в статической атмо­
сфере 1;1 тогда не _связаны с движением нулевого порядка. Точно 
так же предположение Гаурвица, что L =О, не является су­
щественным элементом в определении этих волн. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

МЕРКАТОРСКИЕ КООРДИНАТЫ 

Элемент длины dS на сфере единичного радиуса равен 

(1) 

где Л.-долrота, а ср- широта. Вертикальная координата 1" 
на меркаторской карте оnределяется формулой 

dcp = cos11 dp., (2) 
так что 

dS2 = cos2,f (dЛ2 + dp.2). 

Уравнение (2) легко интегрируется, что приводит к четырем 

раuносильным уравнениям: 

так что окончательно 

sin ер= th р.. 
cos <р = sech р., 

tg <р = sh IJ.. 
sec ср = ch р., 

dS2 = sech2 tJ. (d)..2 + df!-2). 

(3) 

(4) 

Уравнения (3) могут быть записаны через функцию Гудермана 

(5) 

Приводится краткая таблица функций Гудермана (табл. 10); 
более пространные таблицы можно найти в Smithsonian Mathema­
tical ТаЫеs - Hyperbolic Functions, Becker, van Ostrand (Was· 
hington, 1909). Рис. 89 графически показывает зависимость 
между r.p и !-'-· Вместе с радиусом-вектором r меркаторские 

координаты могут быть использованы взамен сферических 
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1аблица 10 

ТАБЛИUА ФУНКЦИЙ ГУДЕРМАНА 

Градусы Рад11а•1ы 

1-' '!' 1-' " 
о о о.о 0,000 

10,05 10 0,2 0,199 
20,45 20 0,4 0,390 
31,5 30 0,б 0,567 
43,7 40 0,8 0,726 
57,8 50 1,0 0,865 
75,4 60 1,2 0,986 
99,4 70 1,4 1,087 
139,б 80 1,6 l,172 

00 90 1,8 1,243 
2,0 1,302 
2,2 1,350 
2,4 1,390 
2,6 1,423 
2,8 1,449 
3,0 1,471 
3,5 1,510 
4,0 1,534 
5,0 1,557 
6,0 1,566 

координат. Явная форма перехода к декартовой системе 

такова: 

х = r sech v- cos Л., 
у= г sech i..i. sin Л., 

Z= rth \"· 

(6) 

Единичные векторы в восточном, северном и зенитном на­

правлениях (рис. 90) запишутся так: 

а=-• :,1n л.+ jcosЛ., 
v = -i cos Л th р. - j sinЛ th (J. + k sech р.. (7) 
~ = i cos Л sech \" + j sin Л sec!1 \" + k th \"· 
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Так как эти векторы ортогональны, то 

82 = v2 = ~2 = l, s • v = 'У • ~ = ~ . s = О, 
s х '1 = ~. 'У х ~ = s. ~ х s = '1. 

(8) 

Любой вектор может бьiть разложен на компоненты по этим 
единичным векторам: 

180 

160 

•~о 

IZD 

100 
р. 

80 

so 

zo 

~о 6D 

F = sF. + vF, +~Ре. (9) 
Формулы векторной алгебры 
выr лядят в этих компонентах 

так же, как и в декартовых 

координатах. 

Но поскольку векторы s, 
-;, ~ зависят от координат Л, р., г, 

Се~ерный 
полюс 

Рис. 89. Функция Гудермана. 

Рис. 90. Ед.иничные векторы 
s, v, ~ и их связь с широтой 

и долготой. 

то формулы для оператора v окажутся совсем другими. 

Производные этих векторов приведены в табл. 11. 

д 

ж 
д 

д1-1-

Таблица 11 
ПРОИЗВОДНЫЕ Единичных ВЕКТОРОВ 

.. 

v th 1'- - ; sech \.L - а th /1- а sech /1-

о - ~ sech /1- vsech tJ-
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Отсюда и из (6) следует 

( 
дЧГ дЧГ ) дЧГ 

vW=m в дл +-Удµ +'аг· {10) 

дzw = т2 ( д2\J' + a2w) + _1 !.___ (г2 дW ) 
ал.2 дµ2 r2 дr дr ' (11) 

где 

1 
m=гchp.. (12) 

Кроме того, 

v . F = т [ а;. + т :µ (;) ] + ;2 :г (r2 F r.) (13) 

и 

vXF=e[m~c - ; :r(rF.>]+'Y[; :Г<гF.)-тд:ЛсJ+ 
+~[т д:~ -т2 :µ (:;)]. (14) 

так что 

м =с х v = т ( - в ;: +'У :л) . (15) 

Часто бывает необходимо написать уравнение большого 
круга на единичной сфере. Так как этот круг есть пересе­
чение сферы с плоскостью, проходящей через центр, задача 

эта равносильна написанию уравнения такой плоскости. Пло­
скость может быть определена двумя углами: ДО и &. Пря­
мая ОР образуется при пересечении плоскости OPQ с эква­
ториальной плоскостью z =О, а Ло- угол между ОР и 
положительной частью оси х. Плоскость OPQ образует дву· 
гранный угол {} с плоскостью z =О. Тогда единичный вектор 
нормали к плоскости OPQ есть 

n = j sin & sinЛ0 - j sin & cos Ло + k cos &, 

а уравнение плоскости 

r [-siп & sech р. sin(Л-'-o)+cos & th {!-]=О. 

Разделив на r sech i.i. cos &, запишем это так: 

sh р. = tg & sin (Л - )'О). 
Полагая 

sh tJ-o= tg &, 
будем иметь 

sh 11. = sh 110 sin (Л-Ло). (16) 
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Аддитивные баротропные члены 
уравнения гидродинамики пер­

вого порядка 36 и ел. 
Адиабатическая атмосфера, см. 
Иээнтропич.еская атмосфера 

Адиабаты 21 
Азимутальный порядковый но­
мер 288 

Акустические волны 179, 219, · 
227, 241 

Акустическое сопротивление 
жидкости удельное 19 

Антициклоны 103 
Аппроксимация, метод 186 
Атмосфера изотермическая 31, 

80, 132, 151 и ел. 
- изэнтропическая (адиабати-

ческая) 32 
- как тепловая машина 45 
- однородная 31 
- с постоянным градиентом 

температуры 32, 80 
.- стратификация 97 

Барашки (облака) 233 
Барическое поле 42 
Баротропные состояния 29 

Вековое уравнение 50 
- - первый интеграл 53 
Вектор горизонтального распро-

странения 133 
- Карно.Лиса 24, 25, 57, 200 
- распространения 138 
Вертикальная скорость при кон­
векции без вращени·я 59 и ел. 

Вихрь планетарный 55 
ВКБ-аппроксимация 227, 248, 

263 
- метод 186, 227 и ел. 
Внешняя энергия, плотность 78 

Волновод 21 О 
Волновое уравнение двумерное 

120 
- - для сферической поверх-

ности 122, 284 и ел. 
Волны акустические 179 
- гравитационные 149, 179 
- - внутренние -144 
Волны Ламба 133, 152, 161, 179, 

271 
- Лява 180 
- поверхности раздела 180 
- поверхностные 179 
- простые 135, 154, 207, 236 
- Россби 318 
- Рэлея 180 
Вращение атмосферы вокруг 

вертикальной оси 151 
- - - наклонной оси враще­

ния 160 
- Земли 25 
- - влияние на атмосферу 100 

и ел. 

Вязкость кинематическая возду· 
ха 100 

Гамильтониан 253 
- лучей 140 
- - рациональный 141 
Геострофическая скорость 125, 

131 
Гипотеза зонального нагревания 
Гадлея 68 

Годограф 130 
Горизонтальная длина волны 133 
- скорость волн 133, 276 
Горизонтальное волновое число 

133 
Гравитационные волны 149, 213, 

241 
- - внутренние 116, 180, 220, 

228, 272 
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Градиент плотности жидкости 30 
- температуры жидкости 30 
Градиентная скорость 119, 131 
- - обобщенна я 125 
Граничные условия при конвек· 
ции без вращения 61, 62 

- - уравнения rидродинамики 

38 
Групповая скорость 140, 192 
- - rоризонтальная 275 

Давление 21-23, 55, 66 
Движение антициклоническое 103 
- батистрофическое 49 
- конвективное установившееся 

47 . 
- свободное установившееся 47 
- - - без вращения 48 
- - - с вращением 54 
- термобарическое 65 
- циклоническое 103 
Двухслойная модель ок.еана 232 
Дефект порядка 181 · 
Диагностическая диаrрамма 137, 

209, 267 
- - для докритической устой· 

чивости 159 
Диаграмма фазовая 146, 254 
Диссипация энергии жидкостью 

25 
Докритическая устойчивость 159 

Закон сохранения вещества 62, 
63 

- - энергии 76 
Законы отражения 164 
Зональная составляющая давле· 

ния 42, 71 

Идеальный газ 20, 86 
Изотермическая атмосфера 80, 

132 и ел., 234 
Изотермический слой 93 
Изотермы 21 
Изэнтропическая атмосфера 32 
Импеданс давление - энтропия 

Канал (волновод) слоя скачка 
210 

Канонические переменные 252 
- уравнения 253 

Колебания второrо рода 315 
- - - собственные решения 

3Ui 
Комплексные векторы 129 
Конвекция без вращения 58 

и ел. 

- - - вертикальная скорость 

59, 60, 61 
- чистая с вращением 65 
Континентальные барические 
максимумы 43 

Коэффициенты термодинамиче­
ские 21 

- - зависимость от высоты 

32 
Кривая волновых типов 273 
- - - океана постоянной глу· 
бины 282 

Крупномасштабные средние 90 

Лучевая точка 192, 193 
Лучи 140, 145, 191 и ел., 208 
- высота 199, 204 
- общая теория 186 и ел. 
- предельные формы 194 
- следы 199, 201 

Максимум плотности пресных 
озер 21 

Мезосфера 97 
Мелкомасштабные средние 93 
Меркаторские координаты 320 
Метод аппроксимации 186 
Морская вода 87 

Натуральные частоты 183 
Незональная составляющая да· 

вления 72 
- - среднего давления атмо· 

сферы 42, 43 
Неограниченные решения 111, 

116 
Нестационарность вихрей Гад· 
лея 70 · 

Облака, связанные с инверсией 
233 

Ограниченные решения 1 ll, 116 
Озера пресные, стратификация 

94 
Океан .45 и ел., 80, 207 и сл. 
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Океан как тепловая машина 45 
- однородный сжимаемый 169 
- постоянной глубины 282 
- расслоенный, но несжимае· 
мый 174 

- с постоянными коэффициен­
тами 166 и ел. 

- секториадьный 291 
Остаточные уравнения 119 и ел., 

163, 216 и ел., 244 и ел. 
- - общая теория 251 и ел. 
Осцилляционная теорема 261 
Ось зву.кового канала 91 
о:Открытая органная труба», 
формула 172 

Отражение волн 163 
Отсутствие nращення 68 

Первый интеграл векового урав­
нения 53 

Переворачивание поверхностных 
слоев 95 

Переменный ветер 74 
Параметры поля 79 
Планетарный вихрь 55 
Плотность 55, 66 
- энергии 27, 76 
- - второrо порядка 78 
- - кинетической 145 
- - термобарической 145 
- - упругой 145 
Поверхности уровня плоские 48, 

56, 64, 67, 119 
- - сферические 50, 57, 64, 67. 

121 
Поверхностные водны 179 
Поверхностный канал 211 
Поверхность распространения 

137 
Подстилающая поверхность 74 
Полусуточные колебания 313 
Порядковое число 173, 183 
Постоянная разделения 120 
Постоянный слой скачка 91, 93 
Потенциал силы тяжести 24 
Поток энергии 27, 76 
- - в простых волнах 144 
- - внешней 78 
Пресная вода 86 
Придонный канал 211 
Приливообразующая сила 25 

Простые волны 135, 154, 236 
Прямоугольный резервуар 182 

Резонансные частоты 183 

Свободные частоты 183 
Секториальный океан 291 
Серия резонансных частот 184 
Сигнатура оси 267 
Сигнатура отрезков 257 
Сила Кориолиса 54, 92, 101, 118, 

123, 124 
Скорость rеострофическая 131 
- - обобщенная 125 
- горизонтальная волн 133, 275 
- градиентная 119, 131 
- - обобщенная 125 
- групповая 140, 192 
- звука 19, 82 
- термобарическая 119, 125, 

131 
- фазовая простых волн 139 
След луча 199, 201 
Слой перемешивания 93 
Слой скачка 207, 232 
- - постоянный 91, 207 
- - сезонный 94 
Собственные решения 112 
Собственные частоты (собствен-

ные значения) 112 
Сопротивление жидкости удель­

ное, акустическое 19 
Состояние жидкости 18 
- нулевого порядка идеального 

газа 31 
Сохранение энергии 26 
Среднее давление атмосферы 

40 и ел. 
Стационарность движения нуле-

вого порядка 5! 
- - второго порядка 51 
- - первого порядка 51 
Стратификация атмосферы 97, 

234 
- - адиабатическая 30 
- океанов 90, 207 
- пресных озер 94 
Стратосфера 97, 232, 277 
Температура воды 21-23 
Температура максимальной плот-

ности воды 22 
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Температурные инверсии 232 
Теорема Бернулли 54 
- Лиувилля 256 
- осцилляционная 262 
- разложения 113 
- - ддя бесконечного объема 

115 
- - для конечного объема 114 
- сравнения Штурма 260 
- о вихре Гельмгощ,ца и Бьер-

киеса 53, 104 
Тепловое расширение воды21, 23 
Теплоемкость жидкости удель­

ная 19 
Теплопроводность жидкости 25 
Термобарическая скорость - см. 

Скорость термобарическая 
- энергия 78 
Термодинамические коэффициен­
ты - см. Коэффициен.ты тер­
модинамические 

- функции идеального г-аза 20 
Термосфера 97, 234 и ел., 266 
Тип движения (колебания) 174 
Тропосфера 97, 276 
Трохоида 237 

Удельное акустическое сопроти-
вление волн 142, 145 

Узловая поверхность 173 
Узловое число 173 
Упругая энергия 78. 143 
Уравнение ВиттеJ<ера 225, 246 
-· волновое см. Волновое урав­

нение 

- - для сферической поверх-
ности 284 и ел. 

- Гамильтона - Якоби 187, 190 
- геострофичноС1И 54, 103 
- изэнтроп идеального газа 20 
- Лапласа приливное 129 
- Лежандра 287, 295 
- приливов 295 

в канонической форме 305 
- - зона.~ьные колебания 297 
- - первого порядка 296 
- - ЩJедельный случай высо-

ких частот 311 
- - решение вблизи полюсов 

302 

Уравнение распространения («ха­
рактеристическое уравнение») 
136 

- состояния жидкости 18 
- - идеального газа 20 
Уравнения гидродинамики 24, 26 
- - решение нулевого порядка 

29 
- канонические 253 
- остаточные - см. Остаточные 

уравнения 

- поля 76 и ел" 81 
- установившегося движения 

первого порядка 47 

Фазовая диаграмма 146, 254, 291 
- скорость простых волн 139 
- точка 146, 254 
Фазовое пространство 254 
Фазовые трае!{тории 255, 301, 

306, 317 
Флуктуаuионный ветер 149 
Формула «открытой органной 

трубы» 172 
- Штурма 260 
Функции Виттекера 225, 246 
- волновые сфероидальные 298 
- Лежандра 287 
Функции Гамильтона-.Я!{оби 190 
- тока 48 

Циклогенез 105 
- бароклинный 108 
- первого порядка 105 
Циклоны 101, 103 

Частота Вяисяля 85, 86 
Частоты собственные 112 
Число порядковое 173, 183 

Широтный порядковый номер 
288 

Энергия внешняя 78 
- внутренняя 78 
- термобарическая 78, 143 
- упругая 78. 143 
Энтропия 18, 30 и ел., 46, 85, 143 

.Ячейка Гадлея 69 



Интересующие Вас книги нашего издательства можно заказать почтой или 

электронной почтой: 

subscribe@rcd.ru 
Внимание: дешевле и быстрее всего книги можно приобрести через наш 
Интернет-магазин: 

http://shop.rcd.ru 

Книги также можно приобрести: 
1. Москва, ФТИАН, Нахимовский проспект, д. 3611, к. 307, 

тел.: 332-48-92 (почтовый адрес: Нахимовский проспект, д. 34) 
2. Москва, ИМАШ, ул. Бардина, д. 4, корп. 3, к. 414, тел. 135-54-37 
3. МГУ им. Ломоносова (ГЗ, 1 этаж) 
4. Магазины: 

Москва: «дом научно-технической книги» (Ленинский пр., 40) 
«Московский дом книги» (ул. Новый Арбат, 8) 
«Библиоглобус» (м. Лубянка, ул. Мясницкая, 6) 
Книжный магазин «ФИЗМАТКНИГА» (г. Долгопрудный, 

Новый корпус МФТИ, 1 этаж, тел. 409-93-28) 
С.-Пб.: «С.-Пб. дом КНИГИ» (Невский пр., 28) 

Карл Эккарт 

ГИДРОДИНАМИКА ОКЕАНА 

И АТМОСФЕРЫ 

Редактор Г Кузьменко 
Художественный редактор Е. Подмарькова 

Технический редактор Г Бабаева 

Подписано в печать 22.06.2004. Формат 60 х 841/ 16 . 

Печать офсетная. Усл.печ.л.19,07. Уч.изд.л. 19,76. 
Гарнитура Тайме. Бумага офсетная №1. Заказ №205. 

Научно-издательский центр «Регулярная и хаотическая динамика» 

426034, г. Ижевск, ул. Университетская, 1. 
Лиuензия на издательскую деятельность ЛУ №084 от 03.04.00. 

http://rcd.ru E-mail: borisov@rcd.ru 




