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Введение 

Развитие математики происходит не только в силу потребностей 
других наук, но и в силу ее внутренней логики. С этим связано вни

мание математиков к многим задачам, находящимся в тесной связи 

с фундаментальными математическими понятиями, даже если эти за

дачи не имеют непосредственных практических приложений. 

Хорошо известно, что одним из базисных понятий геометрии яв

ляются пространства постоянной кривизны [26], давшие широкое по
ле для исследований. В результате были обнаружены многочисленные 
связи пространств постоянной кривизны с другими разделами матема

тики, например, с интегрируемыми дифференциальными уравнениями 

в частных производных [112; 186; 212] 1 и с интегрируемыми гамильто
новыми динамическими системами [62]. Геодезические потоки на ком
пактных поверхностях постоянной отрицательной кривизны (рода боль
шего единицы) являются полигоном для эргодической теории [3] (см. 
также [73] и библиографию там). Гиперболическое пространство H3 (J~) 
является пространством скоростей специальной теории относительности 

(см. п. 7.4.1), а также совпадает с пространственноподобными сечениями 
простейших моделей общей теории относительности. 

Задолго до возникновения общей теории относительности осново
положники неевклидовой геометрии Лобачевский и Больяи сделали пер

вые попытки перенесения ньютоновской механики на пространства по

стоянной отрицательной кривизны. Ими были предложены аналоги нью

тоновского потенциала для этого пространства. В 1885 году в важной 
работе Киллинга [ 14 7] была подробно рассмотрена задача о движении 
материальной точки в ньютоновском потенциале на пространстве 83 

и найдены аналоги трех законов Кеплера для этой задачи. В работах 
Либмана [ 154; 156] 1902 и 1905 годов результаты Киллинга были рас
пространены на пространство Лобачевского. 

1 Автор также внес свой скромный вклад в данную проблематику [193), прояснив гео
метрический смысл конструкции из работы [186], получившей широкую известность и рас
пространение в чисто координатной форме. 
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Вскоре после создания квантовой механики Шредингер, Инфельд 

и Шильд рассмотрели квантово-механическую задачу о движении ча

стицы в ньютоновском потенциале на пространствах S3 и H 3 (JR) и на
шли соответствующие энергетические уровни. 

Однако эти результаты не получили широкой известности и уже 
в конце 20 века неоднократно переоткрывались в ряде работ. Даже 
в недавней книге [220], посвященной классической одночастичной за
даче в пространствах S3 и H 3 (JR), результаты В. Киллинга и Г. Либ
мана ошибочно приписаны авторам работ [48] и [113] конца 20 века. 
В § 6.4 данной книги описана история задачи движения частицы в цен
тральном поле на односвязных пространствах постоянной кривизны, что 

заполняет пробел, имеющийся в современной литературе. 

Классическая механическая задача двух тел с центральным взаимо
действием в пространствах постоянной кривизны была впервые рассмот

рена в работе автора [ 189], а квантово-механическая --- в работе [87]. 
В евклидовом пространстве задача двух тел после отделения движения 

центра масс сводится к задаче о движении одной частицы в центральном 

поле. В пространствах постоянной кривизны в силу отсутствия преобра
зования Галилея это не так [189]. Данная задача является инвариантной 
относительно группы изометрий пространств постоянной кривизны. Од

нако данная группа недостаточно широка сама по себе для обеспечения 

интегрируемости в каком-либо смысле задачи двух тел. 

Естественно возникающая задача поиска центральных потенциалов, 

для которых задача о движении двух тел в пространствах постоянной 

кривизны все же интегрируема, остается нерешенной. Это связано с тем, 

что, несмотря на разнообразие методов теории интегрируемых систем, 

все они либо предназначены для искусственного построения интегрируе

мых задач, либо для выделения некоторых интегрируемых задач из боль

шого класса динамических систем, либо для «объяснения» с новой точки 

зрения того, почему данная, ранее проинтегрированная система, явля

ется таковой. Для исследования вопроса об интегрируемости вновь воз

никшей конкретной гамильтоновой динамической системы, как правило, 

годятся лишь «старые» методы: численное построение сечений Пуанка

ре, тест Пенлеве и «угадывание» дополнительных интегралов. Однако 

в нашей ситуации все они наталкиваются на значительные трудности. 

Численное построение сечений Пуанкаре возможно лишь для кон

кретного потенциала взаимодействия, и найти, таким образом, по

тенциал без удачной «догадки» невозможно (см. также обсуждение 

в п. 7.3.2). Тест Пенлеве (см., например, [214]) практически пригоден 
лишь для дифференциальных уравнений, разрешенных относительно 



ВВЕДЕНИЕ ix 

старших производных, у которых правая часть имеет сравнительно про

стой, желательно полиномиальный, вид. Для задачи двух тел с цен

тральным взаимодействием в пространствах постоянной кривизны это 

не так. Удачные «догадки», во-первых, обычно если появляются, то сра

зу, а во-вторых, могут иметь место лишь в сравнительно простой ситу

ации. В противном случае обычно приходится ждать разработки изощ

ренной техники, приспособленной для решения конкретного вопроса2 . 
Конечно, все приведенные соображения, касающиеся проблемы ин

тегрируемости задачи двух тел с центральным взаимодействием в про

странствах постоянной кривизны, носят лишь эвристический характер 

и не претендуют на законченность, которую может дать либо нахож

дение потенциалов взаимодействия, соответствующих интегрируемости, 

либо доказательство отсутствия таковой для любых нетривиальных по

тенциалов. Отметим в этой связи доказательства неинтегрируемости 
ограниченной ([37; 38; 161)) и приведенной ([197; 198]) задачи двух 
тел на двумерных пространствах постоянной кривизны для ряда потен

циалов, в частности, ньютоновского и осцилляторного. 

Естественными пространствами для задачи двух тел являются 
двухточечно-однородные пространства. Для этих пространств расстоя

ние между двумя точками является единственным инвариантом их рас

положения относительно действия группы изометрий. В частности, 

двухточечно-однородными пространствами являются односвязные про

странства постоянной кривизны и евклидово пространство3 . Система 
двух частиц на этих пространствах имеет радиальную степень свобо

ды и степени свободы, описываемые в терминах группы изометрий. 

Однако запись двухчастичного гамильтониана в явно инвариантном 
виде, учитывающем данное деление степеней свободы на радиальную 

и групповые, является нетривиальной задачей, которая поэтапно реша

лась в работах автора [89; 189; 87; 88], пока наконец в [195] не было 
достигнуто единообразное описание для всех двухточечно-однородных 

пространств, на основе специального разложения алгебры Ли g, соот

ветствующей группе изометрий G, в прямую сумму подпространств. 
Данный подход основан на теории Хелгасона инвариантных диффе

ренциальных операторов [82; 131]. Для квантово-механического случая 
он приводит к выражению двухчастичного гамильтониана через ради

альный дифференциальный оператор и образующие алгебры инвариант-

2 В качестве примера можно привести историю доказательства Великой теоремы Фер
ма [65]. 

3 В дальнейшем, говоря о двухточечно-однородном пространстве, мы будем иметь в виду 
произвольное двухточечно-однородное пространство. за исключением евклидова. 
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ных дифференциальных операторов на расслоении единичных сфер Q s 
над двухточечно-однородным пространством Q. Эти образующие в свою 
очередь полиномиально выражаются через базис алгебры g. Данное 
представление позволяет выделить несколько изолированных обыкно

венных дифференциальных уравнений, соответствующих некоторым (но 
заведомо не всем) спектральным сериям задачи двух тел на компактных 
пространствах Q для ряда потенциалов взаимодействия. Для кулонов
ского и осцилляторного потенциалов эти уравнения могут быть сведены 
к гипергеометрическому и поэтому решены в явном виде [196]. Такая 
возможность характеризует так называемые квазиточнорешаемые задачи 

[77; 78; 217]. 

Пользуясь соответствием между квантово-механическим гамильто
нианом и классической функцией Гамильтона, можно получить явно ин
вариантный вид последней. При этом образующие алгебры Diff1(Qs) 
заменяются образующими соответствующей градуированной алгебры 

gl' Diff1(Qs), которая изоморфна пуассоновой алгебре инвариантных 
функций на кокасательном расслоении T*Qs. Этот вид двухчастичной 
функции Гамильтона позволяет провести анализ проблемы центра масс 
на двухточечно-однородных пространствах [195] и сравнить между со
бой известные ранее подходы к этой проблеме [27; 120; 174; 184; 224]. 
Также данный вид удобен для анализа условий, при которых в задаче 
двух частиц отсутствуют столкновения на бесконечном интервале вре
мени и для проведения гамильтоновой редукции, которая основывается 
в данном случае на симплектоморфизме из работы [88]. 

Заметим, что для исследования задачи двух тел на двухточечно
однородных пространствах потребовалось привлечь разнообразные диф
ференциально-геометрические, алгебраические и аналитические методы. 
При анализе общих ситуаций в книге используется бескоординатное 
описание рассматриваемых конструкций в терминах алгебры Ли соот
ветствующей группы симметрий. Это связано с тем, что за рамками ев
клидового пространства, особенно в случаях большой размерности (на
пример n), имеющаяся симметрия часто теряется в громоздких коорди
натных вычислениях, которые становятся очень трудоемкими и зачастую 

практически невыполнимыми даже с помощью систем компьютерной ал

гебры. В то же время использование выражений через базисные элемен
ты алгебры Ли позволяет отчасти сохранить за дифференциальными 
операторами вид многочлена с постоянными коэффициентами, правда, 

от некоммутирующих переменных, упрощающий многие вычисления. 

Некоторые полученные результаты имеют самостоятельную цен
ность и могут быть использованы для других исследований. Это выраже

ние оператора Лапласа-Бельтрами в подвижном репере и, в частности, 
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через киллинговы векторные поля, описание редуцированного кокаса

тельного расслоения однородного пространства в терминах орбит копри

соединенного действия соответствующей группы Ли, описание алгеб
ры Diffr(Qs) инвариантных дифференциальных операторов на расслое
нии единичных сфер Qs над двухточечно-однородным пространством Q 
в терминах образующих и соотношений. 

Опишем в завершении структуру книги. В первых четырех гла
вах развивается дифференциально-геометрический аппарат, служащий 
в дальнейшем для анализа задачи двух тел на двухточечно-однородных 

пространствах. В главе 1 дана классификация двухточечно-однородных 
пространств, приведены модели компактных двухточечно-однородных 

пространств либо как подмногообразий евклидова пространства, либо 
как факторпространств таких подмногообразий, а также различные мо
дели вещественных гиперболических пространств нп(JR), п ;:_;:, 2. Да
лее описана связь между компактными и некомпактными двухточечно

однородными пространствами в терминах соответствующих алгебр Ли. 

В главе 2 собраны необходимые сведения о дифференциальных опе
раторах. Первый параграф содержит основы теории инвариантных диф

ференциальных операторов на однородных многообразиях. Во втором 
параграфе выводится выражение оператора Лаш~аса-Бельтрами в по
движном репере, в частности, состоящем из киллинговых векторных 

полей. В третьем параграфе сформулированы достаточные условия само
сопряженности абстрактных операторов в гильбертовых пространствах 
и дифференциальных операторов на римановых пространствах, встре

чающихся в дальнейшем. В четвертом параграфе описана используемая 
далее общая схема редукции квантово-механических систем с симмет

риями. 

В главе 3 находятся образующие и соотношения для алгебры ин
вариантных дифференциальных операторов на расслоении единичных 

сфер Q s над двухточечно-однородным пространством Q. Все эти си
стемы образующих содержат оператор Do первого порядка. Его ядро 
изучается в § 3.6. Также найдены некоторые элементы центров данных 
алгебр. 

Глава 4 содержит основные факты, относящиеся к гамильтоно

вым динамическим системам с симметриями и соответствию между 

квантово-механическими и классическими системами. В частности, тут 
обсуждается некоммутативная интегрируемость и отображение момента. 
Построен важный для дальнейшего симплектоморфизм между приве
денным фазовым пространством для гамильтоновой системы на кокаса

тельном расслоении однородного многообразия и некоторым факторпро-



xii ВВЕДЕНИЕ 

странством орбиты коприсоединенного действия соответствующей груп

пы Ли. 
Глава 5 посвящена выводу явно симметричного единого выраже

ния для двухчастичного гамильтониана на двухточечно-однородных про

странствах через радиальный дифференциальный оператор и образую

щие алгебры инвариантных дифференциальных операторов на расслое

нии единичных сфер. 

В главе 6 рассматривается задача о движении одной частицы в цен
тральном поле на двухточечно-однородных пространствах. В § 6.1 дока
зывается ее некоммутативная интегрируемость. Для пространств посто

янной кривизны приводятся более детальные результаты в классическом 

и квантово-механическом случаях. Эти результаты являются известны
ми, но собраны вместе, по-видимому, впервые. 

Описание классического случая содержит вывод бертрановских по

тенциалов, описание траекторий частиц и их связь с кониками в од

носвязных пространствах постоянной кривизны. Для квантового случая 

выводятся явные формулы для одночастичных энергетических уровней 

и волновых функций, соответствующих бертрановским потенциалам. 

В § 6.4 дан исторический обзор исследований одночастичной зада
чи в центральном потенциале на пространствах постоянной кривизны, 

содержащий ссылки на большое число работ, начиная с момента воз

никновения неевклидовой геометрии до наших дней. 

Полученное в главе 5 выражение для двухчастичного гамильтони
ана в начале главы 7 преобразуется в функцию Гамильтона классиче
ской механической системы двух частиц на двухточечно-однородных 

пространствах, также имеющую явно инвариантный вид. Проблема по

иска нетривиальных интегралов движения для различных потенциалов 

обсуждается в § 7.3. Там же доказано отсутствие столкновений частиц 
для некоторых потенциалов и начальных условий. Найденное выраже

ние для двухчастичной функции Гамильтона рассматривается в § 7.4 
с точки зрения проблемы центра масс для двухточечно-однородных про

странств. Обсуждаются различные существующие определения центра 
масс для пространств постоянной кривизны. Показаны их недостатки 

по сравнению с определением центра масс в евклидовом пространстве. 

В§ 7.5 для пространств S" и H"(JR) описаны и классифицированы при
веденные классические двухчастичные системы. 

В главе 8 исследуется квантово-механическая задача двух тел 

на двухточечно-однородных компактных пространствах. Показано, что 

некоторые ее бесконечные спектральные серии могут быть найдены 

из изолированных обыкновенных дифференциальных уравнений вто-
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рого порядка. Все такие уравнения найдены для сфер sп; для куло

новского и осцилляторного потенциалов некоторые из этих уравнений 

сводятся к гипергеометрическому, из которого находятся явные спек

тральные серии. Таким образом, показана квазиточнорешаемость кван

тово-механической задачи двух тел на сферах sп для бертрановских по

тенциалов. Обсуждаются трудности перенесения данного подхода на за

дачу двух тел на неплоских некомпактных пространствах. 

В книге имеются также четыре приложения. Первое из них содер
жит технический материал, посвященный вычислению коммутационных 

соотношений для образующих алгебры инвариантных дифференциаль

ных операторов на расслоении единичных сфер Qs над двухточечно
однородным пространством CJ. Во втором содержатся необходимые све
дения о фуксовых дифференциальных уравнениях, в частности об урав

нениях Римана и Гойна, используемые при явном решении спектральных 

задач. Третье приложение содержит основные факты, относящиеся к ор

тогональным комплексным алгебрам Ли и их конечномерным неприво

димым представлениям. Ряд нерешенных задач содержится в четвертом 

приложении. 

Необходимые сведения из дифференциальной геометрии можно 

найти в [10; 26; 32; 46; 64; 81; 108; 110; 129]; касающиеся используемого 
в книге современного геометрического языка описания гамильтоновых 

систем в [6; 76; 108; 125; 163; 165; 206]; из теории групп Ли и их дей
ствий на различных пространствах в [2; 7; 17; 20; 42; 59; 63; 70; 82; 
90; 130]; из функционального анализа в [41; 66; 118] и многих других 
книгах. 

Читателю, интересующемуся одночастичной задачей в простран

ствах постоянной кривизны, рекомендуется прочитать п. 1.3.3, § 6.2 для 
классического случая и п. 1.3.3, § 2.3, § 6.3 для квантового случая. 

Библиография претендует на относительную полноту лишь каса

тельно работ, посвященных механике одной и двух частиц на двухточеч

но-однородных пространствах, и, в частности, на односвязных простран

ствах постоянной кривизны, за исключением геодезических потоков. 

Отметим, что обзор, посвященный интегрируемости последних на раз

.личных римановых пространствах, содержится в [ 104]. 
Автор выражает глубокую благодарность А. О. Старинцу и И. Э. Сте

пановой, помощь которых на протяжении ряда лет значительно об.лег

чила ему доступ к различным литературным источникам и понимание 

работ на немецком языке. Он благодарит А. И. Молева за советы, касаю
щиеся теории представлений, А. Г. Сергеева за несколько полезных ссы
лок, П. В. Голубцова за ТеХническую помощь и всех, кто прислал ему 
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свои работы, цитированные в книге. Автор выражает свою признатель
ность редактору серии Lecture Notes iп Physics издательства Spriпger 
проф. В. Бейгельбёку за ряд критических замечаний и предложений 
по улучшению текста английского издания книги. Все возможные заме

чания и комментарии читателей, касающиеся содержания книги, будут 

им с благодарностью приняты. 



Указатель обозначений и соглашений 

1. Множества 

1) N - множество натуральных 

чисел, 

2) IR+ - множество положитель

ных вещественных чисел, 

3) (а, ... ,w) - множество, со
стоящее из элементов а, ... , w, 

4) pt - одноточечное множество. 

2. Пространства 

1) t:,2 (M, d11) - гильбертово про
странство измеримых квадра

тично-интегрируемых по ме

ре /1 комплекснозначных функ

ций на многообразии Лf, 

2) Lfoc(M, d11) - множество ком
плекснозначных функций на Af, 
локально квадратично интегри-

5) Afs - расслоение единичных 
сфер над римановым простран

ством lvf, 

6) M/G - фактор-пространство 
пространства Л1 по отноше

нию к действию группы G 
на М, 

7) sрав( ei, ... , еп) линейная 
оболочка элементов ei, ... ,en 
некоторого линейного простран

ства, 

8) L* ·-· пространство дуальное 
к линейному пространству L, 

9) для подпространства L' ли
нейного пространства L под

пространство авв L' с L * яв
ляется аннулятором L', т. е. 
аввL' :=(а Е L*I a(L') =О). 

3 Алгебры и группы 
руемых по мере 11, • 

4) Q - двухточечно-однородное 

риманово пространство, отлич

ное от евклидова, 

4Числа после обозначений указывают 
номера страниц, на которых это обозначе

ние определяется. 

1) JR - поле вещественных чи

сел, 

2) С -·- поле комплексных чисел, 

3) JНI - алгебра кватернионов, 

4) Са - алгебра октав (алгебра 
Кэли), 



xvi УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ И СОГЛАШЕНИЙ 

5) С00 (М) - алгебра бесконеч
но гладких вещественнознач

ных функций на гладком мно

гообразии 1\!f, 

6) С~(М) - подалгебра алгеб
ры С00 (М, !С), состоящая из 
функций с компактным носи

телем, 

7) Р(Т* М) - алгебра бесконеч
но гладких вещественных функ

ций на кокасательном рассло

ении Т* }vf многообразия 1\1!, 
полиномиальных на слоях, 

8) С00 (М, !С) - алгебра беско-
нечно гладких комплекснознач

ных функций на М, 

9) C;;'°(l\II,!C) - подалгебра ал
гебры С00 (1\/f, С), состоящая 
из функций с компактным но

сителем. 

10) ,:\:'(Л1) - бесконечномерная ал

гебра Ли гладких векторных 

полей на гладком многообра

зии 1"vf, также .1:'(А1) является 
модулем над С00 (М), 

11) U(g) - универсальная обер
тывающая алгебра для алгеб

ры Ли g, 

12) LDiff(C), RDiff(C), LRDiff(C) -
алгебры лево-, право- и биин

вариантных дифференциальных 

операторов на группе Ли С со

ответственно, 

13) Diffa(M) - алгебра С-инва
риантных дифференциальных 

операторов на С-однородном 

пространстве 1\1, 

14) LDiffк(C) - алгебра С-лево
инвариантных и К-правоинва

риантных дифференциальных 

операторов на С, где К - под

группа группы Ли С, 

15) 0(1, п), Oo(l, п) 20, 

16) W;:-(x) 121, 

17) 8p(g) 123. 

4. Операции 

1) о - йорданово умножение в ал
гебре ~з(Са); в остальных слу
чаях обозначает композицию 

двух операций, 

2) Lc,T - производная Ли тен
зорного поля Т вдоль вектор

ного поля ~' 

3) \i' - связность Леви-Чивиты 
на римановом многообразии, 

4) gradf - градиент функции f 
на римановом многообразии, 

5) adx - присоединенное дей
ствие элемента Х из алгебры 

Ли, 

6) Adq - присоединенное дей
ствие элемента q из группы 

Ли, 

7) Adq* о - коприсоединенное деи-

ствие элемента q из группы 

Ли, 123 
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8) [А, В] - коммутатор в алгеб- 18) Е1Э - прямая сумма линейных 

рах, в частности, коммутатор пространств, если не сказано 

векторных полей как опера- иное, 

торов, действующих на функ-
19) Kil9 - форма Киллинга алгеб-

ции, 

ры Ли fl-
9) {А, В} -- антикоммутатор в ал-

гебрах, 5. Разное 

10) [ер, Ф]Р - скобки Пуассона функ- 1) i,j, k - мнимые единицы в ал-
ций 'Р и ф на пуассоновом гебре кватернионов, 
многообразии, 

11) (·, ·) - скалярное произведе-

ние, 

12) irn Л - образ отображения Л, 

13) Л -I ······ обратное отображение 
(вообще говоря, многозначное) 
для отображения Л, 

14) id - тождественное отображе

ние, 

15) 7Г; - различные проекции 

• 7Г1 - проекция группы 

на ее однородное простран

ство 12, 14, 32, 130, 

7Г2 - 44, 

- 7Г3 - 72, 

- 1r4 - 132, 

• 1Г1, 1Г2 ..... 149, 

16) d7Г и 71"* - дифференциал отоб

ражения 71", 

17) d7Г* - кодифференциал отоб

ражения 1r, 

2) dirniк - размерность чего-либо 
над полем !К, 

3) (z1 : ... : Zn+1) - однородные 
координаты точки проективно

го пространства, 

4) Rez,Imz вещественная 

и мнимая части элемента 

из z Е С, JВI, Са, 

5) А \ В -···· разность множеств, 

6) symb D ----- символ дифферен

циального оператора D 139, 

7) 61 - группа всех перестано
вок l элементов. 
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Если явно не сказано противное, то все многообразия, линейные 

пространства, алгебры и т. п. предполагаются вещественными; гладкие 

многообразия, кроме того, являются хаусдорфовыми, паракомпактными 

и удовлетворяют второй аксиоме счетности. 

Группы Ли обозначаются прописными латинскими буквами, а их ал
гебры Ли - соответствующими строчными готическими буквами. 

Также строчными готическими буквами обозначаются и линейные под

пространства алгебр Ли. Четыре серии простых классических ком
плексных алгебр Ли обозначаются прописными готическими буква

ми 2tn, ~п' ltn, 1)п· 
Для линейного пространства V мы не включаем единицу и тем са

мым элементы нулевой степени в тензорную алгебру T(V). Аналогично 
обстоит дело с симметрической алгеброй S(V) и универсальной оберты
вающей алгеброй И(g) алгебры Ли g. 

Если группа G действует в линейном пространстве V, то под тер
мином ее инварианта в V понимается инвариантный многочлен с ар
гументами из V, т. е. инвариантный элемент из симметрической алгеб

ры S(V*), где V* -- дуальное пространство для V. 
Скалярное произведение в комплексном и кватернионном линейных 

пространствах антилинейно по первому и линейно по второму аргумен

ту. Кватернионное линейное пространство является правым относитель

но умножения на кватернионы. 

Квадратный корень из вещественных положительных чисел поло

жителен, для остальных комплексных чисел произволен. 

Под многочленом от некоммутативных переменных понимается упо

рядоченный многочлен, т. е. каждый его моном является упорядоченным 

произведением. 
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ГЛАВА 1 

Двухточечно-однородные римановы 

пространства 

Евклидово пространство обладает рядом замечательных свойств. 

Оно является связным и односвязным топологическим пространством, 
т. е. его топология проста. Евклидово пространство является плоским, 

полным, однородным и изотропным римановым пространством. Более 

того, для каждой размерности только оно обладает этими свойствами. 

В силу этих причин, евклидово пространство - удобная и исторически 

первая арена для построения механических моделей. 

Если не настаивать на том, чтобы физическое пространство было 

плоским и односвязным, то следующими кандидатами на его роль бу

дут так называемые двухточечно-однородные пространства, т. е. про

странства, в которых любая пара точек может быть преобразована под

ходящей изометрией в любую другую пару точек с тем же расстоя

нием между ними. Наиболее известным представителем этого к.пасса 

римановых пространств являются односвязные пространства постоян

ной кривизны. Их группа имеет максимальную размерность (для про
странств фиксированной размерности), и они являются пространствен

ноподобными сечениями простейших моделей общей теории относитель

ности. 

В начале этой главы мы приводим классификацию двухточечно

однородных римановых пространств, а затем описываем специальное 

разложение алгебры Ли группы изометрий произвольного неевклидо

ва пространства этого класса. С помощью этого разложения и свойства 
однородности в главе 5 будет получена явно инвариантная форма двух
частичного гамильтониана в этих пространствах. Однако изучение более 

тонких свойств этих пространств (например, алгебр инвариантных диф

ференциальных операторов на расслоениях единичных сфер над этими 

пространствами) требует их моделей, которые описаны в конце данной 
главы. 



2 ГЛАВА 1 

§ 1.1. Классификация 

Ниже Q обозначает произвольное двухточечно-однородное связное 
риманово пространство. Классификация этих пространств была получе
на в (215; 221], (см. также (167; 26]) и имеет следующий вид (п Е N): 

1) евклидово пространство Еп, п? 1; 

2) сфера sп, п? 1; 

3) вещественное проективное пространство pn(JR.), п? 2; 

4) комплексное проективное пространство pn(C), п ~ 2; 

5) кватернионное проективное пространство pn(IНI), п ~ 2; 

6) октавная проективная плоскость Р2 (Са); 

7) вещественное гиперболическое пространство (пространство Лоба
чевского) нn(JR.), п? 2; 

8) комплексное гиперболическое пространство пп(С), п ~ 2; 

9) кватернионное гиперболическое пространство нп(IН!), п? 2; 

10) октавная гиперболическая плоскость Н2 (Са). 

В низших размерностях имеются изоморфизмы: P 1 (JR.) ~ 8 1 , Р1 (С)~82 , 
P 1 (IНI) ~ 84

, Р 1 (Са) ~ 88 , Н1 (С) ~ H 2 (JR.), H1 (IНI) ~ H 4 (JR.), Н1 (Са) ~ 
~ H 8 (JR.) (32; 82]. 

Существуют различные подходы к классификации данных про

странств. Напомним, что ранг симметрического пространства ·- это 

размерность его максимального плоского вполне геодезического подмно

rообразия. 

Теорема 1.1. Пусть Q - связное риманово пространство, G -
связная компонента его группы изометрий, а Кх - стационарная 

подгруппа для точки х. Тогда следующие условия 1 и 2 эквивалентны 

1) пространство Q является двухточечно-однородным; 

2) действие стационарной подгруппы Кх на всех единичных сферах 
TxQ, \:/х Е CJ в касательных пространствах является транзи
тивным; другими словами, пространство Q изотропно. 



§ 1.1. КЛАССИФИКАЦИЯ 3 

Совместно эти условия означают, что группа G транзитивно 
действует на множестве всех геодезических. Поэтому при выполне
нии любого из этих условий все геодезические на компактном про
странстве Q замкнуты и имеют одинаковую длину. 

Кроме того, полное односвязное симметрическое риманово про

странство ранга один является двухточечно-однородным. 

Доказательство этих утверждений можно найти в [26] (лем
ма 8.12.1), [215; 221], см. также ссылки в [130] (с. 535). Для ком
пактных двухточечно-однородных пространств (т. е. пространств типов 

2-6) группа G компактна, а для остальных двухточечно-однородных ри
мановых пространств она некомпактна. 

Следующие два утверждения характеризуют двухточечно-однород
ные пространства с помощью оценок секционной кривизны. 

Теорема 1.2 (М. Бергер, [110]). Пусть М - полное односвязное 
четномерное риманово пространство, секционная кривизна которо

го и удовлетворяет неравенству 

(1.1) 

и диаметр которого равен 1Г. Тогда JИ изометрично риманову сим
метрическому пространству ранга один, которое является в силу 

теоремы 1.1 двухточечно-однородным. 

Теорема 1.3 ([110]). Пусть М - полное односвязное римано
во пространство, секционная кривизна которого и удовлетворяет 

неравенству (1.1). Тогда либо М гомео.м,арфно сфере, либо изомет
рично риманову симметрическому пространству ранга один, которое 
снова является двухточечно-однородным. 

В последующих параграфах данной главы описаны модели всех ком

пактных двухточечно-однородных римановых пространств и простран

ства H"(IR). Известны также модели пространств Н"(С) и нп(JНI). Ав
тору неизвестно, описана ли где-либо модель для пространства Н2 (Са) 
или нет. 

Напомним, что рангом rkg' полупростой алгебры Ли g' (комплекс
ной или вещественной) называется размерность ее максимальной ком
мутативной подалгебры. Ранг rkg' совпадает с минимальной коразмер
ностью АdG-орбит. Орбиты такой коразмерности образуют в g' открытое 
плотное множество. 



§ 1.2. Специальное разложение алгебры Ли 
инфинитезимальных изометрий 
двухточечно-однородных римановых пространств 

Пусть Q - компактное двухточечно-однородное риманово простран

ство (т. е. пространство одного из типов 2-6), G - компонента еди
ницы его группы изометрий, а g - алгебра Ли группы G. Зафик
сируем некоторую точку xu Е Q (индекс х0 будет часто опускаться 
в дальнейшем) и пусть К - стационарная подгруппа группы О, со
ответствующая этой точке, а t с g ее алгебра Ли. Все геодезиче
ские пространства Q замкнуты 1 и по теореме 1.1 имеют одинаковую 
длину 2 diam Q, где diam Q обозначает максимальное расстояние меж
ду двумя точками пространства Q, т. е. его диаметр. Положим R = 
= 2diamQ/к для пространства P 11 (JR) и R = diamQ/к для остальных 
двухточечно-однородных римановых пространств. Тогда максимальная 
секционная кривизна этих пространств равна R- 2 , а минимальная сек
ционная кривизна пространств Р11 (<С), P11 (IНI), Р2 (<Са) равна (2R)- 2 

[130]. 
Обозначим через р(х, у) расстояние между точками х, у Е Q 

и пусть р1 (х, у) - длина гладкой кривой /, соединяющей точки х и у. 
Для замкнутой кривой 'У обозначим через р'У(х, у) длину ее кратчайшего 
сегмента между точками х и у. Для точки х Е Q подмножество А,, с Q, 
состоящее из всех точек у, для которых р(х, у) = diarn Q, называется 
антиподальным многообразием для х. Для сферы sп многообразие Ах 
состоит из одной точки, для пространства Р"(ОС) многообразие Ас изо
метрично рп- 1 (0С), где![(= JR,<C или JНI. Для пространства Р2 (<Са) мно
гообразие Ах изометрично S8 [130; 131]. 

Предложение 1.1. Пусть ~/ - замкнутая геодезическан, соединя

ющая точки Хо и х1 Е "(,так что р'У(х1, хо)= diamQ. Тогда 

1) р'У(х0 ,х) = р(х0 ,х) для любой точки х Е "(,в частности, х 1 Е Ах0 ; 

2) если геодезическая 11 =/= 'У соединяет х0 с другой точкой х Е ~/, 
то х = х1; 

3) если х Е 'У и О< р(х0 ,х) < diarnQ, то подгруппа Ко группы G, со
стоящая из всех изометрий, сохраняющих точки хо и х, сохраняет 

1 Помимо компактных двухточечно-однородных римановых пространств. существуют 
и другие римановы пространства, для которых все геодезические замкнуты [9; 45]. 



§ 1.2. РАЗЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРЫ Ли ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ ИЗОМЕТРИЙ 5 

все точки геодезической 1; таким образом, Ко не зависит от выбо
ра х при выполнении условия О < р( х0 , х) < diam Q. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На протяжении всего доказательства мы исполь
зуем тот факт, что в полном связном римановом пространстве расстоя

ние между любой парой точек реализуется некоторой геодезической и, 

наоборот, любая кусочно-гладкая кривая, реализующая это расстояние, 

является геодезической [26; 46]. 
Пусть х2 Е Ах0 • Тогда существует геодезическая 1', соединяющая 

точки :со и х2, такая что р'У1(ха,х2) = р(.та,х2) = diamQ. По теоре
ме 1.1 существует изометрия q Е К, переводящая геодезическую 1' в /. 
Поэтому справедливо равенство 

diam Q = р(ха, .т:2) = Р-!'(хо, х2) = р(ха, qx2) = р1 (хо, qx2). 

Отсюда следует qx2 = х 1 и, таким образом, р(х0 , х1) = р7 (хо, х1) 
= diamQ. 

Предположим, ЧТО х Е r и Р-у(хо, х) < diam Q, НО р(хо, х) < 
< р1 (х0 , х). Пусть расстояние между точками х0 и х реализуется гео
дезической ;:;;. Тогда кривая, состоящая из геодезической ;у и интервала 
геодезической/ между точками х и х 1 , имеет длину меньше чем diamQ, 
невозможность чего доказывает первое утверждение теоремы. 

Докажем второе утверждение. Предположение р11 (хо, х) < р'У(хо, х) 
противоречит уже доказанному первому утверждению. Ввиду экви

валентности всех геодезических обратное неравенство р71 (хо, х) > 
> р1 (хо, х) также невозможно. Отсюда р11 (хо, х) = р1 (хо, х). Ес
ли х # х 1 , то существует ломаная кривая, состоящая из двух геоде
зических сегментов и соединяющая точки хо и :r1 длины diam Q. Это 
дает р(хо, х1) < diamQ, что противоречит первому утверждению теоре
мы. Поэтому х = х1 . 

Докажем последнее утверждение. Пусть q Е К0 , тогда изометрия q 
переводит сегмент i геодезической "f, соединяющий точки хо и х, в гео
дезический сегмент, соединяющий те же точки. Но ввиду второго утвер

ждения теоремы не существует такого геодезического сегмента, кро

ме 9 и 1\9. Поскольку эти сегменты имеют различные длины, получа
ем q(:Y) = :::;. По тем же причинам справедливо равенство q( 1\::У) = 1\:У, 
откуда следует ч( ~f) = т 

Пусть /Ко - подмножество геодезической/, состоящее из всех Ко
неподвижных точек. Непрерывность К0-действия на пространстве Q 
влечет замкнутость множества '/ко. Любая геодезическая ;у реализу
ет строгий минимум длин кривых, соединяющих любые две достаточно 
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близкие точки кривой :У [46]. Поскольку группа Ко сохраняет геодези
ческую ')', то множество "/Ко является открытым подмножеством в ')'. 
Отсюда "!Ко = ')', что завершает доказательство. • 

Форма Киллинга КП9; (Х, У) на произвольной алгебре Ли g' опре
деляется как след отображения Z --+ [Х, [У, Z]], Х, У, Z Е g'. 

Поскольку пространство Q симметрическое, то в алгебре g суще
ствует дополнительное по отношению к подалгебре t подпространство р, 
такое что [t, р] с р, [р, р] с t. Подпространство р можно естественно 
отождествить с касательным пространством Tx0 Q. При этом отождеств
лении ограничение формы Киллинга алгебры g на пространство р и ска
лярное произведение на Tx0 Q пропорциональны. В частности, разложе
ние g = р ЕВ t однозначно определяется точкой хо. Пусть (-, ·) - скаJiяр
ное произведение на алгебре g, пропорциональное ее форме Киллинга 
и такое, что его ограничение на подпространство р ~ T~0Q совпадает 
с ограничением римановой метрикой g на Тхо Q. Включения 

[р, [t, р]] с t, [р, [t, t]] с р 

и определение формы Киллинга влекут ортогональность пространств р 
и t друг другу относительно скалярного произведения (·, ·). Из резуль
татов [53; 130] можно извлечь следующее ключевое утверждение. 

Предложение 1.2. Алгебра g допускает следующее разложение 
в прямую сумму подпространств: 

(1.2) 

такое что diш а = 1, А - ненулевая линейная форма на подпростран

стве а, diшtл = diшрл = q1, diшt2л = dimP2л = q2, Р = аФРл Е9Р2л, 
t = to Е9 tл Е9 t2л; здесь q1, q2 Е {О} U N, подалгебра а является макси
мальной коммутативной подалгеброй в подпространстве µ и соответству
ет касательному вектору к геодезической :У в точке х0 . Все слагаемые 
в ( 1.2) ad~0 -инвариантны, и справедливы следующие включения: 

[а, Рл] с tл, [а, tл] с Рл, [а, Р2л] с t2л, 

[а, t2л] с Р2л, [а, to] =О, [tл, Рл] с Р2л Е9 а, (1.3) 

[tл, tл] с t2л ЕВ to, [Рл, Рл] с t2л Е9 to, [t2л, t2л] с to, [Р2л, Р2л] с to, 
[t2.л,Р2л] с а, [tл, t2л] с tл, 

[tл,Р2л] с Рл, [Рл, t2л] с Рл, 

[Рл,Р2л] с tл. 
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Более того, для любого базиса ел,i, i = 1, ... , q1 , пространства Рл и лю
бого базиса е2л,i, i = 1, ... , qz, пространства Р2л существуют бази
сы .fл,i, i = 1, ... , qi, и f2л,;, i = 1, ... , q2, в пространствах tл и t2л 
соответственно, такие что: 

[Z, ел,i] = -Л(Z)fл,;, [Z, fл,;] = Л(Z)ел,i, i = 1, ... , q1, (1.4) 

[Z, е2л,;] = -2Л(Z)f2л,;, [Z, f2л,i] = 2Л(Z)е2л,;, i = 1, ... , qz, VZ Е а. 

1 
Если вектор Л Е а удовлетворяет условию (Л, Л) = R2, то /Л(Л)j = 2. 

Неотрицательные целые числа q1 и q2 называются кратностями 
пространства Q. Тройка (q1 , q2, R) характеризует Q однозначно, с точ
ностью до перестановки sп .--. pn(JR). Для пространств 5п и pn(JR) 
мы имеем q1 = О, qz = п - 1; для пространства pn(C): qi = 2n - 2, 
q2=1; для пространства pn(JНI): q1 = 4n - 4, qz = 3 и для простран
ства Р2 (Са): q1 = 8, q2 = 7. Для пространств 5п и pn(:IR.) можно было 
бы наоборот считать, что q1 = п - 1, q2 = О. Наш выбор соответствует 
изометриям Р1 (С) ~ 82 , Р1 (JНI) ~ 84 . 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1. Пространство а Ф Р2л порождает в пространстве Q вполне 
геодезическое подмногообразие постоянной секционной кривизны R-2 и раз
мерности q2 + 1. Для пространств sп, Рп(С), рп(JНI), Р2 (Са) это подмногообра
зие является сферой. Для пространства Pn(R) это подмногообразие совпадает 
со всем pn(R). При qi =/=О элемент Л и произвольный ненулевой элемент про
странства Рл порождают в Q вполне геодезическое двумерное подмногообразие 
постоянной кривизны (2R)- 2

. 

Пусть вектора ел,i, fл,;, i .= 1, ... , q1, и е2л,;, f2л,;, i = 1, ... , qz, 

такие, как в предложении 1.2. Выберем вектор Л Е а так, что Л(Л) = ~· 
Следующее предложение легко получается из предложения 1.2. 

Предложение 1.3. Пространства а E+J to, tл Ф Рл, t2л Ф Р2л попарно 
ортогональны. Кроме того, 

(ел,;,ел,1) = Uл,i,fЛ,j), (ел,;,fл,1) = Uл,;,ел,j} =О, 
i,j=1, ... ,q1, (1.5) 

(е2л,;, е2л,j} = U2л,;, f2:л,j}, (е2л,;,!2л"1) = U2:л,i, е2л,1) =О, 

i,j = 1, .. "q2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из Аdа-инвариантности метрики (" ·} следу
ет симметричность оператора 7~\ : Х -+ [Л, [Л, Х]] в пространстве g. 
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Этот оператор имеет следующие собственные подпространства а Е9 to, 
tл ffipл, t2л Е9Р2л, соответствующие собственным значениям О, -Л2 (Л) = 

1 = - 4, -4Л2 (Л) = -1 соответственно. Поэтому эти подпространства 

попарно ортогональны. Из Аdа-инвариантности метрики (·, ·) и равен
ства (1.4) следует, что 

Л(Л)(ел,i, ел,j) = ([Л, fл,i], ел,1) = -Uл,i, [Л, ел,J]) = Л(Л)(!л," fл,j)· 

Это доказывает первое равенство из (1.5). Ортогональность pJ_t влечет 
второе и четвертое равенства из (1.5). Третье равенство получается ана
логично первому. 8 

Тождество Якоби и формула (1.4) дают [Z, [ел,i, fл,i]] = О. Поэтому 
из соотношения (1.3) вытекают включения [ел,i, f л,-;]Еа. Пусть [ел,i, fлJ] = 
=: х;Л. Аdа-инвариантность метрики (-, ·) влечет равенства 

О= (Л, [ел,i, fл,i]) + ([ел,-;, Л), fл,i) = 

= хi(Л, Л) + Л(Л)(!ц, fл,i), 

из которых, используя (1.5), мы получаем: 

Л(Л) Л(Л) 
х; = - (Л, Л) Uл,i, fл,;) = - (Л, А) (ел,;, ел,i)· 

Аналогично получается: 

Используя свободу в предложении 1.2, выберем базис { ел,i}{~1 в про
странстве Рл и базис { е2л,j} 3:1 в пространстве Р2л ортогональными 
с нормами их элементов, равными R. Тогда элементы А, ел,;, е2л,1 , i = 
= 1, ... , q1 , j = 1, ... , q2 , образуют ортогональный базис в простран

стве р, а элементы fл,-;, .f2л,j. i = 1, .. . ,q1 , j = 1, ... ,q2, образу
ют ортогональный базис в пространстве tл ЕВ t2л согласно предложе
нию 1.3. Заметим, что из (1.5) следуют равенства (fл,;,fл,i) = R 2, 
i=l, ... ,q1, (!2л,j,f2л,j) = R2, j = 1, ... ,q2. 
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Предложение 1.4. 

1) Соотношения (1.4) могут быть переписаны в следующем виде: 

1 1 1 
[Л, ел,i] = -2fл,i, [Л, !л,i] = 2ел,i, [ел,i, fл,;] = 2Л, 

(ел,;, ел,J) = Uл,;, fл,j) = t5;jR2
, i,j = 1, ... ,q1 , 

(1.6) 
[Л, е2л,i] = ··- fzл,i, [Л, .f'2л,i] = е2л,i, [е2л,i, f2л,i] = -Л, 

(е2л,i,е2л,J) = (.f2л,;,f2л,j) = t5;jR2
, i,j = 1, ... ,q2, (Л,Л) = R2

. 

2) Пусть Х и У - некоторые элементы базиса 

пространства m := аЕ!Эtл Е!Эt2л ЕЕФл ЕIЭР2л- Обозначим через Х{п про
екцию элемента Х' Е g на пространство m по отношению к разло
жению g=toв.эm. Разложим элемент [X,Y]m по базису (1.7). Тогда 
его координаты, соответствующие элементам Х и У, равны нулю. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соотношения (1.6) очевидны. Ввиду включе
ний из предложения 1.2 достаточно доказать второе утверждение пред
ложения только в следующих двух случаях: а) Х = ел,i, У= fzл,j 
и Ь) Х = fл,;, У = f2Л,J· Рассмотрим случай а). Из (1.3) сле
дует, что [!2л,j, ел,;] Е Рл- Аdс-инвариантность метрики (-, ·) да
ет ([f2л,J,ел,;],ел,;) = -(ел,;,[f2л,j,ел,;]), i = 1, .",q1,j = 1, ... ,qz, 
и поэтому [J2л,j, ел,;]1-ел,i· Учитывая ортогональность базиса { ел,;Н~ 1 
пространства !Jл, мы получаем второе утверждение предложения в слу

чае а). Случай Ь) рассматривается аналогично. • 

В следующем предложении собрана полезная информация об алгеб
рах Ли g, соответствующих двухточечно-однородным римановым про
странствам. Эту информацию можно найти в [18; 23; 59; 130]. 

Предложение 1.5. Некомпактные двухточечно-однородные про

странства типов 7,8,9, 10 аналогичны компактным двухточечно-однород
ным пространствам типов 2(3),4,5,6 соответственно. В частности, это 
означает, что алгебры g групп изометрий аналогичных пространств яв
ляются различными вещественными формами одной и той же простой 

(за исключением случаев S3 ,P3 (JR),H3 (JR), см. ниже) комплексной ал
гебры Ли g(C). Переход от одной такой вещественной формы к другой 
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осуществляется умножением подпространства р из разложения g = t Е1Э р 
на мнимую единицу i (или на -i).2 

Для пространств s2п, P 2n(JR), H 2n(JR), п ? 1 имеем g(C) = so(2n + 
+1,С) = !Бп; для пространств s2п- 1 ,p2п- 1 (JR),H2n-l(JR), п? 3: g(C) = 
= so(2n, <С) = 1'п; для пространств рп(с), нп(С), п ? 2: g(C) = s!(n + 
+ 1, С) = 2tп; для пространств pn(JНI), нп(JНI), п ? 2: g(C) = sp(2(n + 
+ 1), С)= <!:п+ 1 ; для пространств Р2 (Са), Н2 (Са): g(C) = f4. 

Здесь символы 2tn, Q3n, <tn, 1'п обозначают четыре серии простых 
комплексных алгебр Ли рангов п Е N, алгебра Ли f4 ранга 4 являет
ся одной из пяти исключительных простых комплексных алгебр Ли3 . 
Их компактные вещественные формы имеют тот же ранг п. Для про

странств S3 ,Pз(JR),H3 (JR) справедливы равенства g(C) = so(4,C) = 
= so(3, С) Е1Э so(3, С) (прямая сумма алгебр Ли). Их некомпактная ве
щественная форма so(l, 3), соответствующая пространству H 3 (JR), про
ста, а компактная вещественная форма, соответствующая простран

ствам S3 ,P3 (JR), простой не является: so(4) = so(3) E9so(3). 
Обозначим через S(g)G = S(g)1 подалгебру Аdа-инвариантных эле

ментов в коммутативной симметрической алгебре S(g) для простран
ства g (см. п.2.1.2 ниже). Алгебра S(2tп) 1 свободно порождена мно
гочленами степеней: 2,3,4 .. . п + 1; алгебры S(Q3n) 1 и S(<tп) 1 много
членами степеней: 2, 4, 6 ... 2п; алгебры S(1'п) 1 многочленами степеней: 
2, 4, 6 ... 2п - 2, п; наконец, алгебра S(f4) 1 порождена многочленами сте
пеней: 2, 6, 8, 12. 

Ввиду естественного изоморфизма (g*)* ~ g алгебра S(g) изоморф
на алгебре P(g*) всех полиномиальных функций на дуальном простран
стве g*. Предыдущий абзац, таким образом, дает информацию о сте
пенях независимых образующих алгебр инвариантов Аd~,_действий, где 
группа G пробегает простые комплексные группы Ли или их веществен
ные формы. 

Подалгебра а' вещественной полупростой алгебры Ли g' называет
ся JR-диагонализуемой, если все операторы вида ad", х Е а' в некото
ром базисе алгебры g' записываются диагональными матрицами. Веще
ственным рангом rkR g' алгебры g' называется размерность некоторой 
ее максимальной JR-диагонализуемой подалгебры а' Е g' [23; 130). Веще
ственный ранг компактной полупростой алгебры Ли, в частности алгебр 

2Фактически это унитарный трюк Вейля из теории представлений. 
3Остальные исключительные простые комплексные алгебры Ли обычно обозначаются 

g2, t5, t7, ев, где индексы равны их рангам. Их компактные вещественные формы обозна
чаются так же. 
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локальных изометрий, соответствующих пространствам типов 2 - 6, ра
вен нулю. Вещественный ранг алгебры g, соответствующей некомпакт
ному неплоскому двухточечно-однородному риманову пространству, ра

вен единице, а подалгебра ia является одной из соответствующих диаго
нализуемых подалгебр, где подалгебра а определена в предложении 1.2. 

Известно, что любой дискретный нормальный делитель D любой 
связной топологической группы G' лежит в ее центре ([63], лекция 9) 
и для люб~ связной группы Ли G существует ее уни!ерсальное на
крытие П: G --+ С связной и односвязной группой Ли G. Поэтому яд
ро п- 1 

( е) этого накрытия лежит в центре группы G и орбиты при
соединенных (коприсоединенных) действий групп д и с ~ с;п- 1 (е) 
совпадают. Резюмируем эти факты в следующем предложении для по
следующих ссылок. 

Предложение 1.6. Пусть С' и G11 
- связные локально изоморфные 

группы Ли. Тогда Аdс,-орбиты совпадают с Аdс"-орбитами, а Аd(;,
орбиты совпадают с Ad(;" -орбитами. Если G1 - группа Ли (не обя
зательно связная) локально изоморфная группе G', то каждая Adc1 -

орбита состоит из Ad0 , -орбит, диффеоморфных друг другу. То же самое 

справедливо и для Ad(;
1 
-орбит. 

§ 1.3. Модели классических компактных 
двухточечно-однородных римановых пространств 

1.3.1. Модель пространства рп (JН!) 

Пусть JНI --- алгебра кватернионов над полем JR со стандартным ба
зисом 1, i,j, k, где ij = ----ji = k, jk = -kj = i, ki = -ik = j. Кватерни
онное сопряжение действует по формулам: х + yi + zj + tk = х - yi -
- zj - tk, х, у, z, t Е JR. 

Обозначим JН!n+i - правое кватернионное пространство, а (z1 , ... , 

z11+1) - координаты на нем. Кватернионное проективное простран
ство pn(JНI) является фактор-пространством пространства JН!п+1 \(О) по 
отношению к умножению справа на элементы мулыипликативной груп

пы JНI* = JНI\(O). Набор кватернионов (z1 : ... : z11+1 ), заданный с точно
стью до умножения справа на произвольные элементы группы ]Н[*, явля

ется однородными координатами элемента4 7Т1 (z) пространства P11 (JНI)" 

4Чтобы отличать точку х Е М от ее координат, будем выделять ее в дальнейшем 
жирным шрифтом. 
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где 7r1 : JН[п+l \(О) __ , pn (1Нr) обозначает каноническую проекцию. Пусть 
п+l ' 

(х,у) := I: XiYi' х = (.т1, ... ,Хп+1),у = (у1,···,Уп+1)Е1Н1"'+1 - стан
i=l 

дартное скалярное произведение в пространстве JН[n+ 1 . Пусть 

z E1Нrn+ 1 \(0), ~i Е T~JН!n+1, (i = n1*~i E1~1 (z) (P"(JНI)), i = 1, 2. 

Метрика 

9/z((1,(2) = ((6,6)(z,z) - (6,z)(z,6)) /(z,z) 2 (1.8) 

на пространстве P"'(lНI) является аналогом метрики постоянной секци
онной кривизны на пространстве pn(JR) (см. п. 1.3.3) и метрики по

стоянной голоморфной секционной кривизны на пространстве рп(с) 

(см. п. 1.3.2). Вещественная часть метрики (1.8) является римановой 
метрикой на пространстве pn(lНr): 

g = 4R2 Reg. (1.9) 

Нормировочный множитель 4R2 в ( 1.9) выбран исходя из следу
ющих соображений. Пространство Р 1 (1Н1) с этой метрикой является 
сферой 84 со стандартной метрикой постоянной секционной кривиз
ны л-2 . Действительно, рассмотрим гомеоморфизм l/: Р1 (JHr)---+ llii 9" 8 4 , 

v(z1, z2) = z1 (z2)-
1 

= z Е IНI, где JНI - кватернионное пространство, 
пополненное бесконечно удаленной точкой. Для п = 1 формула (1.9) 
принимает вид 

2 (d:Z1 dz1+d:Z2dz2)(/z11 2+ /z2J 2)-( d:Z1 · z1 +d:Z2 · z2)(z1 dz1 +z2dz2) 
g=4R . 

(/z1l2 + /z2/2)2 
(1.1 О) 

С помощью формулы /z2J 2dz1 ---z1z2dz2 = \z21 2(dz)z2 простые вычисления 
приводят выражение ( 1.1 О) к виду 

g = 4R2dzdz 

(1 + fzf2)2 

метрики постоянной секционной кривизны л-2 на сфере 8 4 (см. п. 1.3.3 
ниже). 

Пусть Вм(р) - геодезический шар радиуса р, Sм(р) - его гра
ница (геодезическая сфера радиуса р) в римановом пространстве Af, 
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а vol(-) -- соответствующая функция объема, порожденная метрикой. 
Известно [31; 131], что 

7r2n(2R)4n. 4п( р) ( 2 ( р )) 
vol (ВР"(ШI)(Р)) = (2п + l)! sш 2R 1+2псоs 2R . 

Отсюда 

vol (SP"(JНI) (р)) = dd val (BP"(IНI) (р)) = 
,р 

7r2n(2R)4n-l . 4(п-1) ( р ) . 3 ( р) 
- SШ - SШ -
- 4(2п - 1)! 2R R ' 

7r2n(2R)4n 
vol(P11 (JНI)) =vol(BP"(IНI)(кR)) = ( )' 

2п + 1. 

Левое действие группы UIНI(n+l), состоящей из кватернионных мат-
-т 

риц А размера (п+ 1) х (n+ 1), таких что А А= Е, сохраняет скалярное 
произведение(·,·) в пространстве JН[п+I, dimnt UJНI(n + 1) = (2п + З)(п + 1). 
Если записать кватернионные координаты в пространстве JН[n+l как па
ры комплексных чисел, то группа UJНI(n+ 1) отождествляется с симплек
тической группой Sp(n + 1). 

Левое и правое умножения всегда коммутируют, поэтому ле

вое действие группы UJНI(n + 1) корректно определено на простран
стве рп(JНI). Очевидно, оно транзитивно и сохраняет метрику g. Ста
ционарная подгруппа точки пространства pn(IНI) с однородными коор
динатами (1, О, ... , О) является группой Uн(n)UJНI(l), где группа UJНI(n) 
действует на последние п координат, а группа UIНI(l) действует умно
жением слева всех однородных координат на кватернион с единичной 

нормой. Все стационарные подгруппы для точек однородного простран

ства сопряжены, и потому изоморфны. Таким образом: 

рп(JН!) = UIНI(n + 1)/(UIНI(n)UJНi(l)). 

Алгебра Ли UJНf(n + 1) состоит из кватернионных матриц А разме
-т 

ра (п + 1) х (п + 1), таких что А =-А. Пусть Ekj - матрица разме-
ра ( п + 1) х ( п + 1) с единственным ненулевым элементом, равным 1, 
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расположенным на пересечении k-ой строки и j-го столбца. Элементы 

WkJ = ~(EkJ - EJk), 1:::;; k < j:::;; п + 1, YkJ = ~(EkJ + EJk), 

nkj = ~(Ekj + Ejk), ekj = ~(Ekj + Ejk), 1:::;; k:::;; j:::;; п + 1, 

(1.11) 

образуют базис алгебры uшr( п + 1). Коммутационные соотношения для 
этих элементов имеют вид: 

1 
[wkj, Wmz] = 2 (t5jmWkz -- t5km Wjl + t5k1Wjm ---- Dj!Wkm), 

1 
[Ф kj, Ymz] = 2 ( Djm У kl - r5km У jl + r51j У km --- r51.k У jm) , 

[Ykj' Ymz] = ~ (t5jm Wtk + t5km Wlj + r5kLWmj + t5jl\Vmk), 

1 
[Ykj, rlmz] = 2 (t5Jm8zk + t5km8lj + r5k18mj + r5jl8mk), 

(1.12) 

плюс аналогичные соотношения, получаемые из последних трех цик

лической перестановкой У _, rl _, е _, У, где w kj = - w jk, w kk =О, 
Ykj = Yjk, пkj = njk, ekj = ejk· 

1.3.2. Модель пространства pn(C) 

Факторизуя пространство сп+~ \(О) по действию мультипликатив
ной группы С* = С\(О), получаем комплексное проективное простран
ство рп(с). Пусть 

- каноническая проекция, а 

n+l 

(х, у) := L XiYi1 х = (х1, ... 'Хп+1), у= (у1, ... 'Уп+1) Е сп+~ 
i=l 

- стандартное скалярное произведение в пространстве сп+l. 
Метрика g постоянной голоморфной секционной кривизны в про

странстве pn(C) определяется той же формулой (1.8), как в простран
стве рn(Щ, где теперь zЕсп+1 \(О), ~iETzcп+i, (i=1Г1*~iETni(z) (Рп(С)), 
i=l,2. 
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Риманова метрика g на пространстве pn(C) задается формулой: 

g =4R2 Reg. (l.13) 

При п = 2 нетрудно проверить (как в п. 1.3. l), что гомеомор

физм т: Р1 (С)--; с~ S2, т(z1, z2) = Z1 (z2)- 1 = z Е С, переводит (l.13) 
в метрику 

g = 4R2dzaz 

(1 + \zl 2
)

2 

секционной кривизны я-2 на сфере S2 (см. п. 1.3.3 ниже). 
Для комплексного проективного пространства справедливы форму

лы [31; 131] 

1Тn(2R)2n . 2n ( р ) 
vol (Врп(сJ(Р)) = п! sш 2R , О~ Р ~ 1ТR, 

vol ( Spn (С) (р)) = ddp vol( Врп (С) (р )) = 

- sш2(n 1) - sш -1Тn(2R)2n-l . _ ( р) . (р) 
- (п - 1)! 2R R ' 

(41ТR2)п 
vol (Рп(С)) = vol (Bpn(c)(1ТR)) = 

1 п. 

Левое действие группы G = SU(n + 1) на пространстве сп+~ сохра
няет скалярное произведение(·,·) и индуцирует действие группы SU(n+ 
+ 1) на пространстве pn(C), сохраняющее метрики g и g. 

Стационарной подгруппой, соответствующей точке пространства 
pn(C) с однородными координатами (1 : О : ... : О), является группа 
U(n) = SU(n)U(l), где подгруппа SU(n) действует стандартным обра
зом на последние п координат, а подгруппа U(l) действует умножением 
первой координаты на число еiФ и второй на число е-iФ, ф Е R mod 21!". 
Таким образом, pn(C) = SU(n + l)/U(n). 

Выберем базис для алгебры su(n + 1) в виде: 

\Ilkj = ~(Ekj - Ejk), Tkj = ~(Ек,J + E_7k), 1 ~ k < j ~ п + 1, (l.14) 

Т k = ~(Е11 - Ек,k), 2 ~ k ~ п + 1. 
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Коммутационные соотношения для этих элементов легко извлекаются 

из (1.12), принимая во внимание, что Tk = ~(Т11 - Tkk) в обозначени
ях (1.11 ). 

1.3.3. Модели пространств sп, pn (JR.) и нп (JR) 

Пусть теперь (-, ·) - стандартное скалярное произведение в про
странстве JRn+l. Уравнение (х, х) = R > О определяет сферу sп ~ 
~ SO(n + 1)/ SO(n) с JR."+1 радиуса R со стандартной метрикой. 
Вещественное проективное пространство pn(JR) является фактор

пространством сферы sп при отождествлении: х rv -х. 

Пусть 

(1.15) 

- базис алгебры .so(n + 1). Коммутационные соотношения для его эле
ментов содержатся в (1.12). 

Сферу sп можно представить также в виде компактификации JRn LJ 
U оо с метрикой 

(1.16) 

где Yi - декартовы координаты в пространстве JRn. 
Действительно, рассмотрим стереографическую проекцию сферы 

sп с JRn+l из точки х' = (О, ... , О, -··R) на подпространство Р1 = 
= (х Е JRnl Xn+l =О). Пусть прямая, проходящая через точки х, х' Е S", 
пересекает подпространство Р1 в точке х. Тогда эта проекция отобража
ет точку х в точку х. Точка х' отображается в оо. Пусть С обозначает 
экватор сферы, лежащий в плоскости Р1 . Он состоит из неподвижных 

точек для данной проекции. Геодезическими сферы sп являются боль

шие окружности, которые при проектировании переходят в те евклидо

вы окружности на Р1 , которые пересекают С в антиподальных точках, 

а также в (евклидовы) прямые, проходящие через О Е Р1. 
Простые вычисления приводят к формулам для прямого 

п 

_ Rxi . 1 ·с::-2 ~--2 R - Хп+l R 2 
Xi =я--, Z = , ... ,n, r := L_,Xi =я---+ Хп+l i=l · + Хп+l 

( 1.17) 
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и обратного отображения: 

2R2xi . R2 -- Т2 
Xi = -. -2 ~'i=1, ... ,п, Хп+l = R. 

R + r R 2 +Т2 
(1.18) 

Ограничение евклидовой метрики L::::-11 dхт в пространстве JRn+l 
на sп при проектировании переходит в метрику 

а подстановка Xi =: Ry; ведет к (1.16). 

Метрику (1.16) можно записать в сферической форме 

п 

9s = 4R2 (dт2 +г29s)/ (1 +r2
)

2
, г2 := LYT, ( 1.19) 

i=l 

где g8 ····· стандартная метрика на единичной сфере sп- 1 . Пусть v 
= 2r/(1 - г2 ). Тогда 

_ R2 dt• v 9s 
( 

2 2~ ) 
g,- +-- . 
· (l+v2 ) 2 1+112 

( 1.20) 

Данная форма метрики соответствует стереографической проекциИ сфе
ры S" из точки О Е JRn+l на подпространство Р2 = (х Е JRn+1

1 Хп+l = 
= R), где ·uR - евклидово расстояние от текущей точки Р2 до фик
сированной точки х" = (О, ... , О, R) Е sп. Очевидно, что эта проекция 
является двукратным накрытием пространства Р2 с особенностями на 

сфере sп- 1 = sп n Pi, которая переходит в оо. Евклидовы прямые в Р2 
являются геодезическими метрики (1.20), поскольку они являются об
разами больших окружностей на sп. Пусть р - расстояние от текущей 

точки до точки т = О в метрике ( 1.19). Тогда 

( 1.21) 
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Формулы объема имеют вид [31]: 

2 n/2 Rn lp/R 
vol (Вsп(р)) = _!!___ sinn-l t dt, О:'( р :'( пR, 

Г(!.1:) о 
2 

d 2 n/2 яп--1 ( р ) vol(Ssп(p)) = dvol(Bsп(p)) = 7Г sinn-l R , 
р Г(~) 

n+l 
2п_2_Rп 

vol(Sn) = vol(Bsп(пR)) = · , 
Г(п + 1) 

2 

где Г --- гамма-функция (см. приложение В). Для пространства pn(JR) 
первые две формулы при О ::;:;; р ::;:;; 1r R/2 те же, а последняя формула 
имеет вид 

Рассмотрим сходную конструкцию для гиперболического простран
ства H 11 (JR), вложенного стандартным образом в виде одной полы двух
полостного гиперболоида 

n 

-- L х7 + x;i+l = R.2 , :rn+l ~ R > О 
i=l 

в пространство JRп+ 1 , наделенное метрикой Минковского 

n 

L dx7 - dx;,+ 1 . 

i=l 

(1.22) 

(1.23) 

Стереографическая проекция из точки х' = (О, ... , О, -R) на подпро
странство Р1 взаимно-однозначно отображает компоненту гиперболоида 
с Хп+1 ~ R >О на открытый шар в Pi радиуса R с центром О Е JRп+ 1 . 
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Связь между координатами xi проектируемой точки и координата
ми Xi ее образа имеет вид: 

п 

~;_ R.тi ;_ 1 ::-;2_~~2 _:rп+1-RR2 2 х,. - R . , t - , ... , п, r - ~ xi - R < R , 
+ Хп+l i=l :rп+l + 

2R2x; . R2 + Г2 
Х; = . 

2 
:::2, i = 1, ... , n, Хп+l = R. 

R -r R2 -Г2 

При этом отображении ограничение метрики Минковского (1.23) 
на компоненту гиперболоида с Хп+1 ~ R переходит в метрику 

а подстановка х; =: Ry; ведет к 

(1.24) 

Данная модель гиперболического пространства в шаре называется 
моделью Пуанкаре. 

Эта же метрика в сферической форме имеет вид 

(1.25) 

где метрика g8 такая же, как и в (1.19). 
Евклидова сфера в пространстве Р1, определенная уравнением r· = 1, 

называется абсолютом. Геодезическими в данной модели являются дуги 
евклидовых окружностей и отрезки евклидовых прямых, ортогональные 

(в евклидовом смысле) абсолюту. 

Пусть v = 2r /(1 + т2 ). Тогда 

gh-R +--2 ( dv2 ·u
2g8 ) 

- (1 - 1})2 1 - 112 • 
( 1.26) 

Данная форма метрики соответствует стереографической проекции той 

же полы гиперболоида из точки О Е Rn+l на подпространство Р2 = 
= (х Е Rп+1 1 Xn+l = R), где vR ---- евклидово расстояние от теку
щей точки из Р2 до фиксированной точки х11 = (О, ... , О, R). Евкли
довы прямые в Р2 являются геодезическими метрики (1.26), поскольку 
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геодезические метрики ( 1.23) на гиперболоиде высекаются двумерными 
плоскостями в ~п+1 , проходящими через точку О Е ~п+l. Эта модель 
гиперболического пространства в единичном шаре известна как модель 

Бельтрами-Клейна. 

Расстояние р от точки r- = О в метрике (1.25) задается формулой: 

( 1.27) 

Существует также модель Пуанкаре гиперболического простран

ства в верхнем полупространстве: 

( 1.28) 

с метрикой: 

В этой модели геодезическими являются евклидовы прямые х; = с; = 
= const, i = 1, 2, ... , п -1, и дуги евклидовых окружностей, ортогональ
ные (в евклидовом смысле) подпространству в !Rn, заданному уравне
нием Хп = О. Объединение посJ1еднего подпространства с бесконечно 

удаленной точкой является абсолютом. 

Группа всех линейных преобразований пространства ~п+1 , сохраня
ющих метрику (1.23), называется псевдоортогональной группой и обо
значается 0(1, п). Она состоит из четырех связных компонент. Две 
из этих компонент переставляют полы двухполостного гиперболои

да (1.22). Две другие компоненты образуют группу изометрий простран
ства нп(~). Пусть Oo(l, п) - компонента единицы группы 0(1, п). Она 
транзитивно действует на нn(JR) со стационарной подгруппой изоморф
ной группе SO(n). 

Существует три типа действия однопараметрических подгрупп 
exp(tX), Х Е g, t Е JR группы Oo(l, п) в гиперболическом простран
стве нn(JR) (96]. Однопараметрическая подгруппа, изоморфная груп
пе 8 1 , сохраняет все точки некоторого вполне геодезического подмного
образия, изометричного пространству нп-2 (JR) при п ~ 4, и называется 
вращением или эллиптическим преобразованием. В малых размерно
стях она сохраняет все точки некоторой геодезической (при п = 3) или 
некоторую точку (при п = 2) и называется вращением вокруг данной 
геодезической (оси вращения) для п = 3 или вокруг данной точки (цен
тра вращения) для п = 2. Соответствующий элемент Х называется 
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эллиптическим. Евклидово вращение в двумерных евклидовых плоско

стях, проходящих через точку у.; = О, i = 1, ... , п, является примером 
вращения для модели (1.24). Аналогичное вращение в двумерных ев
клидовых плоскостях, параллельных гиперплоскости Хп = О, является 

примером вращения в модели (1.28). 

Если некоторая однопараметрическая подгруппа группы Oo(l, п), 
изоморфная группе JR, сохраняет некоторую геодезическую, то она 

называется трансляцией вдоль этой геодезической (оси трансля

ции) или гиперболическим преобразованием. Соответствующий эле
мент Х Eso(l, п) называется гиперболическим. Дилатация Xi ---> etxi, 
t Е JR, для модели (1.28) является примером трансляции. 

Последним типом действия однопараметрической подгруппы явля

ется параболическое действие подгруппы группы Oo(l, п), изоморфной 
группе JR. Примером такого действия для модели ( 1.28) является ев
клидов СДВИГ х ---> х + tc. t Е JR, где х Е JR+, с Е ]Rn' Сп = о. Для 
пространства H 2 (JR) он сдвигает точки вдоль системы гороциклов, ко
торые являются кривыми, ортогональными в каждой точке пучку геоде

зических, имеющих общую точку на абсолюте. Соответствующий эле

мент ХЕ .so(l, п) называется параболическим. 

Благодаря транзитивности группы изометрий любое эллиптическое, 

гиперболическое или параболическое преобразование сопряжено преоб
разованию одного из рассмотренных примеров. 

Многие формулы для сферической метрики (1.16) формально преоб
разуются в формулы для гиперболической метрики (1.24) подстановкой 

Yi ---> =Fiyi, r ---> =Fir, ·и --+ =Fi·u, R---> ±iR, ( 1.29) 

благодаря соотношениям 

cos(ix) = chx,sin(ix) = isinx, arctg(ix) = iarctl1x. (1.30) 

Данное преобразование соответствует преобразованию из предло

жения 1.5. Отметим, что множитель ±i из предложения 1.5 соответ
ствует множителю =Fi в (1.29), поскольку элементы алгебры Ли со
ответствуют векторным полям, которые являются дифференциальными 

операторами первого порядка. 

Сходное соответствие справедливо и для других двухточечно

однородных пространств. 
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§ 1.4. Модель проективной плоскости Кэли 

Наше описание в данном параграфе алгебры Кэли <Са и проектив
ной плоскости Р2 (<Са) основано на работах [63; 90; 95]. Мы использу
ем модель проективной плоскости Р2 (<Са.) на основе йордановой алгеб
ры ~з(<Са) (см. ниже). Отметим также существование иной модели плос
кости Р2 (<Са), построенной в [ 181], на основе обобщенных проективных 
координат (см. также [91; 94] и [115]). 

1.4.1. Алгебра <Са 

В соответствии с теоремой Фробениуса существует только четыре 

конечномерных алгебры с делением над полем IR: само IR и алгебры <С, IНI, 
<Са. Последняя является восьмимерной нормированной алгеброй с деле
нием - алгеброй октав. Она некоммутативна и неассоциативна, но аль

тернативна, т. е. для любых двух элементов ~' r1 Е <Са выполняются ра
венства (~rJ)'Т/ = ~(ryr1) и ~(~r/) = (.;~)r7. Группой всех автоморфизмов 
алгебры <Са является простая особая компактная вещественная 14-
мерная группа Ли G2. Стандартный базис алгебры <Са над полем IR 
есть {еi}Т=О• где ео = 1 Е JR И СТ = -1, Ciej = -ejei, i,j = 1, ... , 7, 
i=f-j. Элементы {ei}J=1 перемножаются в соответствии со следующей 
схемой: 

Рис. 1.1 

Здесь eieJ = ek, если эти элементы расположены на одной пря
мой или окружности и упорядочены как ei, ej, ek. Октавное сопряже
ние с <Са н <Са действует по формулам i(eo) = ео = ео, i(ei) = ei = 
= -ei, i = 1, ... , 7 и линейно продолжается на всю алгебру <Са. Пусть 

Re~ = ~(~+Z), Im~ = ~(~-Z), ~ Е <Са. Определим скалярное произведе-
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1 - -
ние в Са формулой: (r1, ~) = '2(7J~ + ~'ТJ) = Re(~'IJ) = Re(ry~) Е JR., а норму 

формулой jj·r1\\ = (17, r1) 1/ 2 . В алгебре Са любые два элемента порожда
ют ассоциативную подалгебру и справедливо центральное тождество 

Муфанг: 

и· ху, и= пх · yv,, ·а, .т, у Е <Са. (1.31) 

Здесь использованы обозначения 7L • ху := п(ху), ху · 11, := (ху)'п. 
Приведем следующее описание левого и правого (8-мерных) спинор

ных представлений группы Spin(8) в алгебре Са [59; 63], которое будет 
использовано в дальнейшем. Определим линейные операторы в Са: 

L": ~ 1--+ ~е"~, а= 1, ... , 7, ~ Е <Са, 

L,"(3: € 1--+ ~e"(ef30, 1 ~а< f3 ~ 7, ~ Е tCa. 

Эти операторы являются образами некоторого базиса алгебры Ли .spin(8) 
под действием левого спинорного представления группы Spin(8), т. е. 
генераторами данного представления. Аналогичным образом операторы 

1 Ra: ~ 1--+ 2~е,,,, а = 1, ... , 7, ~ Е <Са, 

1 Ra,{3: ~ 1--+ 2((ер)еа, 1 ~а< f3 ~ 7, ( Е <Са, 

являются генераторами правого спинорного представления группы Spin(8). 
Все эти операторы кососимметричны по отношению к скалярному про

изведению в Са. 

Написанные выше формулы определяют операторы La,fЗ, Rc.,{3 также 
для 1 ~ f3 < а ~ 7. Если Са' является пространством чисто мнимых 
октав, и Е <Са', ~ Е <Са, то ввиду альтернативности алгебры Са получаем: 

Для и= ее.+ ef3, 1 ~а< /3 ~ 7, выполняются равенства 

-2~ = -(je" + еrз\ 2 = €(еа + ef3). (еа + еrз) = 
= ~еа . еа + ~еа . еrз + ~ef3 . еа + (еrз . еrз = 

= ···-( + ~еа · е.в + (еrз · е,,, - ~ 
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и ~е"' · еrз + ~еrз · еа = О. Аналогично еа · еrз~ + е.в · еа~ = О. Для О ~ i, 
j ~ 7, i # j, мы можем написать более общие формулы: 

(1.32) 

полезные в дальнейшем. 

В частности, мы имеем La,(3 = -L11,a, Ra,{3 = -R,1,a, 1 ~ а:, (3 ~ 7, 
а:# (3. 

Группа Spin(8) является двукратным накрытием группы 80(8), 
и тавтологическое представление последней индуцирует векторное пред

ставление группы Spin(8), также, очевидно, 8-мерное. Для элемен
та q Е Spin(8) обозначим qL, qR и qv его образы при левом спинорном, 
правом спинорном и векторном представлениях соответственно. Следую

щее предложение является одной из версий принципа тройственности 

для группы Spin(8)5 . 

Предложение 1.7 ((63]). Для любого элемента q Е Spin(8) выпол
няется равенство 

(1.33) 

Наоборот, если А, В, С - ортогональные операторы Са f--+ Са, такие что 

A(.;r1) = В(О · С(rт) 

для любых .;, r7 Е Са, то существует единственный элемент q Е Spin(8), 
такой что А = q v, В = qL, С = qR. 

Из уравнения ( 1.33) легко следуют его инфинитезимальные анало-
ги: 

V;(~rт) = 11;(.;) · rt +.; · R;(ry), i = 1, ... , 7, 

V;,.i(.;r1) = L;,.1IO · Т/ +.; · R;,j(Т/), 1 ~ i < j ~ 7, .;, r1 Е Са, 
(1.34) 

где v;, и Vi,j - генераторы векторного представления группы Spin(S). 

1.4.2. Йорданова алгебра ~ 3 (Са) 

Подобно комплексному и кватернионному случаю, эрмитово сопря
жение А г--; А* для квадратной матрицы с элементами из алгебры Са 

5 Другие версии принципа тройственности можно найти в [95]. 
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определяется как композиuия сопряжения в Са и транспонирования мат

риuы А. Матриuа А называется эрмитовой, если А*= А. Простая осо
бая йорданова алгебра 1) 3 (Са) состоит из всех эрмитовых 3 х 3 матриц 
с элементами из Са. Она наделяется йордановым умножением: 

Хо У= ~(ХУ +УХ), Х, У Е IJ3 (Ca). 

Это умножение удовлетворяет тождеству (Х2 о У) о Х = Х2 о (У о Х), 
которое выделяет йордановы алгебры в классе коммутативных алгебр. 

Размерность йордановой алгебры !Jз(Са) над полем IR равна 27. Любой 
ее элемент представим в виде: 

(1.35) 

где 

~ ~ ) , Е2 = ( ~ ~ ~ ) , Ез = ( ~ ~ ~ ) , 
о о о о о о о 1 

~ ~ ), Х2(~) = ( ~ ~ ~ ), Хз(~) = ( ~ ~ 0~ ), 
~ о ~ о о о о 

ai Е IR, ~i Е Са, i = 1, 2, 3. Нетрудно проверить, что 

Е . E·-{Ei,ecлиi=j, ., о 1 -
· О, если i # j, 

{ 

О, если i = j, 
Ei о Xj(~) = 1 _ . . 

2xj(O, если i # J, 
( 1.36) 

, { (~, ТJ)(Е - Ei), если i = j, 
Xi(~) о X1 (r1) = 1 r _ • . 

2Хн1(~17), если J = i + 1 nюd 3, 

где Е = Е1 + Е2 + Е3 - единичная матриuа. В последней формуле все 

индексы рассматриваются по модулю 3. 
Группой всех автоморфизмов йордановой алгебры !Jз(Са) являет

ся простая компактная 52-мерная особая вещественная группа Ли F4 . 

Эта группа сохраняет следующие билинейную и трилинейную формы: 



26 ГЛАВА 1 

А(Х, У) = tr(X о У), В(Х, У, Z) = А(Х о У, Z). Наоборот, любой ли
нейный оператор fJз(Ca) f-4 fJз(Ca), сохраняющий эти две формы, лежит 
в группе F4. 

Определим норму элемента (1.35) по формуле //Xj/ 2 = А(Х, Х) = 
= L:~=l (ат+ 21~1 2 ). Последнее равенство является следствием (1.36). 

Теорема 1.4 (Фрейденталь, [63]). Для любого элемента Х E[J3 (Ca) 
существует автоморфизм Ф Е F4, такой что 

(1.37) 

а числа >..1 ?: Л2 ?: Лз однозначно определяются элементом Х. Два 
элемента из [J 3 (Ca) лежат на одной орбите группы F4, если их диа
гональные представления (1.37) совпадают. 

1.4.3. Октавная проективная плоскость Р2(Са) 

Элементы ХЕ [J3 (Ca), удовлетворяющие условиям 

Х2 = Х, tr Х = 1, (1.38) 

образуют октавную проективную плоскость Р2 (Са), которая явля
ется 16-мерным вещественным многообразием. Автоморфизмы алгеб
ры [J3 (Ca) сохраняют уравнения (1.38) и группа F4 действует на Р2 (Са). 
Из теоремы Фрейденталя и уравнений ( 1.38) следует, что каждый эле
мент из Р2 (Са) подходящим преобразованием из F4 можно перевести 
в элемент Е1 . Поэтому Р2 (Са) является однородным пространством 
группы F4 и вычисления из [63] (лекция 16) показывают, что стаци
онарная подгруппа любой точки ХЕ Р2 (Са) изоморфна группе Spin(9). 

Пусть элемент 

находится в некоторой окрестности элемента Е1 , т. е. величины ai, l~il, i = 
= 1, 2, 3 достаточно малы. Из (1.36) получаем 

и равенство Х о Х = Х влечет а1 = а2 = аз = О, 6 = О. Это означа
ет, что касательное пространство ТЕ1 Р2 (Са) отождествляется с множе
ством {Х2(6) + Хз(6) 16,6 Е Са.}. 
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Пусть К С F4 - стационарная подгруппа, соответствующая точ

ке Е1 и действующая автоморфизмами в пространстве ТЕ1 Р2 (<Са) ~ 
:::. {Х2(6) + Хз(6) 16,6 Е Са}. Пусть Ко - стационарная подгруппа 
группы К, соответствующая элементу Хз(l) Е ТЕ1 Р2 (Са). 

Согласно § 3.5, мы должны вычислить Ко-действие на простран
стве ТЕ1 Р2 (Са). Для любого элемента Х Е fJз(Ca) пусть annX := 
= {У Е f) 3 (<Ca) 1 У о Х =О}. Будучи автоморфизмом алгебры fJз(<Ca), 
элемент Ф Е Ко сохраняет пространство annXз(l). Из формул (1.36) 
следует, что 

annXз(l) = {а(Е1 - Е2) +ЬЕз +ХзЮ la,b Е R, ~ Е <Са'}. 
Если Ф(Е1 - Е2) = а(Е1 - Е2) + ЬЕз + Хз(~), то 

1 =А (Е1 - Е2, Е1) =А (Ф(Е1 - Е2), Ф(Е1)) = 

=А (а(Е1 ·- Е2) + ЬЕз + Хз(~), Е1) =а. 
Отсюда Ф(Е1 - Е2 ) = Е1 - Е2 + ЬЕз + Хз(~) и равенство llE1 - E2ll = 
= llФ(E1 - E2)ll дает Ь =О,~= О. Это означает, что Ф(Е2) = Е2 и по
этому Ф(Ез) = Ф(Е - Е1 - Е2) = Е - Е1 - Е2 = Ез. Таким образом, 
группа Ко сохраняет элементы Е1, Е2, Ез. 

Пусть К' - максимальная подгруппа группы F4 , сохраняющая 
элементы Е1,Е2,Ез. Тогда Ко с К' С К. Поскольку аrшЕ1 = 
= {а2Е2+азЕз+Х1 (~),а 1 ,а2ЕR,~ЕСа}, то группа К' отображает 
элемент Х1Ю в элемент Х1 (~) и аналогично Xi(~i) f-7Xi([;),i=1,2,3. 

Пусть Фi : Са f-7 <Са, i = 1, 2, 3, -- ортогональные операторы такие, 

что ФXi(~i) = Xi (Фi(~i)) для Ф Е К'. Из последней формулы в (1.36) 
следует, что 

Хз (Фз(~r1)) = Ф (Хз(~·rу)) = 2Ф (Х1(~) о Х2(17)) = 

= 2Ф (Х1(~)) о Ф (Х2(т1)) = 

= 2Х1 (Ф1(~)) о Х2 (Ф2(17)) = Хз ( Ф1(~)Ф2(т1)). 

Отсюда получаем равенство 

для Ф Е К',~' 1] Е <Са. 

( 1.39) 

Обозначим через Са;, i = 1, 2, 3, области действия операторов Фi, 
i = 1, 2, 3. Тогда ТЕ1 Р2 (<Са) :::. Ca2EEJ<Ca3, где верхний индекс * обозначает 
сопряженное пространство. 6 

6 Здесь мы рассматриваем октавы ~ Е Са2 и Т/ Е С.аз как «координаты• элемен
тов Х2(~) и Хз(r7) соответственно. 
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Из формулы ( 1.39) и предложения 1. 7 следует 

Предложение 1.8. Операторы Ф1 и Ф 2 являются соответственно 
левым и правым представлениями группы Spin(8) ~ К', а компози
ция i о Ф3 о t является векторным представлением той же группы. 

Поскольку группа Spin(8) является универсальной (двукратной) на
крывающей группы 80(8), их алгебры Ли spin(8) и so(8) изоморфны. 

Рассмотрим представление алгебры Ли :е' группы К' в простран
ствах Са.;, i = 1, 2, 3. Все эти представления являются точными. 
Для А Е :е' обозначим A(i) соответствующий кососимметричный опе
ратор в Cai, i = 1,2,3. Из (1.39) получаем следующий инфинитези
мальный аналог принципа тройственности: 

(1.40) 

Из формулы (1.34) следует, что если A(1)=Li (соответственно A(1)=L;,j), 

то AC2J = Ri, А(з) = io"V;ot (соответственно AC2J = Ri,j, А(з) = iov'i,joL). 
Отождествим алгебру :е' с ее векторным представлением в простран

стве Саз, в частности, положим А = А (з) для А Е :е', Обозначим через и 
включение подалгебры :е' в алгебру Ли f4 , соответствующую группе F4 . 

По определению, алгебра Ли е0 группы Ко с К' состоит из косо
симметричных операторов в Са3 , переводящих 1 Е Са3 в О. Из выше

сказанного вытекает следующее предложение. 

Предложение 1.9. Группа Ко изоморфна группе Spin(7), действу
ющей в пространстве Са1 по левому спинорному представлению, в про
странстве Са2 по правому спинорному представлению (эквивалентно
му для группы Spin(7) левому, см. (3.40) ниже), а в пространстве Са~ 
по векторному представлению, которое является ограничением соот

ветствующего представления группы К'~ Spin(8). 

Пусть m - пространство 3 х 3 косоэрмитовых матриц с элементами 
из алгебры Са и нулевым следом. Пусть 

(° о о У,(О ~ ( ~ о ~) У1Ю= о о о о ' 
о -~ о о 

( °' н Уз(~)= -( о l; Е Са, 
о о 
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- элементы из пространства m, а его линейное подпространство m0 
состоит из элементов вида 

з 

L Yi(i;i), i;i Е Са. 
i=l 

Из результатов [63] (лекция 16) можно извлечь следующее утвержде
ние: 

Предложение 1.1 О. Для произвольного элемента У Е m линейный 
оператор ad У: ~з(Са) r--+ ~з(Са), действующий по формуле ad У(Х) = 
= УХ - ХУ, Х Е ~3 (Са), является дифференцированием алгеб
ры ~3 (Са). Поэтому пространство m содержится в алгебре f4 , которая 
раскладывается в прямую сумму линейных подпространств: 

При этом справедливы следующие коммутационные соотношения: 

[хА, ad Yi(i;)] = ad Yi(A(i)i;), i = 1, 2, 3, (1.41) 

r ( ) ( )] _ { xCi,t;,11, если j = i, 
lad У; i; , ad 1j fJ -

· ad Yi+2 (-[rl), если j = i + 1, 
(1.42) 

где А = А(3 ) Е t', i;, fJ Е Са, операторы A(i) такие же, как в форму
ле (1.40), индексы в последнем уравнении рассматрщзают~я по моду
лю 3, а косоэрмитовы операторы Сц,1J: Саз 1-4 Са3 , i = 1, 2, 3, задаются 
следующими формулами: 

Сц,11 : ( r--+ (~ • fi - (ry · Z, 
С2,~. 11 : ( r--+ fi · i;( - Z · ry(, ( Е Са, 
Сз,t;,1} : ( r--+ 4(i;, ()ry - 4('17, ()i;. 

(1.43) 

Действие операторов хСц,1J в пространствах Са1 и Са2 получается 



30 [ЛАВА 1 

из ( 1.43) циклической перестановкой индексов: 

хСцл1са1 : ( н 4(~, ()rJ - 4(rJ, ()~, 

хС2,~лlса1 : ( н (~ · fi - (1/ · ~' 

хСз,~;111са 1 : ( н fi · ~( - ~ · 'Т/(, 

xCц,'1Jlca2 : ( н r; · ~( - ~ · TJ(, 

xC2,~,'1/lca2 : ( н 4(~, ()1/ - 4(r;, ()~, 

xCз,~,'1Jlca2 : ( н (~. rj - ('Г/. ~-

(1.44) 

Заметим, что в [631(лекция16) аналоги формул (1.39), (1.41) и послед
ней формулы (1.36) содержат ошибки. 

Для функции объема для октавной проективной плоскости Р2 (Са) 
справедливы следующие равенства [31; 131]: 

67rs(2R)1в . 16 ( р ) 
vol (Вр2(Са)(Р)) = ll! sш 2R Х 

х (1+8cos
2 (:я) +36cos

4 (:я) +120cos
6 (:я)), 

( ) d ( ) 2g7rs я1s . в ( р ) . 7 ( Р) vol Sp2(CaJ(P) = dp vol Вр2(Са)(Р) = 7! sш 2R sш R , 

67rs(2R)1в 
vol (Р2 (Са)) = vol (Вр2(Са)(1ГR)) = 1 11. 

Описание октавной проективной плоскости Р2 (Са) через йорда
нову алгебру ~з(Са) не является исключительным случаем в тео
рии двухточечно-однородных пространств. Остальные двухточечно
однородные пространства тоже могут быть описаны через соответству

ющие йордановы алгебры [95]. 
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Дифференциальные операторы 

на гладких многообразиях 

Инвариантность дифференциального оператора на гладком многооб

разии 1\tf по отношению к действию на М некоторой группы G (особенно 
группы Ли) играет большую роль в математической физике, поскольку 

способствует отбору физически значимых операторов. Алгебра Diffa(M) 
всех G-инвариантных дифференциальных операторов на li1 с комплекс
ными или вещественными коэффициентами предоставляет материал для 

построения G-инвариантных физических теорий. Свойства таких теорий 
тесно связаны со свойствами алгебры Diffc(Af). 

Гладкое многообразие М, однородное относительно действия груп

пы Ли G, называется коммутативным пространством, если ал

гебра Diffc(Л1) коммутативна. Известным примером коммутативного 
пространства является симметрическое пространство ранга l. Комму
тативная алгебра Diffc(M) для этого пространства имеет l свободных 
образующих [129]. В частности, для симметрических пространств ран
га один, которые в классе полных односвязных римановых пространств 

совпадают с двухточечно-однородными пространствами (теорема 1.1), 
алгебра Diff<:.(2\tf) порождается оператором Лапласа-Бельтрами. Кроме 
того, класс коммутативных пространств содержит слабо симметрические 

пространства [20]. 
Известны только спорадические примеры некоммутативных ал

гебр вида Diffc(M) (см" например, гл.2 из [131]). Одним из таких 
примеров является алгебра Diffoo(l,n)(M1) для пространства М1 = 
= Oo(l, п)/ SO(n--1), описанная в работе [182), где пространство М1 ин
терпретируется как тотальное пространство расслоения единичных сфер 
над гиперболическим пространством H 11 (1R). Другие примеры некомму
тативных алгебр вида Diffc(.l\tf) были рассмотрены в (194) и описаны 
ниже в главе 3. 
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§ 2.1. Инвариантные дифференциальные операторы 
на группах Ли и однородных пространствах 

Этот параграф содержит основы теории инвариантных дифферен

циальных операторов на однородных пространствах [82; 128; 129; 131]. 
Основной результат состоит в том, что алгебра инвариантных дифферен
циальных операторов на С-однородном многообразии конечно порожде

на над полем констант, описывается в терминах универсальной обер

тывающей алгебры U(g) и существует линейное взаимно-однозначное 
соответствие между инвариантными дифференциальными операторами 

и их символами, определяемыми ниже как элементы симметрической 

алгебры S(g). 

2.1.1. Основные обозначения 

Для наших целей достаточно считать, что поле констант есть IR, 
хотя большинство результатов этого параграфа справедливы и для поля 
констант С. 

. Пусть С - связная группа Ли, М - гладкое С-однородное много

образие, dim.M = т, dimC = N,xo Е М,Кх0 С С - стационарная под
группа точки Хо Е lvf, а txo С g = Те С - соответствующая подалгебра 
Ли, где е Е С - единичный элемент. Выберем подпространство Рхо С g, 
так что g = Рхо Е!:Э tx0 (прямая сумма линейных пространств). Далее 
в этом параграфе точка х0 фиксирована и мы опускаем индекс хо в обо
значениях Kx0 ,tx0 ,Pxo и им подобных. 

Отождествим пространство Мс фактор-пространством левых клас
сов смежности группы G по ее подгруппе К. Пусть 1Г1 : С --+ С/ К -
естественная проекция. Обозначим 

- левый и правый сдвиг на группе С, а 

Tq: х ~ qx, q Е С, х Е М, 

действие элемента q Е С на М. Очевидно, что п1 о Lч = тq о 1Г1, 
q Е С, й 71"1 о Rq = п1 , q Е К. Пусть левые и правые сдвиги действуют 
на пространстве С00 (С) по формулам: 
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Аналогично левый сдвиг действует на пространстве С00 (М) по формуле: 

Тq(f)(x) = f(q- 1x), f Е С00 (М), q,q1 Е G. 

Тогда Lq1q2 = Lq1 о Lq2 , Rq1q2 = Rq2 о Rqp тq1 q2 = тq1 о тq2 , Lq1 о Rq2 = 

= Rq2 0Lq11 q1,q2 Е G. 
Пусть Diff(G) и Diff(M) - алгебры дифференциальных операторов 

с гладкими вещественнозначными коэффициентами на группе G и про
странстве ]vf соответственно. Определим действие сдвигов на операторы 

формулами: 

Rq(D) = Rq о о о Rq-1, 
rq(O) =тqoOoiq-1, 

Определим также следующие подалгебры: 

О Е Diff(G), 

О Е Diff(M). 

LDiff(G) := {о Е Diff(G)I Lq(D) =о, Vq Е G}' 

Diffc(M) := {О Е Diff(M)I тq(О) =О, Vq Е G}, 

RDiff(G) := {О Е Diff(G)I Rq(D) =О, Vq Е G}, 

LRDiff(G) := {о Е LDiff(G)/ Rq(O) =о, Vq Е G}' 

LDiffк(G) := {О Е LDiff(G)I Rq(D) =О, Vq Е К}. 

Алгебра А называется фильтрованной, если существует последо
вательность {Fi}~ 1 ее подпространств такая, что 

F1CF2c ... cA=UFi и FiF1CFi+j· 
i;;,l 

Алгебра А называется градуированной, если существует последователь

"° ность {Ai}~1 ее подпространств такая, что А = Е]Э Ai и AiAj С 
i=ol 

АнJ. Для фильтрованной алгебры А соответствующей градуирован-
оо 

ной алгеброй grA является алгебра ff)Fi/Fi-1· Если а Е Ft/Fi-1 
i=l 

и Ь Е F1 / F1-1, то произведение аЬ, очевидно, принадлежит фактор-

пространству Fнj/1'i+1-1· 
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Степень элемента а Е А равна i, если а Е Fi \ Fi-1· Алгеб
ры Diff(.Л1) и Diff(G) имеют стандартные фильтрации, для которых про
странства Diff(M)i и Diff(G)i состоят из дифференциальных операторов 
степеней ~ i. Для алгебры А обозначим ZA ее центр. 

Пусть е1 , ••• , eN - базис в алгебре g такой, что е1, ... , em - базис 
в подпространстве р, а em+1, ... ,eN - базис в подалгебре ~.Пусть 

Xl(q) = (dLч)ei, X[(q) = (dRg)ei, i = 1, ... , N, q Е G, 

соответствующие подвижные реперы на группе G, состоящие соот
ветственно из лево- и правоинвариантных векторных полей. 

Пусть X/(q), x:(q) - соответствующие дуальные реперы. Для эле
мента У Е g обозначим У1 и у•· соответствующие лево- и правоинва
риантные векторные поля на G, а через У соответствующее векторное 

поле на М: У= dd ехр(tУ)з:! , х ЕМ. Очевидно, что dп1 (Yr) =У. 
t t=O 

Отметим, что левоинвариантное векторное поле соответствует правым 

сдвигам на группе G, а правоинвариантное векторное поле - левым 

сдвигам. 

Определим коммутатор векторных полей 1 Х', У' Е Х(.Лf) через 
их действие на функциях f Е С00 (М): 

[Х', Y'JJ = Х'(У' f) - У'(Х' f). 

Хорошо известно, что соответствие Х-+ Х, Х Е g меняет знаки комму
таторов (см" например, [lO], 7.21): 

[.X,Yj = -[х, У]. (2.1) 

В частности: 

[Х", У"]= -[...,·г, У"]. (2.2) 

С другой стороны, правое действие группы Ли сохраняет знаки ком

мутаторов. В частности, для правого действия группы G на ней самой 
имеем: 

(2.3) 

1 Для любого гладкого многообразия М, не обязательно наделенного действием груп
пы G. 
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2.1.2. Инвариантные дифференциальные операторы на группах 
Ли 

Пусть И1 (g) с И2(g) С . . . С U(g) - стандартная фильтрация 
универсальной обертывающей алгебры U(g) для g, где подпростран

ство Uk(fl) состоит из элементов вида Pi(e1 , •• "eN), 1 ~ i ~ k, а Pi -
многочлен степени i без постоянного члена2 . Поскольку [Ui(g), Uj(g)] с 
С Инj-1 (.g), градуированная алгебра gr U(g) коммутативна. 

Пусть S(V) - симметрическая алгебра для конечномерного ве
щественного линейного пространства V, т. е. свободная коммутатив

ная алгебра над полем JR, порожденная элементами произвольного ба
зиса в пространстве V. Эта алгебра градуирована подпространства
ми Si(V), i ~ 1, состоящими из однородных многочленов степени i. 

Для элемента У Е g обозначим через У* соответствующий элемент 
из S(g). Присоединенное действие группы G на g естественно продол
жается до действия G на алгебре U(g) по формуле: 

и аналогично до действия G на алгебре S(g). Для любой подгруппы К' 
группы G обозначим через U(g)K' и S(g)K' множества всех Аdю
инвариантных элементов в алгебрах U(g) и S(g) соответственно. 

Следующая теорема хорошо известна [18; 33; 63). 

Теорема 2 .1 (Пуанкаре-Биркгофа-Витта). Коммутативные 
алгебры gr U(g) и S(g) изоморфны. Множество (ei1 • ••• • eik 11 ~ ii ~ 
... ~ ik ~ N; k Е N) является базисом в U(g). 

Предложение 2.1 ([33], 2.4.5, 2.4.6). Линейное отображение 
симметризации Л: S(g)-+ U(g), определенное на мономах формулой · 

Л( ei1 • ••• • eiJ = ~! 2:: eio-<iJ • ... · eio-(kJ, 

o-E6k 

где 61с - группа, состоящая из всех перестановок k элементов, является 
изоморфизмом линейных пространств. 

Для любой подгруппы К' группы G обозначим через U(g)K' 
и S(g)K' множества всех Аdю-инвариантных элементов в алгебрах U(g) 

2Мы не включаем основное поле JR в алгебру U(g), как делают некоторые авторы (33; 
70], полагая Uo(g) := JR, [Uo(g), U(g)] =О. 
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и S(g) соответственно. Предложение 2.1 и очевидное равенство ЛoAdq = 
= Adq оЛ, \:/q Е G дают: 

Л ( S(g)K') = U(g)K'. (2.4) 

Векторные поля на группе G можно рассматривать как дифферен
циальные операторы первого порядка и любой дифференциальный опе

ратор на G можно рассматривать как многочлен от Х1 или от Х[, i = 
= 1, ... , N с переменными коэффициентами. Ясно, что любая полино

миальная комбинация левоинвариантных векторных полей на группе G 
с постоянными коэффициентами лежит в LDiff(G). Это соответствие 
определяет гомоморфизм i: U(g) ---> LDiff(G). Ниже под многочленом 
мы понимаем упорядоченный многочлен, в котором каждый моном яв

ляется упорядоченным произведением. 

Теорема 2.2. Гомоморфизм i является изоморфизмом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Остается доказать только сюръективность 1,. 

Пусть D Е LDiff ( G), тогда существует многочлен Р такой, что 

поскольку множество (t1, ..• tN) Е JRN является нормальными коорди
натами точки exp(t1 e1 + ... + tN eN) из некоторой окрестности единич
ного элемента е Е G. Тогда, ввиду левой инвариантности оператора D, 
имеем: 

Пусть 

D*= ~! L P(eu1 "."euN)EU(g). 
uE6N 

. N . 
Мы утверждаем, что 1,(D*) = D. Для элемента Х = tiei == I:i=l t'ei Е g 
получаем 
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где k Е N, yi := tti. Сравнивая члены, содержащие моном п:=l tJ', 
где 1 ~ Ji ~ N, в левой и правой частях последнего равенства, мы по
лучаем 

Это означает, что оператор О Е LDiff(G) вида 

лежит в i(U(g)). Ввиду линейности справедливы формулы 1.(D*) = D 
и IJ)iff(G) = 1.(U(g)). 8 

Из этого доказательства и предложения 2.1 мы получаем также: 

Следствие 2.1. Композиция Л* := t о Л является изоморфизмом 

линейных пространств S(g)---+ I,DifI(G), причем справедлива следую
щая формула: 

(Л*(Р(У;:, ... , 1~:))!) (q) = 

= Р(д / дti 1 , ... , д/дtik )f (q exp(ti1 Yi1 + · · · + tikYik)) lt=O = 

= ~! L P(r:~(l), ... ,v;1~щ)f(q), 
(2.5) 

иЕ6k 

где Yij Е g, j = 1, ... , k, а Р - многочлен. 

Для оператора О Е LDiff(G) назовем элемент (Л*)- 1 0 Е S(g) ли

символом оператора О. Пусть AdqD := LqoRq-1(0), О Е Diff(G), q Е G. 

Ясно, что отображение Adq является автоморфизмом алгебр Diff(G), 
LDiff(G), RDiff(G). Очевидно, 

AdqO = Rq--1(0), о Е LDiff(G). 

Лемма 2.1. Для элемента q Е G в алгебре LDiff(G) выполняется 
равенство: 

Adq о 1. = t о Adq . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для х Е g и f Е C 00 (G) имеем 

Adq о i(X)(J)lg = Lq о Rq-1 о i(X)(J)'g = Rq-1о1(X)(J)lg = 

= Rq-1 oi(X) (Rqf)i = dd J (gqexp(tX)q·-- 1 )1 
9 t it=O 

= dd f (gexp (tAdq X))I = (i о Adq Х(!)) (g); g, q Е G. 
t t=O 

В соответствии с теоремой 2.2 элементы i(X), ХЕ g, порождают алгеб

ру LDiff(G), поэтому в ней справедливо равенство Adq о i = i о Adq. 

Предложение 2.2. ZLDiff(G) = >."(S(g)c). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку алгебры LDiff(G) и U(g) изоморфны, 
выполнено равенство i(ZU(g)) = ZLDiff(G). 

Центр ZU(g) совпадает с множеством U(g)c. Действительно, ес-

ли У Е U(g)G, то [Х, У] = dd Adexp(tX) У\ = О, VX Е g, и поэто-
.t t=O 

му [А, У]= О, VA Е U(g). Наоборот, если У Е ZU(g), то 

;, Adexp(tX) У= ;, Adexp(tX) О :В Adexp(sX) У 1 s=O = Adexp(tX) [Х, У] = О, 
VX Е g, Vt Е R.. Отсюда AdexpX У= У, VX Е g и Adq У= У, Vq Е G, по
скольку связные группы Ли порождаются любыми окрестностями своих 

единичных элементов. 

Теперь предложение следует из равенства Л(S(g)G) = U(g) 0 . • 

Предположим, что алгебра Ли g полупроста, тогда ее форма Кил
линга Kil9 не вырождена. Пусть е;, i = 1, ... , N, - базис в ашебре g, 
а eJ, j = 1, ... , N, - дуальный базис, так что Kil9 (e;, е1) = бf. 

Лемма 2.2. Элемент С := eiei Е U(g) не зависит от выбора 
базиса ei и лежит в ZU(g). Кроме того, С = eiei. Таким образом, 
t(C) Е ZLDiff(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если ei = а{ eJ --- другой базис в алгебре g, то 
дуальный к нему базис есть eJ = Ь:: ei, где Ьiа} = дj. Отсюда ё;ёi 

= a{ЬieJek = бf,eJek = eJej и аналогично eie; = eiei. 
Форма Киллинга является аd9 -инвариантной. Поэтому 
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где [Х, ei] =а{ (X)ej, [Х, ei] = ;Зj(X)eJ. Таким образом: 

[Х, С] = [Х, e.;]ei + ei[X, ei] = aJ (X)eJei + ,Bj(X)eiej = 

= (а; (Х) + (Зf (Х)) ejei = О. 

Хорошо известно, что базис ei можно выбрать таким образом, что ei = 
= ±ei. Поэтому, поскольку в этом случае [е;, ei] =О, получаем С= eie;. 

Элемент С был введен Казимиром в работе [109]. Его образы под 
действием представлений алгебры g называются операторами Казими
ра. 

2.1.3. Инвариантные дифференциальные операторы на 
однородных пространствах 

Функции на С-однородном пространстве М ~ G /К находятся во 
взаимно-однозначном соответствии с функциями на группе G, инвари
антными относительно 3равых К-сдвигов. Это соответствие определя

~ся формулой ( : f---> J := f о 7Г1 , где f - функция на пространстве Jvf, 
f -··· соответствующая функция на группе G, а 7Г1, как и выше, -- кано

ническая проекция G ---> G /К. Если функция f гладкая, то функция J 
также гладка. Определим отображение 

r7: LDiffк(G)---> Diffa(M) 

формулой 

r7(D).f = С1 о О о((!), .f Е С00 (М), О Е LDiffк(G). 

Это отображение корректно определено, поскольку функция О о ((!) 
инвариантна относительно правых К-сдвигов. Очевидно, что 71 -- гомо
морфизм. 

Предположим, что пространство А1 редуктивно, т. е. Аdк р с р, 

и поэтому [р, t] с р. 
Это предположение справедливо, если М - риманово прос.тран

ство, а G - группа его изометрий или ее подгруппа. ДействитеJrьно, 

в этом случае стационарная подгруппа К компактна как подгруппа 

группы SO(rn). При помощи усреднения на группе К можно опреде
лить Аdк-инвариантное скалярное произведение на g и выбрать под
пространство р ортогональным к t относительно этого произведения 
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[46; 82]. В дальнейшем в связи с двухточечно-однородными простран
ствами мы будем рассматривать только этот случай. 

В некоторой окрестности точки хо Е Лf набор чисел ( х 1 , ... , xm) яв-

ляется координатами точки п1 (exp(I:;:1 xie;)). Пусть Р( 8~ 1 , ... , д~"") -
полиномиальное выражение оператора О Е Diffc(A1) в точке х0 . Опре
делим отображение 

х: Diffc(M)-+ S(p) с S(g) (2.6) 

формулой x(D) = P(ei, ... ,e;,,) Е S(p). Прямые вычисления показыва
ют, что отображение х не зависит от выбора базиса в пространстве р. 

Назовем элемент x(D) ли-символом оператора О Е Diffc(M). В слу
чае М = G это тот же ли-символ, что и в предыдущем пункте. 

Поскольку тq-1 оОотq =О, Vq Е G, для любой функции f Е С00 (М) 
имеем 

(DJ)(q.т0 ) = тq.1 о O(f)(x0 ) =О о i'q-1 (f)(x0) = 

= Р ( 8~1 , •.. , a:m) f (п (qexp(t xie;))) 1. 
i-1 х'=О 

= р (а=1," ·' д:m) т(qexp(t Xie;)) l"''=O 
(2.7) 

= r7 о Л*(Р(еr, ... , e;,,))f(qxo). 

Последнее равенство следует из (2.5). Пусть q Е К, Adq е; =: A{eJ 
J ·- AJ i ...,.. д - Aj д Ad * - AJ * -и у .- ix . 1огда -, -. - - ·i -. , q ei - - ;е1. и в силу qxo - хо 

дх' дуз 
выполнено равенство 

(OJ)(xo) = Р .( 8~1 , ... , д~rп) .f (ехр (t xi Adq ei)) 1. 
1-l х'=О 

( ) ( 
m )1 - д д - i = Р -1 ' ... , "' m f exp(L у ei) ' 

ду иу . . 
i=l у'=О 

где Р( ei, ... , е;,,) = Р (Adq е]', . .. , Adq e;rJ = Adq Р( ej', ... , е~.,), посколь
ку отображение х не зависит от выбора базиса в пространстве р, 
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в частности,_при переходе к базису Adq ei. С другой стороны, много
члены Р и Р являются двумя выражениями оператора О в точке х0 , 

поэтому P(ei, ... ,e~) = Р(еi,.",е;п), т.е. P(et, .. "e~) Е S(р)к, 
где S(p )к - множество всех Аdк-инвариантных элементов в алгеб
ре S(p). Отметим, что S(р)к с S(g)к. 

Рассуждая в обратном порядке, мы получаем из (2.7), что ес

ли P(ei"."e~)ES(p)к, то 

Л*(Р(еr, ... ,е~))Е LDiffк(G) и чоЛ*(Р(еr,".,е~))Е Diffc(M). 

Выражением оператора чо.Л*(Р(еi, ... , е~)) в точке х0 через коорди-

1 m р ( а а ) '* наты х , ... , х является снова - ах 1 , •.• , axm , поэтому хо 77 о л = 

= id. 
Формула (2.7) влечет равенство 170.Л* ох= id, т. е. коммутативность 

следующей диаграммы: 

И(g)к-~ ....... LDiffк(G) 

1 ry 
id Diffo(M) 

Таким образом, отображение х биективно, 77 - сюръективно, а отобра

жение Л'" = L о Л инъективно, откуда 

LDiffк(G) = Л*(S(р)к) Е9 kerr/. (2.8) 

Лемма 2.3. Для любой алгебры Ли g' и любой ее подалгебры t' 
обозначим через U(g')t' левый идеал в U(g'), порожденный подалгеб
рой t'. Пусть g' = р' Е9 t' - разложение алгебры Ли g' в прямую сумму 
линейных подпространств. Тогда линейное пространство U(g') до
пускает разложение: 

U(g') = U(g')t' Е9 Л(S(р')). (2.9) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прямое доказательство проводится индукцией 

по степени полиномиального выражения элемента из U(g') через эле
менты алгебры g'. 8 

Пусть (U(g)t)K - множество всех Аdк-инвариантных элементов 
из U(g)t. Оно является двусторонним идеалом U(g)к, поскольку для 
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элементов f Е t и g Е U(g)к справедливо равенство f g = ad1 g + gf = 
= gf. Поэтому корректно определена фактор-алгебра U(g)к /(U(g)t)к. 
Если t' = t, µ' = µ, то оба слагаемых в (2.9) являются Аdтс 
инвариантными и справедливо равенство 

(2.10) 

Согласно теореме 2.2 отображение i: U(g)--+ LDiff(G) является изомор
физмом. Поэтому в силу леммы 2.1 отображение ilu(g)к - изоморфизм 

алгебр U(g)к и LDiffк(G). Из разложений (2.8) и (2.10) мы получаем 

(2 .11) 

Очевидно, что 1J о 1 ((U(g)t)K) =О, и, сравнивая (2.11) с (2.8), получа
ем i ( (U(g)t)K) = ker ·17. 

Эти рассуждения можно подытожить в следующей теореме. 

Теорема 2.3. Изоморфизм 1J о L индуцирует изоморфизм 

1.*: U(g)к /(U(g)t)к--+ Diffc(M). 

Отображение 1J о Л * = '/'/ о L о Л является изоморфизмом линейных 
пространств S(µ)K и Diffc(M). 

Фильтрация алгебры U(g) индуцирует фильтрацию алгебры 
Diff0 (1\,f), совпадающую с естественной фильтрацией алгебры 
Diffc(M) как алгебры дифференциальных операторов. 

Ввиду ZLDiff(G) С LDiffк(G), из предложения 2.2 и леммы 2.2 
вытекает 

Следствие 2.2. Множество noЛ*(S(g)0 ) и элемент '1]01,(С) лежат 
в Z Diffc(M). 

Это означает, что любой Аd0-инвариантный элемент из S(g) по
рождает элемент из Z Diffc(M). Оператор Т/ о t( С) является оператором 
Казимира. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .1. Мы будем использовать оператор >. * о х(О) Е LDiff к ( G) 
как поднятие О оператора О Е Diffa(M) на группу G. 

Следующая теорема дает рецепт вычисления этого поднятия. 
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Теорема 2.4. Пусть D/x = Р(У1,.", Yk)J , где Р много-
0 Хо 

член, инвариантный 0_,тноси!!!ельно любой перестановки его аргумен-

тов, У1 , .•. , Yk Е g и У1 , ••. , Yk - соответствующие киллинговы век

торные поля. Тогда Л* о x(D) = P(Yi, ... , У~). Эта формула для под
нятия зависит от разложения g = t Е9 Р = tx0 Е9 Рха· 

ДокАЗАТЕльство. Поскольку 

~k dk 1 У f(xo) = kf (exp(tY)xo) , У Е g, f Е С00 (М), 
dt t=O 

то те же аргументы, что и в доказательстве теоремы 2.2, приводят к фор
муле: 

для любого многочлена Р и элементов У1 , ... , Yk Е g. Отсюда 

Df(xo) = Р (f1, ... , Yk) f(xo) = 

= Р (д/дt1 , •.. , д/дtk) f (exp(t1Y1 + ... + tkYk)xo) lt'=O. 

Таким образом, x(D) = Р (У1*, ... , Yn, и из следствия 2.1 и симметрич
ности многочлена Р получаем: Л* о x(D) = Р (У11 , ••• , Yn. • 

Следующее предложение содержит теоретические основы для вы

числения инвариантов в главе 3. 

Предложение 2.3 ([22] гл. 11, теоремы 3, 4). Пусть С - ком
пактная группа Ли, действующая в вещественном или комплексном 

векторном пространстве V. Тогда алгебра S(V*)G ее полиномиальных 
инвариантов является конечно порожденной. Для вещественного про

странства V орбиты действия группы С разделяются полиномиальными 
инвариантами. 

Для поиска инвариантов будет также использоваться следующая 

очевидная лемма. 
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Лемма 2.4. Пусть группа G действует в евклидовом простран
стве V, dim V = т ортогональными преобразованиями. Пусть ei, 
i=l" "т,- ортономированный базис, а xi, i = 1, ".т,- соот
ветствующие координаты. Пусть Р(х1, ... ,xm) - полиномиаль
ный инвариант действия G на \/. Тогда Р(е 1 , ... , ern) является G
инвариантны.м элементом из S(V) и данное соответствие взаимно
однозначно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А9 - матрица, соответствующая действию 

элемента g Е G в базисе х1 , ... , xrn пространства V*, тогда л:' -- мат
рица, соответствующая действию элемента g в базисе е1, ... , ern. Ор
тогональность С-действия в V дает А~ = Ag- 1 = А9--1, что завершает 
доказательство. • 

2.1.4. Представление алгебры Diffa(M) образующими 
и соотношениями 

Пусть 

Р(а1, ... , ak) = L L P(ii, ... ,iz)ai1 · ••• · aii 
l (i1 ,""iz) 

(2.12) 

- упорядоченный многочлен, где (i1 , ... iz) - выборки с повторениями 
из множества (1, ... , k), ai - элементы некоторой ассоциативной алгеб

ры А над полем !К и P(ii"",iz) Е IК. Назовем его симметричным, если для 
всех коэффициентов P(i1 ,".,iz) в (2.12) справедливо равенство 

Пусть 7!'2 : И(g)к -+ U(g)K /(U(g)t)K -- каноническая проекция. 
Соотношения в Diffc(M) ~ И(g)к /(U(g)t)K можно найти, оперируя 
в U(g)к по модулю (U(g)~)к. Этот подход требует менее громоздких 
выкладок, чем вычисления в локальных координатах на М (как в ра
боте [182]), которые сложны даже в относительно простом случае про
странствам= нп(~)s. 

Пусть (gi) - множество образующих3 подалгебры S(p )к коммута
тивной алгебры S(p ). Без потери общности можно считать, что все gi 

3 Между ними могут быть соотношения или сизигии. Соотношения между сизигиями 
(если они существуют) называются сизиrиями второго порядка и т.д. 



§ 2.1. ИНВАРИАНТНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 45 

являются однородными элементами по отношению к градуировке ал

гебры S(p). Ввиду разложения (2.10), элементы т.2 о >.(gi) порождают 
алгебру U(g)к /(U(g)t)к. 

Соотношения между элементами ri2 о >.(gi) бывают двух типов. Пер
вый тип состоит из соотношений, индуцированных соотношениями в ал

гебре U(g). Ввиду универсальности алгебры U(g), все такие соотноше
ния являются коммутационными, т. е. индуцированными операцией Ли 
в g. Они приводятся к коммутационным соотношениям или соотно
шениям первого типа в простейшей форме: [D1, D2] = D, где операто
ры D1 , D2 Е U(g)K /(U(g)t)K имеют степени m 1 и m2 соответственно, 
а степень оператора i5 Е И(g)к /(U(g)t)к меньше или равна m1 +m2 - l. 

Предположим теперь, что в алгебре U(g)K /(U(g)t)K имеется соот-
ношение вида: 

Р(к2 о >.(91), ... , к2 о Л(gk)) =О 

или эквивалентное соотношение в алгебре U(g) 

Р(Л(g1), ... , Л(gk)) = D, (2.13) 

где Р - упорядоченный многочлен и D Е (U(g)t)к. Используя комму
тационные соотношения между элементами Л(gi), i = 1, ... , k, можно 
привести многочлен 

Р(Л(.g1), ... , Л(.gk)) 

к симметричному многочлену 

При этом уравнение (2.13) принимает вид: 

Ps(Л(g1), ... ,Л(gk))=L L P{i1 "",i1)>.(giJ· ... ·Л(9iz)=D*, (2.14) 
l (i.i "."ir) 

где D* Е (U(g)t)к. Соотношения (2.14) могут быть тривиальными: 

P(i1 , ... ,iz) =О, V(i1, ... , i1), D* =О. 

Это означает, что соотношение (2.13) является коммутационным. Пред
положим, что соотношение (2.14) нетривиально. Пусть P1(>.(g1), ... 
. . . , Л(gk)) - сумма мономов многочлена Ps(>.(91), ... , >.(gk)) наиболь
шей степени в алгебре U(g). Рассмотрим многочлен Р1 (t1, ... , tk) 
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с коммутативными переменными ti, ... , tk. Ввиду определения сим-
метричного многочлена (2.14), многочлен Р1 (t1, ... , tk) нетривиален. 
С другой стороны, из (2.14) следует, что P1(g1, ... ,gk) =О с учетом 
разложения g = р Е& е. Значит, любому соотношению между образующи
ми 7Гz о Л(g1 ), ... , 7Г2 о Л(gk) алгебры И(g)к /(U(g)t)K по модулю комму
тационных соотношений и соотношений низших степеней соответствует 

соотношение между однородными образующими .91 , ..• , g", коммутатив
ной алгебры S(p )к. Назовем такие соотношения соотношениями вто
рого типа. 

Наоборот, пусть 

Pi(g1, ... ,gk) =о 

нетривиальное соотношение в алгебре S(р)к. Не теряя общности, 
можно предполагать многочлен Р1(g1 , ... ,9k) однородным (т. е. все его 
мономы имеют одинаковую степень rl в S(p)) и упорядоченным. Пусть 
все его мономы имеют степень d в алгебре S(p). Тогда очевидно, что 

(2.15) 

где D - элемент из И(g)к степени, меньшей чем d. После редукции 
соотношений (2.15) по модулю (U(g)t)к получаем соотношение в алгеб
ре И(g)к / (U(g)t)к: 

где Р ···· многочлен степени d, совпадающий в старших членах с много
членом Р1. 

Таким образом, получаем 

Предложение 2.4. Существует описанное выше взаимно-однознач
ное соответствие между соотношениями для образующих g1, ... , 9k ал
гебры S(p )1< и соотношениями для образующих 7Гz о Л(g1 ), •.. , 7Г2 о Л(gk) 
алгебры И(g)к / (U(g)t)к по модулю соотношений низших степеней 
и коммутационных соотношений. 

На протяжении всей книги мы будем рассматривать для просто

ты инвариантность дифференциальных операторов только относительно 

компоненты связности единицы полной группы изометрий риманова про

странства. 

На любой группе Ли существует единственная с точностью до по
стоянного множителя лево- или правоинвариантная мера (мера Хаара) 
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[ 42; 82]. Обозначим через µ 0 некоторую левоинвариантную меру Хаара 
на G. Мера на пространстве М, порожденная С-инвариантной метрикой, 
также G-инвариантна. Все G-инвариантные меры на М пропорциональ

ны [82], и такую меру можно определит, положив µм(V) = µa(n1 1 (V)) 
для любого компактного множества V Е М. Группа Кхо компактна, 

поэтому множество n1 1 (V) также компактно и µa(n1 1 (V)) < оо. Ме
ра µм - левоинвариантна, в силу левоинвариантности меры µа. 

Левоинвариантные меры на унимодулярных группах являются так

же правоинвариантными. Замена точки х0 Е Jvf точкой х1 = qxo, q Е G, 
влечет замену прообраза 7r 11 (V) на 7r 11 (V)q- 1 при отождествлении про
странства М с пространством G/Kxa· Поэтому G-инвариантная мера 
11м для унимодулярной группы G не зависит от выбора точки х0 . 

§ 2.2. Оператор Лапласа-Бельтрами в подвижном 
репере 

В этом параграфе мы не предполагаем пространство М однород

ным по отношению к его группе изометрий, если иное не сказано явно. 
Здесь мы найдем многочлен Р из теоремы 2.4, соответствующий опе
ратору Лапласа-Бельтрами на римановом пространстве М. Получим, 
во-первых, выражение оператора Лапласа-Бельтрами в произвольном 
подвижном репере. 

Обозначим метрику на д,f через g. Пусть xi, i = 1, ... , т, - ло
кальные координаты в области И с М, а g;зdxidxJ - соответствующее 
выражение метрики g на И. Всюду в этом параграфе индексы меняют
ся от 1 до т. Оператор Лапласа-Бельтрами, порожденный метрикой g, 
имеет на И следующий вид: 

!:::. = ( )-1/2 -2._,. ( /;:;; ij ....!!.__,,) 
g 'У дх' v'Y9 дхJ ' (2.16) 

где 'У= 1 detgijl. а giJ(x) - матрица, обратная к матрице 9ij(X). Опе
ратор 1:::.9 сохраняется всеми изометриями пространства М. Наоборот, 
если оператор 1:::.9 сохраняется некоторым диффеоморфизмом простран
ства М, то этот диффеоморфизм является изометрией [82]. 

Пусть ~i = ф~(х)д/дхk - векторные поля на И, образующие по
движный репер. Любое векторное поле является дифференциальным 
оператором первого порядка. Используя операцию композиции, любой 
дифференциальный оператор на И можно выразить через этот подвиж

ный репер с некоторыми (вообще говоря, непостоянными) коэффициен-
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тами. Пусть ll'Фjll - матрица, обратная к матрице llФ~I/. Тогда д/дхk = 

== 'l(J',;1f.rn и Oi,J := g(f,i,f.J) = Ф~Фj'9km - коэффициенты метрики g 
в подвижном репере f,i. Отсюда §iJ = 'l/J~gknФl, и ::У := 1 detgiJI = ф2rу, 
где ф = det llФfll- Подставляя эти формулы в (2.16), получаем: 

D.g = (9)-lf2ф'!/J'ff,q 0 ( ф-1::y1/2фkgknф?,,'l/Jf f,p) = 

= с:::п-112ФФ'ff.ч о (Ф-1::у112фkgkпf.п) = 

= ()7)-1/2,ф'fф%f.ч 0 ( 91129knf.n) + ф1j;'fgk"f,q ( ф-lфk) f.n = 

= (9)-1/2 f.k о ( ::у1/29kп f.п) + gkn Lkf.n, 

где Lk = Ф1Иf.ч (Ф- 1 Фk) = 1//ff,q (Фk) + Фf.k (Ф- 1 ) = w'fE,,q (Фk) -· Ф- 1 f.k(ф). 
Обозначим Ф(з:) = llФ%(x)ll. Используя хорошо известную форму

лу detexp(A) = exp(TrA), где А - произвольная комплексная матрица, 
получаем: 

ф- 1 f.k(Ф) = f.k(In ф) = f.k (In exp(Tr ln Ф )) = f.k (Tr lн Ф) = 
= Tr (Ф- 1 f,k(Ф)) = Ф'/f.k(Ф~), 

(2.17) 

поскольку Tr(AB) = Tr(BA) для любых квадратных матриц А и В. 
С другой стороны, следующие уравнения для коммутаторов векторных 
полей: 

определяют функции 

на И. Поэтому, ввиду (2.17), получаем: 

Lk = (f.ч (Фk) -f.k (Ф~)) Ф'f = c~k· 

Таким образом, формула для оператора Лапласа-Бельтрами в подвиж
ном репере f.i имеет вид: 

л (л)-1/2 с ( r.;:;-;;qnc ) ~kn q с 
Ug = "( <,q О V"f9 <,n + g Cqk'>n• (2.18) 
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Предположим теперь, что f.i - киллинговы векторные поля для метри

ки g на И.4 Преобразуем формулу (2.18) к виду Л9 = aijf.i of;,j + bif.i· 
Ясно, что aij = '[Г1, и остается вычислить коэффициенты Ьi. Из извест
ной формулы 

Х (g(Y, Z)) = (i:xg)(Y, Z) + g([X, У], Z) + g(Y, [Х, Z]), (2.19) 

где Х, У, Z - векторные поля на Лf, .Lx -- производная Ли вдоль по
ля Х, и формул Lr:,,k9 =О, (2.17), (2.18) следует 

li'ffiз = ~г1;2f.k61/2'if;)gij + 'itic~k'ihJ = 

с (-:::ki~ ) с (~ )~i 1 с (~)-:::1с;~ 
= <.,,k g 9ij - <.,,k gij g + 29"'k 1 g gij+ 

+ c~kбj = f.k(бj) - f.k(g(f.i, f.1))'ifi + ~g'lif.k(Yчi)бj + c~j = 

= -9([f.k, f.i], f;,j )'ifi - g(t:;i, [f.k, f;,j])gki+ (2.20) 

+ ~g'7i9(((i, f:;qj, f.i) + ~g'lig(f;,q, (f.j, f.i]) + C~j = -giqCkj'fti+ 

l. ~i k ~ . + l. ~qi k ~ + q - - ,Q + l. ,Q l. q + q - q + 29 cjq9ki 29 cj;9qk cqj - cqj 2cjq + 2c3q сqз - cjq' 

принимая во внимание антисимметричность тензора c't,; по нижним ин
дексам. Отсюда Ьi = cjqgJi. Суммируем данные рассуждения в следую
щем предложении. 

Предложение 2.5. В подвижном репере f.i, состоящем из киллин
говых векторных полей, оператор Лапласа-Бельтрами имеет следующий 
вид: 

m m 

Лg = L 'ftjf.i о f.1 + L cjqg.iif;,;. 
i,j=l i,j,q=l 

Если пространство М однородно и f;,; = ei, i = 1, ... , т, в обозначе
ниях § 2.1, то теорема 2.4 дает следующее выражение для поднятия 
оператора 6 9 на группу G: 

m m 

Zi =~'::19jl xtoxl+ ~ cq§Зil xz. 
g ~ хо i J ~ JQ ;~О i 

i,j=l i,j,q=l 

4Локальный репер, состоящий из киллинrовых векторных полей, существует для лю
бого однородного риманова пространства. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Иногда векторные поля ti можно выбрать так. что с]ч = О. 
В этом случае справедливы формулы 6g = "ftj ti о tj и Ь,9 = gij l,,

0 
Xf о Х]. 

В дальнейшем нам потребуется следующее выражение для связно

сти Леви-Чивиты \7 через киллинrовы векторные поля: 

Лемма 2.5 ([10], 7.27). Пусть ~i, i = 1,2,3, - киллuнговы век
торные поля. Тогда 

В частности, 
(2.21) 

ДокАзАпльство. Вначале докажем справедливость формулы 

g(\i'yX, Z) + g(\7 zX, У)= О 

для киллинrова поля Х и произвольных векторных полей У и Z. 
В частности, для Z =У или Z = Х: 

g(\i'y Х, У) = -g(\i'y Х, У) =О, g(\i'y Х, Х) = -g(\7 х Х, У). (2.22) 

Действительно, 

О= (i'xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z)) - g([X, У], Z) - g(Y, [Х, Z]) = 

= g(\7 х У, Z) + g(Y, \7 х Z) - g(\7 х У, Z) + g(\i'y Х, Z)-
- g(Y, \7 х Z) + g(Y, \7 zX) = 

= g(\i'yX,Z) + g(Y, \i'zX), 

где мы воспользовались отсутствием кручения у связности Леви-
Чивиты: \i'y Z ---- \7 z У = [У, Z]. Используя (2.22) и отсутствие кручения 
еще раз, получаем: 

Поляризацией (т. е. используя подстановку 6 ---; 6 +6) получаем из по
следней формулы равенство: 

g([6,6J,6) +g([6,6],6) = 
= g(\766,6) + g(\766,6) = 
= 2g(\7~16,6) + g([6,6],6). 

• 
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§ 2.3. Самосопряженность гамильтонианов 

2.3.t. Самосопряженность операторов в абстрактных 
гильбертовых пространствах 
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По теореме Стоуна [66), гамильтониан Н квантово-механической 
системы определяет квантовую динамику ( однопараметрическую группу 
унитарных преобразований гильбертова пространства 1-{) тогда и только 
тогда, когда Н - самосопряженный оператор в пространстве 1-l. Дан
ный пункт содержит основные факты о самосопряженных операторах 

(подробнее см. [66; 67; 118)), которые используются ниже применитель
но к дифференциальным операторам на римановых многообразиях. 

Пусть 1-{ - унитарное гильбертово пространство со скалярным про

изведением (., }н, которое линейно по второму и полулинейно по пер
вому аргументам. Пусть Т: 1-{ :J Dom(T) -+ 1-{ - линейный оператор, 

определенный на линейном подпространстве5 Dom(T) с 1-{, плотном 
в 1-{, 

Пусть Dom(T*) - линейное подпространство в пространстве 1-{, со
стоящее из всех элементов ер Е 1-{, таких что отображение 'l/J-+ (T'l/J, ер)'Н 
является ограниченным линейным функционалом на Dom(T). Ввиду ра
венства Dom(T) = 1-{, из леммы Рисса [66) следует, что для любого 
элемента ср Е Dom(T*) существует единственный элемент х Е 1-{, такой 
что 

(Тф, 'Pl1i = (·ф, XJ'J-i, V'l/J Е 1-l. 

Определим линейный оператор Т*, сопряженный к оператору 1', форму
лой Т*ср = Х· 

Оператор Т называется симметричным, если Те Т*, т. е. Dom(T) с 
с Dom(T*) и Лр = Т*ср, Vep Е Dom(T). Оператор Т называется само
сопряженным, если Т = Т*; другими словами, если Т симметричен 

и Dom(T) = Dom(T*). 
Часто затруднительно указать точную область определения симмет

ричного оператора так, чтобы он стал самосопряженным. Это мотивиру
ет понятие существенной самосопряженности. Линейное подпростран

ство 

Г(Т) := ( (ср, ф) Е 1-{ ЕfЭ Н 1 'РЕ Dom(T), 'l/J =Тер) 

пространства 1-{ ЕfЭ 1-{ называется графиком оператора Т. Если замыка

ние Г(Т) подпространства Г(Т) по отношению к скалярному произве
дению (., ·)пеп является графиком некоторого линейного оператора Т 

5 Мы не предполагаем по умолчанию замкнутость линейных подпространств в 'Jt. 
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(это, очевидно, эквивалентно тому, что в пространстве Г(Т) нет элемен
тов вида (О, 1/J), О -/= 'l/J Е 1i), то оператор Т называется замыкаемым, 
а оператор Т называется замыканием оператора Т. Для любого опера
тора Т оператор Т* замкнут, а оператор Т замыкаем, если и только если 

Dom(T*) = 1i. В последнем случае Т = Т** (теорема VIII.1 из [66]). 
Для симметричного оператора Т выполнено Dom(T) с Dom(T*) и по
этому симметричный оператор замыкаем. 

Следующая теорема хорошо известна, см" например, [41]: 

Теорема 2.5. Следующие условия для симметричного операто-
ра Т эквивалентны: 

1) Т самосопряжен; 

2) Т имеет единственное самосопряженное расширение; 

3) Т* = Т**; 

4) Т* симметричен. 

Если выполнено любое (и потому все) из этих условий, то опера
тор Т называется существенно самосопряженным. Если оператор Tlv 
существенно самосопряжен для некоторого линейного подпростран

ства D, то это подпространство называется областью существенной 
самосопряженности для Т. 

Все эти факты справедливы как для неограниченных, так и для 

ограниченных операторов Т. В последнем случае Dom(T) = 'Н. 
Квантово-механические гамильтонианы симметричны и большинство из 

них неограничены. По теореме Хелигера-Теплица [66], всюду опреде
ленный симметричный оператор 1i -+ 1i ограничен. Поэтому в кванто
вой механике ситуация Dom(T) -/= 1i является типичной. 

Полуторалинейной формой в пространстве 1i называется отобра-
жение 

q: Dom(q) х Dom(q)-+ С, 

где Dom(q) - плотное линейное подпространство пространства 1i, полу
линейное по первому и линейное по второму аргументам. Полуторали

нейная форма q симметрична, если q(ep, ф) = q(ф, ер). Симметричная фор
ма q положительна, если q(ep, ер) ? О, \lt.p Е Dom(q) и полуограничена, 
если q(ep,t.p)? clJepl\ 2

, \/ер Е Dom(q), где с Е JR, а 11·11 - норма в простран
стве 1i, порожденная скалярным произведением (·, }н.. Симметричный 
оператор Т полуограничен, если (ер, Тер) ? cj\t.pjj 2 , \/ер Е Dom(T), с Е JR. 
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Пусть q -- полуограниченная полуторалинейная форма и q( ср, ср) ;?:: 
;?:: с//ср// 2 . Она замкнута, если ее область определения Dom(q) замкнута 
относительно скалярного произведения (ср, Ф)+ := q(cp, ·ф)+(l-с)(ср, 'Фl?-t.· 
В этом случае линейное подпространство V с Dom(q) является су
щественной областью для q, если замыкание подпространства V от

носительно (., ·)+ совпадает с Dom(q). Если форма q незамкнута, то 
пространство 1i можно пополнить относительно скалярного произведе
ния (·, -)+ до гильбертова пространства 1i+. Форма q при этом продол
жается до ограниченной полуторалинейной формы q в 1i+. Посколь
ку //cp/I ::::;; /lcp//+ при ер Е Dom(q), то включение Dom(q) _, 1i продолжа
ется до ограниченного отображения j: 1i+ __, 1i, с нормой, не превосхо
дящей 1. Если j инъективно, то пространство 1i+ можно рассматривать 
как линейное подпространство в 1i, а форму q - как замкнутую фор
му в пространстве 1i с Dom(q) = 1i+ с 1i. В этом случае форма q 
называется замыкаемой, а форма q с Dom(ij) = 1i+ С 1i замыканием 
формы q. 

Например, форма q(ep, Ф) := ср(О)"ф(О), где ер, ф Е 0 0 (JR, С) С 
с 1i := 122 (JR, dx), не является замыкаемой, поскольку для нее 1i+ = 
= ( ( ф, а) 1 ф Е 122 (JR, dx) , а Е С), соответствующее отображение j дей
ствует по формуле j('lj;,a) =фи не является инъективным ([66] раздел 
VIII.6, [67] раздел Х.3). 

Следующее соответствие между операторами и полуторалинейны
ми формами в 1i является важным инструментом для изучения само
сопряженности. Пусть Т - самосопряженный оператор в Н. Согласно 
спектральной теореме [66], существует изоморфизм 

N 

1f ~ Е9 L 2 (JR, dJLk), (2.23) 
k=l 

где N Е N U оо, dµk - некоторые положительные меры на JR, такой что 
оператор Т становится оператором умножения на координату х Е JR 
в каждом пространстве 122 (JR, dµk). Изоморфизм (2.23) представляет 
каждый элемент ф Е 1i как последовательность (конечную или бес
конечную) 'lj1k(x) Е 122 (JR, d/Lk), k = 1, ... , N. Пусть 

(2.24) 
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и 

N оо 

qт(rp, 'Ф) := L j xrpk(x)1/Jk(x)dµk 
k=1_ 00 

для rp, ф Е Dom(qт) := Domq(T). 
Форма qт порождается оператором Т. Очевидно, что Dom(T) с 

с Domq(T), но последнее множество может быть больше первого. Ес
ли Т - полуограниченный самосопряженный оператор, то форма qт 

полуограничена. Конструкции, используемые в доказательствах следую

щих двух теорем из [66] и [67], будут использованы ниже для операто
ров Шредингера. 

Теорема 2.6. Если Т - полуограниченный самосопряженный 
оператор, то форма qт замкнута и любая существенная область 

самосопряженности для Т является существенной областью для 
формы qт. Наоборот, любая замкнутая полуограниченная полуто
ралинейная форма q совпадает с формой qт для единственного са
мосопряженного оператора Т. Более того, если q(rp, rp) ~ c//rp// 2, 

то Т ~ cid. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для скалярных операторов и соответствующих 
полуторалинейных форм, пропорциональных скалярному произведению 

(·, }н, оба утверждения теоремы очевидны. Поэтому, не теряя общности, 
можно предполагать, что Т ~ id и q(·, ·) ~ (-, }н. 

Пусть Т ~ id - самосопряженный оператор. Тогда (rp, 'Ф)+ := 
= (rp, Т'!/J)н - скалярное произведение на подпространстве Dom(T). 
Обозначим через 1i+ замыкание подпространства Dom(T) по отноше
нию к скалярному произведению (<р, ·Ф)+· 

Пусть i: Dom(T) -t 1{ - включение. В силу 11 · llн :(: // · 11+. отобра
жение i может быть однозначно продолжено до отображения 2: 1i+ _, 1{ 

с нормой, не превосходящей 1. 
Покажем, что отображение 2 инъективно. Пусть "i(rp) = О, тогда 

существует последовательность IPi Е Dom(T), такая что /Jrp - rpi/I+ _,О 
и /J"i(rpi)l/'Н = J\rpi//'Н _,О при i -t оо. Поэтому 

//rp/Ji =. lim (rpi,IPil+ = Hm Hm (rpi,TrpiJ'Н = Hm (O,TrpiJH =О, 
i,J-+00 J-+OO 2-+00 J,__...,.00 

откуда rp =О. Таким образом, отображение 2 инъективно и 1i+ с 1{. 
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Если ·ф Е Dom(T), то в обозначениях (2.24) имеем 

N оо 

L J \xl iФk(x)l 2dµk = (ф, Тф) = (ф, ·Ф)+· 
k=l_

00 

Поэтому подпространство Domq(T) является замыканием подпростран
ства Dom(T) в Н по отношению к скалярному произведению (·, ·)+. 
Поскольку 'Н+ с rt, то Domq(T) = 'Н+ и форма qт замкнута. 

Поскольку любая существенная область самосопряженности для 

оператора Т плотна в Dom(T) по норме 11'!/Jllт := llT'!/Jll ;? llФll+, то пер
вое утверждение теоремы доказано. 

Наоборот, пусть q(·, ·) ;? (-, }н. - замкнутая полуторалинейная фор
ма. Тогда пространство Н+ := Dom(q) с Н является гильбертовым по 
отношению к скалярному произведению (ifJ, Ф)+ := q(ip, 'lf;). По лемме 
Рисса тождество 

(ifJ,J(Ф))+ = (1Р,Ф)н, \:/<р Е Н+ 

определяет линейный оператор 1: Н--+ 'Н+ с Н с нормой, не превосхо
дящей 1. 

Этот оператор инъективен, т. к. иначе существует элемент '!/J Е 

Е 'Н+, ф -/=- О, такой что 

О= (<р, О)+= (<p,J('l/;))+ = (<р, Ф)н, \:/<р Е Н+, 

что противоречит тому факту, что подпространство 'Н+ плотно в 'Н. 

Кроме того, подпространство ImJ плотно в 'Н+ (и поэтому также в 'Н), 
т. к. иначе существует элемент <р Е 'Н, <р -/=- О, такой, что 

О= (<p,J('!/J))+ = (<p,'l/J)'Н, \:/ф Е 'Н+, 

что снова противоречит тому факту, что подпространство 'Н+ плотно 

в 'Н. 

Тождество 

(<р,J('Ф))н = (J('t/!),r,p)н = (J(ф),J(r,p))+ = 

= (J(<p),J('!/J))+ = (J(<p), Ф/н, \:/<р, Ф Е 'Н 

показывает, что оператор J симметричен и, будучи ограниченным, яв
ляется самосопряженным. Из функционального исчисления самосопря

женных операторов и инъективности отображения J следует самосопря-
женность оператора Т := J- 1

11 с Dom(T) = ImJ. 
ШJ 



56 ГЛАВА 2 

Кроме того, 

(1/J,J('Ф))н = (J('l/J),J('Ф))+ ~о, 

и поэтому О ~ J ~ id. Отсюда Т ~ id. 
в силу 

qт(r.p, ф) = (r.p, Т'Ф)н = (r.p,J(Tф))+ = (r.p, Ф)+ = q(cp, ф), Vcp, ф Е Dom(T), 

замкнутые формы qт и q совпадают на подпространстве Dom(T), плот
ном как в пространстве Dom(q) = Н+, так и в пространстве Dom(qт). 
Поэтому qт = q. 

Пусть теперь qт = QТ' для другого самосопряженного оператора Т'. 
Тогда 

(r.p,J(T''I/.•))+ = (<р, T''t/J)н = (<р, 't/J)+, У<р, '!/; Е Dom(T') 

и поэтому 

J 0 T'loom(T') = id!Dom(T') · 

Таким образом, Dom(T') с ImJ = Dom(T), и оператор Т является само
сопряженным расширением оператора Т'. По теореме 2.5 отсюда Т = Т' . 

• 
Теорема 2.7. Пусть Т ~ cid - полуограниченный симметрич

ный оператор и q(cp, ф) := (ер, ТФ)н для <р, '~' Е Dom(H). Тогда q -
замыкаемая полуторалинейная форма и ее замыкание q совпадает 
с формой qтF для единственного самосопряженного оператора Тр, 
являющегося полуограниченным расширением оператора Т. Кроме 

того, Тр ~ cid и Тр - единственное самосопряженное расширение 

оператора Т с областью определения, содержащейся в Dom(q). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Снова, не теряя общности, можно предполагать, 
что Т ~ id. То же доказательство, что и для первого утверждения 

предыдущей теоремы, дает Н+ с 1-{, где Н+ - замыкание подпростран
ства Dom(H) относительно скалярного произведения (·, ·)+ := q(-, ·). 
Поэтому форма q замыкаема. 

Пусть q - замыкание формы q. Очевидно, что q(<p, <р) ~ с\\ср\\ 2 • 
В соответствии с предыдущей теоремой существует единственный само

сопряженный оператор Тр, такой что q = qтF и 

q(r.p,1/J) = (r.p,Tp1/J)н, Vr.p,1/J Е Dom(TF) с Dom(q). 
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Этот оператор удовлетворяет неравенству TF ~ с id. Поскольку форма q 
непрерывна в пространстве Н+. то для элемента ср Е Dom(T) справед
ливы равенства: 

(Тср,ф)н. = q(ср,ф) = (ср,ТFФ)н., Vф Е Dom(TF)· 

Отсюда ср Е Dom(TP,) = Dom(TF), Тср = ТР,ср = TFcp, и оператор TF 
расширяет оператор~ Т. 

Пусть теперь Т - симметричное расширение оператора Т, такое 

что Dom(T) с Dorn(q). Для элементов ф Е Dom(T), ср Е Dom(T) спра
ведливы равенства 

q_(ср,ф) = (Тср,ф)н. = (Тср,Ф)н. = (ср,ТФ)н.. 

Из непрерывности формы q в пространстве 1-l+ следует, что 

q(zp, ф) =(ер, ТФ)н =: q(cp, ф), Vф Е Dom(T). 

Поэтому форма q является замыканием формы q и вышеприведенное 
доказательство, примененное к опер!тору Т (вместо Т), дает Т С TF. 

~Если дополнительно оператор Т самосопряжен, то теорема 2.5 да-
ет Т = Т, что завершает доказательство. 8 

Оператор TF из последней теоремы называется расширением Фри
дрихса оператора Т. 

Общим методом доказательства самосопряженности или существен

ной самосопряженности некоторого симметричного оператора является 

его представление в виде «возмущения» некоторого самосопряженно

го оператора. Различные интерпретации термина «возмущение» дают 

различные результаты. Наиболее известные результаты сформулирова

ны ниже. 

Теорема 2.8 (Като-Реллих; [67], теорема Х.12). Пусть А 
самосопряженный, а В - симметричный оператор, такие что: 

1) Dom(A) с Dom(B); 
2) существуют вещественные постоянные а < 1 и Ь > О, такие 

что 

llBФll :,:; al!AФll + bJIФll, Vф Е Dom(A). 

Тогда А+ В является самосопряженным оператором с областью 

определения Dom(A) и существенно самосопряженным на любой об
ласти существенной самосопряженности оператора А. 
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Теорема 2.9 (КЛМН; [67], теорема X. l 7). Пусть А - самосо
пряженный положительный оператор, а q - симметричная полуто

ралинейная форма на Domq(A), такая что 

\q(cp, 'P)i ,,;; а(ср, Аср) + Ь(ср, ер), \-/tp Е Dom(A) 

для вещественных постоянных а < 1 и Ь > О. Тогда существует 
единственный самосопряженный оператор В с Domq(B) = Domq(A), 
такой что 

Любая область существенной самосопряженности оператора А яв

ляется таковой и для оператора В. 

2.3.2. Самосопряженность операторов Шредингера на римановых 
пространствах 

Пусть .ЛГ'' - полное С00 риманово пространство с метрикой g, /L -
мера на мп, индуцированная метрикой g. Это означает, что локально 
справедливо равенство 

(2,25) 

если метрика имеет локальный вид g = 9ijdxidx1. Обозначим че
рез grad f градиент функции f на л1п, определенный в локальных ко-

ординатах выражением 

gij дf_ JL. 
дхJ дх' 

Пусть 6 = 6 9 - оператор Лапласа-Бельтрами на lvГ'i. 

Наиболее естественной ~невозмущенной» частью оператора Шре-

дингера 
-6+V, (2.26) 

где V - вещественный скалярный потенциал, является оператор -6. 
Оператор -6 является существенно самосопряженным на Dom(-6) = 
= Сgо(мп, С) ([211], теорема 2.4). Заметим, что он естественно дей
ствует не только на функции, но также на дифференциальные формы 

и тензорные поля. 

В евклидовом пространстве подход к доказательству самосопряжен

ности оператора (2.26), как возмущения оператора --6, обсуждается 
в [67] на различных физических примерах (см. также обзор [201]). Об
зор различных результатов, касающихся самосопряженности операторов 
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Шредингера на римановых пространствах, можно найти в [15]. Здесь мы 
сформулируем упрощенный результат из [ 117], достаточный для боль
шинства конкретных пространств и потенциалов, рассматриваемых ни-

же. 

Обозначим через Но оператор (2.26), определенный на простран
стве С,'?°(Мп,с) гладких функций с компактным носителем. Этот опе
ратор очевидно является симметричным в гильбертовом пространстве 

.С 2 ( lvГ', dµ) и поэтому замыкаемым. Пусть и11:~ ( мп, dµ) - линейное 
подпространство пространства .С2 ( lvfn, d/t), состоящее из комплексно
значных функций на пространстве Л1", частные производные которых 

(понимаемые в смысле обобщенных функций) до порядка k лежат в про
странстве .C'foc(Mn, dµ). 

Теорема 2.10 ([117]). Пусть V Е .Cf
0
c(Mn,dµ), п? 2, где р = 2 

при п = 2, 3, р > п/2 при п ;:;::: 4 и V ;:;::: -с вне некоторого компактного 
множества для некоторой постоянной с > О. Тогда 

1) оператор Но существенно самосопряжен; 

2) оператор Но самосопряжен с 

Dom(II0 ) = (2.27) 

= (и Е W1~~(Mп,dµ.) n .С 2 (1\1{п,dµ.)1 (-6и + V11)dist Е .С2 (Мп,dµ)), 

где индекс ~dist» означает, что дифференциальный оператор по

нимается в смысле обобщенных функций, 

3) для элемента и Е Dom(H 0 ) справедливы следующие включения: 

1 grad ·иl Е .С2 (Мп, dµ), !Vl 112u Е .С2 (д.1п, dµ). 

Условия, налагаемые на р, были ослаблены в [169] для некоторых 
специальных типов римановых пространств. Экспоненциальное геодези

ческое отображение ехрх: T'a,Af f-+ lvf определяется формулой ехрх Х = 
= '1(1), где 'l(s) - геодезическая, исходящая из точки х Е А1 с началь
ной скоростью '1'(0) = Х Е Т:сАf, а s - длина ее дуги. Экспонен
циальное геодезическое отображение является диффеоморфизмом шара 

в Tx1\tf радиуса ·r с центром О на некоторую окрестность Их,r точки х 
в 1\II. Пусть тх - точная верхняя грань возможных радиусов (допус

кая оо) таких шаров в ТхМ. а Tinj := infxEM Тх. 
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Определение 2.1 ([111; 199]). Риманово пространство 1\!f называ
ется пространством ограниченной геометрии, если выполнены следу

ющие условия: 

1) Г;пJ >О, 

2) JV'kRI ~ ck, k =о, 1, 2, ... , 

где \7 - связность Леви-Чивиты, R -- тензор кривизны, 1-1 -- послойная 
норма в пространстве тензоров, индуцированная римановой метрикой, 

а Ck - вещественные постоянные. 

Заметим, что первое условие влечет полноту пространства lvf. Оче
видно, что любое однородное или компактное риманово пространство 

является пространством ограниченной геометрии. Следующая теорема 

является ограничением результата из [169] на скалярный случай. 

Теорема 2.11. Пусть л1п - пространство ограниченной гео

метрии, а потенциал ~т можно представить в виде V = V1 + V2 , 

где вещественнозначные функции V1 , 112 удовлетворяют следующим 

условиям: О~ Vi Е Lfoc(M",dµ), О? V2 Е J:,P(1'vfn,dri) при р = п./2, 
если п ? 3, при р > 1, если п = 2 и при р = 1, если п = 1. 

Тогда оператор П = - 6 + 1/ с областью определения 

Dom(H) = (и Е W1 •2 (NГ',dp;)j fм 1.11JuJ 2dµ < +оо, Ни Е 1:,2 (.Мп,dр,)), 
(2.28) 

где Ни понимается в смысле обобщенных функций, является само
сопряженным. Кроме того, Vн Е L,}

0
c(Ivln,dµ) при и Е Dош(Н). 

Если потенциал V не лежит в пространстве L,foc (l'vfn, dµ), то 
теоремы 2.10 и 2.11 неприменимы. Но если вместо этого потенци

ал V ограничен снизу, то можно попытаться ограничить оператор 

lllредингера на некоторое подмногообразие lvf' пространства д1п, та
кое что VJм, Е .Cf

0
c(M1

, dµ), и построить самосопряженное расшире
ние Фридрихса оператора - !::,, + V с начальной областью определения 
Cg"(}l;f',!C). Эта процедура физически мотивирована, например, в случае 
когда V--> +оо вблизи границы подмногообразия М', и поэтому волно
вые функции должны стремиться к нулю вблизи этой границы. 

Перейдем к аккуратному математическому описанию. Пусть 1\!f' -
открытое связное подмногообразие пространства л1п размерности п. Мы 

не предполагаем полноту Nl' по отношению к римановой структуре, 
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являющейся ограничением римановой структуры на пространстве л1п. 

Пусть V ;? С Е JR ··- вещественнозначная функция из .C~c(M',dµ), 
а Н0 = - 6 + \! - оператор IПредингера с областью определения 
С;;"' ( Af', С). Не теряя общности, предположим, что С = 1. Пусть 
Нр ;? id - расширение Фридрихса оператора Н0 , построенное в тео

реме 2.7 в абстрактном случае. Займемся точным описанием подпро
странства Dom(Hp). 

Очевидно, что замыкание полуторалинейной формы qн0 , ассоции

рованной с оператором Н0 , имеет вид 

qн F (ер, ф) = r (g(grad ер, grad ф) + V<рф) dp., 
.fм, 

(2.29) 

причем Dom( qнF) с С,2 ( М', d11) - замыкание пространства С;;"' ( М', С) 
относительно скалярного произведения (2.29). 

В соответствии с конструкцией из доказательства теоремы 2.6, опе
ратор HF определяется тождеством 

Отсюда 

f (g(grad ер, grad ф) + Vерф) dp, = 
.fм, 

= { epHp'ljJdµ, \:/ер Е Dom(qнF ), 'tP Е Dom(JJF ) . 
.fм, 

(2.30) 

Пусть - 6р + id - расширение Фридрихса (очевидно неотрицательное) 

оператора 

(- !:::, + id)lc,?"(M',IC)' 

а Dom(q-дp+ id) - область определения ассоциированной с ним полуто
ралинейной формы. Она является замыканием пространства Cgo(M', С) 
относительно скалярного произведения 

Q-др+и(r.р,ф) = r (g(gradep,gradф) +ep~;)dµ. 
.fм, 

(2.31) 

Пусть также Dom(qv) - замыкание пространства Cgo(M',C) относи
тельно скалярного произведения 

qv(ep,ф) = { epVфdµ. 
JNI' 
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Следующая теорема является прямым обобщением теоремы Х.32 
из (67] на римановы пространства. Для 1vl' = нn(JR) она была анонси
рована в (86]. 

Теорема 2.12. Областью определения оператора Нр является 

( ф Е Dom(q-дF+id) 1 Vф Е .C[0 c(M',dµ); (- д 1/; + V'lji)dist Е .C2 (M',dµ)) 
(2.32) 

и Нр действует по формуле (2.30). 

Для доказательства этой теоремы нам потребуются некоторые пред

варительные сведения, собранные в три предложения. Первое предло

жение является обобщением неравенства Като на римановы простран

ства, ограниченным на скалярный случай (см. теорему 5.7 из [15] и тео
рему Х.27 из (67]). 

Предложение 2.6. Пусть v. Е .С[0с(М', dp) и (дu)dist Е .С[0с(М', rl11). 
Тогда 

(дlu/)dist ~ Re((signu)(дu)dist), (2.33) 

где 

(si n·u)(x) := {u(x)//u(x)j, если и(х) i- О 
g О в противном случае. 

Здесь неравенство (2.33) понимается в смысле обобщенных функций. 

Второе предложение является следствием теоремы 2.2 из [ 170]. 
Пусть множество .С2 (М', dµ)+ состоит из всех вещественнозначных 
функций из .C2 (1'vf', dµ), являющихся положительными почти всюду по 
мереµ. Аналогично Cg"(.NJ')+ обозначает множество всех неотрицатель
ных функций из C'g°(M'). 

Предложение 2.7. Для любой функции и из Dom(q-дF+id) n 
n t:.2(M',dµ)+ существует последовательность uk Е С;;'°(М')+, такая 
что llиk - и/1-лF+ id --+ О при k --+ оо, где 11 · 11-лF+ id - норма, ассоции
рованная с положительной полуторалинейной формой (2.31). 

Третье предложение является частным случаем леммы 2.12 из [170]. 

Предложение 2.8. Ограниченный оператор (- др + id)- 1 сохра
няет множество .C2 (M',dµ)+. 

Теперь мы можем дать доказательство теоремы 2.12. До неравен
ства (2.36) это доказательство повторяет тutatis mutaпdis доказатель
ство теоремы Х.32 из (67]. Заключительная часть доказательства сле
дует идеям из [ 170]. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.12. Пусть jj - оператор с Dom(H), 
заданной формулой (2.32) и 

Йф := (- Л ф + Vф)dist, ф Е Dom(H). 

Во-первых, мы покажем, что оператор ii расширяет оператор HF. По
скольку --Лр и V неотрицательные операторы, то 

Dom(Hp) С Dom(qнF) = Dom(q-дp+id) n Dom(qv ). 

Пусть rp Е Dom(Hp), тогда V112 rp Е .C2 (M',dµ). Тогда из V 112 Е 
Е L.~oc (1"!,f', dµ) и неравенства Коши получаем 

Vrp = V 112 (V112rp) Е .Ct0 c(M1,dp,). (2.34) 

Отсюда, в силу (2.30), имеем rp Е Dom(H), Dom(Hp) с Dom(H) и 

й/ =HF. 
Dош(Нр) 

(2.35) 

Наоборот, пусть ер Е. Dorn(H). Поскольку оператор Нр самосопря
жен и Нр ~ id, то существует элемент ф Е Dom(Hp), такой что Hrp = 

= Нрф. Из (2.35) следует равенство Н17 =О, где 1J := rp--7/' Е Dom(H) с 
с Dom(q_c,F+id). В силу (2.34), это означает, что 

(- Л rJ)ctist = Н1] - V1] = -V1] Е .Cfoc(M',dµ) 

и предложение 2.6 дает 

(Лlr1l)ctist ~ Re ((sign 77)V17) = Vlr1i ~ l1JI· 

Поэтому 

(2.36) 

((-·· Л +l)w, l1Jl);::2(M',dµ) (;О, 'Vw Е С~(М')+. (2.37) 

Благодаря предложению 2.8, имеем f := (-Лр+ id)-1 1111 Е .С2 (М' ,dµ)+n 
n Dom(-ЛF ). Предложение 2. 7 влечет поэтому существование последо
вательности fk Е C'g°(1\!f1)+ такой, что 

liш Q-L'>p+id(fk, l1J\) = q ... дp+id(f, lr1I) = 
k---+oo 

= q-дp+id((- l-,p +id)-1 11JI, 1171) = ll11ll~2(M',dµ)· 

Из (2.37) получаем q_лF+ id(fk, \17\) (; О, откуда 1111\1~2(.м' ,dµ) (; О, 

т. е. 17 = О. Таким образом, rp = ·ф и Dorn(H) с Dom(HF ), что, бла
годаря (2.35), завершает доказательство. • 
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§ 2.4. Общая схема квантово-механической редукции 

Пусть М -- риманово пространство с действием группы изомет

рий С (не обязательно всех) на нем. Предположим, что С-орбиты на Jvf 
максимальной размерности 1! изоморфны друг другу, их объединение 
является открытым подмногообразием Лf', множество Jv!\Jvf' имеет ну
левую меру, М' = TV х О, где О - С-орбита максимальной размерности, 
а W - подмногообразие многообразия М', трансверсальное ко всем С
орбитам размерности /!. Эта ситуация является типичной [ 17), и мы 
получаем изоморфизм измеримых множеств (М, µ,) ~ (vV, v) х (О, µс;), 
где µ - С-инвариантная мера на многообразии 1'1, порожденная его 
метрикой, v - некоторая мера на iv, а µс --- С-инвариантная мера 

на О. Отсюда следует изоморфизм функциональных пространств (см., 
например, теорему II.10 из [66]): 

Гi := L,2 (M,dµ) = L,2 (Wx0,dv®dµc) = L,2 (TV,dv)®L2 (0,dµc). (2.38) 

При этих предположениях С-инвариантный дифференциальный опера

тор D на Лf' допускает явно инвариантное представление вида: 

D=Dт+ LDCi)oXi, о ... oXir =Dт+ LDCiJoD(iJ, (2.39) 
(i) ( i) 

где, как и выше, Xi дифференциальный оператор первого по

рядка, соответствующий действию однопараметрической подгруппы 

exp(tXi), Xi Е g, группы С на пространстве !Yf'; Dт и D(i) - опе
раторы, трансверсальные к подмногообразию TV; здесь оператор Dт на
зывается трансверсальной частью оператора D (см. теорему 3.4 из 
главы II, [82)). Операторы DciJ являются инвариантными операторами 
на С-орбитах в пространстве М'. В соответствии с § 2.1, такие опе
раторы естественно выражаются в терминах алгебры Ли g группы С. 
Всюду в данной книге мы предполагаем, что 1vI и С связны. Выражение 
(2.39) инвариантных дифференциальных операторов соответствует об
щему подходу к инвариантным дифференциально-геометрическим объ

ектам на однородных пространствах. Эти объекты имеют простейший 

вид в базисах, состоящих из киллинговых векторных полей [ 1 О; 46]. 
Для инвариантных метрик этот подход был развит в работах [92; 93) 
применительно к бесконечномерным группам. Заметим, что представле

ние (2.39) зависит от выбора трансверсального к С-орбитам подмного
образия 1V. 
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Группа О естественно действует на пространстве 122 ( CJ, dµa) левы
ми сдвигами. Пусть 

-- разложение пространства 122 ( CJ, dµo), такое что Гij - сумма всех 

неприводимых О-представлений из 122 (0, dµa) фиксированного ти
па. Очевидно, что различные представления Гij не имеют изоморф
ных неприводимых слагаемых. Поскольку операторы O(i) коммутируют 

с действием группы О, то они не могут переставлять пространства Гij 
в силу леммы Шура [36; 42]. Это приводит к разложению 

пространства Гi в сумму D-инвариантных подпространств Гij .
= 122 (W, d11) ® Гij .6 Для компактной группы G пространства Гij ко
нечномерны. 

Если оператор D = Н является гамильтонианом некоторой 

квантово-механической системы на римановом пространстве Jvf, то эта 
конструкция дает редукцию О-инвариантной квантово-механической си

стемы к множеству ее подсистем. Этот метод был описан в работах 

[151; 213; 223] без упоминания разложения (2.39). С другой стороны, 
обойтись без разложения (2.39) при редукции квантово-механической 
системы затруднительно, т. к. теория представлений для группы G дает 
только формулы для действия операторов O(i) в пространстве Гi~. Без 
разложения (2.39) получение явных формул для действия оператора Н 
в пространстве Hi требует громоздких вычислений. 

В то же время разложение (2.39) дает некоторую информацию 
о сложности приведенных подсистем даже в отсутствие детальной 

информации о неприводимых представлениях группы О в простран

стве .C2 (CJ,dµo). Например, если все операторы O('i) в (2.39) комму
тируют, то они имеют только общие собственные функции, и тогда 

спектральная задача для гамильтониана Н редуцируется к множеству 
спектральных задач для некоторых скалярных дифференциальных опе

раторов на многообразии W. 
Простейшим примером этой конструкции является одночастичный 

гамильтониан с центральным потенциалом в евклидовом простран-

6Отметим, что оператор D определен лишь на некоторых плотных подпространствах 
пространств 1-l.i. 
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стве Е". Здесь W = IR+, О= S"-1, а разложение (2.39) имеет вид 

D =Не= ___ 1 _ _!}_ (рп-1_!}_) - _1_6s + V(p), 
2rnpn-l др др 2тр2 

где р - расстояние от центра потенциала, а 6" - оператор Лапласа
Бельтрами на сфере sп-l (везде мы полагаем n = 1). Сходное выра
жение для одночастичного гамильтониана с центральным потенциалом 

в пространствах постоянной кривизны будет изучено в § 6.3. 
Рассмотрим более сложную задачу двух тел в римановом простран

стве Af с гамильтонианом 

1 1 
Н = - -61 - -62 + V =:Но+ V. 

2т1 2т2 
(2.40) 

Здесь Но является свободным двухчастичным гамильтонианом, т1 , т2 ----

массы частиц, 6i, i = 1, 2, - оператор Лапласа-Бельч~-~-ми на i-ом со

множителе конфигурационного пространства Af = Jo.1 х М данной систе
мы, V - потенциал взаимодействия, зависящий только от расстояния 

между частицами, '!....? - компонента связности единицы группы изомет

рий пространства .М. Группа G естественно действует на пространстве 
Af х М по формуле 

Коразмерность Сi-орбит в пространстве Л1 в этом случае не менее еди
ницы, поскольку группа с; сохраняет расстояние между двумя точка

ми пространства М. Другими словами, diш W ;;:::: 1 для подмногообра
зия W с М, трансверсального к G-орбитам в l'vf. В главе 5 мы рассмот
рим случай двухточечно-однородного риманового пространства 1\tf = Q, 
для которого dim TV = 1, и найдем для оператора Н соответствую

щее разложение (2.39). Основным отличием этого разложения от одно
частичного случая является некоммутативность алгебры, порожденной 

операторами D(i)· 
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Алгебры инвариантных 

дифференциальных операторов 

на расслоении единичных сфер над 

двухточечно-однородным римановым 

пространством 

В этой главе мы изучим алгебру Diff1(Qs) инвариантных диф
ференциальных операторов на расслоении единичных сфер Qs над 

двухточечно-однородным римановым пространством Q. Именно, мы по
строим систему образующих и соотношений для этих алгебр. Эти об

разующие появятся вновь в главе 5 в явно инвариантном выражении 
двухточечного гамильтониана Н на пространствах Q. С другой сторо
ны, центр алгебры Diff1(Qs) коммутирует с оператором Н, т. е. он состо
ит из интегралов квантово-механической двухчастичной задачи на про

странстве Q. 
В § 3.1 мы получим часть образующих и соотношений для алгеб

ры Diff1(Qs), соответствующих произвольному двухточечно-однород
ному римановому пространству Q, используя общую информацию о Q 
из § 1 .2. Однако этой информации недостаточно для получения всех об
разующих и соотношений для Diff1(Qs). Вычисление остальных образу
ющих и соотношений использует модели двухточечно-однородных про

странств, описанные в § 1.3. Аналогичное описание алгебры Diff1(Qs) 
для некомпактных двухточечно-однородных римановых пространств по

лучается при помощи преобразования из предложения 1.5. 
Мы вычислим также некоторые центральные элементы алгебр 

l)iffт(Qs), которые будут использованы в главе 7. Результат §3.6 небу
дет использован в дальнейшем, но он кажется интересным с дифферен

циально геометрической точки зрения. Данная глава основана на работе 

автора [194], но также содержит некоторую дополнительную информа
цию об алгебрах J)iff1(Qs) и соотношение (3.13). 
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§ 3.1. Инвариантные дифференциальные операторы 
на пространстве Qs 

Для произвольного риманова пространства М обозначим через Ms 
расслоение единичных сфер (в касательных пространствах) над !vf. 
В этом параграфе мы более детально опишем конструкцию из § 2.1 
для пространства Qs, где Q - двухточечно-однородное компактное ри

маново пространство, используя предложение 1.2. При этом мы будем 
пользоваться обозначениями из § 1.2 и § 2.1. 

Пусть G - компонента связности группы изометрий простран
ства Q, а К - ее стационарная подгруппа, соответствующая точ

ке х0 Е Q. Группа G естественно действует на пространстве Qs, и это 
действие транзитивно в силу теоремы 1.1. В частности, ее подгруппа К 
транзитивно действует на единичной сфере Sx

0 
с 1'х0 Q. Отождествим 

пространство р из предложения 1.2 с пространством 1~,0 Q. При этом 
действие подгруппы К на Tx0 Q отождествляется с присоединенным дей
ствием Аdк на подпространстве р. Пусть Ко --·· подгруппа группы К, 
соответствующая подалгебре t0 с t. В силу соотношений (1.3), (1.6), 
группа Ко является стационарной подгруппой группы G, соответству-

1 
ющей точке у := (х0 , Л') Е Qs, где Л' := RЛ. Используя модели ком-

пактных двухточечно-однородных римановых пространств, мы покажем 

ниже, что группа Ко связна. 

Пусть р := а ffi Рл <Ъ Р2л ffi tл ffi t2Л· В силу [to, р] с р, разложе
ние g = р ffi to является редуктивным. Справедливо также разложе
ние TyQs = Tx0 QffiTЛ'Sxo· Из предложения 1.2 получаем Л'..l(Рл ffi1'2л) 
и [fл,i, Л'] = -(2R)- 1 ел,;, i = 1, ... , q1, [!2л,j, Л'] = -R- 1 e2л,J, j = 
= 1, ... , q2 . Поэтому пространство tл GЭt2л отождествляется посредством 
действия группы К на Tx0 Q с пространством Тл'Sхо и действие груп
пы Ко на пространстве T11 Qs ~ р = а ffi Рл ffi Р2л ffi tл ffi t2л совпадает 
с присоединенным. 

Из предложения 1.2 следует, что действие Аdк0 сохраняет все 
слагаемые в последнем разложении. С другой стороны, действие груп
пы Ко на пространстве Тл_, Sx0 является дифференциалом ее действия 
на пространстве (Л').L с Tx0 Q. Из линейности последнего действия 
получаем эквивалентность ограничений действия Аdк0 на простран

ства р л и t л, а также на пространства Р2л и t2л. Пусть хл : t л _, 
_, Рл, Х2л: t2л _, Р2л - изоморфизм линейных пространств, такой 

что Аdко 1Рл о хл = хл о Аdко ltл и Аdко IР2л о х2л = х2л о Аdко lt2л. 
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После подстановки р ···-+ р, t --> to можно применить кон-
струкцию из § 2.1 для вычисления образующих и соотношений для 
алгебры U(g)Ko /(И(g)t0 )к0 ~ Diffc(Qs). Пусть g; Е S(p) - незави
симые инвариантные элементы действия Аdк0 в алгебре S(p), порож
дающие ее подалгебру S(Р)к0 . Тогда элементы т; о Л * (gi) порождают 
алгебру Diffc(Qs). 

В данной главе мы примем для краткости изложения следующее 

соглашение: 

Соглашение 3.1. Отождествим изоморфные алгебры 

U(g)Ko /(U(g)to)Ko и Diffc(Qs). 

Будем рассматривать элементы Л(g;) Е И(g)к0 по модулю (U(g)t0 )K0 

как элементы алгебры Diffc(CJs). Вместо записи .9 = g' mod (U(g)t0)к0 

иногда будем просто писать g = g'. Поскольку группа G одно
значно определяется пространством Qs, будем писать Diffr(Qs) вме
сто Diffo(Qs) для конкретных пространств Qs. 

Элемент Л Е а очевидно инвариантен относительно действия Аdк0 
на алгебре S(p), поскольку [t0 , а] =О, а группа Ко связна. Кроме того, 
поскольку действие Аdк0 ортогонально по отношению к форме Киллин
га, которая пропорциональна скалярному произведению (-, ·), действие 
Аdк0 сохраняет ограничение скалярного произведения (-, ·) на про
странства Рл, Р2л, tл, t2.\· Аналогично действие Аdк0 сохраняет функ
ции (хлХ1, У1), Х1 Е tл, У1 Е Р>. и (х2лХ2, У2), Х2 Е t2>., У2 Е Р2>.· 
Все эти функции являются инвариантными элементами действия Аdк0 
на алгебре S (Р:\ ЕВ Р2л ЕВ tЛ ЕВ t2л)-

Определим линейные отображения хл: tл ~ Р>. и Х2>.: t2л ~ }:12>. 
формулами 

хлХ = 2[Л, Х], х Е tл, х2лУ = [Л, У], у Е t2.\· (3.1) 

Действительно из (3.1) и равенства Adk А = Л, k Е Ко, получим 

Adk охлХ = 2[Л, Adk Х] = хл о Adk Х, Х Е tл, 

Adk ох2л У = [Л, Adk У] = х2л о Adk У, У Е t2л. 

Очевидно, что x"\JЛ,i == ел1i, i == 1, . ф. 'qi, и x·2лf2>..,j == е2Л,j, j == 
= 1, ... ,q2. 

Из предложения 1.2 следует, что базисы 

{ 1 }q1 { 1 f }q1 { 1 }q2 { 1 f }q2 R ел,; i=l' R .\,i i=l' R e2.\,j j=l' R 2.\,j. j=l 
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пространств Рл, tл, J.12л, t2л являются ортонормированными, поэтому по 
лемме 2.4 получаем следующие образующие алгебры Diffc(Qs): 

D 0 =Л, 

q1 

Dз = ~ L{eл,i,f>.,i}, 
i=l 

q2 

Ds = Lfiл,1 , 
j=l 

qi 

D 1 = Le~,i' 
i=l 

qi 

D2 = Lf~.·i' 
i=l 
q2 

D4 = L:е~л.1, 
j=l 

q2 

D6 = ~ L { е2л,j, f2л,1 }, 
j=l 

где{-,·}·-- антикоммутатор. Из (1.6) легко видеть, что 

1 [Do,D1] = -Dз, [Do,D2] = Dз. [Do,Dз] = 2(D1 - D2), 

[Do, D4] = -2D6, [Do, Ds] = 2D6, [Do, Dб] = D4 - Ds. 

(3.2) 

Для нахождения полной системы образующих и соотношений для 
алгебры Diffc(Qs) нам нужна более детальная информация о дей
ствии Аdк0 в пространстве р и о коммутационных соотношениях в ал
гебре g. Ниже мы получим эту информацию, пользуясь моделями 
двухточечно-однородных римановых пространств. 

Очевидно, что любой автоморфизм алгебры Ли g, сохраняющий 
ее подалгебру t0 , порождает автоморфизм алгебры Diffo(Qs). В силу 
соотношений (1.3) отображение а: g ---+ g, o-lt = id, o-IP = - id яв
ляется автоморфизмом алгебры g. Оно порождает автоморфизм алгеб
ры Diffc(Qs): По -·.; ·-Do, D1 ---+ D1, D2 --> D2, Пз .. _, ·-·IJз, D4 -··> D4, 
Ds---+ Ds, IJ6---+ -D6. Мы обозначим его тем же символом ст. 

Кроме того, присоединенное действие аdл порождает однопарамет

рическую группу (а автоморфизмов алгебры Diffo(Qs). Из (1.6) полу
чаем: 

(а(Л) = Л, (а(ел,i) = cos(o:/2)eл,i - sin(o:/2)fл,i, 

(a(fл,i) = sin(o:/2)eл,i + cos(a/2)fл,i, i = 1, ... , q1, 

(а(е2л,j) = cos(a)e2л,j - sin(o:)f2л"i, (a(f2л,i) = sin(ct)e2л,j + cos(a)f2л,j, 
j = 1, ... 'q2. 

Поэтому 

(a(Do) = Do, ( 0 (IJ1) = cos2(a/2)D1 + sin2 (a/2)IJ2 - siп(a)Dз, 
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(o:(D2) = siн2 (a/2)D1 + cos2(a/2)D2 + sin аDз, 

(,,(Dз) = ~ siн(a)(D1 - D2) + cos(a)Dз, 

(o:(D4) = cos2(a)D4 + siн2 (a)D5 - sin(2a)Dб, 

(o:(D5) = siн2 (a)D4 + cos2(a)D5 + siн(2a)D6, 

(o:(DG) = ~ siн(2a)(D4 - D5) + cos(2a)D6 . 

В частности, ("(D1) = D2, (7Г(D2) = D 1 , ("(Dз) = -Dз, (7Г(Di) = Di, 
·i =0, 4, 5, 6. 

В силу ортонормированности базиса 

в пространстве р, оператор С1 = D5 + D1 + D2 + D4 + D5 является опе
ратором Казимира и лежит в центре алгебры Diff с ( Qs) в соответствии 
со следствием 2.2. 

Для изучения интегралов задачи двух тел на двухточечно-одно

родных римановых пространств в главе 7 нам потребуется информа
ция о центре алгебры Diffc(Qs). Его полное описание представляется 
трудной задачей. Общая теория (см. следствие 2.2) гарантирует только 
включение Т/ о Л*(S(g)0 ) с ZDiffc(Qs). При этом неизвестно, исчер
пывает ли множество ТJ о Л*(S(g)0 ) центр алгебры Diffa(Qs) или нет. 
Отметим, что в некоторых примерах ниже отображение ТJ о ,\ * 1 S(g)G не 
является инъективным. 

Для нахождения образующих алгебры ТJoЛ*(S(g)0 ) вначале необхо
димо описать независимые инвариантные элементы действия Ada в ал
гебре S(g). Их число и степени для рассматриваемых групп указаны 
в предложении 1.5. Однако их явный вид (особенно для больших степе
ней), по-видимому, отсутствует в литературе. Выражение образов этих 
инвариантных элементов под действием отображения Т) о.\* через вы

бранные образующие алгебры Diffa(Qs) требует большого объема вы
числений даже для инвариантных элементов третьей степени в относи

тельно хорошо известном случае группы SU(З). Ниже мы получим выра
жения для некоторых элементов из ZDiffa(Qs) низших степеней прямы
ми вычислениями и докажем, что для пространств P"(C)s, P"(IR)s, 88 
и их некомпактных аналогов мы нашли полные системы образующих 

подалгебр ·r1 о .\*(S(g)0 ). 
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Пусть 113 : Qs __, Q - каноническая проекция, а Пз дуальное 
отображение, действующее по формуле f 1-t f о 111 , где f -- функция 

на пространстве Q. В силу отождествления р ~ 1°,,0 Q оператор (Пб + 
+ D 1 + D 2 ) о П3 явJ1яется оператором Лапласа-Бельтрами на простран
стве Q. 

Здесь мы будем пользоваться обозначениями из п. 1.3.1. 

3.2.1. Образующие алгебр Diff"1(Pп(Jill)s) и Diff1(Hп(IНI)s) 

Рассмотрим теперь тотальное пространство расслоения единичных 

сфер pn(IНI)s над пространством pn(IНI). Пусть (z, () - текущая точка 
пространства pn(IНI)8 , где z Е pn(IНI), ( Е TzPn(IНI). Ввиду наличия 
изоморфизма Р 1 (JНI) ~ 8 4 , предположим, что п ~ 2. 

Пусть zo = (1, О, ... , О) Е JН!п+l, а элемент ~о Е T:z0 JН!n+l ~ JН!п+l 
имеет координаты (О, 1, О,"., О). Положим zo = 11zo, (о = 11*~0 Е 
Е Tz0 Pn(JНI). 

Стационарная подгруппа Ко группы UIНI(n + 1), соответствующая 
точке (z0 , ( 0 ), порождается группой К1 = Uн(п - 1), действующей на 
последние п - 1 однородных координат, и группой К2 = UIНI(l), дей
ствующей левым умножением всех однородных координат на кватернион 

единичной нормы. В частности, группа Ко связна, а ее (2п2 "" 3п + 4)
мерная алгебра Ли t0 (в соответствии с предложением 1.2) порождается 
элементами (1.11) при 3 ~ k ~ j ~ п + 1, а также элементами 

n+l п+l п+l 

L: тkk, 2: ~1kk, 2: ekk. 
k=l k=l 

Выберем подпространство р С g = uн(п + 1), дополнительное к подал
гебре t0 с g, как линейную оболочку элементов: 

Ф1k, Y1k, П1k, 91k, 2~k~п+1, W2k, Y2k, П2k, 92k,, 3~k~п+1, 

i j k 
у* = 2 (Е11 - Е22)' п* = 2 (Е11 - Е22)' е* = 2 (Е11 - Е22). 

(3.3) 

Принимая во внимание соотношения ( 1.12), легко проверить редуктив
ность разложения u!НI(n + 1) = р ffi to, т. е. [Р, to] с р. 



§3.2. АЛГЕБРЫ Diffr(Pп(JНI)s) И Diff1(Hп(JНI)s) 

Из ( 1.12) легко видеть, что, положив 

Л = -Ф12, ел,k-2 = Ф1k, ел,п-З+k = Y1k, 

ел,2п-4+k = Qlk, ел,Зп-Б+k = 81k, 

fл,k-2 = -Ф2k, fл,п-з+k = -Y2k, 
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f Л,2п-4+k = -П2k, fл,зп-Г5+k = -82k, k = 3, ... , п + 1, (3.4) 

е2л,1 = У12, е2л,2 = П12, е2л,з = 812, 

f2л,1 =У*, f2л,2 = п*, f2л,з = е*, 

мы получим базис из предложения 1.2 для q1 = 4п - 4, q2 = 3. 
Теперь мы можем найти полную систему независимых Аdк0 -

инвариантных элементов из алгебры S(p). В соответствии с § 3.1, раз
ложение р = аЕIЭ ел Е1Э е2л ЕIЭРл ЕIЭР2л является инвариантным относительно 
действия Аdк0 • В пространстве а действие К0 тривиально, что дает 
инвариантный элемент Do = Л Е ..\ (S(p)K0 ), уже найденный в §3.1. 

Из формулы (3.4) мы видим, что пространство Рл ~ JН[n-l состоит 
из матриц вида 

( О -а* ) = 
а О 

-ап-1 

о 

о 

о 

) , а;, ... ,а._, Е IН!. 
Аналогично пространство tл ~ JНin-l состоит из матриц вида 

о 

В силу формулы 

о 

-Ьп-1 
о 

о 

) , Ь;,"., bn-> Е IН!. 

( ~ i) ( ~ -~* ) ( ~ ~* ) - (~а -(~а)* ) ' 

И Е Uшr(n - 1), а Е JН!n-l, 
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действие группы К1 в пространстве Рл эквивалентно тавтологическому 

действию группы UJНI(n - 1) в пространстве JНГ"- 1 : а-+ Иа. В простран
стве tл действие группы К1 - аналогично: Ь -+ ИЬ. 

Тавтологическое действие группы UJН[(n - 1) в пространстве IНI"- 1 

имеет только один независимый вещественный инвариант: (z, z), zEJНiп-- 1 , 
а диагональное действие той же группы в пространстве Рл ЕJЭ tл ~ 
~ JНI"- 1 ЕJЭ IН!"- 1 имеет шесть (независимых при п ? 3) вещественных 
инвариантов: 

(z1, z1) Е ~' (z2, z2) Е ~' (z1, z2) Е JНI ~ ~4, z1, Z2 Е JНI"- 1 . (3.5) 

В силу леммы 2.4 соответствующие элементы из множества Л (S(j3)K1 ) 

имеют вид: 

n+l n+l 

Di = L (wfk + Yfk + nik + eik), D2 = L (w~k + т~k + n~k + e~k), 
k=З k=З 

n+l 

Dз = -~ L ({Ф1k, Ф2k} + {Y1k, У 2k} + {П1k, П2k} + {elk, 62k}), 
k=З 

п+l 

01 = ~ L (- {Ф1k, l2k} + {Ф2k, l1k} + {61k, П2k} - {92k, s-11k})' 
k=З 

n+l 

02 = ~ L (- {Ф1k, П2k} + {Ф2k, П1k} +{У 1k, 62k} -· {Y2k, 61k})' 

~+f 
Оз = ~ L (- {Ф1k, 62k} + {Ф2k, 61k} + {П1k, 12k} - {П2k, У ik}). 

k=З 

(3.6) 

Если п = 2, то существует единственное независимое соотношение 
между инвариантами (3.5): 

i(z1,z2)12 = lz1z212 = lz112 lz21 2 = (z1,z1/(z2,z2), z1 = z1,z2 = z2 Е JНI. 
(3.7) 

Если записать это соотношение в координатах, то мы получим хорошо 

известное тождество Эйлера, которое является ключевым ингредиен
том доказательства теоремы Лагранжа из теории чисел: любое нату
ральное число можно представить в виде суммы четырех квадратов. 

Элементы D 1 , D2, Dз, уже найденные в § 3.1, являются инвари
антными относительно действия всей группы К0 , поэтому они соот

ветствуют операторам второго порядка из алгебры Diff1 (Pn(IНI)8 ). Эле
менты 01, 02, 0 3 не являются инвариантными относительно действия 
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группы К2 ~ UIНI(l). Очевидно, что действие группы К2 в линей
ной оболочке элементов 0 1 , 02, Оз эквивалентно, после отождествле
ния [J1 ,....., i, 0 2 ,....., j, 0 3 ,....., k, хорошо известному действию груп

пы SО(З) ~ UJНI(l)/(1, -1) в пространстве JНI' чисто мнимых кватернио-
нов: 

х --+ qxq, х Е JНI', q Е UIНI(l ). (3.8) 

Действие Аdк2 на трехмерных пространствах р2.л, t2.л совпадает 

с (3.8) после отождествления У 12, У* ,....., i; П1 2, n* ,....., j; 8 12, 8* ,....., k; 
а действие Аdк1 в этих пространствах тривиально. Таким образом, нам 
нужно найти инварианты диагонального действия группы SО(З) в про
странстве IR3 EIЭIR3EJЭIR 3 . Ясно, что существует 6 = 9-3 таких независимых 
инвариантов: 

(х,х), (у,у), (z,z), (х,у), (x,z), (z,y), x,y,z Е R.3 

и инвариант (х, у, z) = (х, у х z), алгебраически связанный с первыми 
шестью: 

(х, у, z) 2 = x2y2z2 + 2(х, у) (х, z) (у, z) - х2 (у, z) 2-

- y2 (x, z)2 -z2(x,y)2, 
(3.9) 

где у х z - стандартное векторное произведение в пространстве R.3 . 

Соотношение (3.9) может быть проверено с помощью хорошо известных 
формул: (х, у) 2 = х2у2 - (х х у) 2 и х х (у х х) = (х, z)y - (х, y)z. 

Заметим, что соотношение (3.9} можно записать в матричной фор-
ме: 

(х, х) (х, у) (х, z) 
(х, у, z)2 = (у, х) (у, у) (у, z) 

(z, х) (z, у) (z, z) 

Лемма 2.4 дает следующие инвариантные элементы из U(g)K0 : 

D4 = Yi2 + Пi2 + 8i2, D5 = т; + п; + 0;, 
1 

Dб = 2 ( {У12, У*}+ {П12, П*} + {812, 8*}), 

1 D1 = 2 ( {01, Т 12} + {02, SZ12} + {Оз, 912}), (3.10} 

Dg = ~ ( {01, т "} + {02, П*} + {Оз, 8*})' Dg = Di +о~+ о~, 
D1о=О1П128*-О1П.812+О2У*812-02У128*+0зП* У 12-ОзП12 У*· 
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Здесь мы учли, что все три сомножителя из любого слагаемого 

в последнем выражении попарно коммутируют. Инвариантные элемен

ты D4, Ds, Dб были рассмотрены в общей ситуации в § 3.1. 

Фактически элементы D7, D8 , D9 и D 10 не содержатся в Л ( S (Р) Ко), 
т. к. они не симметричны по отношению ко всем перестановк~м их со
множителей первой степени. После полной симметризации мы получим 

инвариантные элементы Dk из множества Л ( S (1') Ко) 

Dk = Dk + IJ'k mod (U(.g)~o)Ko , 
k = 7, 8, 9, 10, 

где JJ'k, - элементы из И (g)к0 с deg DZ < deg J)k· Н~о для удобства мы 
будем использовать элементы Dk вместо элементов Dk, k = 7, 8, 9, 10. 

Таким образом, операторы D0 , ... , D10 порождают алгебру 

Diff1(Pn(IНI)s). 
Степени этих образующих таковы: 

deg(Do) = 1, deg(JJ1) = deg(D2) = deg(Dз) = deg(D4) = 
= deg(Ds) = deg(Dв) = 2, (3.11) 

deg(D1) = deg(Dв) = 3, deg(Dg) = deg(D10) = 4. 

В модели пространства pn(JНI) мы можем переставить координаты z1 

и z2. Операторы D3 , D4, D5 , D8 , Dg, .D10 симметричны (инвариантны) от
носительно этой перестановки, а операторы Do, 01, 02, Оз, Dв, D1 явля
ются кососимметричными. Операторы D 1 и D 2 переходят друг в друга 

при этой перестановке. 

Легко убедиться, что автоморфизмы (ша действуют на элемен

ты Oi, D7, ... , D10, i = 1, 2, 3, следующим образом: 

(а(О;) = Oi,i = 1,2,3, (a(IJ1) = cos(a)JJ7 -sin(oo)Dв, 

(а(Dв) = sin(a)D1 + cos(a)Dв, 
(a(Dg) = Dg, (a(D10) = Dio, a(Oi) = -Di, i = 1, 2, 3, 

a(D1) = D1, а(Dв) = -IJв, a(Dg) = Dg, a(D10) = D10· 

Рассматривая действия этих автоморфизмов на другие образующие (см. 
§ 3.1), получаем, что перестановка координат элементов z1 и z2 при 

действии в алгебре Diff I (Рп (JНI)s) эквивалентна композиции а о (7Г. 
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Для получения образующих алгебры Diff1 (Hn(JНI)s) используем 
предложение 1.5, формулу (3.4) и сделаем формальную подстановку: 

Л ___ , iЛ, Фlk __ _, iФ1k, 1'1k --+ i1'1k, 

i~1k --+ iП1k, 61k ----> i61k, 112 ----> iT 12, 

П12 ---+ Иl12, 612 ----t i612, Ф2k ---• Ф2k, 1'2k--+ T2k, 

П2k --+ П2k, 62k --+ 62k, 

т* __, т*, п* __, n*, е* __, е*, k = 3, ... ,п + 1. 

Эта подстановка индуцирует следующую подстановку образующих 

Do, ... ,D10: 

Do ----• iDo, D1 --• --D1, D2 ----+ D2, Dз _ __, iD;з, D4 _ _, -D4, D5 ---> D5, 

Dв--+ iDв, D1 --+ -D1, Ds--+ iDs, Dg --+ -Dg, D10 --+ -D10. 

Операторы D0 , ... ,D1o порождают алгебру Diff1(Hn(JВI)8 ). 

3.2.2. Соотношения в алгебрах 
Diff1(Pп(JВI)s) и Diff1(Hп(JНI)s) 

(3.12) 

Здесь мы найдем независимые соотношения в алгебре Diff1 (Pr'(JВI)s) 
для ее образующих Do, ... , D 10 . В соответствии с п. 2.1.4 эти соотноше
ния бывают двух типов. Первый тип состоит из коммутационных со

отношений, поскольку коммутатор двух дифференциальных операторов 

порядков т1 и т2 является оператором порядка тпз::::;; т1 + т2 -1. Это 
дает 11(11 - 1)/2 = 55 соотношений. В силу (3.9) для п ~ 3 второй тип 
состоит из единственного независимого соотношения вида: 

D~0 -D9D4D5 -D1D6Ds -DsD6D1+DgD~+D1DsD1+DsD4Ds = D', 
(3.13) 

где D' - оператор порядка ::::;; 7, полиномиально выражающийся через 
образующие D0 , ... , D10. Его точный вид будет указан ниже. Для п = 2 
формула (3. 7) дает еще одно независимое соотношение вида: 

где D" - оператор порядка ::::;; 3, полиномиально выражающийся через 
операторы D0 , ... , D8 . Прямые вычисления дают D" = D 1 +D2 , поэтому 
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в случае п = 2 имеем дополнительное соотношение: 

(3.14) 

Для п = 2 при помощи этого соотношения можно исключить элемент D9 
из списка образующих. 

В принципе все соотношения могут быть получены прямыми вычис

лениями в обертывающей алгебре U(g) по модулю (U(g)t0 )к0 , но эти вы
числения становятся слишком громоздкими для выписывания их здесь. 

В приложении А приведен пример вывода некоторых коммутационных 
соотношений для алгебры Diff1(Pn(IНI)s). После получения некоторых 
коммутационных соотношений прямыми вычислениями ряд других мо

жет быть получен (см. приложение А) при помощи тождества Якоби: 

которое справедливо, в частности, в любой ассоциативной алгебре. Дан

ное тождество также дает инструмент для проверки уже найденных ком

мутационных соотношений. 

Элемент D' можно записать в виде D' = 2:;=2 8.i, где 

81 = D1(D1 - D2)D5 + 2DвDзD4 -- D1{Dз, D5}

- ~Dв{D1 - D2, D5} + 2DgD5Do, 

85 = ~Do(D1 - D2)Dв - ~DoDзD1 + D? + D~ + 2D9D4-

- ~D~D4 - JL(D1 - D2)2 D5+ 4 16 

+ ~(D1 - D2)DзD6 - ~(D1 + D2)D5D4 + ~(D1 + D2)D~-

-
1
4
3 D5Dg - ~D5D10 + ~(D4 + D5)D10, 

05 = 
3
8
3 Do(D1 + D2)D6 - ~ ( DзDв + ~(D1 - D2)D1), 

84 = ~D~ + 1
9
6 (D1 - D2)

2 + ~(D1 + D2)(9D5 - 15D4) + 1i Dg + ~D10+ 

+ ~D5(D1 + D2) + Зп(п - l)(D5D4 - D~), 
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33 Ь"з = -4n(n -1)D0 D6 , 

Ь-2 = ~п(п - 1)(15D4 - 9D5) - 3п(п - 1)D5. 

Ниже приведены все 55 коммутационных соотношений в лексико
графическом порядке. 

[Do, Di] = ---Dз, [Do, D2] = Dз, 

1 [Do, Dз] = 2(D1 - D2), [Do, D4] = -2D5, 

[Do,D5] = 2D5, [Do,Dб] = D4 - D5, 
[Do, D1] = -Dв, [Do, Dв] = D1, [Do, Dg] =О, 

[Do, Dio] =О, [D1, D2] = -{Do, Dз} - 2D1, 

1 [D1, Dз] = -2{Do, Di} + Dв + п(п - l)Do, 

[D1, D4] = 2D1, [D1, D5] =О, [D1, Dб] = Dв, 

1 1 [D1,D1] = --- 2 {Dз,D5}--- 2
{D1,D4}+ 

3 + 3(D1 --- D2) + Dg + Dio + п(п - l)D4, 

1 3 1 [D1, Ds] = - 2 {Dз, D5} + 4 Dз - 2{D1, D5} + п(п -1)D6, 

3 [D1,D9] = -{DзJJв} - {D1,D1} - 4{Do,Dз}+ 

3 1 + 2(п - 2 )(п + 2)D1, 

[JJi, D10] = ~{D5,JJs} - ~{D5, D1} + ~{Do, Dз} + ~D1, 
1 [D2, Dз] = 
2

{Do, D2} + Ds - п(п - 1)Do, 

[D2, D4] = -2D1, [D2, D5] =О, [D2, D5] = -Ds, 

1 1 3 [D2, D1] = -2{Dз, D5} + 2{D2, D4} + 3(D1 - D2) -- Dg -- D10-

- п(п -1)D4, 

1 1 3 
[D2, Ds] = -2{Dз, D5} + 2{D2,D5} + 4Dз - п(п -1)Dв, 
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[D2, JJg] = -{Dз, Dв} + { Dz, D1} + ~{Do, Dз} - 2(п -- ~)(п + ~)Л1, 

[D2,D10] = -~{Dв,Dв} + ~{D5,lJ1}- ~{Do,Dз} - ~f)7, (3.15) 

[Dз, D4] = О, [Dз, D5] = 2Dв, 
1 

[Dз, Dв] = D1, [Dз, D1] = -4{D1 + D2, Dв} + п(п ·-· l)Dв, 

1 [Dз, Dв] = ---
4

{D1 + D2, D5} + п(п ··· l)D5 + Dg + D10, 

1 3 3 1 [Dз, Dg] = ---
2

{D1 + D2, Dв} + S{Do, D1 ·· D2} + 2(п ···· 2)(п + 2)Dв, 

1 1 3 1 
[Dз,D10] = 2{Dв,D1}- 2 {D4,Dв}----

16
{Do,D1 -- D2} + 2Dв, 

[D4,D5] = -2{Do,Dв}, 
3 [D4, Dв] = -{Do, D4} + 2Do, 

1 3 (D4,D1] = 2 {Л1 - D2,D4} + 4(D2 - D1), 

1 [D4, Dв] = 2{D1 - Dz, Dв} - {Do, D1 }, 

[Л4, Dg] = { D1 - D2, D1 }, [D4, Л10] =О, 

3 [D5,Dв] = {Do,D5} - 2Do, 

[D5,D1] = {Dз,Dв} + {Da,Dв}, 
3 [D5,Ds] = {Dз,D5}- 2Dз, 

[D5,D9] = 2{Dз,Dв}, [D5,D10] =О, 

[Dв,Л1] = i{D1 - D2,Dв}+ 

1 1 } 3 + 2{Dз,D4} + 2 {Do,D1 - 4Dз, 

[Dв, Dв] = ~{IJ1 - D2, IJ5} + ~{Пз, Dв} - ~{Do, IJв} + ~(IJ2 -- Л1), 
1 

[Dв,Dg] = 2{IJ1-IJ2,IJв}+{Dз,D1}, 
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[ Dб, D10] =О, [D1, D8] = ~{ Л1 - D2, Ds}

- ~{Dз,D1}+ 1
3
6

{Do,D1 +D2}-

- ~{Do, D9 + D10} - iп(п - l)Do, 

[Л1, Dg] = ~{Dз, Dб} + ~{ D1 - Л2, D4}+ 

+ ~{D1 - D2, D9 + Л10} - ~(JJ~ - П~)+ 
3 . 2 1 + 4(п - п - 4)(D1 - Л2), 

[D1,D10] = ~{D2 - D1,D~}- ~{{Do,D1},Dб} + ~{{Do,D4},Ds}+ 
1 . 1 

+ 8{{D1 - D2,Л5},D4}- 4{Dз,Лб}+ 

1 1 + S{D2 - Л1, ЗD4 + Л5} - 2 {По, Ds}+ 

15 + 
32 

(D1 - D2), 

[Лs, Dg] = ~{П1 - D2, Dб} + ~{IJз, D5} - ~{Dз, D1 + D2}+ 

+ { Dз, Dg + D10} + ~(п2 
- п - ~)Dз, 

[D8, D10] = -~{{Dз, Dб}, Dб} + ~{{Do, Dб}, Ds}-

1 1 1 - 4{{Do,D5},D1} + 4{{Dз,D5},D4}- 2{Dз,D5}-

l{ } 1{ . 9 - 4 Dз, D4 + 4 Do, IJ1} + 16 Dз, 

[Dg, D10] = ~{-{Dв, D8} + {Ds, D1 }, D1 - D2} + ~{ {Dз, Ds}, D4}-

l 1 1 - 2{{Dз, Dб}, D1} + 4{D2 - D1, D1} - 2{Dз, Ds}. 

81 

Любопытно, что операторы D 9 и D 10 появляются в правых частях 

этих соотношений только в виде комбинации D9 + D10 . 
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Используя соотношения (3.15), нетрудно убедиться непосредствен
но, что оператор Казимира С1 = D5 + D 1 + D2 + D4 + D5 принадле
жит центру алгебры Diff1(Pn(JIO)s) в соответствии с § 3.1. Поскольку 
группа UlНl(n + 1) ~ Sp(2(n + 1)) является компактной вещественной 
формой группы Sp(2(n + l),IC), то из предложения 1.5 вытекает, что 
действие Aduн(n+l) в алгебре uн(п + 1) имеет п + 1 независимых инва
риантов степеней 2, 4, 6, ... , 2п + 2. 

Предложение 3.t. Образ отображения 'Т) о Л*IS'(uн(n+l))11 111 cп+1) по
рождается некоторыми элементами степеней ~ 8. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгебра Ли UJН[(n') состоит из матриц вида А+ 
-Т Т +Bj, А,В Е Mat(n',IC), А = -А,В =В. Легко убедиться в том, что 

отображение 

А+ Bj _, ( _АВ ~) Е Mat(2n',IC) (3.16) 

определяет изоморфизм алгебр uшr(n') и sр(п') := sp(n',IC) n u(2n'). 
Группы И1Н1(п') и Sp(n') также изоморфны. Известно [59], что сво-

бодные образующие алгебры S (sp(n'))8
p(n') соответствуют коэффици

ентам P2k, k = 1, ... , п', многочлена: 

2n' 

Рс(х) = det (х id -iC) = x2n' + L PkX
2n' -k' с Е .sp(n'). 

k=l 

Заметим, что p2k-l = О, k = 1, ... , п', а коэффициенты P2k, k 
= 1". "п'. -- вещественны. В самом деле, в силу СЕ sp(n',IC) спра
ведливо равенство 

т ( О -Е) ( О --Е ) С= ЕО СЕО' 

откуда 

Рс(х) = Рст(х) = det (- ( ~ -: ) (xid+iC) ( ~ -0Е)) = 

= det ( ~ -0Е) 
2 

det (-xid-iC) = рс(-х), 

что доказывает первое утверждение. Кроме того, (iC) т = -iСт = iC, 
т. к. СЕ u(2n'). Поэтому iC - эрмитовая матрица, что доказывает вто

рое утверждение. 
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Пусть теперь п' = п + 1. В силу (3.4), координаты в алгебре Ли 
g S=' uшr(n + 1), соответствующие подпространству р, расположены толь
ко в первых двух строках и столбцах матрицы А+ Bj Е UJНI(n + 1). 
Изоморфизм (3.16) отображает эти строки и столбцы в четыре строки 
и столбца матрицы 

Поэтому данные координаты входят в многочлены P2k, k = 1, ... , n, 
не более чем в восьмой степени в совокупности. Применение леммы 2.4 
завершает доказательство. 8 

Следствие 3.1. Поскольку в центре ZDiffr(Pn(JВI)s) имеет
ся лишь конечное число элементов степеней ~ 8, то отображе
ние Т/ о Л* ls(uн(n+l))uJR(п+1J не является инъективным для достаточно 

больших значений п. 

Вместо непосредственного перехода посредством громоздких вы

числений от образующих алгебры S(uJН[(n+l))U11 (n+l) к соответству
ющим элементам из ZDiff1(Pn(JВI)s) мы просто отберем элементы 
из ZDiff т(Pn(Iffi)s) степени не выше четырех. Прямые вычисления при
водят к выводу, что все такие элементы являются линейными комбина

циями элементов С?, 

С2 = ~{D1, D2} - D5 - Dg - (п2 - n - l)(D1 + D2), 

Сз = ~{D1 + D2. D4 + D5} + ~(D1 - D2)2 + D5+ 

+ ~(D4 - D5)2 + D~ + Dg - 2D10+ 

+ ~{D6,D1 + D2 + D4 + D5} + ~D6-

- (п2 
- п - ~)(D4 + D5) + (-п2 + п + ±)D6, 

четвертой степени и элемента С1 второй степени. В силу (3.14), 
при n=2 имеем С2 =О. 

Существование в случае п ? 3 двух элементов из ZDiff1(Pn(Iffi)s) 
(независимых друг от друга и от элемента С1 ) четвертой степе
ни означает одну из двух возможностей. Первая состоит в суще
ствовании элемента из центра ZDiffr(Pn(Iffi)s). не входящего в мно-
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жество r1 о Л* (s(uШI(n+l))UJНl(n+l)). Вторая возможность состоит 
в том, что образ в ZDiff1(Pn(JНI)s) некоторого элемента степени ~ 6 
из S (uIНI(n + l))UJНl(n+l) имеет степень четыре. 

Используя подстановку (3.12), получаем из (3.15) коммутационные 
соотношения в алгебре Diff т (Н" (JНI)s): 

[Do, D1] = Dз, [Do, D2] = Dз, 
- - 1 - - ... ... . .. 

[Do, Dз] = 2"(D1 + D2), [Do, D4] = 2D6, 

[Do, Ds] = 2.Dб, [Do, Dб] = D4 + Ds, 
[Do,D1] = Ds, [Do,Ds] = D1, [Do,Dg] =о, 

[Do, D10] =о, [D1, D2] = -{Do, Dз} - 2D1, 

[D1, Dз] = ·---~{Do, D1} - Ds -- п(п -- l)Do, 

[D1,D4] = -2D1, [D1,Ds] =0, [D1,Dб] = -Dв, 
-- 1-- I--

[D1, D1] = 2 {Dз, D5} -
2

{D1, D4}-

3 - - - - -
- 8(D1 + D2) - Dg - D10 - п(п - l)D4, 

-- 1-- 1--
[D1,Ds] = 2 {Dз,D5}- 2

{D1,D5}-

3 - -
- 4 Dз - п(п - l)D5, 

-- -- -- з--
[D1,D9] = {Dз,Ds}- {D1,D1} + 4{Do,Dз}-

3 1 -- 2(п - 2 )(п + 2)D1, 

- - 1 - - 1 - - 3 - - I-
[D1, D10] = - 2 {Dб, Ds} + 2 {Ds, D1} -- S{Do, Dз} - 2D1, 

-- 1-- - -
[D2, Dз] = 2{Do, D2} + Ds - п(п - l)Do, 

[D2, D4] = -2D1, [D2, Ds] =о, 
-- - -- 1-- I--

[D2, D5] = -Ds, [D2, D1] = -2 {Dз, D5} + 2{D2, D4}+ 

3 - - - - -
+ 3(D1 + D2) - Dg - D10 - п(п - l)D4, 
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- - 1 - - 1 - - 3- . -
[Л2, Ds] = -2{Лз, Ds} + 2{D2, Dв} + 4Лз - п(п - l)Dв, 

--- -- -- 3-- 3 1 7 

[D2, Dg] = -{Dз, Ds} + {D2, D1} + 4{Do, Dз} - 2(п - 2)(п + 2)D1, 

(3.17) 

- - 1 - - 1 - - . 3 - - 1-
[D2, D10] = -2{Dв, Ds} + 2{Ds, D1} - 3{Do, Dз} - 2D1, 

[Dз, Ь4] =о, [Dз, Ds] = 2Ds, 
--- -· .--- 1-·· --- --

[Dз,IJв] = D1, [Dз,D1] = --
4

{D1 --- D2,Dв} - п(п-- l)Dв, 

-- 1- -- - - -
[Dз, Ds] = -4{D1 - D2, D5} - п(п -- l)Ds + Dg + D10, 

-- 1- -- 3-- -. 
[Dз,Dg] = -2{D1 - D2, Ds} + 3{Do, D1 + D2}-

3 1 -- 2(п - 2 )(п + 2)Ds, 

- - 1 - - 1 7 - 3 - - - 1-
[Dз,IJ10] = 2{Dв,IJ1} - 2{D4, Ds} - lб {Do, D1 + D2} - 2Ds, 

- - - 7 - - - - 3-
[D4, D5] = --2{IJo, lJв}, [D4, Dв] = -{Do, 1J4} - 2Do, 

-- 1- -- з- -
[D4, D1] = 2{D1 + lJ2, Л4} + 4(D2 + D1), 

-- 1- -- --
[D4,Ds] = 2{D1 + D2,Лв}- {Do, IJ1}, 

[Ь4, Da] = {D1 + D2, D1 }, [Ь4, D10] =о, 

[Ds,Dв] = {Do,Ds} ----· ~Do, [Ds,D1] = {f)з,f)в} + {f)o,Ds}, 

[D5,bs] = {Dз,f)s}- ~f)з, [Ds,bg] = 2{Dз,Ds}, [Ds,D10] =о, 
- .. 1 - - - 1 - - 1 ... - 3--

[Dв, D1] = 4{D1 + D2, Dв} + 2{Dз, D4} + 2{Do, D1} + 4Dз, 
..... 1- --· 1--- 1--- 3- -

[Лв, Ds] = 4{D1 + D2, Ds} + 2{Dз, Dв} --- 2{Do, Лs} --- 8(D1 + D2), 

,- - 1-!. 7 - - - --

lЛв, Dg1 - 2 {D1 + D2, lJs} + {Dз, D1 }, 

-- -- 1- --- 1--
[JJ5,1J10] =О, [D1,IJs] = 4{D1 + D2,Ds}- 2{Dз,D1}+ 
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3-- - 1-- - 3 -
+ 

16
{Do, D1 - D2} - 2{Do, D9 + D10} + 4п(п -1)D0 , 

-- 1-- 1- --
[D1, Dg] = -4{Dз, Dв} + S{D1 + D2, D4}+ 

+ ~{D1 + D2,D9 + D10} - ~(Di - D~)-
з 2 1 - -

- 4(n - п - 4)(D1 + D2), 

[D1,D10] = -~{D1 + D2,D~}- ~{{Do,D1},Dв}+ 
1 - - - 1 -· - - - 1 - -

+ 4{ { Do, D4}, Dв} + 8{ { D1 + D2, Ds}, D4} + 4 { Dз, Dв}+ 

1 - - ·- - 1 -· - 15 - ... 
+ S{D1 + D2, Ds -- ЗD4} + 2{Do, Dв} -- 32(D1 + D2), 

-- 1- -- 1-·- З-·- -
[Dв,Dg] = S{D1 + D2,Dв}- 4 {Dз,Ds} - S{Dз,D1 ·- D2}+ 

{
- - - 3 2 1 -

+ Dз,Dg + D10} - 2 (п -· п - 4)Dз, 

-- 1-- - 1-- -
[Dв, Dio] = -4{ {Dз, Dв}, Dв} + 4{ {Do, Dв}, Dв}-· 

1 - - -- 1 .. - - 1 ... ·-
- 4{{Do, Ds}, D1} + 4{{Dз, Ds}, D4} + 2{Dз, Ds}·-· 

1 - - 1 - ·- 9 - .. - 1 - -· 
- 4{ Dз, D4} + 4{ Do, D1} - lб Dз, [Dg, Dio] = 4 {--{ Dв, Dв}+ 

-- ·- - 1-- .. 1--·- -+ {Ds,D1},D1 + D2} + 2{{Dз,Ds},D4} ·- 2{{Dз,Dв},D1}--

l - -- 1--
- 4{D1 +D2,D1} + 2 {Dз,Ds}· 

Аналог оператора С1 из центра алгебры Diffr(Hn(JНI)s) имеет 
- -2 - - - -

вид С1 = D0 + D1 -·· D2 + D4 ···· Ds, для оператора С2 вид: 

и для оператора Сз вид: 
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1 - - 2 -2 - -
+ 4(D4 + D5) - D6 - Dg + 2D1o+ 

1 -2 - - - - 1 -4 
+ 4{D0 , D1 - D2 + D4 - D5} + 4D0+ 

2 3 - - 2 7 -2 + (п - п - 2 )(D4 -- D5) + (п - п - 4)D0 • 

Соотношение (3.13) принимает вид: 

-2 - - - - - - - - - - -2 
D10 - D9D4l)5 - D1IJ6Ds - DsD6D1 + D9D6+ 

7 

+ D1DsD1 + DsD4Ds = l::бi, 
i=2 

61 = D1(D1 + D2)D5 + 2DsDзD4 - D1{Dз, fJ6}-
1 - - - - - - -

- 2Dв{D1 + D2, D6} + 2DgD6Do, 

- 5 - - - - 5 - - - -2 
86 = 4Do(D1 + D2)Dв - 2DoDзD1 + D7 -

-2 - - 9-2- 9 - - 2-
- D8 + 2D9D4 - 4D3 IJ4 - 16 (D1 + D2) D5+ 

9- -- 3- ---
+ 4(D1 + D2)DзD6 - 2(IJ1 - D2)D5D4+ 

+ ~(D1 - D2)D~ - 13 fJ6fJg - !2fJ6fJ10+ 
2 4 2 
3 - - -

+ 2(D4 - Ds)D10, 

- 33 - - - -
85 = 3Do(D1 - D2)D6+ 

+ ~ ( DзDs - ~(D1 + D2)D1) , 

64 = _!tlJ~ + _Q_(D1 + D2)2
-

4 16 

- l(fJ1 - D2)(9D5 + 15D4) - 19 Dg - ~D10+ 
8 2 2 

+ ~.D6(D1 -- D2) - 3п(п - l)(D5D4 - fJ~), 

87 

(3.18) 



88 ГЛАВА 3 

- 33 - -
бз = 4п(п - l)DoDв, 

82 = -~п(п - 1)(15D4 + 9D5) + 3п(п - l)D5. 

В случае п = 2 дополнительное соотношение (3.14) принимает вид: 

(3.19) 

В силу соответствия с компактным случаем и предложения 3.1 
для пространства нn(IНI)s, образ отображения 17 о Л*ls(g)G порождает
ся некоторыми элементами степени ~ 8. 

Здесь мы воспользуемся обозначениями из п. 1.3.2. 

3.3.1. Образующие алгебр Diff1(Pn(C)s) и Diff1(Hn(C)s) 

Рассмотрим пространство pn(C)s. В силу изоморфизма Р1 (С) ~ S 2 

предположим опять, что п ~ 2. 
Пусть zo = (1, О, ... , О) Е сп+~, а элемент ~о Е 1~0 сп+l ~ сп+l име

ет координаты (О, 1, о" .. , О). Положим Zo = 7rZo, (о= 7!"*~0 Е TzuPn(C). 
Стационарная подгруппа К0 с G = SU(n + 1) точки (z0 , ( 0 ) по

рождается группой К1 = SU(n --- 1), действующей на последние п - 1 
координат и группой К2 = U(l), действующей на однородные координа
ты в пространстве Р"(С) по формуле: 

(х · · х ) (еiФх · еiФх · е-2iФх · х · · х ) ·1 · · · · · n+l --+ 1 · • 2 · • 3 · •4 · · · · - п+l · (3.20) 

Поскольку dimJRKo = (п -1) 2 , мы получаем Ко~ U(n -1) и, в частно
сти, группа Ко связна. 

Алгебра Ли to группы Ко является линейной оболочкой элементов 
(1.14) при 3 ~ k < j ~ п + 1 и элементов: 

У1 - Уз = ~(Езз - Ejj), 3 < j ~ п + 1, 2У з -1' 2 = ~(Е11 + Е22 - 2Езз). 

Выберем подпространство р с g = su(n + 1), дополнительное к под
алгебре t 0 алгебры g = su(n + 1), как линейную оболочку элементов: 

W1k, У 1k, 2 ~ k ~ п + 1, Ф2k, У 2k, 3 ~ k ~ п + 1, У* = 1' z. (3.21) 



Принимая во внимание соотношения ( 1.12), легко получить редуктив
ность разложения su(n + 1) = р Е!Э е0 , т. е. включение [Р, е0 ] с р. 

Частный случай предложения 1.2 для q1 = 2п - 2, q2 = 1 мы полу
чим, положив: 

Л = -Ф12, ел,k--2 = W1k, ел.n-З+k = Y1k, fл,k-2 = -W2k, 

fл.п-З+k = -Y2k, е2л,1 = У12, f2,\,1 =У*' k = 3, ... , п + 1. 
(3.22) 

Теперь мы можем найти образующие алгебры S (Р) Ко. Разложе-
ние р = а вэ ел fJJ е2л Ф Рл Ю Р2л является инвариантным относительно 
действия Аdк0 . В пространствах а, Р2л, е2л действие Ко тривиально, 

что дает инварианты Do = Л, D4 = У 12, D5 = У* Е ,\ ( S (р) Ка). Опера
торы D 4 , D 5 являются квадратными корнями из их аналогов из § 3.1. 

Из (3.22) видно, что пространство Рл ~ сп- 1 состоит из матриц 
вида 

О -а1 . . . -ап-l J 
о о ". о 

О О ··· О , a1"".an-1 ЕС. 

о о о 

Аналогично пространство ел ~ сп- 1 состоит из матриц вида 

о 

о 

Ь1 

о . .. о J -Ь1 . . . -Ьп-1 

~ ~ , Ь1 , ... , Ьп -1 Е С. 

о о 

Действие группы К1 в пространствах Рл и ел эквивалентно тавтоло

гическому действию группы SU(n --1) в пространстве С"- 1 : a·-·•Ua, 
И Е SU(n-1), аналогично конструкции из п. 3.2.1. Легко проверить, что 
действие (3.20) индуцирует К1 -действия а1 --+ ехр-Зiф а1, ai--+ ехр-iФ ai, 

Ь 1 --+ ехр-3iФ Ь1, Ьi--+ ехр-iФ Ь;, i = 2, ... , п - 1. Поэтому Ко-действие 
в пространствах Рл и ел эквивалентно тавтологическому действию груп

пы U(n - 1) в пространстве сп-· 1 . 
Это действие имеет один независимый вещественный инвариант: 

(z, z), z Е сп- 1 , а диагональное действие группы U(n - 1) в простран
стве Рл 13-J tл ~ сп-- 1 Ф сп-- 1 имеет четыре (независимых при п ~ 3) 
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вещественных инварианта: 

(3.23) 

В силу леммы 2.4 соответствующие элементы из множества Л ( S (Р) Ко) 
имеют вид: 

n+l n+l 

[)l = L (Фik + Yik)' [)2 = L (Ф~k + y~k)' 
k=3 k=3 

п+l 

[)3 = -~ L ({'1'1k, Ф2k} + {Ylk, Y2k})' 
k=З 

п+l 

D= ~ L(-{Ф1k,Y2k}+{Ф2k,Y1k}). 
k=3 

(3.24) 

В данном случае только оператор О является новым по сравнению 

с §3.1. 
Для п = 2 существует единственное независимое соотношение меж

ду инвариантами (3.23): 

/(z1,z2)/ 2 = lz1z2/2 = lz1/ 2 lz21 2 = (z1,z1)(z2,z2), 
(3.25) 

Таким образом, операторы [)о, ... , D5, О порождают алгебру 
Diff1(Pп(C)s). 

Степени этих образующих таковы: 

deg([)o) = deg(D4) = deg(D5) = 1, (3.26) 

deg([)1) = deg(D2) = deg(D3) = deg(D) = 2. 

Операторы [)3, D4 симметричны, а операторы [)0 , О, D5 антисим
метричны относительно перестановки координат z1 и z2 . Операторы D 1 
и D 2 переходят друг в друга при данной перестановке. 

Для получения образующих алгебры Diff1(Hn(C)s) сделаем фор
мальную замену: 

Л---+ iЛ, Ф1k---+ iФ1k, Y1k---+ iY1k, У12---+ iY12, 
Ф2k ____, Wzk, Y2k --+ Y2k, У*---+ У*, k = 3, ... ,п + 1. 
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Эта замена индуцирует следующую замену образующих D 0 , ... , D5 , О: 

Do ____ , iDo, D1 --4 --D1, D2 ---• D2, 

Dз ---+ iDз, D4 ---+ iD4, О---+ iO, D5 ---+ Ds. 

Операторы Do, ... , D 5 , О индуцируют алгебру Diffr(H"(C)s). 

3.3.2. Соотношения в алгебрах 
Diff1(Pn(C)s) и Diff1(Hп(C)s) 

(3.27) 

Коммутационные соотношения в алгебре Diffr(Pn(C)s) таковы: 

[Do,D4] = -Ds, [Do,D5] = D4, 

[Do, D] =О, [D1, D2] = -{Do, Dз} - {О, D4}, 

1 1. (п-1)2 
[D1,Dз] = -

2
{Do,D1} + 2"{0,D5} + 

4 
Do, [D1,D4] =О, 

1 1 (п-1)2 
[D1,Ds]=O, [D1,D]=- 2{D1,D4}-2{Dз,Ds}+ 4 

D4, 

1 1 (п-1)2 
[D2,Dз]=2"{Do,D2}+ 2 {D,D5}- 4 Do, 

[D2, !)4] = -0, [D2, Ds] =О, 

1 1 (п - 1)2 

[D2, О]= 
2

{D2, D4} - 2{Dз, D5} - 4 D4, [Dз, D4] =О, 

1 (п--1)2 
[Dз, Ds] = ГJ, [IJз, О]= - 4{ D1 + D2, IJ5} + 

4 
D5, 

1 [JJ4, JJs] = -Do, [D4, О]= 2(D1 - Л2), [D5, CJ] = Dз. 

Для п > 2 соотношения второго типа отсутствуют. Для п = 2 
в силу (3.25) существует единственное соотношение второго типа: 

~{D1, D2} - D§ - 0 2 
- ~(Л5 + Dl + ЛI0 =О. (3.28) 

Из предложений 1.5 и 2.2 следует существование п независимых обра
зующих алгебры 

ZDiffr (SU(n + 1)) ~ ZU(u(n + 1)) 
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степеней 2, 3, 4, ... , n+l. Образом в алгебре ZDiff1(Pn(C)s) образующей 
второго порядка является оператор Казимира С1 = D6 + IJ1 + JJ2 + 
+ D~ + Dg. Легко проверить прямым вычислением, что все элементы 
из ZDiff1(Pn(C)s) степеней ~ 4 являются линейными комбинациями 
элементов С1 , C'f, С2 и Сз, где 

В силу (3.28) в случае п = 2 имеем С1 = 4Сз. Оператор С2 имеет 
степень 3, а степень оператора С3 для п ~ 3 равна 4. 

Предложение 3.2. Образ отображения 17 о Л*ls(u(n+l))щ"+1) по
рождается элементами степени ~ 4. 

ДокАЗАТЕльство. Известно [59], что свободные образующие алгеб

ры S (u(n + l))U(n+lJ соответствуют коэффициентам Pk, k = 1, ... , n+ 1, 
многочлена: 

n+l 
РА(Х) = det (xid-iA) = xn+l + LPkXn+l·-k, А Е u(n + 1). 

k=l 

В силу тех же аргументов, что и в доказательстве предложения 3.1, ко
эффициенты Pk, k = 1, ... , п + 1, вещественны. Из (3.22) легко видеть, 
что координаты в алгебре g s=: u(n + 1), соответствующие подпростран
ству р, расположены только в первых двух строках и столбцах матри
цы А Е u(n + 1). Поэтому эти координаты входят в многочлены Pk, k = 

= 1, ... , п + 1, не более чем в четвертой степени в совокупности. При
менение леммы 2.4 завершает доказательство. 8 

Следствие 3.2. Элементы С1 , С2 и С3 порождают подалгеб

ру ZDiff1(Pn(C)s), содержащую подалгебру r]o,\* ( S (t~(n + 1)) U(n+l)). 

Поскольку существует лишь конечное число линейно независи

мых элементов из ZDiff1(Pn(C)s) степеней ~ 4, то отображе
ние Т] о Л*ls(u(n+l))UCп+1J не является инъективным для достаточно 
больших значений п. 

Используя замену (3.27), получаем соотношения для образую

щих !Jo, ... , D5, П алгебры Шffr(Hn(C)s). 
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Коммутационные соотношения теперь имеют вид: 

г- - - - - - - - 1 - -
lDu,D1] = Dз, [Do,D2] = Dз, [Do,Dз] = 2(D2 + D1), 

[Do, D4] = D5, [IJo, IJ5] = D4, 

[Do, О]= о, [D1, D2] = -{Du, Dз} - {lJ, D4}, 

- - 1 - - 1 - - (п - 1 )2 -
[D1, Dз] = - 2 {Du, D1} - 2{0, Ds} -

4 
Do, 

[.D1, D4] =-О, [D1, D5] =о, 

·- - 1 -- - 1 - -- (п - 1)2 
--

[D1, 0] = --2{D1,D4} + 2{Dз,D5}----
4 

D4, 

- - 1 - - 1 - - ( п - 1 )2 - - - -
[D2,Dз] = 2{Do,D2} + 2{0,Ds}-

4 
Do, [D2,D4] = -0, 

- - - - 1 - - 1 - - (п - 1)2 -
[D2,Ds]=O,[D2,0]=2{D2,D4}-2{Dз,Ds}-

4 
D4, 

- - - - - - - 1 - - - (п - 1)2 -
[D3 , D4] =О, [Dз, Ds] =О, [Dз, О]= - 4{D1 - D2, Ds} -

4 
Ds, 

-- - -- 1- - -;- -
[D4, Ds] = -Do, [D4, О]= 2 (D1 + D2), [Ds, О]= Dз. 

Для п > 2 коммутационные соотношения второго типа отсутствуют. 
С другой стороны, для п = 2 существует одно соотношение второго 
типа, аналогичное соотношению (3.28): 

Аналоги в ZDiffr(H''(C)s) операторов С1 , С2 и Сз имеют вид 

- -2 - - -2 -2 
С1 = D0 + D1 - D2 + D4 - D 5 , 

С2 = {D1 + D2, Ds} - 2{ Dз, D4} + 2{ Do, О}, 

Сз = ~{..01, D2} - D~ - 0
2 

-
11

·
2 

- ~п - l (D1 - Dz). 

(3.29) 

Соответствие между компактным и некомпактным случаями и след

ствие 3.2 дают: 
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Следствие 3.3. Пусть G - компонента связности единицы 
группы изометрий пространства нп(С). Элементы С1 , С2 и С3 по
рождают подалгебру алгебры ZDiff1(Hn(C)s), содержащую подал-

гебру Т/ о Л * ( S (g) G). Поскольку существует только конечное чис
ло линейно независимых элементов в ZDiff1(H"(C)s) степеней ::;:; 4, 
то отображение Т/ о Л*ls(g)a не является инъективным для доста

точно больших значений п. 

§ 3.4. Алгебры Diff 1(Pn(JR) 8 ), Diff 1(S;i) и 
Diff 1(Hn(IR)s) 

Здесь мы будем пользоваться обозначениями из п. 1.3.3. 

3.4.1. Образующие алгебр Diffr(SS') и Diffr(Hn(JR)s) 

Рассмотрим пространство 88. Предположим, что z0 = (1, О, ... , О) Е 
Е Rn+l, а элемент .;о Е Tz-

0
JRn+l ~ JRn+l имеет координаты (О, 1, О, ... , О). 

Пусть zo = ?ГZо, ( 0 = ?Г*.;о Е Tz0 S8. 
Стационарная подгруппа Ко С SO(n + 1), соответствующая точ

ке (zo,(o) Е s5, является группой SO(n -·- 1), действующей на послед
ние п - 1 координат. 

Группа SO(n + 1) является групповым накрытием компоненты связ
ности единицы G группы изометрий пространства pn(JR). Группа Ко= 
= SO(n - 1) с SO(n + 1) есть групповое накрытие соответствующей 
подгруппы КЬ С G. В силу предложения l.6 орбиты действий Аdк0 
и Аdкь на подпространстве р с g совпадают и конструкция из § 2.1 
дает изоморфизм Diff1(Pn(1R)s) ~ Diff1(SS). 

Алгебра Ли to группы Ко является линейной оболочкой элемен
тов Фkj при 3 ::;:; k < j ::;:; п + 1. Выберем подпространство р, дополни
тельное к подалгебре to в алгебре g = .so(n+ 1), как линейную оболочку 
элементов: 

W1k, 2 ::;:; k ::;:; п + 1, Ф2k, 3 ::;:; k ::;:; п + 1. (3.30) 

Ясно, что разложение .so(n + 1) = р Е1Э зо(п - 1) редуктивно. 
Частный случай предложения 1.2 для q1 = О, q2 = п-1 мы получим, 

положив 

А= -2Ф12, е2Л,k--2 = 2Фlk, f2>.,k--2 = -2Ф2k, k = 3, ... , п + 1. (3.31) 



Рассмотрим разложение \) = а еэ t2.л ЕJЭ р2л, инвариантное относитель
но действия Аdк0 • Легко видеть, что в пространстве а действие Ко три
виально, а в пространствах t2л и р2л оно совпадает с тавтологическим 
действием группы SO(n - 1) в пространстве !Rп-1 . Тривиальное дей
ствие группы Ко в пространстве а имеет инвариантный элемент D0 = Л. 
Описание базисных К0-инвариантов в пространстве µ2 .л ЕJЭ t2л различно 
в случаях n = 2, n = 3 и n ~ 4. 

3.4.1.1. Случай n ~ 4 

Действие группы SO(n - 1) в пространстве !Rn-l имеет один неза
висимый инвариант: (z, z), z Е !Rп- 1 , а ее диагональное действие в про
странстве р2л еэt2л 9" !Rn-I EJЭIRn-l имеет три независимых вещественных 
инварианта: 

(3.32) 

Лемма 2.4 дает соответствующие этим инвариантам элементы из ал

гебры Л ( S (Р)к0 ) в виде: 

п+l n+l 

Dr = 4 L wik, D2 = 4 L Ф~k, 
k=3 k=3 

n+l 

Dз = -2 L {Ф1k, Ф2k}. 
k=3 

Все эти инварианты были найдены в § 3.1 в общей ситуации. Таким 

образом, операторы D0 , D1, D2, Dз порождают алгебру Diff1(SS). 
Степени этих образующих таковы: 

deg(Do) = 1, deg(D1) = deg(D2) = deg(Dз) = 2. (3.33) 

Оператор Dз симметричен, а оператор Do кососимметричен относи
тельно перестановки координат z1 и z2. Операторы D 1 и D2 переходят 

друг в друга при этой транспозиции. 

3.4.1.2. Случай п = 2 

В этом случае группа Ко тривиальна и базисные инвариантные опе
раторы соответствуют элементам D0, D1 = е2.л,1, D2 = f2л,1 алгебры 
sо(З). Таким образом, алгебра Diff1 (S~) изоморфна алгебре И(.sо(З)). 
Центр этой алгебры порожден оператором Dб + Di + D~. 
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3.4.1.3. Случай п = 3 

В этом случае Ко = _so(2) и имеется один дополнительный (по 
отношению к случаю п ~ 4) инвариант второго порядка 

Он алгебраически связан с операторами D0 , D1, D2, D 3 , которые опреде
лены так же, как и в случае п ~ 4. 

3.4.1.4. Образующие алгебры Diff1(Hn(R)s) 

Во-первых, пусть п ~ 4. Для получения образующих алгебры 

Diffr(Hn(R)s) используем формальную замену: 

Л ___, iЛ, Фlk ___, iФ1k, Ф2k ___, Ф2k, k = 3, ... , п + 1. 

Данная замена порождает следующую замену для образующих D 0 , ... , Dз: 

(3.34) 

Таким образом, операторы Do, ... , 1)3 порождают алгебру Diffт(Hп(R)s). 
В случае п = 3 имеется дополнительная замена D ___, iD, а операто

ры Do, ... , D 3 , D порождают алгебру Diffr(H3 (R)s). 
В случае п = 2 имеется замена 

Do ___, iDo, Di ___, iD1, D2 ___, IJ2. 

Алгебра Diff1 (H2 (Щs) изоморфна алгебре U(so(l, 2)), а ее центр по
рождается оператором Dб + Df - D~. 

3.4.2. Соотношения в алгебрах 
Diff1(S8) и Diffr(Hп(R)s) 

Здесь мы рассмотрим только случай п ~ 3, поскольку DiffJ(S§) ~ 
~ U(so(3)) и Diffт(H2 (R)s) ~ U(so(l, 2)). 

Коммутационные соотношения для алгебры DiffI(SS) имеют вид: 

[Do, Di] = -2Dз, [Do, D2] = 2Dз, [Do, Dз] = IJ1 - D2, (3.35) 

(n····l)(n-3) 
[D1, D2] = -2{Do, IJз}, [D1, Dз] = -{Do, Di} + 

2 
Do, 

(п - l)(n --· 3) 
[D2,Dз) = {Do,D2} ---

2 
Do. 



При п = 3 дополнительный оператор О J1ежит в центре алгеб

ры Diffr(S~). 
При п > 3 соотношения второго типа отсутствуют. При п = 3 име

ется одно независимое соотношение второго типа: 

(3.36) 

Прямыми вычислениями нетрудно убедиться в том, что операторы С1 = 
= Dб + Di + D2 и 

лежат в центре алгебры Diffr(SS), а при п ~ 4 любой оператор из ал
гебры ZDifГ1 (SS) степени ~ 6 полиномиально зависит от операторов С1 
и С2 . При п = 3 в силу (3.36) справедливо равенство С2 = 0 2 + С1 . Так
же любой оператор из алгебры ZDiffr(S~) степени :::;;; 6 полиномиально 
зависит от операторов С1 и О. 

Предложение 3.3. Образ отображения 'ТJ о x*lscso(n+l))SO(n+l) по
рождается элементами степеней :::;;; 4. 

ДокАзАтЕльство. Для матрицы А Е so(n + 1) рассмотрим много-
член 

n+l 
Рл(х) = det (xid-iA) = xn+i + 2:::>kXn+i-k. 

k=1 

В силу тех же аргументов, что и в доказательстве предложения 3.1, 
коэффициенты Pk, k = 1, ... , п + 1, являются вещественными. Более 
того, 

рл(х) = Рлт(х) = det (xid +iA) = 
= (--l)n+l det (-х id -L4) = (-l)n+ 1PA(-x). 

Отсюда 
п+1 п+1 

LPkXn+1-k = L(-l)kPkXn+l-k 

k=l k=l 

и Pk =О при нечетных k. 
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Известно [59], что свободные образующие алгебры 

S (so(n + l))SO(n+l) в случае п + 1 = 2f + 1, f ~ 1, соответствуют ко
эффициентам Pk, k = 2, 4, ... , 2€, а в случае п + 1 = 2f, f ~ 2, они со
ответствуют коэффициентам Pk, k = 2, 4, ... , 2f. - 2, и пфаффиану Pf А 
матрицы А. 

Пфаффиан дается формулой 

PfA= 

где ai1 i2 - элементы матрицы А, а суммирование осуществляется 
по всем неэквивалентным разбиениям множества чисел 1, 2, ... , 2f. на па
ры (два разбиения, различающиеся только упорядочиванием пар и упо
рядочиванием внутри пар, считаются эквивалентными). 

В силу (3.31) координаты в алгебре g ~ so(n + 1), соответству
ющие подпространству \), расположены только в первых двух строках 
и столбцах матрицы А Е so(n + 1). Поэтому они входят в коэффициен
ты Pk, k = 2, 4, ... , и пфаффиан Pf А не более чем в четвертой степени. 

Применение леммы 2.4 завершает доказательство. 

Следствие 3.4. Элементы С1 и С2 в случае п ~ 4 (или элемен
ты С1 , О в случае п = 3) порождают подалгебру в алгебре ZDiffr(SS), 

содержащую подалгебру 1J о)..* ( S (.so(n + 1) )so(n+l)). Поскольку в ал
гебре ZDiffr(SS) существует лишь конечное число линейно независи
мых элементов степени ~ 4, то отображение 1J о Л*lsc5 o(n+l))so(п+iJ 
не является инъективным для достаточно больших значений п. 

Используя соотношение (3.34), можно получить аналогичные соот
ношения для алгебры Diff1 (Hn(J~)s). 

Коммутационные соотношения имеют вид: 

[.Do, D1] = 2.Dз, [Do, ..02] = 2.Dз, 
[.Do,Dз] = D1 + D2, [.D1,D2] = -2{.Do,Dз}, 
- - - - (n-l)(n-3) -

(D1,Dз) = -{Do,D1}- 2 Do, 

- - - - (n-l)(n-3) -
[D2,Dз) = {Do,D2}-

2 
Do, 

а для п = 3 также 

[Do,D] = [..01,D] = [..02,D] = [Dз,D] =О. 
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Первые три соотношения были найдены в [182], но остальные соотно
шения там отсутствуют. 

Для п > 3 соотношения второго типа отсутствуют. В слу
чае п = 3 имеется одно независимое соотношение второго типа, анало
гичное (3.36): 

1 - - -2 -2 -2 
2{D1,D2}-D0 =D3 +D. 

Операторы С1 = Dб + D1 - D2 и 

(3.37) 

лежат в центре алгебры Diffr(Hn(JR)s), а при п = 3 в силу (3.37) спра
- -2 -

ведливо равенство С2 =О + С1. 
Для п ? 4 любой оператор из алгебры ZDiffr(HS) степени ~ 6 

полиномиально зависит от операторов С1 и С2 . Любой оператор из ал
гебры ZDiffr(H§) степени ~ 6 полиномиально зависит от операторов С1 
и Ei. 

Из соответствия между компактным и некомпактным случаями 

и следствия 3.4 вытекает: 

Следствие 3.5. Пусть G - связная компонента единицы группы 
изометрий пространства нп(R). Элементы С1 ,С2 в случае п :;:::: 4 
(или элементы С1 , О в случае п = 3) порождают подалгебру алгеб-

ры ZDiffr(Hn(IR.)8 ), содержащую подалгебру 1/оЛ* ( S (g)0
). Поскольку 

в алгебре ZDiffr(Hn(IR)s) существует лишь конечное число линейно 
независимых элементов степени ~ 4, отображение 1/ о >.. * 1 S(g)a не яв
ляется инъективным для достаточно больших значений п. 

§ 3.5. Алгебры Diff 1(P2 (Ca)s) и Diff 1(H2 (Ca)s) 

Здесь мы будем использовать обозначения из § 1.4. 

3.5.1. Образующие алгебр Diff1 (P2 (Ca)s) 
и Diff1 (H2 (Ca)s) 

Детализируем конструкцию из § 3.1 для пространства М 

= P 2 (Ca)s. 
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3.5.1.1. Специальный базис в пространстве а ЕJЭ Рл ЕJЭ t'л ЕJЭ Р2л ЕJЭ 1'2.х 

Легко видеть, что 

поэтому пространство ТЕ1 Р2 (Са) можно отождествить с пространством 

(У2Ю + Уз(rу)[ f,, r7 Е Са) с m0 . 

Из (1.41) следует, что разложение 

(Y2(f,) + Yз('IJ)I f,, Т/ Е Са)= (Уз(f,)1 f, Е IR) ЕВ 

ЕВ (Y2(f,)[ f, Е Са) Ю (УзЮI f, Е Са') 

является Аdк0 -инвариантным, и, в соответствии с § 1.2 и § 3.1, поло
жим 

а:= (УзЮI f, Е IR), Рл := (Y2(f,)I f, Е Са), Р2л := (Уз(f,)1 f, Е Са'). 

Пусть у = (Е1, ~Х3 (1)) Е P 2(Ca)s, где ~Хз(l) Е Sв1 • Име-
ем TyP2 (Ca)s = Тв1Р2 (Са) ЕВ Т1 SE, и 

2Хз(l) 

В силу ad У1 (f,) (Х3 (1)) = --Х2(~), f,ECa, пространство (X2(f,)j f, Е <Са) с 
с Т 1 S Е1 отождествляется с пространством (У1 (О 1 f, Е Са) С mo. 

zXз(l) 

Поскольку dimR(Y1(f,)jf,ECa) = 8 = dimRJ.Jл, обозначим ел := 
= (Y1(f,)[ ~ Е Са). Таким образом, mo =а еэ р,, ffi Р2л ffi ел. 

Обозначим через AiJ Е е', i =/=- j генераторы поворота в 2-мер
ной плоскости, содержащей элементы ei, ej Е Са3 , так что AiJeJ = 

= ei, Aijei = -eJ. Операторы Aij, 1 ~ i < j ~ 7, являются базисом ал
гебры е0 . Аналогично кватернионному случаю линейная оболочка q се' 
элементов Аоа =: Аа, rx = 1, ... , 7, является Аdк0 -инвариантной 
и отождествляется посредством действия группы Ко на простран

стве TyP2 (Ca)s с пространством (X3 (f,)j f, Е Са') с Т1 Sв1 . Поэто-
2хз(1) 

му обозначим е2Л := q. 
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Лемма 3.1. Справедливы равенства 

A~1 J = Lc" А~) = R", A~1J = Lf3,a, A~J = Rrз,co 
Сз,е,"е 1, = 4Af3,<>, Сз,ео,е" = -4Аа, а, (З = 1, ... , 7, а i= (З. 

ДокАЗАТЕльство. Из (1.40) получаем 

Пусть A( 1J = La, тогда А(2) = Ra и A(3)(ek) = ~(eaek + ekea) = 

= --~ (ekea + eaek). Если 1 ~ k i= а, то ekea = ··-eaek и А(З)(ек) =О. 
Поэтому А(З) = Аа, в силу А(3)(1) = -еа, А(3)(еа) = 1. Это доказывает 

равенства Ah1
) = L", А~2) = Ra. 

Пусть теперь Л(l) = L 1,,a, тогда 

Легко проверить прямым вычислением, что если а = 1, (З = 2, то 

Л(3J(ek) = О для k i= 1, 2 и A(3J(e1) = -е2, А(3)(е2 ) = ei. Таким об-
L(з) А П L(з) А б " " 

разом, /З.а = 12· оэтому f:J,a = af' для лю ои другои пары е", C(J, 

поскольку группа G2 автоморфизмов алгебры Са действует транзитивно 

на всех парах мнимых единиц ([63], лекция 15). Это доказывает равен-

ства A~1J = Lµ,сл A~J = Rр,а-
Последние два равенства леммы очевидны. 8 

Суммируем данные рассуждения в следующем предложении: 

Предложение 3.4. Выберем следующий базис: 

1 1 
Л := 2 ad Уз(е1), е2л,а := 2 ad Уз(еа), /2л,а := хАа, 

1 1 ~ 
ел,i := -2 ad Y2(ei), Jл,i := 2 ad У1 (ei), Аа,в := хАа,в 

в пространстве аЕ!Эj:1л Е!Эtл ЕЬJ:12л ЕЬt2л. где латинские индексы изменяются 
от О до 7, а греческие (кроме ,\) от 1 до 7. Имеют место следующие 
коммутационные соотношения: 
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1 1 ~ 
[Л, ел,i] = -2/л,i, [Л, fл,i] = 2ел,i, [Л, АаJЗ] =О, 

[е2л,с" е2,\,,в] = Aj]a, [е2л,а, f2л,,в] = ---15а;зА, 
~ 1 

[f2л,m f2л,в] =Ава, [е2л,а, ел,3] = 2!л,еае1 , 

1 1 
[е2л,а,fл,3] = 2ел,е0 е1 , [f2л,а,ел,3] = -2ел,е~е1 , 

1 
[f2л,а, fл,3] = 2fл,е"е1 , 

[е' · е' ·] = 1иС2- - = !12' - + !иС.2 · - i __j_ J. ·л,~, л,J 4 ,ei,ej 2 л,е,,,еj 2 ,i,J' / ' 

[f.),,i, fл,3] = ~иС1,е,,еj = -~f2л,e,e-J + ~иОц,3, i /= j, 

{ 

1л · · -2 'i = J, 
[ел,i, fл,3] = 

1 
. . 

-2е2Л,еiё;, z /= J, 

где обозначено f л,еаеJ := fл,i при еае3 = ei и fл,e"ej := - fл"; при eaej = 
= -ei. Аналогичные обозначения мы используем для ел,i, е2л,", f2л,". 

Здесь операторы C1,i,3 , l = 1,2,i /= j, принадлежат подалгебре to идей
ствуют по формулам: 

01,ц(еk) = ekei · е3, ek i= 1, ±е;ёj, Сц,3(еk) =О, ck = 1, ±eiej, 

02,i,j(ck) = ej · eiek, ek i= 1, ±eiej, 02,i,3(ek) =О, ek = 1, ±eie3. 

Выбранные базисы Л, ел,i, е2л,а, fл,i, f2л,а в пространствах а, Рл, Р2л, 
tл, t2л соответствуют предложению 1.2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Коммутационные соотношения являются след

ствиями (1.41), (1.42), леммы 3.1 и соотношений в алгебре t' с::' s-0(8). 
Например, вычислим коммутатор [!2л,а,ел,3 ]. Из (1.41) и леммы 3.1 име
ем: 

[f2л,а,ел,3] = --[иАа,~аdУ2(е3)] = 

=-lad-Y:2 (A(2)e·) =-lad'Y2(R е·)= 2 а J 2 а 'J 

= -~аdУ2(ё1еа) = ~adY2(e1ea) = -~ел,е0 е1 -



Аналогичные вычисления справедливы для [f2л,а, fл,j]· 
Вычислим теперь [сл,i, ел,1 ], i :/= j. Из (1.42) получаем: 

А из (1.32) и (1.43) следует 

В частности, 

поэтому 

где C2,i,J Е to и 

Аналогичные вычисления справедливы для [fл,i, fл,1]· 

3.5.1.2. Инварианты в алгебре S(a Е9 Р>.. Е9 tл Е9 Р2>.. Е9 t2л) 

103 

• 

Инвариантные операторы D 0 , ..• , D 6 , соответствующие некото

рым Ко-инвариантам в алгебре S(a 6Э Рл 6Э tл 6Э Р2л 6Э t3л), уже постро
ены в § 3.1. Здесь мы построим другие независимые Аdк0 -инварианты 
в алгебре S(a 6Э Рл E.fJ tл 6Э Р2,\ 6Э t3л) или, что эквивалентно, в алгеб
ре S(рл 6Э tл 6Э Р2л 6Э t3л) (поскольку а - инвариантное одномерное про
странство) и соответствующие инвариантные дифференциальные опера

торы. 

Элемент Ф Е К' принадлежит подгруппе Ка с К' тогда и только 
тогда, когда Ф3 (1) = 1, и в этом случае Фз(с;) = .; для любого значе
ния.; Е IR с ССа3 . Всюду ниже в этом пункте Ф Е Ка. Ортогональность 
оператора Фi означает, что 

(3.38) 
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В частности, Фi(.;)Фi(.;) = 1.;/ 2 и 

Фi(.;)- 1 = Фi(.;)/J.;1 2 . (3.39) 

При rJ =~из (1.39) получаем Ф1 (0Ф2(~) = Ф3 ([.;[ 2 ) = 1.;1 2, поэтому из 

(3.39) следует Ф1(.;) = [.;/ 2 Ф2Ю-1 = Ф2(~) и 

(3.40) 

Пусть Q1(.;,rJ) = Re(.;rJ),.; Е Сл1,17 Е Са2. Из (3.38) и (3.40) следует 

Q1 ( Ф1 (.;), Ф2 (q) )= R,е(Ф1 (.;)Ф2 ( rJ) )= Re( Ф1 (,;)Ф1 (fi) )= Re(.;7))=Q1 (.;, r; ). 

Таким образом, величина Q1 (.;, r7) инвариантна относительно дей
ствия Ко. 

Из предложений 1.8 и 1.9 следуют равенства Ф 1 = gL, Ф2 = 
= gR,Ф3 = 1, о gv о 1 = g"', где gr',gR,gv являются соответственно 
левым спинорным, правым спинорным и векторным представлениями 

группы Ко ~ Spin(7), поскольку 1, !са~ = - id. Кроме того, поскольку 
действие группы Ко на пространстве значений Iш(.;rJ),.; Е Са1 , r; Е Са2 
совпадает с g'r, то величина Q2(.;, rJ, () := Re (Iш(.;r7)() является инва
риантной относительно действия группы Ко при ( Е Са~. 

В силу отождествления элементов Х2 (() и У2(.;) в соответствии 
с формулой 

действие группы Ко на пространстве Р1 ~ Са2 можно отождествить 
с операторами Ф2 . 1 Аналогично в силу формул 

можно отождествить действие группы К0 на пространстве t1 ~ Са1 
с операторами i о Ф2 о i = Ф1 , а ее действие на пространстве Р~л ~ 

~ Са; с операторами Ф3 . Наконец, действие группы Ко на простран
стве ~;л эквивалентно действию операторов Ф3 на еще одном экземпля
ре пространства са;. Любой инвариант действия группы Ко на про
странстве Са1 ЕВ Са2 ЕВ Са~ ЕВ Са~ естественно отождествляется с Ко
инвариантными элементами из алгебры 

-------·----
1См. сноску на стр. 27. 
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Поэтому аналогом инварианта Im( ~''7), ~ Е Са1 , Т/ Е Са2 является 
элемент 

L J> .. ,/Л,е1 @ e;ej Е S(Рл Е1Э tл Е1Э Р2л Е1Э t2,\)@ Са, 
i=fj 

где e:\,i' f),,i -- элементы из алгебры S (Рл Е1Э ел Е1Э Р2л Е1Э t2л), соответству
ющие элементам ел,i, iл,1. Е Рл Е1Э tл Е1Э Р2л Е1Э е2л, как в п. 2.1.2. 

Таким образом, инварианту Q2 соответствует инвариантный эле

мент из алгебры S(рл ЕЭ tл Е& Р2л Е1Э t2л) вида 

'°' f'* -е* - е* . = '°' f'* -е* -е* - . L Л,~ Л,е; 2Л,е,е1 L · Л.~ Л,J 2Л,eiej 

i=fj i=fj 

Определим соответствующий инвариантный дифференциальный 

оператор 

Dт = -~ L { {iл,;, ел,1}, еzл,е,е1 } = ~ L { {iл,J, ел,i}, еzл,е,е3 } • 

i=f j i=fj 

Второе равенство имеет место в силу соотношений e1ei = -ejei = -e;ej 
при i i- j. 

Подстановка е2л,<;.еj __ , izл,e,eJ дает еще один инвариантный диф

ференциальный оператор 

Лs = - ~ L { {.f'л,;, ел,J} .f2л,е,е3 } = ~ L { Uл,j, ел,;}, f2л,e,eJ · 
i#j i=fj 

По определению группы К', уравнение (1.39) остается справедли
вым после циклической перестановки индексов 1, 2, 3, откуда 

Фз(()Ф1(~) = Ф2((~), Ф2(77)Фз(() = Ф1(77(), ~ Е Ca1,r1 Е Са2,( Е Са~. 
(3.41) 

Определим функцию 

Она является инвариантной относительно сдвигов на элементы груп

пы К0 , поскольку ввиду (3.41), (3.40) и (3.38) справедливо равенство: 
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= Re ( Ф2 ((1~) Ф1 (11(2)) = Re ( Ф1 ((1~) Ф1 (7J(2)) = 

= Re ( (1~ · 17(2) = Р(~, ТJ, (1, (2). 

Функции Р(~117,(1,(2) и Р(~,17,(2,(1 ) не являются независимыми 
друг от друга и от инвариантов второго порядка. В самом деле, след
ствие 15.12 из [90] дает 

Re(ab ·с) = Re(bc ·а)= Re(ca · Ь) = Re(a · Ьс) = 
= Re(b ·са) = Re(c · аЬ), а, Ь, с Е <Са. 

Поэтому, используя тождество Муфанг (1.31), получаем: 

Р(~, ТJ, (, () = Re(( · ~ТJ · () = Re((2 
· fл) = 

= - Re(l(l 2 ~'17) = -1(1 2 Re(~17) = -l(l 2 Q1(~,17). 

(3.42) 

Это означает, что для ( 1 = (2 = ( инвариант Р(~, r7, (, () выражается 
через инварианты второго порядка. Поляризуя равенство (3.42) по пере
менной(, т. е. делая подстановку ( = (1 + (2 , получаем: 

Это означает зависимость двух инвариантов Р(~,17,(1,(2), Р(~,17,(2,(1) 
и инвариантов Q1(~,77), ((1,(2) второго порядка. Последние два инвари
анта соответствуют операторам D 3 и D 6 . 

Для построения инвариантного дифференциального оператора D9 

используем инвариантную функцию 

Используя элемент Lk ел,е:k ® ek как аналог переменной ·17, получаем 
соответствующее выражение из S(\:lл ЕВ tл ЕВ j:12л ЕВ t2,\) вида 

где опять использовано равенство ез"ёi = -eзf~i = -e;ej при i ;f. j. 
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Определим соответствующий инвариантный дифференциальный 

оператор 

Dg = k L ( { { е2л,е,е;, fл,i} , {!2л,еkе1' ел,k}} -
i-#-j 
j#'k 

Покажем, что существует в точности 9 независимых К0-инвариантов 
в алгебре S(рл ЕЬ tл ffi Р2л ffi t2л). 

Действительно, имеют место равенства dim(Pл ffitл ffiP2л ffit2л) = 8+ 
+8+7+7 = 30 и dimK0 = dimSpin(7) = 21. Поэтому коразмерность Ко
орбит в пространстве PлIOtлffiP2лffit2л не менее чем 30--21=9 и должно 
быть по крайней мере 9 независимых К0-инвариантов в алгебре S(рл ffi 
ffi t л ffi Р2л ffi t2л). 

С другой стороны, очевидно, что стационарная подгруппа груп
пы Spin(7), действующей в пространстве р2л ffi t2л по представле
нию g 17 

(f1 gv, и, соответствующая точке в общем положении, совпа
дает с группой Spin(5). Поэтому размерность общей Sрin(7)-орбиты 
в пространстве Р2л ffi t2л совпадает с dim Spin(7) - dim Spin(5) = 11. 
Группа Spin(5) изоморфна группе UIВI(2), см. [90], предложение 5.1. 
В п. 3.2.1 найдены шесть независимых инвариантов диагонального тав
тологического действия группы UIВI(2) в пространстве IНI2 ffi IНI2 с::: Рл ffi tл, 
поэтому общие орбиты последнего действия являются 10-мерными, 

т. к. dim!R'.(JНI2 ffi IНI2 ) - 6 = 10. Поскольку общие Sрin(7)-орбиты в про
странстве Рл (f) tл ffi Р2л ffi t2л являются 11 + 10 = 21-мерными, то 
их коразмерности равны 9 и существует в точности 9 функциональ
но независимых инвариантов действия группы Spin(7) в пространстве 
Рл ffi tл ffi Р2л ffi t2л· 

Неизвестно, существуют ли другие инварианты этого действия, 

полиномиально выражающиеся через элементы ел,i, fл,i, е2л,а, f2л,а. 
но не выражающиеся полиномиально через элементы D0 , ... , D9 . Такие 

инварианты, если они существуют, связаны с операторами D0 , .•• , D9 
алгебраическим нелинейным уравнением. В случае пространства pn(IНI)s, 

п ~ 3, таким инвариантом является D 1o, а его квадрат Dr0 полиноми-
ально выражается через D 0 , ... , D9 . Оператор D 10 появляется в комму-
тационных соотношениях D 1 , ... , D 9 . 

В следующем пункте найдены все коммутаторы операторов D0 , ... 

. . . , Dg как полиномиальные выражения от D0 , ..• , D 9 . Поэтому веро-
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ятно, что в октавном случае не существует аналога оператора D 10 , не 

представимого полиномиально через операторы D0, ... , IJ9. 
Строгое доказательство полноты системы инвариантов IJo, · · · , D9 

представляется трудной проблемой, как и многие проблемы теории ин

вариантов [24]. В любом случае операторы D0 , · · · , D9 порождают неко
торую подалгебру в алгебре Diffr (P2 (Ca)s). 

Легко проверить, что автоморфизм (ша действует на операто
ры D1, Dв, D9 по формулам 

("(D1) = cos(o:)D1 - sin(o:)Dв, 

(<>(D8 ) = sin(a)D1 + cos(a)Ds, 

("(D9 ) = Dg, a(IJ1) = D1, 

а(Dв) = -Dв, a(D9 ) = D 9 . 

Аналогично предыдущим параграфам для получения образующих 
алгебры Diffr(H2 (Ca)s) можно использовать предложение 1.5 и сделать 
формальную замену: 

Эта замена порождает соответствующую замену образующих Do, ... , D 1o: 

Do-> iDo, D1 -+ -D1, D2-+ D2, Dз-> iDз, D4 --* -D4, 

Ds-> Ds, Dв-> iDв, D1-> -D1, Dв-> iDs, Dg-> ·-Dg. 

- - 2 
Операторы D 0 , ... , IJ9 порождают алгебру Diff1(H (Ca)s). 

3.5.2. Соотношения в алгебрах 
Diff1 (P2 (Ca)s) и Diff1 (H2 (Ca)s) 

(3.43) 

Ниже приведены все 45 коммутационных соотношений для операто
ров Do, ... , D9 . Пример вычисления одного такого соотношения приве

ден в приложении А. Все методы, описанные в п. 3.2.2 для вычисления 
коммутационных соотношений, были использованы в данном случае. 

Кроме того, нумерация базисных элементов ел,i, f,ц, е2л,с" f л,о: октав
ными единицами ei, i =О, ... , 7, оказалась весьма удобной. 

[Do, D1] = -Dз, [Do, D2] = Dз, 

[Do, Dз] = ~(D1 - D2), [Do, D4] = ··-2Dв, 



[Do, D5] = 2D5, [Do, D5] = D4 - Ds, 

[Do, D1] = -Dв, [Do, Ds] = D1, [Do, Dg] =О, 

[JJ1JJ2] = -{Do, Dз} - 2Л1, [D1 1 Dз] = -~{Do, D1} + Ds + lODo, 

[D1,D4] =2D1, [D1,Ds] =0, [D1,Dб] =Ds, 

[D1, D1] = ~{D1, D2 --- D4} -- Dg - ~{Dз, Dб} -- D~--

2 3 283 19 1 - 5D0 ---- 32D1 -- 32D2 + 2D4 -- 2Ds, 

1 1 35 [D1, Dв] = --2{Dз, Ds} -- 2{D1, Dв} + lODв + 4Dз, 

1 1 189 169 [D1,Dg] = 2{Ds,D1}- 2{Dв,Dв}- 32{Do,Dз}---15D1, 

1 [D2,Dз) = 2{Do,D2}+Ds --- lODo, 

[D2, D4] = -2D1, [D2, D5] =О, [D2, D5] = -Dв, 

1 1 [D2, D1] = - 2 {D2, D1 - D4} + Dg - 2{Dз, Dв}+ 

D2 r:. Dz 3 D 283 D 19 D 1 D + 3 +;) о+ 32 2 + 32 1 - 2 4 + 2 5, 

1 - 1 35 
[D2,Dв] = 2 {D2,Dв}- 2 {Dз,Ds} + 4Dз - lODв, 

1 1 189 169 [D2,D9) = - 2 {DБ,D1} + 2{Dв,Dв} + 32{Do,Dз} + 15D1, 

[Dз, D4) =О, [Лз, Ds] = 2Ds, [Dз, 1J5] = D7, 

[Dз, D1) = -~{D1 + D2, Dв} + 101J5, (3.44) 

1 1 
[Dз, Dв] = 2{IJ1, D2} - 4{D1 + D2, Ds}-

- Dg - D~ - 5Dб - 13~3 (D1 + IJ2) - ~D4 + ~ Ds, 

1 1 189 } 169 [Dз,Dg] = 2{D4,Ds}- 2 {Dв,1J1} + 54{Do,lJ1 - D2 -15Dв, 

35 [D4, 1Jв] = -2{1Jo, D5}, [D4, Dв] = -{Do, D4} + 2Do, 
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1 [D4,D1] = 2{D1 - D2,D4}+ 

35 1 + 4(D2 - D1), [D4, Ds] = 2{D1 - D2, Dв} - {Ло, ])7 }, 

35 [D4,Dg] = -9{Do,Dв}, [D5,Dв] = {Do,D5}- 2Do, 

35 [D5, D1] = {Dз, Dв} + {Do, Ds}, [D5, Ds] = {Dз, D5} - 2Dз, 

1 [D5,Dg] = 9{Do,Dв}, [Dв,D1] = 4{D1 - D2,Dв}+ 

1 1 35 + 2{Dз,D4} + 2{Do,D1}- 4Лз, 

1 1 1 35 
[Dв, Ds] = 4{D1 - D2, D5} + 2{Dз, Dв} - 2{Do, Ds} + 73(D2 - D1), 

9 [Dв, Dg] = 2{Do,D4 - D5}, 

[D1,Dв] = -i{Do,{D1,D2}}+ ~{Do,D5}+ 

+ ~{Do, Dg} + i{D1 - D2, Ds}+ 

1 283 + 4{Do, D5} + M{Do, D1 + D2}-

175 1 3 1 - 2Do - 2{Dз,D1} +5D0 + 4{Do,D4}, 

[D1,Dg] = ~{{Do,D1},Dв} + ~{D2 - D1,{D4,D5}}

- ~{{Do, D4}, Ds} + ~{D1 - D2, D~}-

1 25 185 - 2{Do, Ds} + 32 {Dз,Dв} + 54{D1 - D2, D4}+ 

17 35·181 + 73{D1 - D2, D5} + 128 (D2 - D1), 

1 1 [Ds,Dg] = - 4{{Do,Dв},Ds}- 4{Dз,{D4,D5}}+ 

+ ~{{Do, D1 }, D5} + ~{ Dз, D~} + 
1
3
6{ { Dз, D5}+ 



§3.5. АЛГЕБРЫ Diff1(P2 (1Ca)s) И Diff1(H2 (1Ca)s) l l l 

Легко проверить прямыми вычислениями, что все элементы из 

ZDiffr(P2(Ca)s) степеней ~ 4 являются линейными комбинациями эле
ментов С1, Cr и С2, где 

С1 = D5 + D1 + D2 + D4 + D5, 

1 2 189 5 
С2 = 2{D4,D5}- D6 -2Dg+16(D1 +D2) + 4(D4 + D5). 

Используя замену (3.43), из соотношений выше можно получить 
коммутационные соотношения для алгебры Diffr(H2(Ca)8 ): 

-- - -- - -- 1- - -- -
[Do, D1] = Dз, [Do, D2] = Dз, [Do, Dз] = 2(D1 + D2), [Do, D4] = 2D6, 

[Do, D5] = 2Dб, [Do, Dб] = D4 + D5, 

[.Do, D1] = Dв, [Do, Dв] = D1, [Do, Dg] =о, 
-- -- - -- 1-- - -

[D1, D2] = -{Do, Dз} - 2D1, [D1, Dз] = -2{Do, D1} - Ds -10Do, 

[D1,D4] = -2D1, [D1,D5] =о, [D1,D6] = -Ds, 

[.D1, D1] = -~{D1, D2 + D4} + D9 + ~{.Dз, fJ6} + .D~+ 

+ БD5+1-.D1 - 283 D2 - 19 D4 _ l[J5 
32 32 2 2 ' 

[D1,Dв] = ~{.Dз,D5}- ~{D1,D6}-
- 35 - - - 1 - - 1 - -

- lOD5 - 4Dз, [D1,D9) = -2{D5,D1} + 2 {D6,Dв}+ 
189 - - 169 -

+ 32{Do,Dз} + 16D1, 

,- - 1 - - - - - - -
[D2, Dз] = 2{Do, D2} + Ds - lODo, [D2, D4] = -2D1, 

[D2, D5] =о, [D2, D6] = -Ds, 

[.D2, D1] = -~{D2, D1 - D4} + D9 - ~{.Dз, D6} + .D~+ 

+ sD5 - l_jj2 + 283 D1 - 19 D4 _ ljj5 
32 32 2 2 ' 
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[ 
- - 1 - - 1 - - 35 - -
D2,Dв] = 2{D2,Dв}- 2{Dз,D5} + -;гDз -10Dв, 

[
- - 1 - - 1 - - 189 - - 169 -
D2, D9] = -- 2{D5, D1} + 2{Dв, Dв} + 32{Do, Dз} + 16D1, 

[.Dз, D4) =о, [Dз, D5) = 2Dв, [Dз, Dв] = D1, 
-·- 1-· -··· --
[Dз,D1] = -·4{D1 -D2,Dв}-10Dв, (3.45) 

-- 1--- 1- ---
[Dз, Dв] = 

2
{D1, D2} --

4
{D1 -- D2, D5}----

- - 2 - 2 143 - - 1 -- 19 --
-- D9 -- D3 -- 5D0 -- 32(D1 -- D2) -- 2D4 -- 2D5, 

- - 1 -- -- 1 - -- ' 189 - -- -- 169 --
[Dз, D9] = 2{D4, Ds} - 2 {Dв, D1} -г 64{Do, D1 + D2} + lбDs, 

- - - - -- - -· - 35 --
[ D 4, D5] = -2{Do,Dв}, [D4,Dв] = -{Do,D4} -- 2Do, 

[D4, D1] = ~{D1 + D2, D4} + з; (D2 + D1), 

- - 1- - - - -
[D4, Dв] = 2{D1 + D2, Dв} - {Do, D1 }, 

[JJ4, D9] = 9{Do, Dв}, [D5, Dв] = {Do, D5} - 3; Do, 

- - - - - - - - - ·7 35 -
[D5,D1] = {Dз,Dв} + {Do,Dв}, [D5,Ds] = {Dз, D5}- 2Dз, 

-- -- -- 1- --
[D5, D9] = 9{Do, Dв}, [Dв, IJ1] = 4{D1 + D2, D6}+ 

1 { - - } 1 - - 35 -
+ 2 Dз,D4 + 2{Do,D1} + 4Dз, 

- - 1 - - -
[Dб, Ds] = 4{D1 + D2, D5}+ 

1 - - 1 - - 35 -- 7 

+ 2{Dз, Об} - 2{Do, Ds} - 8(D2 + П1 ), 

- - 9 - - -
[Dв, D9] = 2{Do, D4 + D5}, 

[D1, Dв] = -~{Do, {D1, D2}} + ~{.Do, .D~} + ~{Do, D9}+ 

1 - - - 1 - - 283 - - -
+ 4{D1 + D2,Dв}- 4{Do,D5} + 64{Do,D1 - D2}+ 
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175 - 1 - - - 3 1 - - } 
+ тПо - 2{ lJз, D1} + 5D0 + 4{1Jo, D4 , 

[D1, Og] = 1{{Ьо, D1 }, Dб} l{D2 + D1, {D4, Ds}}

-1{{1Jo, О4}, Ds} + 1{Ь1 + D2, J)n+ 

1 - - 25 - - 185 - - - } 
+ 2{Do, Dв} - 32 {Dз, D6} + 54{D1+02,04 -

17 - - - 35 . 181 - -
- 8{01 + D2, D5} + 128 (D2 + П1), 

- - 1 - - -
[Ds,Dg] = -4{{Do,Dб},IJs}-

-1{Dз, {D4, 05}} + 1{{Do, D1}, D5}+ 

1 - -2 169 - -
+ 2{Dз, D6 } - 32{Dз, IJ5}+ 

113 

45 - - - 37 - - 5 - - 35. 177 -
+ б4 {IJ1 + D2, D6} + S{Пз, D4} + S{Do, D1} + 64 Пз. 

Аналогами операторов С1 и С2 из ZDifI1(H2 (Ca)s) являются опе-
раторы: 

1 -2 ·- - -- --
С1 = 0 0 + 01 - D2 + 04 --- Ds, 
- 1 - - - 2 - 189 - - 5 - -
С2 = 2{D4, D5} - IJ6 - 2IJ9 + 15(D1 - D2) + 4(IJ4 - D5). 

§ 3.6. Ядро оператора D 0 

Теорема ниже относится к ядру оператора IJ0, построенного выше 
для всех двухточечно-однородных римановых пространств. 

Теорема 3.1 ([194]). Пусть Q - двухточечно-однородное рима
ново пространство, а G - компонента связ1-юсти единицы его группы 

изометрий. Для любого гладкого векторного поля v на Q определим 
функцию fи на пространстве Qs формулой: 

fv(Y) = lf(v(x),t;) = {v(x),t;), 

где :г Е Q, g(·,·) = (-,·) - риманова метрика на Q, t; Е TxQ, ((t;) = 
= 1, у = (х, t;) Е Qs. Пусть Do Е Diffc(Qs) - дифференциаль
ный оператор, построенный в § 3.1 (для некомпактного случая см. 
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предложение 1.5). Для любого элемента Х Е g обозначим через Х 
соответствующее киллингово векторное поле на 9-: Тогда тожде

ство Dofv =О на Qs эквивалентно равенству v = Х для некоторо
го ХЕ g. 

Данная теорема в случае Q = нп(l~) была сформулирована и до

казана в [182] явными координатными вычислениями. Доказательство 
ниже общего случая является более концептуальным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем произвольную точку хо Е Q и поло

жим ео = ~А(хо) Е Tx0 Q, где обозначения Л и R введены в предложе
нии 1.4. Тогда (ео, ео) = 1. Пространство Qs является С-орбитой Gy0 , 

где Уо = (хо, ео) Е Qs. 
Действие оператора Do на функцию fv может быть записано следу

ющим образом (см. (2.7)): 

(Dofv)(gyo) = ~ lt=O fv (gexp(tA)yo), g Е G. 

Поэтому 

(Dofv)(gyo) = ~ lt=O (v (g ехр(tЛ)хо), g ехр(tЛ)ео) = 

= :tl _ (v (gexp(tA)g- 1gxo) ,gexp(tЛ) dd 1' ехр(µЛ)хо) = 
t-0 µ µ=О 

:t lt=O ( v (exp(t Ad9 A)gxo), d~ lµ=O exp(t Ad9 Л) ехр(µ Ad9 A)gx0 ) = 

= ~'- (v(exp(tAd9 A)gxo), dd 1 exp(µAd9 Л)exp(tAd9 Л)gx0 ). 
t-0 µ µ=0 

В силу транзитивности действия группы G на пространстве Qs, точ

ка у := (х, е) := (gxo, .Ad;AigxJ может быть произвольной. Обозна
чим W = Ad9 Л. Тогда 

(Dofv)(y) = ~ 't=O ( v (exp(tW)x), W (exp(tW)x)) = J:wg(v(x), W(x)), 
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где J; х - производная Ли вдоль векторного поля Х. Векторное поле W 
является киллинговым, поэтому J;и;g= О и 

Dofv = y(i:и;v, И!)+ g(t!, f:и;W) = g(J;и;t1, И!)= -g(J:"W, W) = 

= ~ (J;v!i) (W, tV) - ~f:v (fi(W, W)) = ~ (J;v!i) (Ит, W), 

(3.46) 

ввиду g(W(x), W(x)) g(gA(xo), gA(xo)) g(A(xo), Л(хо)) = R2 

и J; х У = [Х, У]. Элемент W' Е TxQ произволен, поэтому из (3.46) 
видно, что условие Dofv = О эквивалентно равенству f:vg = О_:_ Это 

означает, что v - киллингово векторное поле и имеет вид v = Х для 
некоторого элемента Х Е g тогда и только тогда, когда Dofv = О. 8 
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Гамильтоновы системы с симметрией 

и их редукция 

В этой главе мы дадим краткий обзор классической гамильтоновой 

механики с симметриями, с акцентом на механику на кокасательных 

расслоениях, гамильтонову редукцию, коммутативную и некоммутатив

ную интегрируемость и переход от квантовой механики к классической. 

Другой целью данной главы является фиксация некоторых обозначений. 

Данный материал в основном является стандартным, и его различные 

части могут быть найдены в [6; 21; 76; 108; 125] и многих других ис
точниках. Он будет использован ниже в главах 6 и 7 для изучения 
классической одно- и двухчастичной задачи в двухточечно-однородных 

римановых пространствах. 

§ 4.1. Основные факты гамильтоновой механики 

Векторное поле Х на гладком многообразии А1 называется пол

ным [46], если соответствующая ему однопараметрическая группа 

локальных диффеоморфизмов многообразия 1\;f является глобальной. 

Гладкое многообразие lY!, наделенное замкнутой невырожденной 2-
формой w, называется симплектическим, а форма w называется сим
плектической структурой. Симплектическое многообразие всегда чет
номерно. Любая гладкая функция h на А1 определяет гамильтоново 
векторное поле Xh на 1'v! такое, что 

(4.1) 

где ixw внутреннее произведение векторного поля Х и формы w. 
Функция h сохраняется потоком, порожденным полем Xh, и называется 
гамильтоновой функцией для данного гамильтонова потока и соот
ветствующей гамильтоновой системы дифференциальных уравнений 

первого порядка. Таким образом, гамильтонова система - это трой

ка (1"\!!, w, h). В механике многообразие М называется фазовым про
странством. 
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Форма w сохраняется любым гамильтоновым потоком. Действитель-
но, 

.Ех1,ш = d о ixhUJ + ixh о dUJ = -d о dh + ix1, О= О, (4.2) 

где мы воспользовались формулой Карта на [64; 108]: 

.ExUJ' = (d о ix + ix о d)UJ 1
, (4.3) 

справедливой для любого векторного поля Х и любой дифференциаль

ной формы u/. 
Для двух гладких функций f и g на 1\1 их скобка Пуассона - это 

(4.4) 

Очевидно, что [f,g]p = -[g,f]p и [f,f]p =О. Функции f и h находят
ся в инволюции, если [!, g]p = О. Другими словами, если f является 
интегралом гамильтонова векторного поля Xh, т. е. функция f посто

янна вдоль траекторий потока, порожденного полем Xh. В этом случае 
функция 11. также является интегралом для гамильтонова векторного по

ля Xf. 

Предложение 4.1. Векторное поле [Х f, Xh] является гамильтоно
вым с гамильтоновой функцией, равной -[!, h]p. Скобки Пуассона удо
влетворяют тождеству Якоби 

[f, [g, h]p]p + [h, [f, g]p]p + [g, [h, .f]p]p =о 

и правилу Лейбница 

[f, gli]p = [f, g]ph + g[f, li]p, 

где f,g,h. Е С00 (М). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Тождество 

(4.5) 

(4.6) 

для произвольных гладких векторных полей Х и У хорошо известно в 

анализе на многообразиях [64; 108]. Поэтому, используя формулу Кар
тана (4.3) еще раз, получаем: 

i1xf.xh]W = .Exf о ixhw - ix1, о .Ex1 UJ = d о ix1 о (yhw + ix1 о d о ix1,w

- ixh о d о ixfw - ixh о ix1 о dUJ = d (w(Xh, Х1 )) -ixfod о dh+ 

+ ix1, о d о df - ixh о ix1 0 = d[f, h]p, 
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что доказывает первое утверждение предложения. Далее, из (4.4) и пер
вого утверждения следует цепочка равенств 

[/, [g, h]P]P + [g, [h, f]p]p = Х1 о Xgfi - Xg о X1li = 

= [XJ,Xg]h = -X[f,g)ph = -[h, [f,g]p]p, 

что доказывает второе утверждение. Наконец: 

[f,gh]p = -X1(gh) = -X1(g)li - gX1(/i) = [J, g]pli + g[f, h]p. • 
Определение 4.1. Алгебра Пуассона А - это коммутативная ас

социативная алгебра, наделенная билинейной кососимметричной опера

цией, удовлетворяющей тождеству Якоби и правилу Лейбница. 

Таким образом, алгебра C 00 (Jv!) является пуассоновой по отно

шению к скобке [" ·]р. Забывая про поточечное умножение в алгеб
ре C00 (1'vf), получаем бесконечномерную алгебру Ли, а отображение h _, 
Xh, /i Е С00 (Л,f) является антигомоморфизмом алгебры C 00 (1'vf) на ал
гебру Ли гамильтоновых векторных полей на пространстве Лf. 

Определение 4.2. Гамильтонова система (M,w, h) называется 
вполне интегрируемой (в коммутативном смысле), если существуют п = 
= ~ dim М гладких функций Л = h, J2 , ..• , fп на ]\;f таких, что: 

1) они находятся в инволюции: [fi, fJ]P =О; 

2) 1-формы dfi, i = 1, ... , п, линейно независимы в каждой точке неко
торого открытого плотного подмножества Лf' с М. 

Теорема 4.1 (Арнольд-Лиувилль, (6; 108]). Пусть (M,w,li) -
вполне интегрируемая гамильтонова система с интегралами f 1 = 
= h" f 2 , .•. , fп· Пусть также с Е JRn - регулярное значение отобра
жения f := (Ji, ... , fп): М _, JRn. 1 Тогда: 

1) множество уровня Лfс := 1- 1 (с) является гладким лагранжевым 
подмногообразием пространства Jv[, т. е. оно п-мерно и справед
ливо равенство шlмс =О; 

18 отличие от соглашения в теореме Сарда [64], мы называем с Е JR" регулярным 
значением отображения f, если множество r- 1 (c) непусто и imdxf = 1Rп, Vx Е r- 1 (c), 
поскольку пустое множество не представляет интереса как фазовое пространство. 
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2) любая компактная связная компонента подмногообразия I'vfc 

диффеоморфна тору 1Гп, а векторные поля Х 11 , ••• , Х fi полны 
на нем; 

3) если гамильтоновы потоки векторных полей Х 11 , ••• , Х !1' на
чинающиеся в точке х Е Лfс, полны, то связная компонента 

подмногообразия Мс, содержащая точку х, является однород
ным пространством аддитивной группы JR.n, а в соответству
ющих угловых координатах <р 1 , ... , 'Рп потоки векторных по

лей Х 11 , ••• , Х 11 являются линейными. 

Концепция некоммутативной интегрируемости первоначально 

была введена в работе [55] для случая, когда интегралы образуют ал
гебру Ли. На нелинейные интегралы она была позднее обобщена в [lб]. 
Эта концепция более обща, чем определение 4.2. Вначале мы сформули
руем аналитическую версию этой концепции, которая является подгото

вительной для геометрической версии. Здесь мы следуем [13] и [103]. 
Пусть :F - подалгебра алгебры Пуассона С00 (М), функци

онально порожденная функциями f1, .. . , f1. Предположим, что 1-
формы df1, .. . , df1 линейно независимы в каждой точке открытого плот
ного подмножества М' с NI и всюду в 1\1' имеет место равенство 

rank 11 [fi, f1]P 11 =: l - r = const. 

Теорема 4.2 ([13; 103]). Пусть l + r = dimM = 2п и с Е JR.1 -
регулярное значение отображения f: Лf ___, (!1 , ... , !1) Е JR.1, существу
ющее в силу независимости 1-форм dfi, ... , dfz на JИ'. Пусть гамиль
тонова функция h Е С00 (1'v1) коммутирует с алгеброй :F. Тогда: 

1) подмногообразие Лfс = r- 1 (c) - изотропное (т. е. ш/мс =О) т
мерное подмногообразие пространства Л1 .. 

2) гамильтонова система с гамильтоновой функцией li интегриру
ема в смысле определения 4.2, 

3) компактная связная компонента т; подмногообразия Л1с диф
феоморфна r-мерному тору. В некоторой окрестности И ком
поненты т; существуют обобщенные переменные действие
угол Yi, xi, Ii и 'Pi mod 2п, такие что 

r n/2-r 

ш\u = L dli /\ d<pi + L dyi /\ dxi, 
i=l i=l 
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а функция h зависит только от переменных Ii, i = 1, ... , т. 
Инвариантные торы в И, соответствующие другим регулярным 

значениям отображения f, являются множествами уровня инте
гралов Ii,Yj,Xk. Гамильтоновы уравнения для функции h, на т; 
имеют вид 

. дh . 
:.Pi = д Ii , i = 1, ... , т. 

В предположениях данной теоремы, гамильтонова система, соот

ветствующая функции h, называется вполне интегрируемой в неком
мутативном смысле. В случае 'r = l = п эта теорема эквивалентна 
теореме 4.1. 

Ниже нам понадобится теорема об отображении постоянного ранга. 

Эта теорема встречается в различных формах. Первая форма приведе

на в [34] (10.3.1) для линейных пространств, но в силу ее локального 
характера, она также справедлива для гладких многообразий. 

Теорема 4.3. Пусть N 1 и N2 - гладкие многообразия, а f: N 1 -+ 

-+ N 2 - гладкое отображение такое, что в некоторой окрестно

сти И точки х Е N 1 ранг отображения f постоянен: 

rkflu := rkdxflxEИ = k = const. 

Тогда существуют локальные координаты х1 , ... , Хп в некоторой 

окрестности И' с И и координаты у1 , ... , Ym в некоторой окрестно
сти V' с N2 точки f (х) такие, что J(U') с V' и отображение .flu, 
действует по формулам: 

f: (х1, ... ,.?::п)-_, (y1, ... ,ym) = (x1, ... ,xk,O, ... ,O). 

Другая версия этого утверждения такова. 

Теорема 4.4. Пусть fi, ... , f m - гладкие функции на гладком 

многообразии N такие, что 

dimspan(Lt{i, i = 1, ... , т) = dimspaп(df;, i = 1, ... , k) = k, k < т, 

в окрестности И с N точки :r: Е N. Тогда для некоторых непрерыв
но дифференцируемых функций Fi на пространстве JRk справедливы 
равенства 

fi = Fi(J1, ... ,fk), i = k+ 1, . .. ,т, 

в некоторой окрестности И' с И. 
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Для многообразия N, являющегося линейным пространством, эта 
теорема содержится в [83] (Ш,9;33) и [84) (п. 1.7.4), но опять, в силу 
ее локального характера, она справедлива и в общем случае. 

Определение 4.3. Пусть :F - подалгебра пуассоновой алгеб

ры c=(2vf), а reg :F - открытое плотное подмножество в 111 такое, что 

1) ddiш :F := diш span ( dxf, f Е :F) = const, х Е reg :F; 

2) ядро пуассоновой структуры [-, ·]р, ограниченное на span (dxf, f E:F), 
имеет постоянную размерность dind :F на множестве reg :F. 

Числа ddim:F и dind:F называются соответственно дифференциальной 
размерностью и дифференциальным индексом алгебры :F. Алгебра :F 
называется полной, если 

ddim:F + dind:F = dimM. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.1. Для алгебры :F из определения 4.3 обозначим че

рез W_;r(x) линейное подпространство пространства ТхМ, состоящее из эле
ментов Xilx, f Е :F. Очевидно, что 

ddim:F = dim WF(x), dind:F = dim (WF(x) n WF(x)"'), х Е reg:F, 

где H!F(x)"' - подпространство в ТхА1, косоортогональное к WF(x) относи
тельно симплектической формы ш. Поскольку 

diпdF ~ dim w.F(x)"' = dimM - dim И'F(х), 

то 

ddim :F + dind :F ~ dim М 

и алгебра :F полна тогда и только тогда, когда WF(x)"' С W.:т(х), х Е reg:F, 
другими словами, тогда и только тогда, когда пространства W;r(x), х Е reg:F 
коизотропны. 

Существование полной алгебры интегралов связано с неком

мутативной интегрируемостью. Действительно, пусть h Е c=(Jt1) 
и [ h, :F] р =О для полной алгебры :F с С00 

( М). Пусть х0 Е reg :F. Суще
ствует окрестность И точки хо и функции f1, ... , fk Е :F, k = ddim:F 
такие, что span( dfi, i = 1, ... , k) = k на И. В соответствии с теоре
мой 4.4, существует некоторая окрестность И' С И точки х0 такая, что 
на И' справедливо равенство 

(4.7) 
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для гладких функций aij на пространстве JR.k. Предположим, что га
мильтонов поток Ф?, соответствующий функции h, является глобальным 
по крайней мере для точек из И'. Положим 

V := U ф~(И'). 
tEIR 

Поскольку дифференциальная форма dfi А ... А dfk и соотноше

ния (4.7) являются инвариантными относительно потока ф~·, то функ
ции fi, ... , fk независимы и удовлетворяют условию (4.7) на области V. 
Поэтому ограничение гамильтоновой функции h на V удовлетворяет 

условиям теоремы 4.2. Это мотивирует окончательное определение пол
ной интегрируемости в некоммутативном смысле. 

Определение 4.4. Гамильтонова система вполне интегрируема 

в некоммутативном смысле, если она допускает полную алгебру инте

гралов. 

В § 6.1 мы докажем некоммутативную интегрируемость одночастич
ного движения в центральном потенциале на двухточечно-однородных 

пространствах. 

§ 4.2. Гамильтонова механика с симметриями 

4.2.1. Пуассонова структура на алгебре S(g) 

Наличие непрерывных симметрий в гамильтоновой системе ведет 
к существованию некоторых интегралов движения, достаточных иногда 

для коммутативной или некоммутативной интегрируемости. 

Очевидно, что для любой алгебры Ли g коммутатор [·, ·] в универ
сальной обертывающей алгебре U(g) удовлетворяет тождеству Якоби 
и правилу Лейбница. Пусть И1 (g) с И2(g) С ... С U(g) - стандартная 
фильтрация алгебры U(g), как в п. 2.1.2. Пусть также и Е Uk(g), ·и Е 
Иz(g). Для элементов и+ Иk-l (g), 11 + И1_ 1 (g) Е gr U(g) положим 

[и+ Иk-1(g), ·и+ И1-1(g)]р :=[и, v] + Uk+z-2(g). 

Это определение корректно, так как 

Таким образом, мы получаем скобку Пуассона [" ·]р на алгебре gr U(g). 
В силу теоремы 2.1 алгебры gr U(g) и S(g) изоморфны, и мы получаем 
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скобку Пуассона также и на алгебре S(g). Очевидно, что на подпро
странстве 8 1 (g) = g эта скобка совпадает с операцией Ли [·, ·] и мо
жет быть однозначно продолжена на S(g) в соответствии с линейностью 
и правилом Лейбница. Заметим, что для элементов и Е Sk(g), v Е Sz(g) 
имеет место включение [и, 1J]p Е Sk+l-l (g). 

Для того чтобы различать коммутативную алгебру S(g) и ту же ал
гебру, снабженную пуассоновой структурой, построенной выше, обозна

чим ее в последнем случае через Sp(g). 
Алгебра S(g) естественно отождествляется с алгеброй P(g*) поли

номиальных функций на пространстве g*, которая поэтому также стано
вится пуассоновой. Пуассонова структура продолжается с P(g*) на ал
гебру С00 (g*) по формуле 

dirn g дj dirn g дj 
""' дh ""' дh i [f, li]p = L -

8 
. -

8 
[xk, х1]Р = L ~ -

8 
cklxi, 

Xk Xz . (JXk Xz 
l,k=l l,k,i=l 

(4.8) 

где f, h Е С00 (g*); Xk - координаты на пространстве g*, соответствую
щие базису ek в алгебре g и [ek, ez] = 41ei. 

Фактически пуассонова алгебра Sp(g) является классическим ана
логом для алгебры U(g), а скобка [·, ·]р наследует свойства старших 
членов скобки [·, ·] в U(g). Те же аргументы, что и в доказательстве 
предложения 2.2, дают: 

Предложение 4.2. Предположим, что G - связная группа 
Ли. Центр ZSp(g) пуассоновой алгебры Sp(g) (относительно скобки 
Пуассона) состоит из Аdо-инвариантных элементов. Очевидно, что 

центр ZP(g*) пуассоновой алгебры P(g*) состоит из Аd(гинвариантов. 

Определим коприсоедuненное действие группы G на простран

стве g* формулой 

(Ad;J) (х) = f (Ad9 -1 х), g Е G,x Е g,f Е g*. (4.9) 

Заметим, что, для того чтобы получить левое действие Ad0, мы обозна
чили через Ad; оператор, сопряженный к оператору Adg-1. Обозначим 
через Ус векторное поле на пространстве g*, соответствующее элементу 
У Е g относительно действия Ad(,: 

Yclt = ~ ( Ad;xp(tY) f) 't=O, f Е g*' 

т. е. Yclf (Х) = - f ([У, Х]), Х Е g. 
(4.10) 
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Очевидно, что значения векторных полей r~lf, У Е g образуют каса
тельное пространство Т1О к орбите (') действия Ad(;, проходящей через 
точку f Е g*.2 

С другой стороны, элемент У Е g определяет линейную функ
цию у# на g*: у#(!) := f(Y), f Е g*. По аналогии с (4.4) определим 
форму Кириллова ы* на ('): 

(4.11) 

Форма ы* корректно определена, т. к. Ycl.f =О тогда и только тогда, ко
гда [У, g) С ker f. Аналогично, если ы*(У~, Zc)l.r =О, VZ Е g, то [У, g] С 
С ker f и Ycl.r =О, что доказывает невырожденность формы ы*. 

Известная формула для внешней производной дифференциальной 
формы (см., например, [46; 64]) с учетом (2.1) дает 

dw*(Tc, Ус, Zc) =Те (ш*(У;;, Zc)) - Ус (ы*(1~,, Zc)) + Zc (ш*(1~" Y;J) -

- ы*([Тс, Ус], Zc) + ы*([Тс, Zc], Ус) - ы*([Ус, Zc], Те)= -Те ([У, z]#) -

- У;, ([Z, Т]#) - Zc ([Т, У]#) - ([[Т, У], Z] + [[Z, Т], У]+ [[У, Z], Т])#, 
VT,Y,Z Е g. 

Сумма в последних скобках равна нулю в силу тождества Якоби в ал

гебре g. Отсюда из (4.9) и (4.10) получаем 

dы*(Тс, Ус, Zc)l.r =-Те (!([У, Z])) - Ус (f([Z, Т])) - Zc (f([T, У]))= 

= J ([Т, [У, Z]] + [У, [Z, Т]] + [Z, [Т, У]]) = J (О) =О. 

Таким образом, форма ш* замкнута и определяет симплектическую 

структуру на орбите О. Легко видеть, что пуассонова структура на О, 

построенная в соответствии с (4.4), является ограничением пуассоно
вой структуры на алгебре C 00 (g*), определенной в (4.8). Это означает, 
что Аd0-орбиты в g* являются симплектическими листами пуассоновой 
структуры (4.8) (см., например, [6; 76]). 

Поскольку центр пуассоновой алгебры P(g*) состоит из Аd0 -
инвариантов, то центр пуассоновой алгебры С00 (g*) состоит из функ
ций, постоянных на Аd(;.-орбитах в g*. 

2 Ввиду предложения 1.6, Аd(;-орбиты не зависят от выбора связной группы Ли G, 
соответствующей фиксированной алгебре g. 
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4.2.2. Пуассоново действие и отображение момента 

Определение 4.5. Действие группы Ли G на симплектическом 

многообразии 2'vf называется симплектическим, если оно сохраняет сим
плектическую структуру на lvf. Пусть 

У11 
= dd exp(tY):r:\ , У Е g,x Е 1\;f 

х t t=O 

- векторное поле на пространстве Л1, соответствующее элементу У Е g. 
Симплектическое действие связной группы Ли с; называется пуассо

новым, если существует гомоморфизм р,*: g -+ С00 (М) алгебр Ли та

кой, что 11* (У) является гамильтоновой функцией векторного поля f
на Л1 для любого элемента У Е g. Этот гомоморфизм называется отоб
ражением комомента, а отображение µ: М -+ g*, определенное равен
ством J.t(x)(Y) = µ*(У)(х), называется отображением момента. 

Пример. Коприсоединенное действие Ad0 на любой орбите О с g* 
является пуассоновым, поскольку отображениеµ*: g-+ С00 (0, ~), опре

деленное формулой µ*(У) = y#lo, У Е g, удовлетворяет определе
нию 4.5 в силу (4.10) и (4.11). 

Предложение 4.3 ([21; 125]). Если связная вещественная группа 
Ли G полу проста или по крайней мере группы когомологий Н1 (g, ~), 
H 2 (g, ~) тривиальны, то любое симплектическое действие группы G яв
ляется пуассоновым. 

Поскольку пуассонова алгебра S'p(g) ~ P(g*) свободно порожде
на элементами алгебры g, то отображение µ.* однозначно продолжается 
до гомоморфизма пуассоновых алгебр P(g*)-+ С00 (М). 

В алгебре C 00 (g*) существует естественная топология, порожденная 
полунормами вида 

'
д"'f\ p",u(f) = sup -3 , 

и х" 

где И - компактные подмножества линейного пространства g*, а -
мультииндекс, а :ri, i = 1, ... , dimg - аффинные координаты на про

странстве g*. База окрестностей нуля из пространства С00 (g*) в этой 
топологии состоит из множеств 

W<>,u," := (f Е C 00 (g*)I Р<>д(f) <с:). 

Алгебра P(g*) плотна в алгебре C 00 (g*) относительно данной то
пологии, а гомоморфизм 11* однозначно продолжается до непрерывного 
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гомоморфизма C 00 (g*) --; С00 ("М), для которого мы сохраняем обозна
чениеµ*. 

Пусть 111 - симплектическое многообразие с пуассоновым действи

ем связной группы Ли G. 

Предложение 4.4. Для любого элемента g Е G следующая диа
грамма является коммутативной: 

м 
фg 

1\1 __ , 

l'l 1µ (4.12) 

Ad* 
g* ~g*, 

где 'l{J9 - действие элемента g на А1. Иными словами, отображение µ 
эквивариантно. 

Если Yli = О на 1\1 для некоторого элемента У Е g и некоторой 
функции h Е С00 (М), то µ*(У) - интеграл гамильтоновой системы 
с гамильтоновой функцией li. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку связная группа Ли порождается лю

бой окрестностью единичного элемента [22; 63], то достаточно дока
зать коммутативность диаграммы (4.12) для любой однопараметриче
ской подгруппы q(t) = exp(tY), У Е g, t Е JR. Другими словами, доста
точно доказать равенство 

µ(q(t)x)(Z) = µ(х) (Adq(-t) Z), Vx ЕМ, VZ Е g. 

Легко видеть, что последнее равенство эквивалентно равенству 

µ(q(t)x) (Adq(t) Z) = µ(x)(Z), Vx ЕМ, VZ Е g. 

Из определений отображений /L, µ* и формулы (4.4) получаем: 

1t (µ(q(t)x) (Adq(t) Z)) =(У(µ* (Adq(t) Z))) (q(t)x)+ 

+µ(q(t)x)([Y,Adq(t)Z]) = 

(4.13) 

= [µ* (Adq(t) Z) ,µ*(У)]р (q(t)x) + [11*(У),µ* (Adq(t) Z)]P (q(t)x) =О. 

В силу равенства /t(q(O)x) (Adq(O) Z) = µ(x)(Z) получаем (4.13), что 
завершает доказательство коммутативности диаграммы ( 4.12). Второе 
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утверждение предложения очевидно из (4.4) и определения отображе
нияµ*: 

[h, µ*(У)]р = Xµ,*(Y)h = Yh =о. • 
Пусть Gx - стационарная подгруппа группы G, соответствующая 

точке х Е М, а Gf, f Е g* - стационарная подгруппа группы G, со

ответствующая действию Adc и элементу f Е g*. Обозначим через 9х 
и 9J соответствующие подалгебры. В силу (4.12) справедливы включе
ния Gx С Gµ,(x) И 9х С 9µ,(х)· 

Дифференциал отображения µ можно выразить через симплекти
ческую структуру. Действительно, из (4.1) для ~ Е Х(М) и е = 
= ~/х, х Е !v!, получаем: 

dxµ(~')(Y) = ~(µ*(Y))lx = w(~,Xµ,•(YJ)\ = w(e, У)\ , У Е g, (4.14) 
х х 

где dx - дифференциал в точке х. Обозначим через g(x) линейное под
пространство в пространстве ТхМ, состоящее из значений векторных 

полей вида У в точке х для всех элементов У Е g. Из формулы (4.14) 
получаем 

(4.15) 

где g(x)"' косоортогональное дополнение подпространства g(x) С 
ТхМ относительно формы ш. Поскольку форма w не вырождена, то 

dimkerdxµ = dimM - diшg(x). 

Из (4.14) следует, что imdxµ С anngx С g*. В силу dimimdxµ = 
= dimM - dimkerdxµ dimg(x) = dimg - dimgx dimanngx по
лучаем 

(4.16) 

4.2.3. Некоммутативная интегрируемость и отображение момента 

Отображение момента дает возможность построения полной пуас

соновой алгебры. 

Пусть :F1 := µ* (C00 (g*)), а :F2 - подалгебра пуассоновой ал
гебры C 00 (1'vf), состоящая из С-инвариантных функций. В соответ
ствии с определением 4.5 в каждой точке х Е М векторные поля ви
да Х1, f Е :F1 порождают пространство g(x). Поэтому справедливо 
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равенство X1(:F2) = О,\:/] Е :F1 и тем самым [:F1,:F2)p = О. Други
ми словами, ш (W;:1 (x), Т-V;:2 (х)) = О. Аналогично, если [f,:F1]p = О 
для f Е С00 (М), то функция f постоянна вдоль С-орбит в Jv[ и f Е :F2. 

Резюмируем данные рассуждения в следующем предложении: 

Предложение 4.5. Имеют место формулы Z:F1 = :F1 n :F2 с Z:F2 
и И/;:1 (х) = g(x) с ит;:2 (х)w, W;:2 (x) с W;:1 (x)"' = g(x)"' для любой 
точки х ЕМ. 

С этого момента до конца текущего пункта мы будем предполагать 
справедливость следующего предположения о С-орбитах в М. 

Предположение 4.1. Существует открытое плотное подмноже
ство Jvf1 с 1"!, такое что 

1) оно состоит из С-орбит в 1Vf максимальной размерности; 

2) span(dxf, f Е :F2) = aпn(g(x)), Vx Е М' или эквивалентно 
TV;:2 (x) = g(x)"', \:/х Е Ivf1. 

При этом предположении dim g,r = const для всех точек х Е ivf1 

и, ввиду равенства (4.16), ограничение отображенияµ на М' является 
отображением постоянного ранга. По теореме 4.3 множество µ- 1 (с)ПЛР 
является гладким многообразием для любого значения с Е g*. 

Очевидно, что W;:1 (x) = g(x) для х Е М' и, в силу предпо
ложения 4.1, имеем W;:2 (x) = g(x)""' = vV;:1 (х)"'. Ввиду равенства 
(TV;:1 (x)"')"' = W;:1 (:r), также получаем W;:2 (x)"" = W;:1 (x), х Е ivf'. 
Итак: 

(W ;:1 (х) + TV ;:2 (х))"' = TV ;:1 (х)"' n TV ;:2 (х)"' = Ит;:2 (х) n TV ;:1 (х), х Е М', 
( 4.17) 

и 

W;:1 (х)"' П W;:-1 (х) = W ;:1 (х) П W;:2 (x) = W;:2 (х)"' П W ;:2 (х), х ЕМ'. 
( 4.18) 

С другой стороны, в силу (4.15) имеем 

1V;:1 (х) n W;:-2 (х) = W;:1 (х) П W;:1 (х)"' = g(x) n g(x)"' = g(x) П kerdxµ. 

Это означает, что элементы пространства W;:1 (x) n И7;:2 (х) находятся 
во взаимно-однозначном соответствии с элементами из подалгебры g1,(x) 

по модулю gx, х ЕМ'. Таким образом, 

dim (W;:1 (х) П W;:-2 (х)) = dim (gµ(xJ/gx), х Е М1 • 
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Подмножество 1'v1' из предположения 4.1 может играть роль мно
жеств regF1 и regF2 . Действительно, для любой точки х Е l'vf' спра
ведливо равенство 

ddimF1 = dimimdxµ = dimg/gx, 

в силу (4.16) - и равенство 

ddimF2 = codimG · х = dimЛI - dimg/gx. 

Также ввиду (4.18) и замечания 4.1 имеем: 

(4.19) 

(4.20) 

dindF1 = dindF2 = dim (\V.r1 (х) n W.r2 (x)) = dim (flµ,(x)/9x), х ЕМ'. 
(4.21) 

Предложение 4.6. Пусть F := F 1 + F 2 - алгебра Пуассона, по
рожденная подалгебрами F 1 и F 2 . Ввиду W.r = W.r1 + WF2 эта алгебра 
полна с regF = М', с учетом замечания 4.1 и формулы (4.17). 

Полнота алгебры F может быть также проверена прямыми вычис
лениями: 

ddimF + dindF = dim W.r1 (х) + dim W.r2(x) -- dim (\VF1 (х) n WF2(x)) + 
+ dim ((WF1 (х) + WF2(x))"' n (WF1 (х) + TYF2(x))) = 

= ddimF1 + ddimF2 - dim (WF1 (х) n vVF2 (x)) + 
+ dim(WF1(x) n WF2 (x)) = dimM, х Е А1', 

ввиду (4.17), (4.19) и (4.20). 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.2. Таким образом, С-инвариантные гамильтоновы функции 
на ~Af, коммутирующие с алгеброй F, соответствуют гамильтоновым системам, 
интегрируемым в некоммутативном смысле. Вычисления выше дают 

dindF = dim (1'V.r1 n W.r2 ), х ЕМ', 

и совместное множество уровня функций из алгебры F в общем положении 

является dind F-мерным подмноrообразием. 

4.2.4. Метод гамильтоновой редукции 

Метод гамильтоновой редукции приводит С-инвариантную га
мильтонову систему на симплектическом пространстве Л1 с пуассоно

вым действием группы G к гамильтоновой системе меньшей размерно
сти. Его применение может быть осложнено наличием сингулярностей. 
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В данном пункте мы опишем наиболее регулярный случай, рассмотрен
ный в полной общности впервые в [ 166]. 

Предположим, что пространство М и группа С удовлетворяют опре

делению 4.5, µ - соответствующее отображение момента и множество 
уровня Мс := µ- 1 (с) для некоторого элемента с Е g* является глад
ким подмногообразием. В частности, последнее предположение спра

ведливо, если с является регулярным значением отображения момен

та µ, но в некоторых интересных случаях отображение момента вообще 
не имеет регулярных значений. Отметим, что ввиду (4.16) отображе
ние µ не имеет регулярных значений, если стационарные подалгебры gx 
нетривиальны для всех х Е М. 3 

Группа Се действует на многообразии Мс. Предположим, что это 
действие является собственным (т. е. для отображения С х М ----+ 

----+ М х М, (g, х) ----+ (gx, х) прообразы всех компактных множеств яв-
ляются компактными) и свободным.4 Тогда пространство орбит Мс := 
= Се \Мс наделяется структурой гладкого многообразия, так что кано

ническая проекция 7Г1 : Мс----+ Мс является гладким отображением [125). 
Это пространство орбит называется приведенным пространством для 

симплектического пространства М и данного пуассонового действия 

группы G. 
lV\ногообразие Мс наделяется также симплектической структурой 

следующим образом. Пусть х Е Мс, х Е Мс,1Г1(х) = х и~,( Е ТхМс,[ = 
= d7Г1 (~),( = d1Г1((). Определим 2-форму w на Мс по формуле: 

w([, () = w(~, (). 

Это определение корректно. Действительно, пространство ker dх1Г1 ка
сается Се-орбит, проходящих через точку х и совпадает с простран

ством g(x) n kerdxµ, которое косоортогонально пространству ТхМс = 
= kerdxµ = g(x)'"'. Поэтому значение w([,() не зависит от выбора эле
ментов ~ Е d7Г} 1 ([) и ( Е d7Г} 1 ((). Поскольку подгруппа Се действует 
на Мс симплектоморфизмами, форма w не зависит также от выбора точ
ки х Е 1Г} 1 (х). 

Форма w не вырождена. В самом деле, если w([, () = О, V( Е Т-хМс, 
3Говоря неформально, чем больше группа симметрий, тем более сингулярна rамильто

нова редукция. 

4Если предположения двух последних абзацев не выполняются, то редукция называется 
сингулярной. Обзор различных подходов в сингулярной ситуации можно найти в [ 178]. 
Заметим, что действие компактной группы Ли всегда является собственным. 
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то пространство dn1 1 
([) косоортогонально к пространству Tx1'vfc = 

= g(:r)"" и поэтому dn1 1
({) С g(x) n ТхМс. Это означает, что простран

ство dn1 1 
([) касательно Се-орбите и [=О. 

Форма w замкнута, ввиду О= (dw)!мc = d(wlмJ = d(dniw) = 
= dn~dz:i и сюръективности отображения dn1 . Таким образом, М,, -
симплектическое пространство. 

Пусть h есть С-инвариантная гамильтонова функция на простран
стве Af. Векторное поле Х1, касается подмногообразия 1'.1с в силу пред
ложения 4.4, а его ог~аничение Хh.!мс является (;'..=_-инвариантным. По-

этому его проекция Xh на фактор-пространство Мс корректно опреде
лена. 

Пусть fi - проекция функции !i на пространство 111с. ~амильтонова 
система на пространстве Л1с с гамильтоновой функцией h называется 
приведенной гамильтоновой системой. 

Предложение 4. 7. Векторное поле Xh является гамильтоновым 
относительно симплектической формы w с гамильтоновой функцией h; 
другими словами, Xh = Xh.. Отображение 

'Гfс: h--+ h (4.22) 

является гомоморфизмом пуассоновой алгебры С00 
( М)0 , состоящей из 

С-инвариантных функций на пространстве 111, в пуассонову алгеб-

ру с00 (Мс)· 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из соотношения dh = (<)(" Xh) и определений 

величин h, w, Х1, получаем соотношение dh = w(" Xh), что доказывает 
первое утверждение. Пусть h,1, h2 Е С00 (М)0 , тогда 

что доказывает второе утверждение. 

§ 4.3. Гамильтоновы системы на кокасательных 
расслоениях 

• 

Здесь мы специфицируем теорию двух предшествующих параграфов 

для важного в приложениях типа симплектических пространств. 
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4.3. t. Каноническая симплектическая структура на 
кокасательных расслоениях 

Пусть N - гладкое многообразие, а 111 = Т* N - соответствую

щее кокасательное расслоение. Пусть х = (q,p), q Е N,p Е т;;N. -·
произвольная точка пространства JVJ, 7Г4 : Т* N --'> N - каноническая 

проекция. Определим каноническую 1-форму о: формулой 

Если q1, ... , qm ·-·- локальные координаты на пространстве N, а р1, ... 
. . . , Рт - соответствующие им координаты в слое т;; N, то 

Очевидно, что 2-форма 

m 

Q: = LPidq'. 
i=l 

m 

ш := da = "L:dp; 11.d(/ 
i=l 

на пространстве М не вырождена и замкнута и тем самым определяет 

каноническую симплектическую структуру на кокасательном рас

слоении М. Координаты р;, i = 1, ... , rn, на линейных слоях называют
ся обобщенными импульсами, соответствующими координатам qi, i = 
= 1, ... , rn, на пространстве N. В этих координатах получаем формулу 
для гамильтонова векторного поля 

и для скобки Пуассона 

Lm (дf дh дf дh) оо [f,h,]p = -. ~ - -
8 

-. , f,h Е С (М). 
i=l дq' Upi Pi дq' 

(4.23) 

Далее, пусть G - группа Ли, действующая на пространстве N сле
ва диффеоморфизмами q _,_ 'ljJg(q), g Е O,q Е N. Поднятие этого дей
ствия на кокасательное расслоение определяется по формуле: 

(4.24) 
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где d!/J;_ 1 : т; N ___ ,, т,z9 (q)N -- кодифференциал отображения ·ф9 -1. Оче-
видно, что это поднятие сохраняет форму о:, поэтому, в силу (4.3), имеем 

d ( о:(У)) + (da)(Y, ·) = Lf-O: =О, У Е g, (4.25) 

где векторное поле У такое же, как в определении 4.5 по отношению 
к действию (4.24). В частности, действие (4.24) является симплектиче
ским: .Eyw = .Ey(da:) = d (.Еуа) =О. 

Предложение 4.8. Действие (4.24) является пуассоновым. Соот
ветствующее отображение момента определяется формулой 

JL(.т)(Y) = a(Y)lx, х ЕМ, У Е g. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для элемента У Е g определим функцию hy 
на пространстве Nl формулой fiy = а(У). В силу (4.25), получаем dfty = 

= u,'(-, У), что означает гамильтоновость векторного поля У с гамильто
новой функцией Jiy. 

Остается показать, что соответствие У .__, а(У) является гомомор
физмом алгебр Ли. В силу предложения 4.1, функция 

является гамильтоновой для векторного поля 

- [У, z] = [Y,Z]. 

Знак здесь соответствует формуле (2.1). Поскольку функция а (М) 
также является гамилыоновой для того же векторного поля, функция 

[а(У), a(Z)] Р - а (М) (4.26) 

является постоянной. С другой стороны, в силу (4.23), выражение (4.26) 
является линейной формой импульсов. Значит, оно равно нулю, что 

и требуется. • 
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4.3.2. Инвариантные функции на кокасательных расслоениях 

Обозначим через Р(Т* N) с C 00 (1vf) пуассонову алгебру, состо
ящую из гладких вещественнозначных функций, полиномиальных на 

слоях кокасательного расслоения Т* N. 
Предположим теперь, что пространство N является однородным от

носительно левого действия группы G, и обозначим через Р(Т* N) 0 с 
с Р(Т* N) подалгебру, состоящую из С-инвариантов относительно дей
ствия (4.24). Теория из § 2.1 для алгебры Di!fc(N) переносится mutatis 
mutandis на пуассонову алгебру Р(Т* N)0 . 

Вначале рассмотрим случай N = G. Поскольку группа G действует 
свободно левыми сдвигами на себе, алгебра P(T*G)0 естественно отож
дествляется с алгеброй P(g*) полиномиальных функций на простран
стве g*, т. е. с симметрической алгеброй S(g). Кроме того, гомоморфное 
расширение ic линейного отображения 

У*~ у# Е P(T*G) 0 , y#(q,p) = -p(d7r4(Y1)), q Е G,p Е т;с, {4.27) 

является изоморфизмом коммутативных алгебр S(g) и P(T*G) 0 , где У*Е 
ES(g) - элемент, соответствующий элементу У Е g, а l'1 - соот
ветствующее левоинвариантное векторное поле на пространстве T*G. 
ДругимИ словами, векторное поле У1 порождается элементом У отно
сительно поднятия действия группы G на себе правыми сдвигами на 
кокасательное расслоение T*G: 

(q,p) ---+ (qq1,R*_,p), q,q1ЕG,pЕ1~*G. 
q, 

{4.28) 

Изоморфизм ic является композицией автоморфизма алгебры S(g), ин
дуцированного умножением элементов из S1 (g) = g на ----1, и указанного 
выше отождествления алгебры S(g) с алгеброй P(T*G) 0

. 

Предложение 4.9 (ер. с теоремой 13.l.l из [165]). Отображе
ние ic является изоморфизмом nуассоновых алгебр P(T*G)c; и Sv(g), 
где nуассонова структура на последней определена в начале § 4.2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассуждая, как в доказательстве предложе-

ния 4.8, для действия группы G на пространстве T*G правыми сдви
гами, получаем, что функция _у# является гамильтоновой для вектор-

ного поля У1 • В силу предложения 4.1 функция 
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является гамилыоновой для векторного поля 

- - ---------! 
·-[У1 , Z 1

] = --[У, Z] . 

Другой гамилыоновой функцией для того же векторного поля является 

фуНКЦИЯ [У, Zj#, И аргументы ИЗ доказательства предЛОЖеНИЯ 4.8 дают 

(У, z]# = [У#, z#]p. 

Это означает, что отображение i" является изоморфизмом пуассоновых 

алгебр Sp(g) и P(T*G)0 . 8 

Используя теорему 2.2, получаем следующий изоморфизм пуассо
новых алгебр 

P(T*G)0 ~ Sp(g) ~ grU(g) ~ grLDiff(G). (4.29) 

Пусть теперь N ~ G /К - редуктивное однородное пространство, 
где К - стационарная подгруппа точки з:0 Е Jvf. Как и в п. 2.1.3, 
пусть р - подпространство алгебры g, такое что g = р ЕЭ t, [р, t] с р 
и АdкР с р. 

В силу тождества Лейбница множество S(g)к является пуассоновой 
подалгеброй алгебры Sp(g). Обозначим его через Sp(g)к. 

Определение 4.6. Назовем линейное подпространство А' пуассо
новой алгебры А пуассоновым идеалом алгебры А, если оно является 

идеалом относительно (коммутативного) умножения и [А',.д]р с А'. 

Пусть S(g)t - идеал коммутативной алгебры S(g), порожденный 
элементами из подалгебры t. Очевидно (см. (2.9)), что 

S(g) = S(g)t Е& S(p). (4.30) 

Пусть (S(g)t)к - подалгебра в алгебре S(g)t, состоящая из Аdк
инвариантных элементов. Она является пуассоновым идеалом в пуас
соновой алгебре Sp(g)к, поскольку для f Е t и f1 Е Sp(g)к справедливо 
равенство [f, fJ]P = О и, таким образом, 

[ (Sp(g)t)к, g] Р С (Sp(g)t)к. 

Поскольку оба прямых слагаемых в (4.30) являются Аdк-инвариантными, 
то справедливо разложение 

(4.31) 
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Поэтому корректно определена пуассонова 
к /(Sp(g)t) , изоморфная, как коммутативная 

(ер. с теоремой 2.3). 

фактор-алгебра Sp(g)к/ 

алгебра, алгебре S(p )к 

Касательное пространство т;0N естественно отождествляется с под
пространством ann t с g*. Элементы из подпространства ann е находятся 
во взаимно-однозначном соответствии с элементами из пространства р*. 

Это соответствие задается ограничением эжмента ф Е ann t на р. 
Ввиду транзитивности действия группы G на пространстве N, 

функция f Е Р(Т* N)0 однозначно определяется своим ограничени
ем на пространство т;0N ~ р*, которое является Аd'К-инвариантным. 
С другой стороны, если многочлен ф на р* ~ т;0N является Аd'К
инвариантным, то он однозначно продолжается до некоторой функции 

из Р(Т* N)0 . 

Таким образом, установлен изоморфизм между элементами из ал

гебры Р(Т* N)0 и инвариантами действия Аdк на пространстве р*. 
Очевидно, что эти инварианты находятся во взаимно-однозначном 

соответствии с элементами множества S(p )к, состоящего из Аdк
инвариантных элементов из S (р). 

Теперь мы можем описать пуассонову структуру на алгебре Р(Т* N)0 

через пуассонову структуру на алгебре Sp(g). 
Рассмотрим левое действие подгруппы К на группе G: 

(4.32) 

и его поднятие на Т* G 

(4.33) 

В силу предложения 4.8 это действие является пуассоновым. Нулевой 
уровень соответствующего отображения момента задается формулой 

(T*G) 0 = ((g,p) Е T*Gj g Е G,p Е ann t 9 с т;с), 

где t9 - образ вложения подалгебры е в T9 G посредством дифферен
циала действия (4.32). Очевидно, что этот уровень (T*G) 0 является 
гладким подрасслоением кокасательного расслоения T*G. Стационар
ной подгруппой элемента О Е t* является вся группа К и ее действие 
на (T*G)0 собственно и свободно. Приведенное фазовое пространство 
отождествляется с пространством Т* (G /К). Легко видеть, что приве
денная симплектическая структура на Т* ( G /К) совпадает с канониче
ской симплектической структурой на кокасательном расслоении. 



§ 4.3. ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ НА КОКАСАТЕЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 137 

Пусть Рк(Т*С) - подалгебра коммутативной алгебры Р(Т*С), 
состоящая из К-инвариантов действия (4.33). Более того, посколь

ку действие ( 4.33) сохраняет симплектическую структуру, подалгеб
ра Рк(Т*С) является пуассоновой. Из предложения 4.7 следует, что 
отображение проектирования 

r1c: Рк(Т*С) --+ Р (Т*( С/ К)), 

построенное в п. 4.2.4, является гомоморфизмом пуассоновых алгебр. 
Рассматривая ограничение функций ИЗ Рк(Т*С)0 на пространство т;с, 
мы видим, что ограничение ff c гомоморфизма 'Г/с на пуассонову подалгеб
ру С-инвариантов является эпиморфизмом: 

ffc: Рк(Т*С)0 --+ Р(Т*(С/К))0 , 

где индекс С обозначает соответствующую подалгебру С-инвариантов 

действия группы С левыми сдвигами на пространствах Т*С и Т*(С/ К). 

Аналогично ограничение 'ic (см. (4.27)) отображения Zc на алгеб
ру Sp(g)к является ее изоморфизмом на алгебру Рк(Т*С)0 . 

Это приводит к последовательности 

гомоморфизмов пуассоновых алгебр. 

Теорема 4.5 (ер. с теоремой 2.3). Пуассонова алгебра Р(Т* (С/К) )0 

изоморфна фактор-алгебре Sp(g)к / (Sp(g)t)к и также градуирован
ной алгебре для фильтрованной алгебры Diff0 (C/K). Отображение 

Ь := Тfс 0 'icls(p)K: S(p)K--+ P(T*(C/K))G 

является изоморфизмом коммутативных алгебр. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку отображение 'ic - изоморфизм, 

а отображение ff c - эпиморфизм, мы получаем 

По определению отображения ffc, множество kerffc состоит из функций, 
равных нулю на подпространстве ann te = ann t. Поэтому z;;- 1 (kerffc) = 
= (Sp(g)t)к, что доказывает первое утверждение. 
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Так как действие Аdк сохраняет фильтрацию алгебры U(g), то изо
морфизм 

gr (Diffc(G/ К) s:! P(T*(G/ К))0) (4.34) 

следует из теорем 2.1 и 2.3. Последнее утверждение предложения явля
ется прямым следствием первого и разложения (4.31). 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.3. Если образующие и соответствующие им соотношения 

для алгебры Diffa1 С/ К) построены из однородных образующих и соотношений 
для алгебры S{P) , как описано в п. 2.1.4, то образующие и соотношения для 
пуассоновой алгебры P(T*(G/K))G можно получить следующим образом. 

Заменим обgазующие Dk алгебры Diff а (С/ К) образующими Pk алгеб
ры Р(Т* (С/ К)) и получим соответствующие им соотношения, отбросив чле
ны низших степеней из соотношений для Dk в алгебре Diff а (С/ К). А именно 
в коммутационных соотношениях вида [Di, Dj] = P(DkJ нужно отбросить в пра
вой части члены степени менее чем deg D; + deg D j - 1 и получить соответствую
щее соотношение в алгебре P(T*(G/K))G вида [pi,Pj)P = P(pk), где P(Dk) -
сумма мономов из P(Dk) с полной степенью, равной deg Di + deg Dj - 1. 

Пространство G /К называется слабо коммутативным, если ком
мутативна пуассонова алгебра Р(Т* ( G /К) )0 . Из предложения 4.5 
мы видим, что если пространство G /К коммутативно, то оно и слабо 
коммутативно. Обратное утверждение доказано в работе [69]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.4. Из замечания 4.2 следует, что для слабо коммутативно
го пространства С/К любая функция из алгебры P(T*(G/K))G соответству
ет rамильтоновой системе, интегрируемой в некоммутативном смысле по моду

лю предположения 4.1. В работе [54] было показано также, что если любая 
функция из P(T*(G/K))G соответствует гамильтоновой системе на T*(G/K), 
интегрируемой в коммутативном смысле в силу интегралов, соответствующих 

отображению момента, то однородное пространство С/ К является слабо комму
тативным. 

4.3.3. Натуральные механические системы и деквантование 

Переход от коммутативной алгебры наблюдаемых к некоммута

тивной называется квантованием. Обычно в этой процедуре имеется 
тот или иной произвол. Геометрический подход к квантованию опи

сан в работах [28; 205; 222]. В рассматриваемой симметричной ситу
ации наиболее естественным квантовым аналогом коммутативной ал
гебры P(T*(G/K))0 s:! S(р)к является алгебра Diffc(G/K). С точки 
зрения теории групп Ли отображение, обратное к отображению (2.6): 
х- 1 : S(p)K ---> Diffc(G/K), представляется наиболее естественным 
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отображением квантования, преобразующим гамилыоновы функции 

в квантово-механические гамильтонианы. 

Однако это отображение не является удовлетворительным с фи
зической точки зрения, поскольку оно может дать гамильтонианы, 

не являющиеся (даже формально) самосопряженными и (или) имеющие 
неправильный спектр. В дальнейшем мы ограничимся так называемы

ми натуральными механическими системами на римановых простран

ствах и опишем для них обратную процедуру деквантования, кото

рая позволит получать выражения классической механики из квантово

механических без громоздких вычислений. 

Пусть N - гладкое многообразие с локальными координатами xi 
в области И с N, а Pi - координаты на слоях в Т*И, соответствующие 
координатам xi. Пусть D - дифференциальный оператор на простран
стве N. Определим функцию symb D Е Р(Т*И) как результат подста
новки координат Pi вместо операторов д / дхi в сумму старших членов 
выражения оператора D через локальные координаты. Ввиду тензорно
го характера замены координат в старших членах дифференциального 

оператора, функция symb D не зависит от выбора локальных координат 
и поэтому корректно определена на всем пространстве Т* N. Назовем 
функцию symb D символом дифференциального оператора D. Очевид
но, что symb D - однородный полином на каждом слое расслоения Т* N, 
возможно нулевой. Если он ненулевой на каком-то слое, то его степень 

равна degD. 
Ввиду тензорного характера замены координат в старших членах 

дифференциального оператора, та же функция symb D получится ана
логичным образом из выражения оператора D в подвижном репере. 

Предположим теперь, что многообразие N, не обязательно однород
ное, наделено римановой метрикой g, заданной в локальных координатах 
выражением 9iJdxidx1. Оператор Лапласа-Белырами !::.9 , соответству
ющий этой метрике, задается формулой (2.16). Натуральный одноча
стичный квантово-механический гамильтониан - это оператор 

1 
н = --

2 
t::.9 +v, 

rn 
(4.35) 

где функция V на многообразии N - потенциал. Гамильтонианом мно

гочастичной квантово-механической системы является дифференциаль

ный оператор 

(4.36) 
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на римановом пространстве N = N х ... х N, где 6.i - оператор 

Лапласа-Бе3ьтрами на i-ом сомножителе в N, mi - масса i-ой частицы, 
а функция V - потенциал взаимодействия. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.5. Оператор (4.36) можно рассматривать как оператор (4.35) 
относительно метрики 

9= Пт;g;, 

на пространстве N, где g; - метрика на i-ом сомножителе в N и т = 1. 

Натуральная гамильтонова функция, соответствующая (4.35), за
дается выражением 

i,j 

на T*N, где giJ9Jk = б1. Очевидно, что 

1 h = -
2 

symb6.g + V о 11'4 . 
rn 

(4.37) 

(4.38) 

Переход от многочастичной квантово-механической системы к класси

ческой является аналогичным в силу замечания 4.5. 
Пусть G - связная группа Ли изометрий пространства N, а О с 

с N - некоторая ее орбита. Предположим, что некоторая окрестность 

орбиты О в пространстве N изометрична прямому произведению W х О 
для некоторого подмногоообразия И' с N, трансверсального к орбите О 
(см. § 2.4), так что действие группы G на N соответствует ее дей

ствию только на втором сомножителе данного произведения. Тогда опе

ратор 6.glwxo можно представить в виде 

6 9 lwxo = L dk,oDk,2 + L Dk,1Dk,1 + D2 + L ;JJjk· 
k k k 

Здесь dk,o,dk - гладкие функции на подмногообразии iv; Dk,1 - диф
ференциальные операторы первого порядка на iv; D 2 - дифференци

альный оператор второго порядка на И'; Dk,1, Ok -·- С-инвариантные 
дифференциальные операторы первого порядка на орбите О; Dk,2 - G
инвариантные дифференциальные операторы второго порядка на О. 
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Пусть g = р Е9 е - то же разложение, что и в пунктах п. 2.1.3 
И П. 4.3.2 ОТНОСИТеЛЬНО ОДНОрОДНОГО МНОГОобразия 0 И ТОЧКИ Хо= WПО. 
Определим функцию из P(T*(W х О)) формулой 

~6g = L dk,o · D о x2(Dk,2) - L symb(Dk,1) · D о х1 (Dk,1) + symb D2, 
k k 

где отображение D определено в предложении 4.5, а xk, k = 1, 2, -
композиция отображения х с проекцией алгебры 

00 

S(p) = ffisk(P) 
k=l 

на ее прямое слагаемое Sk(p), состоящее из однородных многочленов 
степени k (см. п. 2.1.2). 

Предложение ~ На пространстве Т* (W х О) справедливо ра
венство symb 6g = symЬ6g. 

ДоКАЗАТЕльство. Поскольку для любых дифференциальных опера

торов D 1 и D2 справедливо равенство symb (D1 о D2 ) = symb D 1 symb D2 , 

то достаточно доказать, что на пространстве Т*О справедливы равен

ства sушЬ (Dk,2) = D о х2 (Dk,2) и symb (Dk,1) = -D о х1 (Dk,1). 
Пусть ei - некоторый базис в пространстве р, а ei - соответ

ствующие векторные поля на орбите О, образующие подвижный репер 

в некоторой окрестности точки х0 Е О. Пусть в этой окрестности 

ok,2 = L:m:ei о ej + Lg;ei, ok,1 = L:O'ei. 
i,j 

Тогда, по определению отображения х, имеем 

x2(Dk,2) = 2:= т:1Хо е:е;, x1(Dk,1) = L O'lxo е;. 
i,.J i 

Из определения отображения Ь в теореме 4.5 получаем 

D о x2(Dk,2)lx
0 

= L O'jPiPj \хо, D о Х1 (Dk,1)lx
0 

= - L g'pif xo, 
i,j 

где Pi - координаты в базисе ei, дуальном к базису ei. в силу опреде
ления отображения взятия символа это завершает доказательство. 8 
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4.3.4. Редукция кокасательноrо расслоения над однородным 
пространством 

Предположим, как и выше, что N = G /К есть G-однородное про
странство с редуктивным разложением g = р Ф t, п1 : G -'t N -- канони

ческая проекция, а М = Т* N - кокасательное расслоение над простран

ством N. Пространство М наделяется пуассоновым действием :фс груп
пы G (см. (4.24)) и отображением моментаµ: М --+ g*, определенным 
в предложении 4.8. Пусть также, как в п. 4.3.1, п4 : Т* N -'t N - канони
ческая проекция. Отождествим касательное пространство Tx0 N с про
странством \), а пространство т;0N с пространством р* ~ анn t с g*. 
При таком отождествлении дифференциал действия группы G на про
странстве Tx0 N отождествляется с действием Аdк на пространстве р, 
а дифференциал действия d:фк на пространстве т;ОN с действием Adj(
нa пространстве р*. Приведенное фазовое пространство для простран

ства Т* N, при выполнении некоторых предположений регулярности, до
пускает описание в терминах орбит коприсоединенного действия груп

пы G [88; 192]. 
Рассмотрим множество уровня Мrз := µ- 1(;3) СМ для /3 Е imµ. Без 

потери общности можно предполагать, ЧТО т;ОN n Мrз =!= 125, поскольку 
пространство N является G-однородным. Это означает, что т;/vnМ;з = 
= (хо, {3), /3 Е анn t ~ р*. Стационарной подгруппой группы G, соот
ветствующей точке (х0 , {3), является стационарная подгруппа Ко с К 
элемента f3 Е р* ~ ann t относительно действия Аdк 1" •. Очевидно, что 
элементы у Е J\.1.в находятся во взаимно-однозначном соответствии с эле

ментами вида п4(у). Пусть М~ = к4(J\.~в). 
Отождествим алгебру g с касательным пространством TeG, а про

странство g* с пространством т;G. Пусть хг - правоинвариантное век
торное поле на группе G, соответствующее элементу Х Е g. Пусть х = 

= (к1g,р1 ) Е Мrз, g Е G,p' Е т;19N. Рассмотрим точку (g,p) Е T*G, 
где р = dni(p'). В соответствии с определением отображения момента, 
справедливо равенство p(Xrl

9
) = /З(Х), т. е. р = dR;_ 1 j3. Очевидно, 

что xr 19 Е N := ker dn1 lтgc; тогда и только тогда, когда х Е Adg r. 
Ввиду Pl.лr = О, имеем (J Е анn Ad9 t или эквивалентно Ad;-1 /3 Е ann t. 

Наоборот, если Ad;-1 /3 Е ann t, то dR;_ 1 ;з/.лr = О и существует 
единственный элемент р' Е т;19N, такой что р := dк]_(р') = dR;_JJ 

и (n1g,p1
) Е Мв. Обозначим 
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Предположение 4.2. Предположим, что 9/3 - непустое гладкое 

подмногообразие группы G. 

Очевидно, что это предположение является следствием следующего 

предположения. 

Предположение 4.3. Орбита 0/3 коприсоединенного действия Adc 
группы G в g*, содержащая точку fЗ Е ann t, трансверсальна к подпро
странству ann t С g*. 

Очевидно, что группа К действует на подмногообразии 9/3 правыми 
сдвигами свободно и собственно. Орбиты данного действия отождеств

ляются с элементами пространства Jvl~. Поэтому при выполнении пред

положения 4.2 множество М~ является гладким многообразием, диф
феоморфным пространству МfЗ. Обозначим через 

соответствующее правое главное расслоение. Фактически w = л1 lg13 • 

Пусть G f3 - стационарная подгруппа группы G для точки fЗ Е g* 
по отношению к действию Adc. Очевидно, что она действует левыми 
сдвигами на подмногообразии 9rз свободно и собственно. Орбиты этого 

действия находятся во взаимно-однозначном соответствии с множества

ми уровня отображения 

т: 9/3-+ annt, т(g) = Ad~-1 {З. (4.39) 

Пусть 

О~:= Оrз n ann t. 

Таким образом, мы получаем левое главное расслоение 

причем множество О~ при предположении 4.2 является гладким много
образием. 

Правые К-сдвиги и левые Grз-сдвиги на подмногообразии 9rз ком
мутируют и, кроме того, 

(4.40) 

Таким образом, группа К действует на многообразии О~ по прави

лу q-+ Ad~-1, q Е К. 
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Ана"1огично группа Grз действует на пространстве М~ по формуле 

w(g) ---t qw(g) = w(qg), g Е Q,1, q Е G/З. 

Обозначим через дrз := О~/ Adi = 11;1~/Grз соответствующее 
фактор-пространство, а через 

- соответствующие канонические проекции. Это приводит к коммута

тивной диаграмме: 

(4.41) 

r' 
-------> о (3. 

Предположение 4.4. Предположим, что действие Аdк на много
образии О~ свободно и собственно. Первое условие эквивалентно тому, 
что пересечение любой Rк-орбиты в пространстве 9rз и любой L 00 -

орбиты в пространстве Q,в состоит не более чем из одной точки. Оно 
также эквивалентно тому, что действие Lc

1
, на пространстве 1VI~ сво

бодно. 

При выполнении предположений 4.2 и 4.4 фактор-пространство дrз 
является гладким МН2_1_'ообразием и, очевидно, диффеоморфно приведен

ному пространству .Лifв из п. 4.2.4, которое наделено симплектической 
структурой (;). Эта симплектическая структура может быть также полу
чена из канонической симплектической структуры на Аd~:;-орбитах. 

Действительно, пусть ш* - ограничение формы Кириллова на 

многообразие О~, а (-1' - его произвоJ1ьная точка. Пусть также 
Х* и У* - векторные поля на многообразии Ов, соответствующие 

элементам Х, YEg так же, как в (4.10), так что X*lrз', Y*ll'i' Е 
Е Т/1'0~, fЗ' Е О~. По определению формы Кириллова (4.11) это означа
ет, что ш*(Х*, У*)l,в' = -/31 ([Х, У]). Поскольку вектор Х*l.в' касается 

подмногообразия О~, то справедливо равенство 

d
d 'i ( Ad;xp(tX) /31

) Е ann t, 
t t=O 
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и, таким образом: 

/3' ([Х, Уа])= - Jt lt=o (лd;xp(tx) ,в') (Уо) =о 
для любого элемента У0 Е t. Это зна~т, что следующая 2-форма CJ 
корректно определена на многообразии О.в формулой: 

для Х, У Е Тw'(З'Оrз. 

Теорема 4.6. При выполнении предположений 4.2 и 4.4 приведен
ное пространство Мrз, соответствующее значению /) отображения 
момента, диффеоморфно пространству Оrз. Более того, их отож

дествление посредством отображения т' дает CJ = -w. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое утверждение предложения уже доказа

но. Пусть Q~ -··· образ вложения многообразия 9{3 в пространство T*G 
посредством отображения 

Пусть ш' = d1*(ш/9,) - 2-форма на 9rз. где ш = da для канонической 
• (J 

1-формы а на пространстве T*G. Также пусть O!N - каноническая 1-
форма на пространстве Т* N, ШN = dан - каноническая симплектиче

ская структура на Т* N, а w'н -- 2-форма на многообразии м3, индуци

рованная формой шн и изоморфизмом к:= к4 /м13 : Мrз _, Jvl~. 
Для доказательства второго утверждения предложения достаточно 

показать, что 

dт*(ш*) = -ш', dw*(ш'н) = ш'. 

Пусть g - произвольная точка пространства QfЗ. Произвольный век

тор из пространства Tg9{3 можно представить в виде Х1 / для неко-
g 

торого элемента Х Е g, где Х 1 - левоинвариантное векторное по.пе 
на группе G. Отображение dт переводит векторное поле X 1

J
9

" в век-

торное поле ····Хе на пространстве()~, см. (4.10). Пусть У1 / ~другой 
' g 

вектор из пространства Т99rз для некоторого У Е g. Пусть )(t и yz -
векторные поля на пространстве T*G, индуцированные элементами Х 
и У по отношению к действию группы G (4.28) на T*G. 



146 ГЛАВА 4 

Ясно, что Х1 1 = dJ(X'I ) Е T3(.g)g~, У1 1' = d1(Y1
1 ) Е Т:1с9JQ'в J(g) g J(g) g ' 

и, в силу (4.11) и (4.39), получаем 

w* ( dт(X1 j 9 ),dт(Y1 l 9 )) = w* (Х, Y)lт(g) = - (Ad;-1 f'J) ([Х, У]). (4.42) 

С другой стороны, по определению формы w имеем 

Поскольку векторные поля Х1 и У1 генерируют потоки, сохраняющие 
форму о:, то получаем 

в силу (2.3), и аналогично 

Таким образом, по определению форм w' и о: справедливы равенства 

= ( я;-1/3) (Lg ([Х, У]))= ( dL; о dR;-1r1) ([Х, У]) = (Ad;-1 1-1) ([Х, У]). 

Поэтому из (4.42) получаем 

w' ( Х1 lg' yl lg) = -w* ( dт( Х1 lg), dт( У1 /g)) 

или, эквивалентно, dт*(w*) = -&./. 
В то же время любой вектор из пространства T9Qrз имеет вид X''l

9 
для некоторого элемента Х Е g, где xr - правоинвариантное вектор

ное поле на группе G. Пусть yr\
9 

- другой такой вектор. Очевидно, 

что xr\
9 

= (Ad9-1 Х) 1 1 , yr\
9 

= (Ad9 -1 Y/j и из (4.43) вытекает 
g . g 

равенство 

w' ( Xrl
9

, yrl
9

) = (Ad;-1 /З) ([Ad9 -1 X,Ady-1 У])= 
= {З (Ad9 о Ady-1 [Х, У]) = {З ([Х, У]). 

(4.44) 
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Пусть XN = d7Г1(Xr), YN = d7Г1(Yr) Е X(N) и 

XN = (dt.:)·- 1 
( XNl,н~) Е Х(М,в), YN = (dк)- 1 

( YNlмJ Е Х(М,в), 

где Х(}\:!)lм.в обозначает ограничение модуля Х(}\:1) на простран

ство Л,f,в с J\;f. Заметим, что векторные поля XN, Y'V соответствуют 

левому действию группы G на пространстве N (см. п. 2.1.1) и векторное 
поле ZN можно определить для произвольного элемента Z Е g. Анало
гично (2.2) получаем 

(4.45) 

Пусть х := (w(g),p') := к- 1 о w(g), р' Е т;,(g)N. Из Xrl
9

, yrl
9 
Е 

Е Т99,в получаем XNlg, YNl
9 
Е Tw(g)M',в, откуда 

xNlx Е Тх (M/J), YNlx Е Тх (М,в). (4.46) 

Для других точек у =F х пространства 1'vf,в возможно, ЧТО xNI 'YNI f/_ 
у у 

f/_ Ту (Т* N). Во всяком случае по определению формы w'tv получаем 

w'tv (XN, YN )lw(g) = wN ( XN, Y,V) lx = XN ( йN (YN)) lx -
-YN(aN(xN))lx -aN([xN,YN])lx· 

Поскольку функции 

aN("YN)I =р'(УN)/м, =,В(У), aN(xN)I =,В(Х) 
М,в .в МfЗ 

постоянны на пространстве М,в, то, учитывая (4.46), получаем 

Поэтому 

w'tv (XN, YN )lw(g) = -р' ( dк ( [xN, YN])) Jw(g) = 

= -р' ( [dк ( XN), dк (YN)] lw(gJ = 

= -р' ( (XN, YN]iw(g)) = р' ( (Х, Y]Nlw(g)) = ,В([Х, У]) 

в силу (4.45). 
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Сравнивая последнюю формулу с (4.44), получаем и./ = dw*(w;v ), 
что завершает доказательство. • 

В силу симплектичности формы iJ справедливо: 

Следствие 4.1. Форма w на пространстве Оtз является симплек
тической, т. е. 01щ не вырождена и замкнута. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.6. Данная теорема обобщает тот хорошо известный факт, 
что для пространства Г*G приведенное пространство симплектоморфно орби

те коприсоединенного действия Ad(; [6; 166]. В этом случае К = {е}, g!З = 
= G ~ М~, О!З = О~ = О!З и предположения 4.2, 4.4 тривиальным образом 
выполняются. 

В § 7.5 мы воспользуемся симплектоморфизмом из теоремы 4.6 для 
редукции пространства Т* N, где N - г,1адкое многообразие, на котором 

(не транзитивно) действует группа Ли G. Ниже приводятся некоторые 
исторические сведения. 

Гамильтонова редукция кокасательного расслоения Т* N в предпо

ложении, что группа G свободно действует на пространстве N, изуча
лась в работах [150; 163; 164] (см. также ссылки в этих работах). По
следнее предположение является слишком ограничительным для задачи 

двух тел на двухточечно-однородных пространствах размерности боль

ше чем два. Подход работы [150] к редукции кокасательных расслоений 
был обобщен на несвободные действия группы G в препринте [ 173]. 
Этот препринт дает описание приведенного пространства, соответству
ющего значению f3 Е Im µ с g*, как подрасслоения Рrз касательного 

расслоения T*(Nrз/G!3), где N/3 - образ канонической проекции 

а G/3 - стационарная подгруппа группы G относительно действия Ad(;. 
Симплектическая структура на пространстве P,q индуцируется 2-фор
мой T*(NfJfGfJ), которая отличается от канонической симплектической 
структуры на пространстве T*(N1з/Grз) дополнительным «магнитным» 
членом. 

Подход теоремы 4.6 и его обобщение для нетранзитивных действий 
группы G на пространстве N представляются более прямыми, поскольку 
они дают описание приведенного фазового пространства только в терми

нах орбит коприсоединенного действия, канонической симплектической 

структуры на них и фактор-пространства N /G. 
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Двухточечный: гамильтониан 

на двухточечно-однородных 

пространствах 

Главной характеристикой системы двух классических частиц на ри

мановом пространстве М является расстояние между ними. Если про

странство NI однородно и изотропно, то это расстояние является един
ственным геометрическим инвариантом положения частиц на М. Это 

мотивирует разделение степеней свободы на два типа. К первому типу 

относится единственная радиальная степень свободы. Второй тип со
держит остальные степени свободы, соответствующие группе изомет

рий. Это разделение должно проявиться в двухчастичном квантово

механическом гамильтониане при разложении соответствующего гиль

бертова пространства и в классической функции Гамильтона. 

В этой главе мы получим выражение для двухчастичного гамиль
тониана через радиальный дифференциальный оператор и образующие 

алгебры DiffJ(Qs) из главы 3. 
Соответствующее выражение для двухчастичной классической функ

ции Гамильтона может быть получено сходным образом, однако его про
ще получить из уже вычисленного квантового аналога, используя пред

ложение 4.10, что будет сделано в главе 7. 
Параграфы 5.1-5.3 основаны на работе [195], но содержат исправ

ления некоторых опечаток. 

§ 5.1. Однородные подмногообразия 
в конфигурационном пространстве задачи двух 

тел 

Пусть Nl = Q - произвольное двухточечно-однородное риманово 

пространство, dimR Q = п и М := Q х Q. Обозначим через ?Гi, i = 
= 1, 2, проекцию произведения М = Q х Q на i-ый сомножитель, через 
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G - компоненту единицы группы изометрий Q, а через р(х 1 ,х2 ) - рас
стояние между точками х1 ,х2 Е Q. Функция р2 (х) := р(1Г1 (х)),1Г2 (х)), 
х Е М, является расстоянием между частицами. 

Наконец, пусть Н =Но+ V - двухчастичный гамильтониан (2.40). 
Свободный гамильтониан Но системы двух частиц на пространстве М 
является оператором Лапласа-Бельтрами для метрики 

(5.1) 

на этом пространстве, умноженным на -1/2, где n';g - прообраз мет
рики g относительно проекции Hi· Для получения явно инвариантно
го выражения оператора Но рассмотрим слоение пространства М под

многообразиями Fp. являющимися множествами уровня функции р2. 

Слой Fv с М является С-однородным римановым пространством от
носительно ограничения на него метрики g2 ; поэтому для описания ин

вариантных дифференциальных операторов на нем можно использовать 

конструкцию из § 2.1. Для «склеивания» этих конструкций при различ
ных значениях р мы поступим следующим образом. 

Пусть Q - произвольное компактное двухточечно-однородное про

странство. Пусть 1(s): 8 1 ::=: Ж. mod (2diamQ) _, Q - некоторая 
(очевидно, замкнутая) геодезическая на пространстве Q, где s -
натуральный параметр. Пусть также s1, s2: [О, diamQ) _, S 1 = Ж. 
nюd (2 diam Q) - гладкие функции, такие что s1 убывающая, s2 - воз

растающая, s1(0) = s2(0) =О и p(1(s1(p)),1(s2(P))) = р, рЕ [O,diamQ), 
s~(p) 2 + s~(p) 2 =/.О. Определим кривую т 1 := (O,diamQ)--; М фор
мулой -у(р) = (1(s1(p)),1(s2(p))) Е М. Стационарная подгруппа груп
пы G, соответствующая произвольной точке -у(р), О < р < diamQ, 
является стационарной подгруппой Ко с G, соответствующей па

ре 1(s1(p)),:Y(s2(p)) точек геодезической;;;;. В силу предложения 1.1, 
группа Ко не зависит от выбора р при О < р < diamQ, а фактор
пространство G / К0 изоморфно, как однородное С-пространство, рас
слоению единичных сфер над пространством Q. Эта же конструкция 
пригодна и для некомпактного двухточечно-однородного пространства, 

если мы положим diam Q = оо. 
Подытожим данное рассуждение в следующей лемме. 

Лемма 5.1. Отображение р _, -у(р) из I в М является регуляр
ной кривой 'У в М, т. е. /-у'(р)/ =/. О для всех р Е I. Эта кривая пе
ресекает каждый слой Fv, р >О точно в одной точке, а множество 
М' := U Fp является связным плотным открытым подмногообрази-

рЕI 
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ем в М. Стационарные подгруппы группы G совпадают друг с другом 
для всех точек 1(р), р Е J. 

Таким образом, можно отождествить многообразие М' с простран
ством I х (G/Ko) с помощью следующей формулы: 

I х (G/Ko) э (р,ЬКо) ~ Ь,(р) ЕМ', Ь Е G. 

Очевидно, что множество М\М' является дизъюнктным объеди
нением диагонали diag (Q х Q) и множества Q0 p := FdiaшQ, являюще
гося расслоением с базой Q, и слоями, изоморфными антиподальному 
многообразию Ах, х Е Q. Для некомпактного пространства Q множе
ство М\М' совпадает с diag (Q х Q). 

Пусть µ 2 - мера на пространстве М, порожденная метрикой g2 . 

Используя отождествление выше, перенесем эту меру на простран

ство I х (G/K0 ), сохранив для нее обозначение µ 2 . Поскольку раз
ность fv!\M' имеет нулевую меру, то имеется следующий изоморфизм 
пространств измеримых функций: 

(5.2) 

Ниже будет удобно для упрощения формул изменить параметризацию 

интервала I при помощи некоторой функции p(r), p'(r) =f О, r Е I' С JR.+. 
В этом случае будем писать просто Fr := Fp(r). Поскольку группа G дей
ствует только на втором сомножителе разложения fvf' = Ix(G/Ko), кон
струкцию для поднятия дифференциальных операторов из § 2.1 можно 
обобщить и найти для G-инвариантного дифференциального оператора 

на пространстве I х (С/Ко) его поднятие на пространство I х G. 
Пусть р - подпространство пространства g, дополнительное к по

далгебре t = tp так, что [р, t] с р. Пусть е1, ... е2п-1 - базис в простран
стве р; Х1 , ... ,X2n-l - соответствующие ему киллинговы поля на про

странстве М', а Х!, Х[ - соответствующие лево- и право инвариантные 
векторные поля на группе G. Определим векторное поле, касательное 

к кривой 1, формулой Хо= f; 1(p(r)). Поскольку 

d d dLqXo = drLq{(p(r)) = dr 1(p(r)) =Хо, Vq Е Ко, 

то вектор Хо можно разнести левыми сдвигами на все пространство М' 
и получить гладкое векторное поле на пространстве М', для которого 
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мы сохраним обозначение Хо. Поля Xi, i = О, ... , 2n - 1, образуют по
движный репер в некоторой окрестности кривой 1(р), р Е (О, diam Q), 
если матрица В, состоящая из попарных скалярных произведений по

лей Xi, является не вырожденной на этой кривой. Справедливость сле
дующего условия мы проверим ниже в § 5.2. 

Условие 5.t. Матрица В не вырождена на кривой 1(р), рЕ(О, diamQ). 

Выразим оператор 6.92 через подвижный базис Xi, i = О, ... , 2n - 1, 
ПО формуле (2.18), ПОЛОЖИВ ~i = Xi, i = 0, ... , 2n -1, И преобразуем ре
зультат к виду aiJX;oXJ+ЬiX;. Поскольку поле Х0 , в отличие от других 
полей Xi, не является киллинговым, то вычисления, аналогичные (2.20), 
дают следующий дополнительный член: 

где 92,ij := g2(Xi, Xj), О~ i,j ~ 2п -1, - компоненты метрики g2 в по
движном репере Xi. Учитывая уравнения [Х0 , Xi] =О, Vi =О, ... , 2n-l, 
получаем 

Таким образом, используя формулу (2.17), получаем следующее допол
нительное слагаемое в формуле для оператора Лапласа-Бельтрами: 

lx (~ )~J-::0ix х (~ )-::{)k~jix -2 о g2,kj g2 g2 i - , о g2,kj 92 92 i -

= 
2
\XoC:Y)ggixi + Xo(§°i)Xi = 

1 ( ~i) = ,/1Хо у 192 Xi, 

где ::У= det 92,ij. Окончательно имеем: 

Векторное поле Хо на пространстве I' х (G/K0 ) имеет вид д/дr, и его 
поднятие на пространство I' х G тавтологично. Согласно замечанию 2.4 
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и лемме 2.5 выражение для поднятия оператора 6 92 имеет вид: 

( 
q ~ji) \ xz 

cjq92 хо i + (5.3) 

где ХЬ := д/дr. 
С-инвариантная мера /L2 на пространстве I' х (С/Ко) принима

ет вид v @ µ, где v = ф(r )dr - мера на интервале I', а µ есть С
инвариантная мера на пространстве С/ Ко. Мера на пространстве I' х С, 
соответствующая мере µ2, имеет вид /J,2 = v@ µс для соответствующим 
образом нормированной левоинвариантной меры µс на группе С. 

Аналогично § 2.1 можно определить биекцию ( между множеством 
функций на пространстве I' х (С/ К 0 ) и множеством функций на про
странстве I' х С, инвариантных относительно правых К0-сдвигов. Обо
значим через 1:2 (J' х С, Ко, /J,2 ) гильбертово пространство квадратично 
интегрируемых по мере /i2 функций на пространстве I' х С, инвари
антных относительно правых сдвигов на элементы подгруппы К0 . Это 

приводит к следующей изометрии гильбертовых пространств: 

а также к равенству 6
92 

о ( = ( о 6 92 . 

§ 5.2. Двухточечный гамильтониан на компактном 
двухточечно-однородном пространстве 

В этом параграфе мы получим конкретное выражение двухточечно

го гамильтониана вида (5.3) на произвольном компактном двухточечно
однородном пространстве. Пусть 

- киллинговы векторные поля на пространстве Q, соответствующие эле
ментам алгебры g из предложения 1.4: 

Л, ел,i, fл,i, е2л,j, f2>.,j, i = 1, ... , qi, j = 1, ... , q2, (5.5) 

относительно левого действия группы С на пространстве Q. В силу (2.1) 
это соответствие меняет знаки коммутаторов. Например, [L, Хл,i] = 
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= ~Y>.,i, [L, Ул,i] = -~Хл,i и т.д. Определим кривую ::У на простран

стве Q формулой 9(s) = ехр (;,л) хо. Эта кривая совпадает с геодези
ческой :У из предыдущего параграфа в силу следующего предложения. 

Предложение 5.1. 

1) Среди всех возможных попарных скалярных произведений полей 
(5.4) на кривой 9 ненулевыми являются только следующие: 

(5.6) 

R2 ( s) . g(Xл,i,X>.,i)l"Y=2 l+cosR ,i=l, ... ,q1, (5.7) 

g(Xл,i, Yл,i)l"Y = -~
2 

sin ~' i = 1, ... ,q1, (5.8) 

R2 ( s) . g(Ул,;, Yл,i)l"Y = 2 1- cos R , i = 1, ... ,q1, (5.9) 

R2 ( 2s) . g(X2л,i, X2>.,i)l;y = 2 1 + cos R , i = 1, ... , q2, (5.10) 

(х ~." ) 1 я2 . 2s . 1 g 2>.,i, 12>.,i "У= -2s1n R, i = , ... ,q2, (5.11) 

R2 ( 2s) . g(У2л,;, Y2л,i)i9 = 2 1- cos R , i = 1, ... ,q2; (5.12) 

2) 9(s) = :.Y(s), s Е (О, diamQ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По построению, L/ R - касательное векторное 
поле к кривой 9( s). В силу 

d 1 2 d-g(L,L) = Rg([L,L],L) =О, 
,s 'i'(s) 

получаем 
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что эквивалентно (5.6). Поэтому параметр s является натуральным для 
кривой 9. Используя равенство 

d
d g(X, Y)I 
s 'У( s) 

~ (g(X, Y))I 
'Y(s) 

1c9C[L,xJ,Y)I + ~<9cx,[L,YJ)I 
'Y(s) 'Y(s) 

для произвольных гладких векторных полей Х, У на кривой ;у, соот

ношения (1.6) и связь метрики g(-, ·)lтxoQ со скалярным произведени
ем (-, ·) на алгебре g, получаем систему линейных дифференциальных 
уравнений и начальные условия для всех возможных попарных скаляр

ных произведений полей (5.4) на кривой 9. Эта система распадается на 
множество легко решаемых подсистем. Например, 

d 1 1 1 dsg(Yл,i,X>.,i) 'Y(s) = R g ([L, Yл,i],Xл,i)\;y(s) + R g(Yл,i, [L,Xл,i])l;y(s) = 

1 1 
= - 2R g(Xл,i, Хл,;)!;у(s) + 2R g(Yл,i, Yл,i)\;y(s), 

d 1 2 1 dsg(Yл,i, Ул,i) 'Y(s) = R g ([L, Ул,i], Yл,i)l;:y(s) = -R g(Xл,i, Yл,i)l;:y(s). 

Учитывая начальные условия, заданные равенствами 

g(Xл,i, Хл,i) l;:y(o) = (ел,i, ел,i) = R 2
, g(Xл,i, Ул,i) l:rcoJ = 

= g(Ул,;, Ул,i)\;:у(о) =О, i = 1, ... , q1 

(справедливые благодаря формуле Yл,il;:y(o) = О), получаем (5.7)-(5.9). 
Остальные формулы первого утверждения предложения можно прове
рить сходным образом. 

Докажем равенство i(s)=;y(s). Достаточно доказать, что \7LL\;:y(s) = 
= О, поскольку параметризация кривых i(s),;y(s) натуральна. Форму
лы (2.21), (1.6) и первое утверждение предложения 5.1 дают 

1 
g(\7 LL, Xл,i)l'Y(s) = g(L, [L, Xл,i])i;:y(s) = 2 g(L, Yл,i)l'Y(s) =О, 
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·i=l, ... ,q1, 

g(\7 LL, X2л,.?)i;:;(s) = g(L, [L, Х2л,.?])\;:;(s) = g(L, Y2л,j)!;:;(s) =О, 

j=l, ... ,q2, (5.13) 

g('VLL,L)!;:;csJ = g(L, [L,L])!'YCs) =О. 

В силу первого утверждения данного предложения, векторные поля 

образуют подвижный репер в касательных пространствах Tc:y(s)Q при s Е 
Е [O,diamQ), поскольку матрица их попарных скалярных произведений 
не вырождена. Таким образом, в силу (5.13), получаем: \7 LL/c:y(s) ~ О, 
SE [O,diamQ]. • 

Пусть К ::J Ко - подгруппа группы G, сохраняющая точку х0 = 

= 1(0), а t - ее алгебра Ли. Из двухточечной однородности простран
ства Q следует транзитивность действия группы К на следующем под
множестве: 

Qp := (х Е Q[ р(х, хо)= р = coпst), О::;;; р::;;; diamQ 

пространства Q. В силу предложения 1.1 стационарная подгруппа дан
ного действия, соответствующая точке ;у n Qp для О < р < diam Q, сов
падает с группой К0 . Это доказывает следующую лемму, которая будет 

использована в дальнейшем. 

Лемма 5.2. Подпространство 

Q' := (х Е Q/ О< р(х, хо)< diaшQ) 

совпадает со следующим прямым произведением: 

Q'= u K:Y(s) = I х (К/ Ко), 
sE (O,cliarn Q) 

где I = (О, diaш Q). 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.1. В § 1.2 было отмечено, что разложение g = р E!J е однознач
но определяется точкой хо. Поэтому, в силу предложения 5.1 и изотропности 
пространства Q, траектории однопараметрических подгрупп, соответствующие 
всем ненулевым элементам пространства р и проходящие через точку хо, яв

ляются геодезическими. В частности, это верно для элементов ел,i, е2л,j, i = 
= 1, ... , Ч1, j = 1, ... , q2. 
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Для упрощения рассмотрения пространства 1'vf = Q х Q мы произ
ведем некоторые переобозначения. Пусть теперь 

L = LC1> + L(2>, Хл,;. = х1~1 + xi~], Ул,;= У~,1/ +У~~), i = 1, ... , q1, 
- (1) (2) -(1) (2) . 

Х2л,J = Х2л.J + Х2л,J' У2л,1 = У2л,J + У2л,J' :J = 1, ... , q2, 

- разложения киллинговых векторных полей на пространстве М, соот

ветствующих элементам Л, ел"i, fл,;, e2.\,J, f2Л,J и разложению 1(х 1 ,х2 )1\1 = 
= Тх1 Q ffi Тх2 Q. Пусть "f(P) - кривая на пространстве 1\11, постро
енная согласно § 5.1 для геодезической -,:У, а Хо -- векторное поле 
на пространстве М, построенное там же. Пусть s1 (p) = ар, s2(p) = 
= -(Зр, aJJ Е (О, 1), а+ fЗ = 1, р =: 2Rarctgr-, r Е J', где J' = (О, оо) 
при Q =F P"(JR) и I' =(О, 1) при Q = P"(JR). Тогда 

Хо= iL1(p(r)) = - 2 - (aLC1J - /n.PJ) 
dr 1 + r·2 

(5.14) 

и -,:Y(s) является нормальной параметризацией геодезической ;:у. Покажем, 
что векторные поля 

(5.15) 

образуют подвижный репер в окрестности кривой 1(р ), р Е (О, diam Q). 
Для доказательства этого мы вычислим матрицу l3 попарных скалярных 
произведений этих полей на кривой т В силу (Т.";.д)(L,L) = R 2 , k = 1,2, 
получаем 

gz(Xo, Хо)!"'= 92 (--
2- (o:LC1J - /'JL(2J), - 2- (aLC1J - 1ЗLC2J)) 1 = 

· 1 + r 2 1 + r 2 
1 "! 

2R2 
= --2 (am.1 - .Bm.2) =: Ь, 

l+r 

92(L, L)l"I = (т1 + rn2)R2 =:с. 

Благодаря (5.14) и ортогональности полей L(k), k = 1, 2, ко всем полям 

CkJ yCkJ xCkJ y;CkJ . - 1 . - 1 k - 1 2 .Х°Л,i> >.,i' 2Л,j• 2,\,j>i- , .. "q1,]- , ... ,Q2, - , , 
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векторные поля Х0 , L ортогональны полям 

Хл,i, Ул,;, Х2л,j, У2л,j, i = 1, ... ,q1,j = 1, ... ,q2. (5.16) 

Из предложения 5.1 следует, что все возможные попарные скалярные 
произведения векторных полей (5.16), кроме скалярных квадратов и про
изведений 

(Хл,;, Ул,i), (Х2л,j, У2л,j), i = 1, ... , Q1, j = 1, ... , q2, 

равны нулю. Простые вычисления, учитывающие формулы (5.7)-(5.12), 
дают 

g2(Xл,i, Хл,i)/1 = R 2 ( m1 cos2(a arctg r) + m 2 соs2 (/З arctgr)) =: d, 

g2(Xл,i, Yл,i)I, = R2 (-m1 sin(a arctg т) cos(a arctg r) + 
+m2 sin(,В arctg r) cos(,B arctg r)) =: li, 

92(УЛ,i, Yл,i)I, = R2 (rn1 sin2(a arctgr) + rn2 sin2 (.в arctgт)) =: f, 
i = 1, ... 'Q1, 

g2(X2л,j, Х2л,j )/
1 

= R2 (rn1 cos2 (2a arctg r) + rn2 соs2 (2.в arctg г)) =: и, 

g2(X2л,j, Y2л,j)I, = R2 (-rn1 sin(2aarctgr) cos(2o:arctgг) + 
+rn2 sin(2,В arctg r) соs(2,В arctg т)) =: ш, 

g2(Y2л,j, У2л,j )1
1 

= R2 ( rn1 sin2(2o: arctg г) + m2 sin2 (2,В arctg r)) =: v, 

j = 1, ... ,q2. 

Таким образом, матрица t3 = g2 l1 
имеет блочную структуру со следую

щими блоками: 

( ~ ~) один раз, ( ~ ~) - Q1 раз и с~ ~) -q2 раз. 
Отсюда det В= (ас - Ь2 )(df - h2 )q1 ( и11 - ш2 )Ч2 • Легко проверить, что 

Таким образом: 

4R4rn1m2r2 

(1 + r2)2 . 

(5.17) 
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(
d h)- 1 

_ (Ds 
h f - Ез 

Ds = 1+ 1
·: 2 (171.i sin2(a arctgr) + m2 sin2(f3 arctg r)) , 

m.1m2R r 

1 + r 2 
Fs = 2 2 (m1 cos2(o: arctgr) + m2 соs2 (/З arctgr)), 

rn1m2R r· 

Es = 
1 + r

2 
2 2 (m1 sin(2ci: arctgr) - m2 sin(2,6 arctgr)), 

2m1rn2R 1· 

(1 + r2)2 
Cs = 2 2 (m1 sin2(2o:arctgr) + m2sin2(2,6arctgr)), 

4m1m2R г 

(1 + r2)2 
As = 

2 2 (m1cos2(2aarctgr) +m2cos2(2/3arctgr)), 
4m1rn2R 1· 

(1 + r2)2 
Bs = 2 2 (m1sin(4o:arctg·г)-m2 sin(4,6arctgт)). 

8m1m2R r 

Ввиду формулы (5.17), векторные поля (5.15) образуют подвижный ре
пер на кривой 1(р), р Е (O,diamQ) и условие 5.1 выполнено. Пусть 

(5.18) 

- левоинвариантные векторные поля на группе G, соответствующие 
элементам (5.5) алгебры g, а ХЬ = д/дr - векторное поле на интер
вале I'. Рассмотрим соответствующие им векторные поля на простран
стве I' х G, сохранив для них те же обозначения. Поле Хо коммутирует 
со всеми полями (5.15). Поэтому, в силу предложения 1.4, разложение 
коммутатора [Х, У] для элементов Х, У репера (5.15), по тому же Р!
перу, не включает элементов Х, У. Отсюда второй член в поднятии Но 

двухточечного гамильтониана На на пространство I' х С в соответствии 
с формулой (5.3) равен нулю, в силу cjq = О (даже без суммирования по 
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индексу q). Следовательно, это выражение принимает вид: 

Ч1 

- ~ L ( Ds (Xi,i)
2 
+ F~ (Y1,i)

2 
+ Es { Xi,i, Y1,i}) -

i=l 
q2 

-· ~ L ( Cs (Х~л,J) 2 
+ As (Уdл) 2 

+ Bs {Х~Л,J' Ydл,j}) , 
J=l 

(5.19) 

где {Х, У}= Хо У+ УоХ - антикоммутатор элементов Х и У, ат:= 
rn1m,2 

т1+т2 
В соответствии с § 5.1, подъем меры, порожденной метрикой g2, 

на пространство I' х G имеет вид Д,2 = v ® JLG, где v = J det Bdr -· мера 
на интервале J', а µ 0 - биинвариантная мера на группе G. Изменяя при 

Ч1 

2 ~+-+ч2 необходимости нормировку, можно считать v = т·q,+q2 dr/(l+т ) 2 . 

Вычисления выше можно резюмировать в следующей теореме. 

Теорема 5.1. Квантово-механический двухточечный гамиль

тониан на компактном двухточечно-однородном пространстве Q 
со связной группой изометрий G можно рассматривать как диф-
ференциальный оператор Но+ \7(г), где оператор Но на простран
стве I' х G задан формулой (5.19), причем 1' = (О, 1) в случае Q = 
= pn(IR.) и I' = (0,оо) в остальных случаях, сх,{3 Е (0,1), а+/З = 1. 
Его область определения плотна в пространстве J:2 (I' х G, Ко, /'i2), 
состоящем из всех квадратично интегрируемых Ко-инвариантных 

функций на пространстве I' xG, относительно меры /J,2 и правых Ко
сдвигов. 
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§ 5.3. Двухточечный гамильтониан на некомпактном 
двухточечно-однородном пространстве 

Некомпактные двухточечно-однородные пространства типов 7,8,9,10 
аналогичны компактным двухточечно-однородным пространствам ти

пов 2,4,5,6 соответственно. Согласно предложению 1.5 алгебры Ли групп 
изометрий аналогичных пространств являются различными веществен

ными формами простых комплексных алгебр Ли. Переход между этими 

вещественными формами можно осуществить умножением подпростран

ства р из разложения fJ = е ffi р на мнимую единицу i. в простран
стве М = Q х Q этот переход соответствует замене r ---> -i1-, R ---> iR, 
см. п. 1.3.3. 

Таким образом, заменяя переменные и векторные поля из (5.19) 
по правилу 

. R ·я vz ·xt xz ·xt Т ~ --lr, ---> 1 '_,."Л,i---> 1 >.,i, 2Л,j---> 1 2Л,j1 

L l ·Ll yl ·yl y;t ·y;l 
---> 1 , , Л,i ---> l Л,i' 2Л,j ---> l 2Л,j 

и используя (1.30), получаем следующую теорему. 

Теорема 5.2. Квантово-механический двухточечный гамильто
ниан на некомпактном двухточечно-однородном пространстве Q 
со связной группой изометрий G можно рассматривать как диф
ференциальный оператор 

2 + /32 _ т1а т_22 (L1)2 _ 

2m1rn2R 
(5.20) 

Ql 

---- ~ 2: (vh (Х,\,;) 2 + F,, (Yl,i)
2 + Eh {X,\,i, Y{J )-

i=l 
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q2 

-- ~ L ( ch (Х~л,j) 2 
+ Ah (Yiл,j) 2 

+ Bh {Х~л,j, Yiл,j}) + v'(r) 
j=l 

на пространстве I' х G, где 1' =(О, 1), 

l -r2 

D1, = ( m1 sh2(o: arcth r) + m 2 sh2(/'J arcth r)) , 
rn1m2R2r 2 

l -r2 

F,, = ( m1 ch2 (о: arcth т) + m 2 ch2 (!'J arcth r)) , 
m1m2R2т2 

1-r2 

Eh = 2 2 
( m1 sh(2o: arcth т) - m2 sh(2/3 arctl1 r)) , 

2m1m2R т 
(1 - т2)2 

С1, = ( m 1 sh2 (20: arcth 1·) + т2 sl12 (2/3 arctJ1 r)) , 
4m1m2R2т2 

(1 -- r2)2 
Ah = (m1 ch2 (2aarcth1·) +m2 ch2 (2(3arcthr)), 

4m1m2R2r 2 

(1 - т2)2 
Bh = 2 2 

(m1 sh(4o: arcth r) - т2 sh(4,6 arctl1 r)). 
8m1m2R т 

(5.21) 

Его область определения плотна в пространстве [,2 (I' х G, К0 , /J,2 ), 

состоящем из всех квадратично-интегрируемых Ко-инвариантных 
функций на пространстве I' х G относительно меры Д2 = v @ µс 
и правых К0-сдвигов. Здесь 

тq1 +q2 dт 
/J = ----'----=---

q1 
(1 - 1·2)1+2+q2 

- мера на интервале I', а µс - биинвариантная мера на группе G, 
т. к. группа G унимодулярна. 

Следующее замечание аналогично замечаниям 5.1 и 1.1. 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.2. Пространство affip2л порождает в пространстве Q вполне 
геодезическое подмногообразие постоянной секционной кривизны --я-2 , изо
метричное пространству нч2 +1 (IR). 

При q1 i= О элемент А и произвольный ненулевой элемент из простран
ства Рл порождают в пространстве Q вполне геодезическое двумерное подмно
гообразие постоянной кривизны -(2R)-2

• 

Траектории всех однопараметрических подгрупп, соответствующих элемен

там пространства р и проходящих через точку х0 , являются геодезическими. 

В частности, это верно для элементов ел,i, e2>.,j, i = 1, ... , qi ,j = 1, ... , q2. 
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§ 5.4. Связь двухточечного гамильтониана и алгебры 
Diffc(Ms) 

Теперь мы можем выразить квантово-механический двухчастич

ный гамильтониан с центральным потенциалом V(p) на произвольном 
двухточечно-однородном пространстве Q через радиальный дифферен
циальный оператор и образующие алгебры инвариантных дифференци

альных операторов на расслоении единичных сфер над пространством Q. 
Эти образующие были вычислены в главе 3, поскольку Qs ~ G/ К0 . 
Сравнивая выражение (5.19) с образующими этих алгебр, получаем 

(5.22) 

для Q = рn(Щ, q1 = 4п -· 4,q2 = 3 и Q = Р2 (<Са), q1 = 8,q2 = 7; 

(5.23) 

ДЛЯ Q = pn(<C); 

Н = - (1 + r2)n д о ( rn-1 .!}__) - m10:2 + m2,62 Dб+ 
8mR2rn-l дr (l + r 2 ) 11 - 2 дr 2m1m2 R2 

+ (m1a - m2/З)(l + r2
)n { .!}__' rn-l Do }- (5.24) 

4m1m2R2rn-l дг (1 + r 2)n-l 
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ДЛЯ Q = pn(JR.), sп,n ~ 3 И 

(5.25) 

для Q = P 2 (JR.), s2 . 

Аналогичные выражения для некомпактных пространств можно по
лучить при помощи замены т -+ -iт, R -+ -iR, Di -+ ciDi. где ci = 

= ±1,±i (см. (1.29) и гл. 3), с учетом 

Ds-+ -Dh, Fs-+ Fh, Es-+ -iEh, 
Cs -+ -Ch, А., _,. Ah, Bs -+ -iBh. 

Эти выражения имеют вид 

для Q = нп(JНI), qi = 4п - 4, q2 = 3 и Q = Н2 (Са), q1 = 8, q2 = 7; 

(5.26) 

(5.27) 
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для Q = нп(С); 

(1 - r2)n д ( rn-1 д) m10:2 + m2f32 fJ2 
Н = - 8mR2rn-l дr 0 

(1 - r2 )п- 2 дr - 2m1m2R2 о+ 

+ (m10: - m2f3)(l - r
2
)n { .!!_, rn-l Do }- (5.28) 

4m1m2R2rn-1 дr (1- r2)n-1 

- ~ (ChD1+AhD2+2BhDз) + V(r) 

для Q = нn(JR), п ~ 3 и 

Н = _ (1- r
2

)
2 .!!_ 

0 
(rj!_) + (m10: - m2f3)(l - r

2
)
2 {.!!_ rDo }-

8mR2r дr дr 4m1 m 2R 2r дr' 1 - r 2 

m10:2 +m2f32 
-2 1 -2 -2 - -

- 2 Da - -
2 

(ChD1 +AhD2 +Bh{D1,D2}) + V(r) 
2m1m2R 

(5.29) 

для Q = H 2 (JR) (всюду в (5.26)-(5.29) О< r < 1). 
Главным отличием этих выражений от их аналогов в евклидовом 

случае является присутствие некоммутирующих операторов с коэффи

циентами, зависящими от переменной r. Это отличие сильно усложняет 
задачу двух тел. Однако любая общая собственная функция образу

ющих Di порождает изолированное обыкновенное дифференциальное 
уравнение для радиальной части собственной функции оператора Н. 

При помощи этого подхода ниже будет найдено несколько точных спек
тральных серий для двухчастичного гамильтониана на сфере sп для 

некоторых потенциалов. Для остальных двухточечно-однородных про

странств аналогичные вычисления представляются более трудными. 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.3. Говоря неформально, чем большее число независимых 

операторов коммутирует с гамильтонианом, тем ближе находится квантово

механическая система к интегрируемости. Выражения (5.22)-(5.29) для двухча
стичных гамилыонианов выглядят достаточно сложными, однако в случае три

виального потенциала V = О каждое из них, очевидно, может быть представлено 
в виде суммы двух коммутирующих операторов Н1 и Н2 , соответствующих неза

висимым частицам. Один из этих операторов пропорционален множителю l/m1, 
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а другой множителю 1/m2 . Очевидно, что гамильтониан (5.26) представляется 
в виде Н1 + Н2 + V(r), где 

ql 

,6(1 + r2/+2+ч2 
4m1 R 2 rq1 +qz 

1 + r2 

--- )sin2 (,6 arctgr)D1 + cos2 (,6 arctg r)D2 - sin(2,6 arctgr)Dз( -
2m1R2r 2 

(1 + r2)2 ) 2 2 ( 
- 2 2 

sin (2,6arctgr)D4+cos (2,6arctgr)D5-si11(4,6arctgr)D6, 
8m1R r 

о? 2 ----Do+ 
2m2R2 

-
1
+:

2 

2 
)sin2 (aarctgr)D1+cos2 (aarctgr)D2+sin(2aarctgr)Dз(-

2m2R r 

(1 + r2)2 
-

2 2 
)sin2 (2aarctgr)D4 + cos2 (2aarctgr)D5 + siн(4aarctgr)D6(. 

8m2R r 

Однако неясно, возможно ли включить нетривиальный потенциал в операто

ры Н1, Н2, не нарушая их коммутативности, так чтобы по-прежнему было Н = 
= Н1 +Н2. 
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Материальная точка в центральном 

поле на двухточечно-однородных 

пространствах 

В этой главе мы рассмотрим одночастичную задачу в централь
ном потенциале на двухточечно-однородном римановом пространстве. В 

§ 6.1 мы докажем ее некоммутативную интегрируемость для таких про
странств, отличных от пространств постоянной кривизны. 

Остальная часть этой главы посвящена классической и квантовой 
одночастичной задачам в центральном потенциале на пространствах по

стоянной кривизны. Между этими задачами и их евклидовыми анало
гами существует много общего. Именно на пространствах постоянной 

кривизны существуют аналоги потенциала Ньютона-Кулона и осцилля

торного потенциала, для которых движение частиц происходит вдоль ко

ник. Решение задачи Кеплера в этих пространствах также удовлетворяет 
аналогам законов Кеплера. Соответствующие квантово-механические за
дачи являются точнорешаемыми. Эти результаты собраны вместе впер

вые. 

В последнем параграфе данной главы описана история исследования 

данных задач, начиная со времени возникновения неевклидовой геомет

рии. 

§ 6.1. Интегрируемостъ одночастичного движения 
в центральном поле на двухточечно-однородных 

пространствах 

Здесь мы докажем некоммутативную интегрируемость в соответ

ствии с определением 4.4 классического одночастичного движения 

в центральном поле на произвольном двухточечно-однородном про

странстве Q. Для этого достаточно рассмотреть только простран

ства Р2 (Са), P2 (JНI),P2 (C), P 2 (IR), S2 . Действительно, из рассмотрения 
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групп изометрий пространств pn(JНI), pn(C), рn(Щ, gп следует, что су
ществует вполне геодезическое подпространство Q1

, изометричное соот

ветственно пространствам P2 (JНI), Р2 (С), P 2 (JR), S2 , содержащее центр 
потенциала и начальное положение частицы, причем начальная ско

рость частицы касается этого пространства. Это означает, что части

ца будет вечно двигаться по подпространству Q1
• Стандарный переход 

от пространств Р2 (Са), pn(IНI), рп(с), sп к их некомпактным аналогам 
даст mutatis mutandis интегрируемость одночастичного движения в цен
тральных полях на пространствах Н2 (Са), нп(JНI), нп(С), нп(JR). 

6.1.l. Движение на пространствах Р2 (Са), P2 (IНI), Р2 (С) 

Здесь мы воспользуемся обозначениями из § 1.2, п. 4.2.3, п. 4.3.2 
и результатами главы 3. Пусть Q - одно из пространств Р2 (Са), P2 (JНI), 
Р2 (С), а М = T*Q - фазовое пространство одночастичной задачи на Q. 

Группой симметрий одночастичной задачи с произвольным цен
тральным потенциалом является подгруппа группы изометрий простран

ства Q, сохраняющая центр хо потенциала V. Эта группа была обо
значена выше через К. Стационарной подгруппой группы К, соответ
ствующей точке общего положения х Е Q, х "/:: хо, х '1. Ах0 , является 
группа К0 , сохраняющая две точки в пространстве Q в общем по

ложении и геодезическую ;у, соединяющую их (см. предложение 1.1). 
Пусть х = :Y(t), где t - натуральный параметр. В соответствии с заме
чанием 5.2 получаем 

U K:Y(t) = I х (К/Ко)= Q', 
tE(O,diaшQ) 

где I = (O,diamQ), Q' - открытое плотное подпространство в Q и 

mes(Q\Q') = mes ((хо) U Ах0 ) =О 

для меры mes на пространстве Q, индуцированной римановой метрикой. 
Гамильтонова функция hs для одночастичной задачи, определенная 

на пространстве T*Q' = Т* I х Т*(К/ К0 ), является Ко-инвариантной 
и поэтому может быть выражена через координаты на пространстве Т* I 
и образующие пуассоновой алгебры Р(Т*(К/Ко))к (см. п.4.3.2). 

В обозначениях предложения 1.2 для алгебры Ли t группы К спра
ведливо разложение t = to ЕfЭ tл ЕfЭ t2л, где to - алгебра Ли группы Ко, 
tл и t2л - Аdк0 -инвариантные подпространства в алгебре t, dimJR tл = 
= q1 , dimж t2л = q2. 
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Для нахождения образующих пуассоновой алгебры Р (Т*(К/ К0))к 
необходимо найти базисные Аdк0 -инвариантные элементы в коммута
тивной алгебре S(tл Е9 t2л) (см. предложение 4.5). В главе 3 было пока
зано, что ограничения формы Киллинга Kilя на пространства tл и t2л 
являются единственными инвариантами действий Аdк0 1 tл и Аdк0 lе 2 л 
соответственно. Кроме того, действие Аdк0 1tлЕЫ2л транзитивно на пря
мом произведении сфер Sq1 -

1 х Sq2 -
1 , вложенных стандартным образом 

в пространство tл Е9 t2Л· 

Это означает, что пуассонова алгебра Р (Т*(К/Ко))к свободно по
рождена элементами р2 ,р5 , соответствующими инвариантным операто

рам D 2 и D5 из (3.2). В силу [D2, D 5 ] =О изоморфизм (4.34) дает равен
ство (р2 ,р5 ]р =О и пуассонова алгебра Р(Т*(К/Ко))к коммутативна. 
Другими словами, пространство К/Ко является коммутативным. 

Из предложения 4.10 и формулы (4.38) легко получить выраже
ние для одночапичной гамильтоновой функции hs из двухчастично

го квантово-механического гамильтониана в § 5.4 в предельном слу

чае т2 = оо, (3 = О. В этом случае т = т1 , 

(1 + r 2
)

2 1 + r 2 
As = 2 2 , Fs = --2- 2 , Bs = Cs = Ds = Es =О, 

4mR r rnR r 
откуда 

h (l + r2)2 2 1 + r2 ( 1 + r2 ) 
s = 8rnR2 Pr + -21_n_R_2_r_2 Р2 + -4-РБ + V(r), (6.1) 

где [р2,Р5]Р = [р2, r]p = (р2, r]p = [р5, r]p = (p5,Pr]P = О, [r,pr]P = 
= 1. Здесь и ниже мы отождествляем функции р2,р5 на простран
стве Т*(К/ Ко) с функциями Р2 07Г,р5 o'ir на пространстве T*Q', а функ
цию V на пространстве Q' с. функцией V о 7Г4 , где 

JГ: T*I х Т*(К/Ко)-+ Т*(К/Ко), 7Г4: T*Q'-+ Q' 

- канонические проекции. 

Предположение 4.1 справедливо для пространства Л1 = T*Q', ·по
скольку Q' - подмногообразие алгебраического многообразия, К -
алгебраическая группа, а инварианты р2 , р5 являются рациональными 

функциями алгебраических координат на пространстве Q' и соответ
ствующих им координат на слоях. 

Замечание 4.4 влечет некоммутативную интегрируемость всех га
мильтоновых систем на пространстве Т*(К/ Ко) с гамильтоновыми 
функциями вида Р(р2 ,р5 ), где Р - некоторый многочлен. Поэтому од
ночастичная система на пространстве Q с произвольным центральным 
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потенциалом также интегрируема в некоммутативном смысле, поскольку 

ее гамильтонова функция hs является еще одним независимым интегра
лом движения и dim Т* I = 2. 

Процедура гамильтоновой редукции в этом случае проста. Приве

денным фазовым пространством является пространство Т* !, а приве
денной гамильтоновой функцией выражение (6.1) с p2,Ps = const. Эта 
приведенная система описывает эволюцию расстояния между частицей 

и центром потенциала. 

В обозначениях п. 4.2.3 и п. 4.3.2 справедливо равенство :F2 = 

= Р (Т*(К/ К0))к и коммутативность пуассоновой алгебры :F2 да
ет dind:F = ddim:F2 = 2 в силу замечания 4.2. Поэтому общее множе
ство уровня в пространстве Т*(К/ Ко) независимых функций из пуассо
новой алгебры :F является 2-мерным многообразием в силу того же за
мечания. Таким образом, общее множество уровня в пространстве T*Q' 
независимых функций из алгебры :F и гамильтоновой функции hs явля
ется 3-мерным подмногообразием в пространстве T*Q'. В этом контексте 
существование нетривиальных потенциалов, для которых все ограничен

ные траектории являются замкнутыми, представляется маловероятным. 

Ниже мы увидим, что для пространств 8 2 , P 2 (JR) и H 2 (JR) такие потен
циалы существуют. 

6.1.2. Движение на пространствах S2 ,P2 (JR) и H 2 (JR) 

Сохраним здесь обозначения из предыдущего пункта и опишем 

только отличия от рассмотренных там случаев. В данном случае мы име

ем q1 = О, q2 = 1, to = tл = О, t = t2л, К~ 8 1, а группа Ко тривиальна 
в соответствии с предложением 1.2. Пуассонова алгебра Р (Т* К)к по
рождена единственным элементом р2, соответствующим оператору D 2 
из § 3.4 в случае п = 2. 

Используя ту же предельную процедуру, что и в предыдущем 
пункте, получаем одночастичную гамильтонову функцию для про

странств 8 2 ' P 2 (JR) в виде 

(1 + r2)2 ( 2 р§) 
hs = 2 Pr + 2 + V(r). 

8mR т 
(6.2) 

Приведенное фазовое пространство снова равно Т* I, а приведен
ная гамильтонова функция (6.2) при р2 = const описывает эволюцию 
расстояния между частицей и центром потенциала. 
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Для гиперболической плоскости результаты совершенно аналогич

ны. Используя метрику (1.25), получаем для гиперболической плоско
сти H 2(JR) одночастичную гамильтонову функцию в виде 

(1- r2)2 ( р~) 
h1, = 2 р; + 2 + V(r), r < 1. 

8mR r 
(6.3) 

§ 6.2. Движение частицы в бертрановских потенциалах 
на пространствах постоянной кривизны 

Хотя содержание этого параграфа в принципе известно более ста 
лет, оно не получило достаточной известности, о чем свидетельству

ют неоднократные частичные переоткрытия в работах второй половины 

20 века. История и соответствующие ссылки содержатся в § 6.4. 
Выражение (6.2) легко получить более прямым способом. Действи

тельно, в силу формул ( 4.37) и (1.19) гамильтонова функция нату
ральной одночастичной системы с центральным потенциалом принимает 

вид (6.2), где величина р2 равна импульсу р'Р, соответствующему уг
ловой координате <р. Очевидно, что этот импульс является интегралом 

движения. 

Используя метрики (1.20) и (1.26), перепишем гамильтоновы функ
ции (6.2) и (6.3) в виде 

(1 + ·и2 ) 2 2 1 + v 2 2 
hs = 2mR2 Pv + 2mv2 R2p'P + V(v), (6.4) 

(1 - v
2

)
2 

2 1 - v 2 2 ( 
h.л = 2 Pv + 2 2 р'Р + V v), v < 1. 

2mR 2rnv R 
(6.5) 

Для евклидовой плоскости Е2 с метрикой dp2 + p2d<p2 одночастичная 
гамильтонова функция имеет вид 

1 2 р'Р ( 2) 
he = 2m Рр+ Р2 + V(p). (6.6) 

Второй закон Кеплера для евклидовой плоскости справедлив для 

всех центральных потенциалов и означает, что линейный сегмент, со

единяющий точку р = О с положением частицы, заметает равные 
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площади за равные промежутки времени. Если заменить слова «ли
нейный сегмент» словами «кратчайший геодезический сегмент», этот 
закон не будет справедлив в пространствах 8 2 , P 2 (JR) и H 2 (JR). Од
нако следующая форма второго закона Кеплера справедлива для про

странств Е2 , S2,P2 (JR) и H 2 (JR): геодезический сегмент, исходящий 
из центра потенциала О в направлении положения частицы Р и име

ющий длину, в два раза большую чем dist(O, Р), заметает равные 
площади за равные промежутки времени. 1 

Действительно, в гиперболическом случае площадь тонкого геоде
зическоrо сектора, заметаемого геодезическим сегментом длины р, со

единяющим точку О с точкой, имеющей координаты v, !р, есть 

dSv = R2d ~ fv tJdtJ = R2 ( 1 - 1) d'f, 
'Р (l _ v2)з/2 v'l=-V2 

о 

где d'P - приращение угла. В силу формулы (1.27), если координата 
v соответствует аналогичному геодезическому сегменту длины 2р, то 

v=2v/(l+v2
) и 

откуда 

dS;;; 
dt 

2R2v2 
dS;;; = --

2
dip, 

1-v 

2R2v2ф 2р<р 
---2- = -т = const. 
1- 'U 

Доказательство для сферического случая совершенно аналогично, а для 

евклидова случая утверждение очевидно. 

Хорошо известно [4; 6J, что существуют два центральных потенци
ала в евклидовом пространстве Е": кулоновский потенциал и потенциал 

изотропного гармонического осциллятора, для которых все ограничен

ные траектории классических частиц замкнуты, при условии их суще

ствования. Задача нахождения таких потенциалов известна как задача 
Бертрана, которым и была решена [99J. Мы будем называть эти потен
циалы бертрановскими. 

Рассмотрим обобщение задачи Бертрана на пространства постоян

ной кривизны. Мы сведем данное обобщение к исходной задаче Бертра

на в евклидовом пространстве. 

1 Для пространств Q = S 2 , Р2 (JR) нужно дополнительно требовать, чтобы выполнялось 

неравенство dist(O, Р) < ! diamQ, или учитывать заметаемую площадь с соответствую
щей кратностью. 
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Пусть ш = -l/(vR) для пространств S 2 , H 2 (1R) и ш = -1/r для про
странства Е2 . Прямые вычисления для гамильтоновых функций (6.4), 
(6.5) и (6.6) приводят к уравнению 

dш ~-· 
РЧJ d<p = у2т(Е- V(ш)) - р~(ш2 +к), р"' = const, 

где к ·-· кривизна пространства: к = О для Е2 , к = 1/ R 2 для S 2 и к = 
= ----1/ R 2 для H 2 (IR.); Е --· постоянное значение гамильтоновой функции. 
Таким образом, уравнение траектории в координатах ш, <р имеет вид 

! р"'dш 
<р -

- .J2m(E - V(ш)) - р~(ш2 +к). 
(6.7) 

Поскольку постоянный член р~к можно объединить с постоянной 2Е, 
то по отношению к переменной ш вид бертрановских потенциалов 

во всех трех случаях одинаков. 

Для евклидова пространства решениями задачи Бертрана являются 

потенциалы Vc = /W (кулоновский потенциал) и V0 = 1ш-2 , "( > О 
(потенциал изотропного гармонического осциллятора) [4; 6]. Отсюда мы 
получаем обобщения этих потенциалов для пространств sп и нn(IR.): 
Vc = -1 / (·vR) {кулоновский потенциал) и i~ = "(V

2 R 2 
( осцилляторный 

потенциал). 

ЗАМЕЧАНИЕ 6.1. Заметим, что некоторые авторы [97; 136] нормируют по
тенциал 11,, для пространства нп (JR:.) таким образом, что Vc -+ О на абсолюте, 
т. е. при ·и-+ 1. Это дает выражение 

Слагаемое 1 / R в этом случае должно быть включено во все соответствующие 

формулы ниже. 

Сингулярность осцилляторного потенциала делит сферу S 2 по эква
тору р=п R/2 на две области движения. Для фактор-пространства Р2 (IR.)S: 
~S2 /Z2 эта сингулярность имеет место на антиподальном многообразии 
относительно центра потенциала. 

6.2.1. Задача Кеплера 

Рассмотрим вначале движение в потенциале Vc или задачу Кеплера. 
Пусть р обозначает расстояние от точки v = О. Используя формулы 
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(1.21) и (1.27), нормируем потенциал V,, следующим образом: 

1rn р 1rn р 
Vc,h = -яcthR, Vc,s = -яctg R' ~r >О, 

где индекс «h» означает «hyperbolic», индекс «S» - «spherical» и 

Vc,h, Vc,s -+ Vc,e := -1rn/ р при R ··-> +оо. 

Кулоновский потенциал V';,(p) в пространствах S3 и H 3 (:!R), так же как 
в евклидовом случае, обратно пропорционален площади сферы радиу

са р. 

Перенормируя при необходимости энерrию Е и импульс р'Р, будем 

считать ниже rn = 1. Вычисляя интеграл в формуле (6.7), получаем 
траекторию частицы в виде 

2 1 22( 2) р Р'Р р'Р -, кр'Р 
v(ip) = -1----, р := -R' е := \1~ + -2 Ь- -2- ' 

+ecosip 1 ~ / 
(6.8) 

где нулевое значение переменной <р соответствует перицентру. Данный 

вид траектории совпадает с полярным уравнением коник (эллипсов, ги

пербол и парабол) на евклидовой плоскости. Ниже мы увидим, что это 
сходство имеет более глубокую причину. 

6.2.1.1. Задача Кеплера в гиперболическом пространстве 

Для траектории частицы имеем 

2 (Е + l) - р~ (J_ -1) >-: О при О ,,:::: ·и < 1 
v R R2 v2 У' "' ' 

и поэтому 

2 { _']_при р~ ? 1, 
- Р'Р ( 1 ) 1 - R 1R Е? V('v) := - 2 2 -1 - -R? Vшin = 2 2 2 

2R v 11 Р'Р 1 Р'Р 
--- - - при - < 1 

2R2 2р~ 1R . 

Отметим, что _Р_ < 1 для всех допустимых значений Е,р'Р, а траекто-
1 + е 

рия, определяемая формулой (6.8) (в единичном круrе 1.1 < 1), является 
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связной. В случае p~/(--yR) ~ 1 функция V(v) не имеет локальных ми
нимумов при О < v < 1 и при Е ~ ---у/ R движение не ограничено. 
В случае p~/(~tR) < 1 движение ограничено (т.е. его траектория ком
пактна в единичном круге ·и < 1) при 

-p~/(2R2 ) - --у2 /(2р~) :,:; Е < ---у/ R (6.9) 

и не ограничено при Е ~ ---у/ R. 
Эллипс на евклидовой плоскости Е2 определяется как множество 

точек х Е Е2 , удовлетворяющих равенству 

dist(x, f1 ) + dist(x, f2 ) = 2а = const (6.10) 

для двух фокусов f1,f2 Е Е2 , так что 2с := dist(f1 ,f2 ) < 2а, см. рис. 6.1. 

Рис. 6. 1. Эллипс 

Используя теорему косинусов, легко проверить, что 

Рассмотрим то же определение для эллипса на гиперболической плос

кости Н2 (~) (см. снова рис. 6.1). Гиперболическая теорема косинусов 
теперь дает 

2а - р 2с р 2с Р 
ch--·- = ch-ch- + sh-sh-cos1n R R R ' R R .,.,, 

откуда 

v(· ) - th Е_ - Ph 
ер - R - 1 + Eh coscp (6.11) 
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для 

2а 2с 2с 
ch- -ch- sh-

R R R 
2а 'Eh.=~· 

sh- sh-R " R 

(6.12) 

По определению, эллипс является ограниченной кривой и поэто
Рh 

му --- < 1 или 
1- Eh 

(6.13) 

С другой стороны, при выполнении (6.13) уравнение (6.11) задает эл
липс для величин а > с > О, определяемых из (6.12). Отметим, что для 
параметров р и е в (6.8) неравенство р + е < 1 эквивалентно неравен
ству Е < -1/R. 

Таким образом, траектория частицы, определяемая уравнением (6.8) 
при Е < -1 / R, является эллипсом, один из фокусов которого совпадает 
с центром потенциала Vc. Это утверждение является первым законом 
Кеплера для гиперболической плоскости. 

Легко видеть, что для этого эллипса справедливо равенство 

Rth 2а = R Vmax + Vmin = _]__ 
R 1 + VmaxVmin Е' 

(6.14) 

где Vmax = i,•l<P=7r = р/(1- е), Vmin = ·ui<P=O = р/(1 + е) и главная полуось 
эллипса а не зависит от значения импульса р'Р. 

Для периода Т движения частицы по эллиптической орбите спра

ведливо выражение 

'l..'max 

Т=2! 
Vmin (1 - v2 ) 2R2 (Е 1 ) 2 ·112 - 1 +- +р --

Rv 'Р ·v2 

Его независимость от значения р'Р имеет общую природу. Действитель

но, в силу теоремы Гордона [122] {см. также [125], гл. IV), если все 
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траектории гамильтоновой системы, лежащие на некотором уровне энер

гии В = const, замкнуты, то их периоды одинаковы. С помощью форму
лы (6.14) можно выразить период Т через величину главной полуоси а: 

Т = 1Г лз/2 ( 1 - 1 ) = 2'!!:. j лз shз !!. ch !!.. 
\/'2,У t--2°a-- {с 2а fi У R R 

cth - - 1 cth - + 1 
R R 

(6.15) 
Эта формула известна как третий закон Кеплера для гиперболической 
плоскости [ 154; 156]. 

Рассмотрим теперь неограниченные траектории. Модель Бельтрами

Клейна гиперболической плоскости (см. п. 1.3.3) основана на взаимно
однозначном соответствии между точками одной из пол двухполостного 

гиперболоида ( 1.22) в пространстве R.3 , наделенного метрикой Минков
ского (1.23) (при п = 3), и точками круга 

D R := ( х Е R.3 I х3 = R, х~ + х~ < R2
) . 

Это соответствие устанавливается при помощи центральной проекции 
из точки О Е R.3 . Это означает, что евклидовы коники в круге DR 
(в частности, определенные уравнением v = Ph/(l + Eh cosrp) при х1 = 
= RzJ cos rp, х2 = йи sin tp) соответствуют кривым на гиперболоиде, вы
секаемым конусами в пространстве R.3 с вершинами в точке О Е R.3 . 

Эти кривые на гиперболоиде (или их образы в круге Dя) можно 
рассматривать как коники на гиперболической плоскости. Более де

тальное описание коник на гиперболической плоскости можно найти 

в (40; 44; 68; 156; 209].2 

В полной аналогии с евклидовым случаем гиперболой в простран
стве H 2 (JR) называется множество точек х, удовлетворяющих равенству 

ldist(x, f1) - dist(x, f2)! = 2а = const (6.16) 

для двух фокусов f1, f2 Е H 2 (JR), так что 2с := dist(f1, f2) > 2а, 
см. рис. 6.2. 

2 Представляется вероятным, что классификация коник на гиперболической плоскости 
была получена В. Стори в 1882 году [209]. Во всяком случае утверждение в [40], что она 
была rюлучена Г. Либманом в [156], является, очевидно, ошибочным. 
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Рис. 6.2. Гипербола 

Используя снова теорему косинусов (ер. с (6.11)) в случае нахож
дения правого фокуса f2 в точке v = О, получаем формулу 

v = th !!_ = Ph 
R 1 - Ел cos'P 

для правой ветви гиперболы и формулу 

Ph 
V=------

l +елСОSу 

для левой ветви, где 

ch 2с - ch 2а sh 2с 
R R R 

Ph = -----, Eh = -- > 1. 
sh 2а sh 2а 

R R 

(6.17) 

Определение гиперболы влечет неравенство -рл/(1 - Eh) < 1, т. е. 

Eh - Ph > 1. (6.18) 

Наоборот, параметры Ph, и Eh, удовлетворяющие неравенству (6.18), со
ответствуют некоторой гиперболе с параметрами с> а > О, определяе
мыми ИЗ (6.17). 

При нарушении обоих неравенств (6.13) и (6.18), уравнение (6.11) 
определяет неограниченную конику с фокусом в точке v = О. В гранич-

нам случае 

(6.19) 
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эта коника называется гороэллипсом [116] или эллиптической парабо
лой [156], т. к. она является «большим эллипсом» с одной из его точек 

на абсолюте (см. рис. 6.3), совпадающей со вторым фокусом. 
В другом граничном случае 

(6.20) 

получаем горогиперболу [116] или гиперболическую параболу [156] 
со «вторым фокусом» на абсолюте. Остальные коники, определяемые 
уравнением (6.11) при выполнении неравенств 

1 - Ph < C/i < 1 + Ph, (6.21) 

были названы в [116; 156; 209] полугиперболами. 
Используя формулы (6.18) - (6.21 ), прямыми вычислениями легко 

проверить, что траектория частицы является гороэллипсом при Е = 

= -"( / R, полугиперболой при -"( / R < Е < 'У/ R, гороэллипсом 
при Е = '/ / R и гиперболой при Е > '/ / R. 

Дополнительный интеграл задачи Кеплера, ответственный за за

мкнутость всех ограниченных траекторий, может быть найден в виде 

многочлена второй степени относительно импульсов Pv и Р<Р в одной 
из двух следующих эквивалентных форм: 

( р~ ) (1 - v2 )PvP.p . 
11,h = Но - '/ cos<p + R sш<р, 

121 - - - "" sinrn - COS(f). 
( 
Р~ ) . (1 -·- v2 )PvP.p 

' ' - R·u ' .,., R r 

Заметим, что д12 ,1,/fЛр = li,h· Эти выражения являются аналогами для 
гиперболической плоскости компонент вектора Рунге-Ленца в евкли

довом случае. Легко проверить, что интегралы р.р, 11,1" 12,h и сама га
мильтонова функция 

(1 --- о2)2 2 1 - v2 2 '/ Р 
h = 2 Р11 + -2-2Р<Р - R cth R 

2R 2·о R 

связаны тождеством 

( 
2 ) 2 2 2 2 Р.р 

ll h + 12 /! = '{ + 2р,п h + -2 . ' '. .,, 2R 
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гороэллипс 

+ 

...._ абсолют 

Рис. 6.3. Гороэллипс 

6.2.1.2. Задача Кеплера на сфере 

В сферическом случае координата р более удобна, чем координа

та v, поскольку последняя бесконечна на экваторе сферы. Гамильтонова 
функция при т = 1 принимает вид: 

( 
2 ) 1 z Р~о 'У р 

li = - р + - - ctg - . 
2 Р R2siп2 p/R R R 

На сфере 8 2 эллипс определяется тем же уравнением (6.10), что на 
евклидовой и гиперболической плоскостях. Теперь можно считать 2а ::;:: 
~ 1f' R. В противном случае, при к R < 2а < 2к R, рассмотрим~ ди_амет
рально противоположные (относительно фокусов f1 ~ f2) точки f1, f2 как 

новую пару фокусов. Тогда dist(x, fi) = кR - dist(x, f;), -i = 1, 2, и 

dist(x,f1 ) + dist(x}2) = 2кR - 2а < 1ГR. 

В случае 2а = 2с = 1f' R любая точка сферы удовлетворяет уравнению 
(6.10). В случае 2с < 2а = nR это уравнение определяет большую 
окружность, проходящую через фокусы. В общем случае О ~ 2с < 
< 2а < 7rR с помощью сферической теоремы косинусов получаем (см. 
рис. 6.1): 

2а - р 2с Р . 2с . Р 
cos -н = cos R cos R - Slll R sш R COS!p, 
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откуда 

cos 2с - cos 2а 
tg !!_ = R R 

R sin 2а + sin 2с cosc.p 
R R 

Ps (6.22) 
1 + 6 8 COS ер' 

где 

cos 2с - cos 2а sin 2с 
Ps = __ R ____ R_ > О, es = __ R_ > О. 

sin 2а sin 2а 
R R 

(6.23) 

Если заменить один из фокусов эллипса на диаметрально противопо

ложную точку, то получится уравнение гиперболы (6.16) и наоборот. 
Это означает, что сферические эллипсы и гиперболы суть одно и то же. 

На траектории частицы справедливо неравенство 

~ р'Р 2 р "/ р 
2 ( ) Е ~ V(p) := 

2
R 2 ctg R + 1 - R ctg R' О< р < 1ГR. 

Функция V(p) имеет один минимум 

~ - р~ "/2 
Vmin - 2R2 - 2р~ 

и V(p) -+ +оо при р --+ О или р --+ 7ГR. Таким образом, для Е ~ Vmin 

получаем эллиптическую траекторию (при р'Р -/=- О), определенную урав
нением 

2 
tg !!_ = р р'Р 

R l+ecoscp' р= 1R' е= 

что является первым законом Кеплера на сфере 8 2
. В случае Е = Vmin 

траектория является окружностью, определенной уравнением tg ~ = р. 
Для главной оси эллипса 2а имеем равенство 

t Ртах + t Pтin 

( 

g- g-
tg 2а = tg Pmax + Pmin ) = R R 

R R l t Ртах t Pтin - g-Н gн 
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Это означает, что для отрицательных энергий главная ось эллипса ко

роче четверти большой окружности (2а < nR/2), а для положительных 
энергий длиннее: nR/2 < 2а < nR. Аналогично (6.15) получаем форму
лу для периода обращения по орбите: 

Т = 2
7r R 3 sin3 О:. cos О:. 

/;у R R' 

которая известна как третий закон Кеплера для сферы 8 2 (В. Киллинг, 
1885, [147]). 

Дополнительные интегралы имеют вид: 

р'Р р . 
( 

2 ) I1,s = R ctg R - "( cos <р + РрР<р sш <р, 

р"' р . 
( 

2 ) I2, 8 = R ctg R - "( sш <р - РрР<р cos <р. 

Эти выражения являются сферическими аналогами компонент вектора 

Рунге-Ленца в евклидовом случае. Снова дI2,h/д<р = 11,h- Тождество, 
связывающее интегралы р"', ! 1 ,8 , I2,s и h, имеет вид: 

I{, 8 + Ii,s = 'i + 2р~ ( h - ;~2 ) · 

6.2.2. Изотропный осциллятор 

Нормируем потенциал изотропного осциллятора так, чтобы он схо

дился к евклидову выражению w 2p2 /2 при R _, +оо: 

v; = .!w2 R2v2 = .!w2 R2 th2 !!... v; = lw2 R2v2 = lш2 R2 tg2 !!... 
o,h 2 2 R' o,s 2 2 R. 

Вычисляя интеграл в (6.7), получаем формулу для траектории ча
стицы в виде: 

p~/R2 
v2(<p) = ------:========---

Е - !р~к - J(E - !р~к)2 - ш2р~ cos2<p 

(6.24) 

Мы покажем, что это выражение определяет эллипс с центром в точ

ке v = О или неограниченную кривую (последнее возможно только в ги
перболическом случае). 
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6.2.2.1. Изотропный осциллятор на гиперболической плоскости 

На траектории частицы выполняется неравенство 

т pi{) 1 1 2 2 2 ~ 2 ( Е ~ i (v) := 2R2 v2 - 1) + 2UJ 11 R ? Vmin = 

Движение является финитным тогда и только тогда, когда 

2 
2 р'Р u.i2R2 

Р'Р < u.iR , u.ip'P --- 2R2 :::;;; Е < -2-, (6.25) 

и инфинитным при Е ? u.i 2 R 2 /2. Для периода финитного движения 
справедлива формула 

1, = -,::::;:=2n:::R== 
vu.i2 R 2 -2Е 

Рис. 6.4. Эллипс 

Если кривая, определенная формулой (6.24) при к= -R-2 , финит
на, то она является эллипсом с центром в точке v = О. Действительно, 

рассмотрим рис. 6.4, где р1 := dist(f1 ,M),p2 := dist(f2,M),p1 + Р2 
= 2а = coпst, р := dist(O, М), dist(O, f1) = dist(O, f2) =с. 

По теореме косинусов получаем 

Р1 hPhc hp с ch- =С -с - -s -sh-cosip 
R R R R R ' 

h P2 hp hc hp hc 
с R = с R с R + s R s R cos 'Р· 

(6.26) 
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Кроме этого, справедливо тождество 

(6.27) 

Подставляя выражения (6.26) для величин ch(p1 / R), ch(p2/ R) и выра
жение р1 + р2 = 2а в формулу (6.27), получаем 

ch2 ~ sl12 ~ = ch2 .!;:__ sh2 ~ ch2 !!_ - sh2 .!;:__ ch2 ~ sh2 !!_ cos2 ер (6.28) 
R R R R R R R R. 

Если ер = 7Г /2, то р1 = р2 = а, р = Ь, где Ь - малая полуось данного 
эллипса и ch(a/ R) = ch(c/ R) сh(Ь/ R). Исключая с из (6.28) с помощью 
последнего уравнения, можно свести уравнение эллипса к виду: 

th2(p/R) 2 th2(p/R) . 2 ----cos ер+ sш ер= 1 
th2(a/R) th2 (Ь/R) ' 

(6.29) 

которое аналогично уравнению 

2 у2 р2 р2 
:!:.__ + - = - cos2 ер + - sin2 ер = 1 
а2 ь2 а2 ь2 

для эллипса на евклидовой плоскости. Другой вариант уравнения (6.29) 
имеет вид 

2 р 2th2 (a/R)th2 (Ь/R) 
th - - -------------------

R - th2(a/R) + th2 (Ь/R) - (th2 (a/R) -th2 (Ь/R)) cos2cp' 

что совпадает с (6.24) при к=-R-2 , если выполнены неравенства (6.25). 
Отметим, что 

~ - f!_I .!!__ - !!_1 
tl1 R - th R <р=О, th R - th R l<p=~ · 

Таким образом, из (6.24) получаем 
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и поэтому 

h а l Ь РЧJ 
t -Rt1-R =--2, 

. VJR 

что означает, что данная функция длин полуосей не зависит от энер

гии Е. 

Инфинитные траектории изотропного осциллятора на плоскос
ти Н2 (~) состоят из двух симметричных компонент и не имеют ана
логов в евклидовом пределе. 

Дополнительный интеграл для изотропного осциллятора, ответ
ственный за замкнутость всех ограниченных траекторий, может быть 

найден, как и для задачи Кеплера, в одной из двух следующих эквива
лентных форм: 

Эти выражения аналогичны компонентам тензора Фрадкина для ев
клидова случая. Интегралы р'Р, J 1,h, J2,h и сама гамильтонова функция 

(1 - ·и 2 ) 2 2 1 - v2 2 1 2 2 2 
h = 2R2 р" + 2v2R2P'P + 21.J.J v R 

связаны тождеством 

Jf,h + Ji,h = (
2h + р~) 

2 

- 4p~VJ2 . 
R 

6.2.2.2. Изотропный осциллятор на сфере 

Гамильтонова функция при m = 1 имеет теперь вид 

h. = .! Р2 + "° + _!1.J.J2 R2 tg2 !!.... 
( 

р2 ) 

2 Р R 2 sin2 (p/ R) 2 R 
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Для энергии справедливо неравенство 

- Pv> 2 Р 1 2 2 2 Р 2 ( ) Е ~ V(p) := 
2

R2 ctg R + 1 + 2w R tg R' 

откуда 

2 
т - р'Р 

Е ~ "min - Pv>(;J + 2R2 . 

Для всех энергий движение происходит на полусфере р ( 1Т R/2, по

скольку tg2 ~ -+ +оо при р -+ ?ТR/2. В силу данного факта такое 
движение можно рассматривать как движение по проективной плоско

сти P 2 (JR). Для периода справедливо выражение 

Т = 2?ТR 
v(;J2R2 + 2Е 

Все траектории являются эллипсами с центрами в точке р = О. 

В полной аналогии с гиперболическим случаем для этих эллипсов по
лучаем следующие эквивалентные уравнения: 

tg2(p/R) COS2ip+ tg2(p/R) sin2ip = 1, 
tg2 (a/ R) tg2 (Ь/ R) 

tg2 .f._ = ______ 2--=tg'--2_:__( а_,__/ R~) t_g_2 ('--'Ь /_R_;_) ____ _ 
R tg2 (a/ R) + tg2 (b/ R) - (tg2 (a/ R) - tg2 (Ь/ R)) cos 21f'' 

где а и Ь являются длинами полуосей. Аналогично гиперболическому 
случаю также справедливо равенство 

а Ь Pv> 
tg R tg R = (;JR2. 

Дополнительные интегралы (сферические аналоги тензора Фрадки
на) теперь имеют вид 

( р~ 2 Р 2 2 2 2 Р) , РрРо.р . Р . J1 ,s = R2 ctg R - Рр - (;.) R tg R cos2ip + 2R ctg R sш2rp, 

J. = (р~ ctg2 .f._ - р2 - (;.) 2 R2 tg2 .f._) sin 2ip - 2РрРс.р ctg .f._ cos 2rp 2•8 R2 R Р R R R . 
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Тождество, связывающее интегралы р'Р, Ji,s, J2,s и гамильтонову 

функцию h, в данном случае есть 

§ 6.3. Квантово-механическая одночастичная задача 
для бертрановских потенциалов в пространствах 

постоянной кривизны 

Подобно евклидовому случаю, квантово-механическая одночастич

ная задача для бертрановских потенциалов в пространствах sп и нn(IR.) 
наследует многие симметрийные свойства классической. 

Отметим прежде всего, что для обоих пространств при п = 3 спра
ведливо равенство 

(6.30) 

где 8 - дельта-функция, центрированная в центре потенциала Vc. Дан
ное равенство получается так же, как в евклидовом случае. Уравне

ние (6.30) является мотивировкой введения потенциала v;,, независимой 
от обобщенной задачи Бертрана. Для осцилляторного потенциала в ев

клидовом пространстве справедливо равенство Л(V0) = const, но для 
пространств sп и нп(IR) оно нарушается. 

Рассмотрим спектральную квантово-механическую задачу 

для бертрановского потенциала V. 

6.3. t. Гиперболический случай 

Теорема 2.11 дает самосопряженность оператора Hv
0 
при п ): 2 

и V1 =О с областью определения Dom(Hv ), заданной формулой (2.28). 
Та же теорема дает самосопряженность оператора Hv

0 
при п ): 2 и V:2 =О 

с областью определения, заданной той же формулой. Отметим, что 

во всех случаях, кроме Hvc при п = 2, теорема 2.10 также примени
ма. Из (1.26) и (2.16) получается следующее выражение для оператора 
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Лапласа-Бельтрами 

Л _ (1 - v
2

)
2 

( а2 (n - 1 (п - З)и) ]!_) 1 - 1Р / _ 
- 2 , 2 + v + 2 а + 2 2 л", о " v < i, R дv 1-·и v R v 

(6.31) 
где 6.8 - оператор Лапласа-Бельтрами на сфере sn--l со стандартной 
метрикой ?is. 

Аналогично (2.38) имеется следующий изоморфизм гильбертовых 
пространств: 

гдеµ -- мера на пространстве H 11 (IR), определенная формулой (2.25) для 
метрики (1.26), 

и clµgп-1 - мера на пространстве gп- 1 , определенная формулой (2.25) 
для метрики g8 • 

При п ): 3 оператор 6 8 имеет систему собственных функций У/~, 
полную в пространстве 1:2 (811

-
1 , dµsп--1) [20]. Здесь l = О, 1, 2,:." 

а m -- мультииндекс вида 

При п = 2 полная система собственных функций для оператора Л, 
есть Yz = еi1Ф, l Е Z. Соответствующими собственными значениями 
во всех случаях являются -l(l + п - 2). Собственные функции, соот
ветствующие l = О, постоянны и предполагаются равными 1. 

Пусть ·ф Е Dom(Hi/) - собственная функция оператора Hv. 
Ее можно представить в виде 

VJ = L Xl,m Yz~~' 
l,m 

где xz,m Е Т-V 1 • 2 ((0, 1), dp1) и тогда 

Н .1 = L (- (1 - v
2

)
2 

( 11 ( ) (n -- 1 _)._ (п - З)v) _ / ( )) 
V ч/ R2 Xz m V + v ' 2 Х1 m v + 2 ' 1-1) , 

Z,m 
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( 
1 -·-· v 2 

) ) (п) ~ (п) + V + 
2
R2·v2 l(l + n - 2) Xl,m(1;) Yi,m = L.., Exz,m(11)Yi.m. 

l,m 

В силу линейной независимости функций 1[~:;, отсюда получается спек
тральная задача для радиальной компоненты Xl,m(v) =: xz(v) собствен

ной функции x1,m1/::;: 

(1 - ti
2

)
2 

( "(v) + (!' --- 1 + (п - 3)v) /(v)) + 
2R2 Xz v 1 - v2 Xz 

+(в -- ~r -- 1 - v.
2 

l(l + п - 2)) xz(v) =о, о< v < 1. 
2R2·u2 

(6.32) 

Условие ф Е Dom(Hv) накладывает ограничения на асимптотики функ
ции xz(v) при v ---++о и v ----+ 1 ·--О. 

6.3.1.1. Задача Кулона 
~( 

Пусть п ~ 2, V = i~ = - Rv, тогда уравнение (6.32) принимает вид 

"( ) (n - 1 (п -- З)v). '( ) Xz v + -,и- + 2 Xz v + 
1-v 

( 
2ER2 l(l + п --- 2) 2R1 ) + --- --- + -·-- xz(v) =О 

(1 - v2 ) 2 v2 (1 --v2) v(l - v2 ) 2 · ' 
(6.33) 

о< tl < 1. 

Сравнив это уравнение с уравнением (В.1 ), мы видим, что в ком
плексной плоскости уравнение (6.33) является фуксовым уравнением 
с особыми точками ±1, О, т. к. точка оо является обыкновенной, что 

легко проверить, сделав подстановку ·и= (- 1
, (---+ О. 

Вычисление критических показателей в этих точках приводит к вы

ражениям: 

(l) n-l+J(n-I)2 -8R(ER+~t) 
Р1 = 4 ' 

(l) п - 1 - J(n -1)2 - 8R(ER + ~!) 
Р2 = 4 , 



190 [ЛАВА 6 

(-l) п -1 + .j(п -1)2 - 8R(ER -1) 
Р1 = 4 ' 

(-l) _ п -1 - .j(п -1)2 - 8R(ER -1) 
Р2 - 4 , 

р~О) = l, р~О) = 2 -- l - n. 

Более того, уравнение (6.33) является уравнением Римана вида (В.2) 
(±1) ~ (±1) (О) ~ (О) 

с Р2 "' Р1 , Р2 "" Р1 · 

Условие юУz;~ Е Dom(Hvc) означает, что 

(6.34) 

(6.35) 

Из неравенства (6.34) следует р(о) > -п/2 и p(l) > (п - 1)/4, ec-
(oJ (1) 

ли Xl '""' vP при v ---+ О и Xl ,...., vP при v -+ 1. Поскольку нера-
венство р~о) = 2 - l - n > -n/2 влечет п < 2(2 - l), то асимптоти

(о) 

ка Xl ,...., vfl2 противоречит условию п ~ 2 при l ~ 1. Если же l = О, 
(О) 

то п = 3 или п = 2. При п = 3, l = О асимптотика хо rv vfl2 = 1/и 
дает 6ю(v) rv 8(0), что противоречит условию (6.35). в случае п = 

= 2, l = О получаем А0) = р~О) = О и из теории фуксовых уравнений 
[29] следует, что канонические асимптотики решений уравнения (6.33) 
вблизи точки v = О суть 1 и log 11. Последняя асимптотика снова ве

дет к ЛXl(v),..., д(О), что противоречит условию (6.35). Таким образом, 
(О) 

должно быть xz ""vP1 при v-+ О. 
Из неравенства 

(l) _ п - 1 ± .J(n -- 1)2 - 8R(ER + 1) n -- 1 
Р1,2 - 4 > -4-

(1) 
следует условие х1 ,...., ( 11 - 1 )Р1 при v -+ 1 и 

(n -1)2 
- 8R(ER + 1) >О. (6.36) 
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(О) (1) 
Наоборот, если Xt ,...., vP1 при v-+ О, Xl ,..., (v - l)P1 при v-+ 1 и выпол-

нено неравенство (6.36), то xzYf(~ Е Doш(HvJ. 
Согласно общей теории (см.' приложение В) уравнение (6.33) можно 

привести к гипергеометрическому виду подстановкой: 

z := 7J ~ 1, w1(z) := xi('v) (1 ~·v )A1J (1 :v )Р~-1) 
Выражения 

с: v )р~-1) и (i: v )p~l) 

обозначают здесь ветви многозначных функций, голоморфных на расши

ренной комплексной плоскости С U оо с разрезом вдоль [-оо, О] U [1, +оо] 
и вещественных на сегменте [О, 1). 

Данная подстановка переводит особые точки О, 1, -1 соответствен
но в точки оо, О, 1, а вещественный интервал (О, 1) в интервал (-оо, О). 
Функция w1(z) удовлетворяет уравнению (В.5) и имеет следующие кри
тические показатели: в точке z = оо показатели 

_ (1)+ (-1)+ (O)_n-l+l+ 
о: - Р1 Р2 Р1 - 2 · 

+ ~ ( J(n - 1)2 - 8R(ER + 1) - J(n -1)2 - 8R(ER - 1)), 

f3 = P~1J + Р~-1) + P~oJ = Y- z+ 

+ ~ ( J(n -1) 2 - 8R(ER + 1) - J(n -1) 2 - 8R(ER-1)) <о:; 

в точке z = О показатели О и 

а в точке z = 1 показатели О и ;:;:- а - /]. Отметим, что а - /3 = п + 2l -
--2=:l1~l. 

Функция шz(z) при -оо < z < О соответствует функции Xl(v) 
при О < 11 < 1 и должна иметь асимптотики w1(z) ,.._, z-°' при z -+ -оо 
и w1(z),...., const при z-+ О. Согласно приложению В это означает, что 

liш F(a (J· ;;;. z)z13 = О 
' ~ l ' • z-+-oo 
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В силу (В.13) для а - (3 = l1 с:: N справедливо равенство 

• . --;. _ _ /З _ Г(;у)Г(l1) 
z.~121ooF(a,/),/,~)( z) - Г(!'-/))Г(а) (6.37) 

Гамма-функция не имеет нулей в комплексной плоскости <С и имеет 

полюса в точках О, -1, -2, .... Поскольку-;:;> О и 

;у - (3 = п ; 1 + l+ 

+~ ( )(п -1)2 - 8R(ER + 1) + )(п - 1)2 - 8R(ER - 1')) >О, 

то должно быть а= -k + 1, k Е N, или, эквивалентно, 

)(п - 1)2 - 8R(ER + J')-)('п - 1)2 - 8R(ER - /') = -4(k+l)-2n+6. 

Умножая последнее уравнение на выражение 

)(п - 1)2 - 8R(ER + !') + )(п -1) 2 - 8R(ER - J'), 

получаем 

8R"f 
yf(n -1) 2 - 8R(ER + 1') + у'(п -1) 2 - 8R(ER -1) = ( ) 

2 k+l +n-3 

Учитывая неравенство (6.36), приходим отсюда к равенству 

4R!' 
)(п - 1)2 - 8R(ER +'У)= ( ) - (2(k + l) + п - 3) >О. 

2 k+l +n-3 

Окончательно получаем формулу 

(п - 1)2 

Ek,l = 8R2 (2(k + l) + п - 3)2 

(2(k + l) + п - 3)2 

8R2 

rп.: 3-п 
1:::;; k < VH/ + -2- - l. 

(6.38) 

Для а= -k + 1, k Е N, функция F(a, ,в; ;у; z) является полиномом (k -
-1)-й степени и радиальная часть собственной функции принимает вид: 

, = (1- v)A')(l + v)P~-i) ~(1 - k)i(3 - k - п - 2l)i (v -1) i 
Xk,1(i) v 'V ~ "'( ) 2i• ' 

i=O i. /' z 

(6.39) 
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где 

;у = 5 - п _ k _ l + 2R1 (1) 1 - k - l _R_i_;_/' __ 
2 2(k + l) + п - 3' Pi - 2 + 2(k + l) + п - 3' 

(-1) 1-k-l 
Р2 = 2 

R1 
2(k + l) + п ·- 3. 

Сделаем несколько замечаний касательно формул (6.38) и (6.39). 
В пределе R _, оо формула (6.38) дает ypOBfIИ энергии задачи Кулона 
в евклидовом пространстве 

Ek,l = - (2(k + l) + п - 3)2, k Е N. 

При п = 3 это формула Балмера. Собственные функции (6.39) в преде
ле R _, оо также сходятся к своим евклидовым аналогам. 

Если потенциал Vc нормирован в соответствии с замечанием 6.1, 
то в формуле (6.38) появляется дополнительное постоянное слагае

мое г/R. 
Так же как и в евклидовом случае, энергетические уровни зависят 

только от суммы k + l, что означает наличие такого же их вырождения. 
В отличие от евклидова случая существует только конечное число 

связанных состояний (при VJFY + (3 - п) /2 -- l < 1 связанных состояний 
нет вовсе). 

Значения энергии Ek,l растут с ростом значений k при выполнении 
неравенства в (6.38). Если ./1Fi+(3-n)/2-l = k1 +с:, k1 Е N,c: >О, то 

(п - 1)2 

Е•. t _, -'----
r.o1, 8R2 

1 
R 

при Е _,+о, 

что превышает классический энергетический порог (см. (6.9)) на вели
чину 

(п - 1)2 

8R2 
(6.40) 

Это слагаемое в (6.38) имеет следующую природу. Спектр оператора 
Лапласа-Бельтрами в пространстве ,C2 (Hn(IR),dp) (чисто непрерывный) 
есть 

(-оо, - (п - ~)2 R2] 
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(см. [168]), и поэтому слагаемое (n-1)2 /(8R2) является просто нижней 

границей спектра оператора -~L'l. При п = 3 это было уже отмечено 
в [136]. Заметим, что некоторые авторы предпочитают исключать это 
слагаемое из формулы (6.38), вычитая его из гамильтониана Hv при 
квантовании. 

6.3.1.2. Осциллятор 

1 
Пусть п ~ 2, V = V0 = -w2 R 2v2 . Уравнение (6.32) принимает вид 

2 

(6.41) 

о< и< 1. 

Данное уравнение является фуксовым и имеет особые точки ±1, О, оо. 
Критические показатели в этих точках суть: 

(l) (--l) п - 1 + J(n - 1)2 - 8ER2 + 4R4w2 
Р1 = Р1 = 4 

(оо) _ 1+Vl+4R4w 2 

Р1 - 2 , 

(l) _ (-l) _ n - 1 - J(n - 1)2 - 8ER2 + 4R4w 2 

Р2 - Р2 - 4 ' 

Рассуждения, аналогичные проведенным выше для задачи Кулона, поз

воляют заключить, что функция xz У/:~ принадлежит пространству 
(О) 

Doш(HvJ тогда и только тогда, когда Xl '"" vP1 при v __, О; xz "' (v -

- l)p(,1) 1 
при 11 __, и, кроме того: 

(п - 1)2 
- 8ER2 + 4R4w 2 > О. (6.42} 
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Уравнение (6.41) можно привести к уравнению Римана, используя 

равенства р~ 1 ) = p~-l)' i = 1,2. Замена переменных3 

_! р(О) (1) 

Xt(v) = wz(z)z2 1 (1 - z)P1 , z = v2, 

склеивает точки ±1 друг с другом и приводит к гипергеометрическому 
уравнению (В.5) для функции w1(z) с 

о:=~ (Pl00
) + l) + Pl1

) = 

= ~ (п + 2l + Vl + 4R4w2 + у'(п - 1)2 - 8ER2 + 4R4ш2), 

/3 = ~ (Р~оо) + l) + Pl1
) = 

= ~ ( п + 2l - V'i+4R4w2 + у'(п - 1)2 - 8ER2 + 4R4w2), 

1( (О)) n ~f = 1 + 2 l - р2 = l + 2 > О. 

_! р(О) (1) 

Выражение z2 
1 (1 - z)P1 обозначает здесь ветвь многозначной функ-

ции, голоморфную на расширенной комплексной плоскости С IJ оо с раз
резом вдоль [--оо, О] U [1, +оо] и вещественную на интервале (О, 1). 

Функция ш1(z) на интервале (О, 1) должна иметь асимптотики ,...., 1 
при z _ __, +0 и при z--> 1-0. Учитывая неравенство 1-1' = l-l-n/2 < О 
и формулу (В.10), получаем: 

ш1(z) = F(a, /З; !'; z) 

и 

l. F( fЗ· 'У" ) (1 - ~)аН-1 - Г( 'У )Г( 1' - о: - /З) - О 
im а, , , , z ,_, - Г( ) (/3) - . 

Z--+l--0 0: Г 

В силу а> О имеется единственная возможность {3 = --k, k =О, 1, 2, ... 
или, эквивалентно, 

Vl + 4R4w2 --- у'(п --- 1)2 - 8ER2 + 4R4w2 = 2(2k + l) + п. 
3Эта замена соответствует первому случаю теоремы В.1. 
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Умножая последнее уравнение на выражение 

J1+4R4ш2 + J(n -1)2 - 8ER2 + 4R4w 2 , 

получаем равенство 

8ER2 + 1 - (п - 1)2 

J1+4R4w 2 + у'(п - 1)2 - 8ER2 + 4R4w2 = -------
2(2k + l) + п 

Отсюда имеем 

8ER2 + 1 - (п --- 1)2 

2у11+4R4w2 = ( ) + 2(2k + l) + п, 
2 2k + l + п 

8ER2 +1-(n-1)2 

2у'(п - 1)2 - 8ER2 + 4R4;,;2 = ( ) - 2(2k + l) - п >О. 
2 2k + l + п 

Окончательно получаем 

Ek,l = w(2k + l + ~) J 1 + 4R~w2 -
2
12 ( (2k + l) 2 + (2k + l)n + ~) , 

l:(2k+l<wR2 Jl+ ~ 2 _'!__2~. 4R ш 
(6.43) 

Соответствующая радиальная часть собственной функции имеет вид: 

.. (·) - .,l (1- 2)Pi1J Lk (a);(-k); vi 
Xk,l и - 1. 1; ( / ) .1 , l +п 2 · i. 

i=O i 

где величины а, р~1 ) определяются формулами выше при Е = Ek,l · 

Замечания, сделанные относительно формул (6.38) и (6.39), спра
ведливы и в данном случае. Отметим только, что если 

шR2 
-J1 + 4R~w2 - ~ = 2k1 + l +с:, с:> О, k1 =О,1, 2 .... , 

ТО 

(п-1)2 w2R2 
Ek1 ,1 ___, SR2 + - 2- при с:___, +о, 

что опять превышает классический энергетический порог (см. (6.25)) 
финитного движения на величину (6.40). 
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6.3.2. Сферический случай 

Вычисления здесь в целом аналогичны вычислениям в гиперболиче

ском случае, но содержат некоторые особенности, связанные с поведени

ем собственных функций в комплексной плоскости. Мы воспользуемся 

моделью (1.20), которая соответствует выражению оператора Лапласа
Бельтрами на сфере sп, в виде 

_ (1+1J
2

)
2 

( д2 (n -1 _ (п - З)·и) -°-) 1 + v2 
6 _ R 

6 - R2 д ? + v 1 2 д + R2 2 s, v Е ' _ v~ + v v . v 
(6.44) 

где 6 8 обозначает тот же оператор, что и в (6.31). Пределы v ___, ±О 
соответствуют полюсам сферы sп, а предел v ___, оо соответствует эква
тору, определенному уравнением т = 1 в модели ( 1.19). 

6.3.2.t. Задача Кулона 

Из теоремы 2.11 следует самосопряженностьоператора Hvc при п ~ 2, 
'У 

где V = Vc = --R , с областью определения Dom(H,1 ), заданной форму
·и 

лой (2.28). Здесь V1 = V::, при 1; <О и V =О в противном случае. Ниже 
мы проясним вычисления из работы [208] и обобщим их на случай п i 3. 

Радиальная часть ю(1;) собственной функции xzYL~:: удовлетворяет 
уравнению: 

11 ) (n-1 (п-З)v) '() Х1 ( v + -- - ---- Х1 v + 
, 1J 1 + v2 

(6.45) 

( 
2ER2 l(l+n-2) 2R"f ) () + - +·--- юv=О 

(1 + v2)2 v2(1+112) v(l + v2)2 ' 
v ER, 

аналогичному (6.33). 
Особыми точками этого уравнения в комплексной плоскости явля

ются точки О, ±i (оо - обыкновенная точка, так же как для (6.33)) 
с критическими показателями: 

(i) 1 ( l ) (i) 1 ( l ) HJ 1 ( -) р1 = 4 п - + s , р2 = 4 п -- --- s , р1 = 4: п -- 1 + s , 

(-i) 1 ( -) (О) (О) р2 = 4 п -- 1 -- s , р1 = l, р2 = 2 --- l - п, 
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где s и -s - корни уравнения s 2 = (п - 1)2 + 8ER2 - 8iRт Главное 
отличие от задачи на собственные значения, рассмотренной выше в ги

перболическом случае, - это то, что здесь только одна особая точка 

лежит на интересующем нас интервале v Е R U оо. Эта точка получается 
в результате слияния двух полюсов сферы sп. 

Так же как в гиперболическом случае выше, функция xi(v) должна 
(О) / 

иметь асимптотику ,..., с+ vP1 с+ v , с+ = const при v --+ +О, R э 

v > О, т. к. в противном случае xiY/::; (/_ Dom(HvJ. В то же время 
должно быть Xl rv с_ v1, с_ = const при v --+ -0, R Э v < О, поскольку 
предел v = 2r/(1 - r 2) = tg(p/R)--+ -О соответствует другому полюсу 
r--+ +оо (или, что то же самое, р = кR) сферы sп. 

Уравнение (6.45) можно свести к гипергеометрическому уравне
нию (В.5) с параметрами а, (3, -;у подстановкой: 

2v (v + i) 1 (v + i)p~') z := --. ' w1(z) := ю(v) -v- --. ' 
v+1 V-1 

(6.46) 

которая переводит тройку особых точек v =О, i, -i в тройку z =О, 1, оо. 
Выражение 

(
v + i.)P~iJ 

(6.47) 
v -1 

обозначает ветвь многозначной функции, голоморфную в области 

(CUoo)\[-i, i] и равную 1 при v = оо. В силу голоморфности этой ветви 
в точке v = оо, функция w1(z) голоморфна в точке z = 2. 

Заметим, что вещественная прямая JR на v-плоскости переходит 

в окружность § 1 на z-плоскости, определенную уравнением \z - 1\ = 1. 
Легко видеть, что 

а= p~-i) + l + p~i) = п; 1 + l - ~(s + s) Е JR, 

(3 = P~-i) + l + P~i) = п; 1 + l + ~(s - s) ~ JR, 

1=1- р~О) + l = n + 2[ -1. 

Поскольку Xl rv C±Vl при v --+ ±0, v Е R, функция wz(z) на § 1 

ограничена вблизи точки z = О и 1 - -;у :::; О, то справедливы равенства 

w1(z) = w+,z(z) := Z+F(a, (3;'1; z), 
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z Е §~ := (z Е § 1 ,Imz >О), с+= const, 

ш1(z) = ш-,1(z) := c_F(aJJ;1; z), 

z Е §1.. := (z Е §1,Imz <О), с_= const. 

Отметим, что в работе [208] А.Ф. Стивенсон сделал предположение, 
эквивалентное равенству с+= с __ , без каких-либо обоснований. 

Функции 'Ш±,z(z) должны быть аналитическими продолжениями 
друг друга через точку z = 2.4 В силу формулы (В.7) (применимой 
ввиду ;у - о - (3 rJ. JR) это означает, что функции 

_ Г(::У)Г(::У - а - (3) _ 
с+ Г(::У- а)Г(')' _ ,8) F(a, ,8; а+ (3 - 'У+ 1; 1 - z), z Е §~ 

и 

являются аналитическими продолжениями друг друга через точку z = 2, 
так же как функции 

с+ Г(::У)Г(а + {'J - ::У) (l -z)::Y-a.-/3 P(;v-a ;;у _(3· ;у-а-8+ l · l -z) z Е § 1 
Г(а)Г(/3) 1 11 11 . , , + 

и 

с_ ГСу)Г(а + /3-::Y)(l-z)::Y-a-flp(;v-a ~y-fЗ·;y-a--fЗ+l· l-z) z Е § 1 . 
~ Г( а )Г(/3) 1 

' ' 
1 

' ' -

Первое требование эквивалентно равенству 

(
- _ ) Г(::У)Г(::У - а - {З) _ О 
с+ -с -. - Г("(-а)Г("(-/3) ' 

(6.48) 

а второе равенству 

- - . _ геу)Г(а+/3-·::У) 
(с+ ·-·с ехр (21Г1(7 -·-а·-· fЗ))) =О. . - Г(а)Г(/3) 

(6.49) 

4 Напомним, что функция F(o/,(3';71;z) rоломорфна в области С\[1,+оо). 
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В силу 7 - о: - (3 !/:- IR, линейная система (6.48), (6.49) имеет нетри
виальное решение с+, с_ тогда и только тогда, когда либо 

Г(7)Г(у - а - /3) 
ГС)! - й)Г('У - /3) =о, либо 

Г(7)Г(а + (3 -1) 
Г(а)Г(/З) =О. 

Ввиду ;у - /З f_ R., /3 f_ R., это дает либо 'f - 0: = -k + 1, либо 0: = 
= --k + 1, k Е N и, таким образом, получаем соответственно 

s + s = =t= (4(k + l) + 2п - б). (6.50) 

Не теряя общности, выберем в так, что Res >О, откуда имеем 0: = --k+ 
+ 1, k Е N, Z+ = с_ .5 

Вычисления, аналогичные проделанным в гиперболическом случае, 

ведут к выражению 

4iR1' 
s = 2(k + l) + n - 3 - ( l) 

2k+. +п-3 

и к окончательной формуле для энергетических уровней 

(п - 1)2 

Ek1-----, - 8R2 

212 (2(k + l) + п - 3)2 

(2(k + l) + п - 3)2 + 8R2 k Е N. 

(6.51) 
В данном случае имеется бесконечная серия энергетических уровней 
и последовательность Ek,1 монотонно стремится к +оо при k __, +сх). 

Так же как в гиперболическом случае, в пределе R -> оо формула (6.51) 
дает энергетические уровни задачи Кулона в евклидовом пространстве. 
В пределе 'У __, О она превращается в формулу для энергетических уров
ней свободного движения на сфере. 

Собственные функции, соответствующие уровням (6.51), суть: 

. 1! 'V - 1 - Р Р 2v 
( )

l ( .)р~;) k-l (1 k) ((3) ( )р 
Xk,l(v)= v+i_ ·v+i ~p!(n+2l-l)v v+i 

5Оба выбора знака для s + s в (6.50) ведут к одинаковым энергетическим уровням 
и собственным функциям, но последние могут иметь разные формы записи. 
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--~------''---- -

где величины f3 и p~i) задаются формулами 

/З _ п - 1 l 2iR1 
- -2- + '+ 2(k + l) + п -- 3' 

(i) 1 - k - l iR1 
Р2 - + · 

2 2(k + l) + п - 3 

Данные собственные функции также можно выразить через более удоб

ную координату р (см. (1.21)): 

. k-1 2Р(1 - k) (fЗ) 
Xk,z(p)=exp(2ipA')/R)L !( l Р )~Psiнl+P(p/R)x 

р=О р. n + 2 - 1 pl 

х ехр (ip(l + p)/R), О~ р ~ ?r. 

Отметим, что функция (6.47) превращается в функцию -ехр ( 2ipp~i) / R), 
которая непрерывна в точке р = 1Г /2 ( v = оо) и имеет различные значе
ния в точках р = О, 1Г ( v = ±О), как и утверждалось выше. 

6.3.2.2. Осциллятор 

Потенциал осциллятора V0 = ~ R 2w 2 tg2 (р / R) на сфере sп, п ;? 2, 

не принадлежит пространству Lfoc (Sп, dp.), т. к. V0 --. +оо при р --. 7r R. 
Поэтому мы используем теорему 2.12 для построения самосопряженно
го расширения (HvJF оператора Hv

0 
с областью l\I', равной полусфере, 

определенной неравенством р < 7Г R. Область определения этого расши
рения задается формулой (2.32). 

Данное определение оператора Hv
0 

соответствует физическому 
представлению о том, что бесконечный потенциальный барьер накла

дывает условие Дирихле на волновую функцию на границе sп-l обла
сти JY[', определенной уравнением р = nR. 

В данном случае уравнение на радиальную компоненту xz(11) соб

ственной функции x1(1;)Yz~m принимает вид 

л( )+ (n--1 (n-3)v) '( )+ Xz 11 -- - Xz v . v 1 + v2 

+ - - xz(v) - О 
( 

2ER2 l(l + п - 2) R4w2v2 ) 

(1+112)2 v2 (1 + ·v2) (1 + v2)2 - ' 
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0 < 'V < +оо. (6.52) 

Это уравнение является фуксовым с особыми точками ±i, О и оо. 
Его критические показатели суть: 

(i) _ (-i) _ п -1 + J(n - 1)2 + 8ER2 + 4R4r.v2 
Р1 - Р1 - 4 ' 

(оо) _ 1+vfl+4R4r.v2 
Р1 - 2 ' 

(i) _ (-i) _ п - 1 - J(n - 1)2 + 8ER2 + 4R4w2 
Р2 - Р2 - 4 ' 

(оо) _ 1 - vfl + 4R4r.v2 
Р2 - 2 ' 

р~О) = l, р~О) = 2 - [ - n. 

Те же аргументы, что и для осцилляторного потенциала в гиперболиче

ском пространстве, приводят к асимптотике Xl ""' v1 при v ----+ +о. С дру
гой стороны, условие xi(v)Yi~m Е Dom(q-L>F+и) означает сходимость 
интеграла 

j g (grad (xz У/~) , grad (xz У/~)) dµ, 

М' 

а значит, и интеграла 

Сходимость последнего интеграла при v ----+ +оо влечет неравен

ство / 00
) > 1/2, если xz rv v-p<=) при 11----+ +оо. Таким образом, должно 

(со) 

выполняться условие Xl rv v-P1 при v ----; +оо. 
Наоборот, легко проверить, что для решения уравнения (6.52) 

l (оо) 
с асимптотиками xz "" v при v ----+ +О и xz v-P1 при v ----+ +оо 

выполнено условие Xl ( v) Yi~m Е Dom ( ( Н vJ F). 
Замена переменных6 , 

6Эта замена опять соответствует первому случаю теоремы В.1. 
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ведет к гипергеометрическому уравнению (В.5) для функции wz(z) с 

й = ~ (Pl00
) + l) + Ai) = 

= ~ (п + 2{ + J1+4R4w2 + J(n -1)2 + 8ER2 +4R4w2), 

f3 = ~ (Р~оо) + z) + Pli) = 

= ~ (п + 2l - Vl + 4R4w2 + J(n - 1)2 + 8ER2 + 4R4w2), 

/ = 1 + ~(l - р~О)) = l + ~ > 0. 

(1) 
Выражение (----z)112 (1 - z)P1 означает здесь ветвь многозначной функ-
ции, голоморфную на расширенной комплексной плоскости С U оо с раз
резом вдоль [О, +оо] и вещественную на сегменте [-оо, О]. 

Полупрямая 11 Е [О, +оо] преобразуется в полупрямую z Е [-оо, О], 
поэтому асимптотики функции wi(z) должны быть """ 1 при z --; -О 
и """ z-a при z --; -оо. В силу о: > f3 получаем 

wi(z) = F(o:,f3;1;z) 

и 

• • . ~ /3 _ Г(1)Г(о: - [3) _ 
l1m F(o:,[3,1,,.,)(-z) - Г() ( /3) -0, 

z-->-oo а Г / -

с учетом (В.13). Поэтому / - f3 = --k, k = О, 1, 2, ... , что приводит 
к равенству 

J(n - 1)2 + 8ER2 + 4R4w2 - Vl + 4R4w2 = 2(2k + l) + п. 

Вычисления, аналогичные проделанным в гиперболическом случае, дают 
формулу для энергетических уровней 

Ek 1 = w(2k + l + !!:.2 )vl + ~ 2 + ~ ((2k + l) 2 + (2k + l)n + !!:.2), 
' 4R w 2R 

k =о, 1, 2, ... 
(6.53) 
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В пределе R -+ оо формула (6.53) превращается в хорошо известную 
формулу для эквидистантноrо спектра осциллятора в евклидовом про

странстве. С другой стороны, в пределе и; -+ О формула (6.53) дает 
энергетические уровни свободного движения на сфере. 

Радиальные части соответствующих собственных функций имеют 

вид: 

( ) 
_, 1 ( 2)A1

J ~ (a)i(l + k + n/2)i vi 
Xk,l 1J - и 1 + 11 ~ (l + n/2)i i! , 

где величины а, Pii) определены формулами выше для Е = .Ek,Z · 

§ 6.4. Материальная точка в центральном поле 
на пространствах постоянной кривизны. История 
вопроса 

В этом параграфе рассматривается в хронологическом порядке исто

рия изучения одночастичного движения в центральном потенциальном 

поле на пространствах постоянной кривизны. Также указаны работы, по

священные двухчастичному центральному взаимодействию на этих про

странствах. Некоторые работы, посвященные движению твердого тела 

в пространствах постоянной кривизны, указаны в п. 7.4.1. 
В силу огромного потока научных публикаций, говоря о приоритете 

какой-либо работы в некотором вопросе, следует иметь в виду, что уве

ренно утверждать можно лишь отсутствие такого приоритета, а наличие 

последнего является всего лишь более или менее достоверной гипотезой. 

В дальнейшем, говоря об истории механики на пространствах постоян

ной кривизны, мы всегда будем иметь в виду эту оговорку. Отметим, 

что история до начала 20-ого столетия трудна для изучения в силу от

сутствия в то время современных стандартов для научных работ. 

Аналог ньютоновской (кулоновской) силы F(p) как величины, об
ратной площади сферы радиуса р, для пространства Н3 (1~) предложили 
еще Лобачевский [52], с. 159 и Больяи (между 1848 и 1851 годами) 
[105], с. 156. 

Согласно подстраничному примечанию в работе [159] (1872, с. 117), 
Дирихле рассматривал эту силу «schon frйher». 7 Аналогичная информа
ция содержится в работе Шеринга [188] (1873, с. 149): «Mit diesem 
Gegenstande hat auch Dirichlet, wie ich jetzt erfahren, in der letzten Zeit 
seines Aufenthalts in Berlin sich beschaftigt; er hat dari.iber mit seinen 

7 •уже раннее• (нем.). П. Г. Дирихле умер в 1859 году. 
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Freunden gesprochen ohne von den Resultaten seiner Untersuchungen 
Mittheilung zu machen».8 

Аналитическое выражение для потенциала Vc в пространстве H 3 (JR) 
было указано в 1870 г. Шерингом [187] (с. 318), (см. также его работу 
[188] 1873 года), без каких-либо мотивировок и ссылок на Лобачевского 
и Больяи. 

В 1873 году Липшиц рассмотрел одночастичную задачу в цен

тральном потенциале на сфере S2 [160]. Хотя он знал, что централь
ный потенциал Vc удовлетворяет уравнению Лапласа на S3 , по некото
рым причинам он предпочел рассмотреть другой центральный потенци

ал V(p) "'sin~ 1 (p/R) (в обозначениях п. 6.2.1). Он нашел общее реше
ние данной задачи через эллиптические функции. 

В 1885 году Киллинг открыл законы Кеплера для сферы S3 [147]. 
Так же как и Лобачевский с Больяи, он рассматривал силу притяжения 

как величину, обратную площади 2-мерной сферы в S3 . В следующем 
году эти результаты были также опубликованы Нейманом в [ 176]. Пе
ренесение этих результатов на гиперболический случай было осуществ

лено в работе Либмана [ 154] 1902 года и позднее в 1905 году в его 
книге [156] по неевклидовой геометрии. Отметим, что Либман опреде
лял ньютоновский закон притяжения из требования, чтобы выполнялся 

первый закон Кеплера на пространствах S3 и H 3 (JR). Осцилляторный 
потенциал он определял из требования, чтобы движение частицы про

исходило по эллипсам с центром, совпадающим с центром центрального 

потенциала. 

В той же работе (147] Киллинг доказал, что переменные в задаче 
Кеплера с двумя притягивающими центрами на сфере sп разделяются, 

что влечет интегрируемость данной задачи. 

Обобщение теоремы Бертрана для пространств S2 и H 2 (JR) бы
ло доказано Либманом в 1903 году [155]. В том же году Штекель 
написал без каких-либо ссылок ([207], с. 476): « ... von Interesse ist 
auch, daB der bekannte Satz von Bertrand sein Analogon im absoluten 
Raume hat. FreШch sind das alles, um einen Ausdruck von Felix 
К!еiп zu gebraucheп, «seJbst gescJ1aHene Schmerzen», deпn weder die 
Beobachtuпg an Planeten noch, was mehr sagen will, an Fixsternen nOtigen 
uns, die altbewahrte Euklidische Geometrie durch eine «Astralgeometrie» 
zu ersetzen».9 Близкие по смыслу слова содержатся также в первом изда-

8 «Этим вопросом, как я теперь узнал, занимался также Дирихле в последнее вре
мя своего пребывания в Берлине; он его обсуждал со своими друзьями, но результаты 

не опубликовал• (нем.). 
9 ... интересно также, что известная теорема Бертрана имеет аналог в абсолютном про-
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нии (1905 год) книги Либмана [156] (с. 240): «Erwahnt sei noch, daJ3 das 
modifizierte Newtonsche und das elastische Anziehuпgsgesetz die eiпzigen 
Zentralkrafte sind, die im spharischen Raum immer, im hyperbolischen, 
sobald die Konstante des Ftachensaztes in gewissen Grenzen ЫеiЬt, auf 
geschlosseпe Bahnkurven fUhren. Die Methode, mit deren Hilfe Bertrand 
den entsprechenden Satz der euklidischen Geometrie bewiesen hat, ist auf 
die nichteuklidische Geometrie leicht йbertragbar» 10 , но соответствующее 
доказательство там отсутствует. Это доказательство появилось во вто

ром издании 1912 года данной книги Либмана для гиперболического 
случая, а в третьем издании 1923 года появился и абзац, соответствую
щий сферическому случаю. 

В работе (56] Мордухай-Болтовский рассмотрел одночастичное дви
жение под действием центральной силы в пространствах постоянной 

кривизны, исходя из постулатов, отличных от общепринятой концепции 

натуральных механических систем на римановых пространствах, и при

нятой, в частности, в данной книге (см. п. 4.3.3). Следствием такого 
подхода явилось отсутствие явных формул для траектории частицы да

же для потенциала V,,. Кроме того, потенциалы, для которых все огра
ниченные траектории замкнуты, при таком подходе вообще отсутствуют. 

Классическая механика в пространствах постоянной кривизны мо

жет рассматриваться как предшественница специальной и общей теории 

относительности. После возникновения этих теорий указанные выше 

работы Шеринга, Киллинга и Либмана были почти полностью забытьr. 
Отметим, что описание одночастичного движения в центральных потен

циалах в пространствах S3 и Н3(1~) было сокращено во втором и тре
тьем изданиях книги Либмана по сравнению с первым, ради включения 

материала, посвященного специальной теории относительности. 

Аналогичные модели позднее привлекли внимание исследователей 
с точки зрения квантовой механики и теории интегрируемых динамиче

ских систем. 

Квантово-механическая одночастичная спектральная задача для по

тенциала Vc на сфере S3 (задача Кулона) была решена Шредингером 

странстве. Правда, все это, пользуясь выражекием Феликса Клейна, я5ляется •капрасны
ми хлопотами•, поскольку ни наблюдения за планетами. ни, более того, за кеподвижны

ми з1Jездами, не требуют от кас замены испытанкой евклидовой геометрии •астральной• 
(нем.). 

10 .отметим еще, что модифицированкый закон ньютоновского притяжения и модифици
рованный закон упругого притяжения соответствуют замкнутым траекториям в сфериче

ском пространстве всегда, а в гиперболическом тогда, когда его кривизна находится в из
вестных границах. Метод, с помощью которого Бертран доказал соответствующую теоре

му для евклидовой геометрии, легко переносится и ка неевклидову геометрию• (нем.). 
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в 1940 году разработанным им методом факторизации операторов (ladder 
method) [85] и Стивенсоном в 1941 году традиционным путем анали

за решений дифференциального уравнения [208] (см. также результат 
Инфельда 1941 года [135]). Инфельд и Шильд в 1945 году решили 
ту же задачу в пространстве Н3(Щ [136} (см. также [39}). Отметим, 
что Шредингер, Стивенсон, Инфельд и Шильд не ссылались на работы 
Шеринrа, Ки.1Jлинга, Либмана и, видимо, не знали о них. 

Нишино в 1972 году в работе [175] (см. также [133]) нашел все 
центральные потенциалы в пространствах постоянной кривизны, для 

которых классическая одночастичная задача имеет дополнительные ин

тегралы, не зависящие от гамильтониана, квадратичные по импульсам 

и не сводящиеся к интегралам, линейным по импульсам. Решением этой 
задачи оказались те же потенциалы Vc и V0 • Он указал также, что соот

ветствующие одночастичные системы являются аналогами изотропного 

гармонического осциллятора и задачи Кеплера в евклидовом простран

стве, и вычислил скобки Пуассона для интегралов движения. Однако 
Нишино не рассматривал траектории этих систем и поэтому не обнару

жил факт замкнутости всех ограниченных траекторий. Он не упомянул 

никого из своих предшественников, указанных выше. 

Далее начинается период частичных переоткрытий. Решение обоб

щения задачи Бертрана на пространство sп было переоткрыто в 1979 
году Хигсом [132]1 1. Там же был найден одночастичный спектр в поле 
осциллятора Vo на сфере S 2 и связанные с замкнутостью всех клас
сических траекторий дополнительные интегралы движения в потенциа

лах Vc и V0 как в классическом, так и в квантово-механическом случаях 

(обобщения вектора Рунге-Ленца). В том же году те же интегралы 

в квантовой одночастичной задаче на сфере 8 3 в поле Vc были незави
симо получены Курочкиным и Отчиком в работе [50}, а на простран

стве H 3 (JR) в 1980 году Богушем, Курочкиным и Отчиком в работе [11). 
Спектральная одночастичная задача с потенциалами Vc и V0 в простран

ствах sп, п ~ 3, была решена Лимоном в 1980 году в работе [152]. Раз
деление переменных для одночастичной квантово-механической задачи 

в пространствах S3 и H 3 (JR) с потенциалом Vc обсуждалось Боrушем, 
Отчиком и Редьковым в работе 1983 года [12) (см. также работу Отчика 
[61) 1999 года). Отметим, что из своих предшественников, перечислен
ных выше, данные авторы ссылались лишь на Шредингера, Инфельда 

и Шильда. 

11 См. замечание выше о работе Штекеля [207] и книrе Либмана {156]. 
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Еще раз решение обобщения задачи Бертрана на пространство 8 3 

было найдено в 1980 году Славяновским [202], и в том же году в работе 
[203] Славяновский и Сломинский провели квазиклассическое кванто
вание одночастичного движения на сфере 8 3 в потенциалах v;, и V0 

по Бору-Зоммерфельду без использования индекса Маслова. На работы 

своих предшественников, перечисленных ваше, данные авторы не ссы

лались. 

В работе [134] 1982 года Икеда и Катаяма дали единообразное 
решение обобщенной задачи Бертрана для пространств sп и H"(JR), 
упомянув из своих вышеперечисленных предшественников лишь Ни

шино. В работе [145] изучалось применение этих потенциалов к неко
торым космологическим моделям. В 1990 году Катаяма показал разре
шимость одночастичной спектральной задачи для потенциала v;, в про
странстве H 3 (JR) методом факторизации Шредингера [142]. Эта работа 
характерна тем, что в ней впервые упомянуто значительное количество 

работ-предшественников: [11; 50; 85; 132; 135; 152; 175; 208]. В рабо
те [ 143] 1992 года Катаяма провел аналогичное исследование для по
тенциала осциллятора в пространствах постоянной кривизны. 

Связь аналогов оператора Рунге-Ленца для одночастичной кванто
во-механической задачи Кеплера в пространстве 8 3 с методом факто
ризации Шредингера обсуждалась Барутом и Вилсоном в работе 1985 
года [98]. В работах [97] 1987 и 1990 годов Барут, Иномата и Юнкер ре
шили спектральную одночастичную квантово-механическую задачу для 

потенциала Vc на пространствах 8 3 и H 3 (JR) с помощью функциональ
ных интегралов. 

В 1991 году Домбровский и Зитербах опубликовали обзорную ра
боту [116], в которой описали почти забытые результаты Шеринга, Кил
линга и Либмана. С другой стороны, с работами Шредингера, Инфель

да, Нишино, Хигса, Лимона и более поздними Домбровский и Зитербах, 

видимо, были не знакомы. В частности, Зитербах в своей диссертации 
переоткрыл обобщения вектора Рунге-Ленца для потенциала V,, в про

странствах постоянной кривизны. 

В работах [60; 179] 1991 и 1994 годов Отчик рассмотрел одноча
стичную квантово-механическую задачу в поле двух произвольно рас

положенных кулоновских центров на сфере 8 3 . Он нашел систему ко
ординат, в которой переменные разделяются, а соответствующие обык

новенные дифференциальные уравнения сводятся к уравнениям Гойна. 

Однако он не указал на работу Киллинга [147], содержащую аналогич
ный результат для классического случая. 
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В работах (30] 1992 года Грановский, Жеданов и Луценко усовер
шенствовали алгебраический подход работ [ 11; 50; 132; 152] к одноча
стичным задачам для потенциалов Vc и V0 в пространствах 5п и нп(JR). 

В работе 1992 года (148] Козлов и Харин еще раз переоткрыли по
тенциалы Vc и V~ для пространства 5n как решение обобщенной задачи 
Бертрана. Здесь упоминается классическая задача двух частиц на про
странствах постоянной кривизны, взаимодействующих при помощи по

тенциала \!,,, и делается предположение о том, что не все орбиты для 
такой задачи замкнуты. Также Козлов и Харин переоткрыли результат 

Киллинга [147] об интегрируемости классической задачи Кеплера с дву
мя притягивающими центрами на сфере 8 2 . Отметим, что эта интегриру
емость также является прямым следствием результата Отчика 1991 года 
о разделении переменных в соответствующей квантово-механической за

даче. В работе [48] 1994 года Козлов переоткрыл законы Кеплера для 
пространств постоянной кривизны. В качестве предшественников в ней 

указаны лишь Славяновский и Сломинский. В работе (49] того же года 
Козлов и Федоров установили интегрируемость классического движения 
одной частицы по сфере 5п в поле, создаваемом 2(п + 1)-им потенциа
лом V0 с центрами в точках 

(±1, О, ... , О), (О, ±1, О, ... , О), ... , (О, ... , О, ±1) 

для стандартной модели сферы 5п в пространстве JRn+i, заданной урав-
нением 

п 

:Lx7=1. 
i=O 

Черников в 1992 году в работе (113] рассмотрел потенциал Vc в про
странстве H 3 (JR) как сферически симметричную гармоническую функ
цию и соответствующее одночастичное движение, т. е. частично переот

крыл результаты Киллинга и Либмана. 

Разделение переменных для одночастичного оператора Шредингера 
и некоторых нецентральных потенциалов в пространствах 8 2 и H 2 (JR) 
изучалось Калнинсом, Миллером, Хакобьяном и Погосяном в работах 

[139; 140; 141] 1996-1998 годов. 
Интегрируемость одночастичного движения на сфере 82 в некото

рых комбинациях ньютоновских и осцилляторных потенциалах была до
казана Борисовым и Мамаевым в [106]. 

В 1996 году появилась первая работа [86] автора, посвященная ме
ханике на пространствах постоянной кривизны. В тот момент ему были 
известны лишь предшествующие работы [48; 148; 202] и [203] на эту 
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тему. Новыми результатами в [86] являлись: проведение квазикласси
ческого квантования по Бору-Зоммерфельду одночастичного движения 
в потенциалах Vc и V0 на пространстве H 3 (JR) с учетом индекса Мас
лова и доказательство самосопряженности соответствующего оператора 

Шредингера. Отметим, что в предшествующих работах вопрос о точ
ной области самосопряженности оператора Шредингера с потенциалами 
Vc и V0 на пространствах постоянной кривизны не рассматривался, без 
чего вычисление соответствующих спектральных значений не является 
вполне удовлетворительным с математической точки зрения. 

В книге [75], по-видимому, впервые упомянута (со ссылкой на Кугу
шева) двухчастичная классическая задача с центральным потенциалом 
на сфере 8 2 как пример гамильтоновой динамической системы с неин
волютивным набором интегралов. В статье [1] 1990 года рассмотрены 
совместные уровни интегралов этой задачи для произвольного потенци

ала V(p) такого, что V'(p) > О. Однако, по мнению автора, результаты 
этой работы являются недостаточно обоснованными. В работе автора 
[189] 1998 года впервые проведена гамильтонова редукция двухчастич
ной классической задачи с центральным взаимодействием в простран

ствах постоянной кривизны к динамической системе с двумя степенями 

свободы и изучен вопрос о существовании ее решения на бесконечном 
временном интервале. Отметим, что работа автора [89], посвященная 
аналогичным вопросам в двумерном случае и сданная в печать в марте 

1997 года, была опубликована лишь в 2000 году. 12 В работе автора 1999 
года [87] впервые рассмотрена квантово-механическая задача двух тел 
с центральным взаимодействием на пространствах 8 2 , H 2 (JR), изучена 
самосопряженность соответствующих операторов Шредингера и найден 
ряд точных спектральных серий двухчастичной задачи на сфере 8 2 для 
некоторых центральных потенциалов. 

В работе [146] 1999 года Килин рассмотрел частные решения зада
чи двух тел с потенциалом Ус на пространствах 8 2 и H 2 (JR), соответ
ствующие движению обоих тел по окружностям с общим центром (так, 
что они все время остаются диаметрально противоположными относи

тельно данного центра), и доказал устойчивость таких решений в линей
ном приближении (что не гарантирует настоящей устойчивости). Кроме 
этого, им были исследованы точки относительного равновесия третьего 

«легкого» тела в поле, создаваемом двумя «тяжелыми», совершающими 

указанное вращение. В работе [114] Чернойвана и Мамаева в том же го
ду рассмотрена ограниченная классическая задача двух тел на простран-

12Укажем альтернативное описание приведенной системы для задачи двух тел на 8 2 , 

найденное в работе 2004 г. [107] Борисовым, Мамаевым и Килиным. 
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ствах S 2 и H 2 (R.) с потенциалом Vc, т. е. задача о движении легкого тела 
в поле тяжелого, движущегося по геодезической с постоянной скоро

стью. Проведено ее численное исследование методом сечений Пуанкаре, 
свидетельствующее о ее неинтегрируемости. Из предшествующих работ 

авторы [114; 146] упоминают лишь [48] и [148]. Эти результаты вошли 
в книгу [14]. 

Возмищева в работе [219] 2000 года и [25] (2002 года, совместно 
с Ошемковым) продолжила исследование интегрируемого движения ча

стицы в поле двух кулоновских центров на сфере S 2 , не зная результатов 
работ Киллинга [147] и Отчика [60; 179]. В качестве предшествующих 
работ, в которых рассматривался потенциал Vc на пространствах посто
янной кривизны, указаны лишь [48; 52; 85; 113; 132; 148; 189]. 

Результаты Шредингера [85], Инфельда [135], Славяновского 
и Сломинского [202; 203], Козлова, Харина [48; 148] и Щепетилова 
[189] рассмотрены в обзоре Славяновского [204] в 2000 году. Основные 
результаты Киллинга и Либмана для классической механики материаль

ной точки на пространствах 8 3 и H 3 (R.) содержатся в работе [218]. 
В работе [88] 2000 года автор получил явно инвариантное выра

жение двухчастичного гамильтониана с центральным взаимодействием 

на пространствах S" и H"(R.) через радиальный дифференциальный 
оператор и инвариантные операторы на пространствах 88 и H"(R.)s. 
Там же проведена инвариантная гамильтонова редукция классической 

двухчастичной задачи. В работе [74] им совместно со Степановой 
изучена самосопряженность соответствующих операторов Шредингера 

и найден ряд точных спектральных серий двухчастичной задачи на сфе

ре 8 3 для некоторых центральных потенциалов. В работах 2003 го
да [194] и [195] эти результаты частично обобщены на произвольное 
двухточечно-однородное пространство. Эти результаты (после исправле
ния некоторых неточностей) вошли в настоящую книгу. 

В 2001 и 2003 годах Зиrлин доказал в работах [37] и [38] неин
теrрируемость ограниченной задачи двух тел на сфере 8 2 с потенциа
лами Vc и V0 в классе мероморфных функций. Аналогичные результа
ты с меньшими ограничениями, справедливые также для ограниченной 

задачи двух тел на гиперболической плоскости H 2 (R.), были получе
ны несколько позднее Мациевским и Прибыльской в [161]. В 2006 году 
([197]) автор книги доказал мероморфную неинтегрируемость редуциро
ванной задачи двух тел на пространствах S 2 и H 2 (R.) с потенциалами Vc 
и i~. 

В 2003 году Боrуш, Курочкин и Отчик рассмотрели в работе [102] 
рассеяние на кулоновском потенциале в пространстве H 3 (R.). 



ГЛАВА 7 

Классическая механическая задача 

двух тел на двухточечно-однородных 

пространствах 

В данной главе мы рассмотрим классическую задачу двух тел 

на двухточечно-однородных римановых пространствах. Вначале мы по

лучим выражение соответствующей гамильтоновой функции через ка

нонические переменные r, Pr. соответствующие радиальной степени сво
боды, и образующие пуассоновой алгебры Р1 (Qs) ~ grDiff1 (Qs). Для 
этого мы используем процедуру деквантования из п. 4.3.3, поскольку она 
позволяет избежать достаточно громоздких вычислений, сходных про

деланным в главе 5. Также мы получим интегралы движения, соответ
ствующие центральным элементам из алгебры Diff1 (Qs), построенным 
в главе 3. 

Затем в § 7.3 мы выводим условия существования глобальных реше
ний задачи двух тел и обсуждаем проблему ее интегрируемости. В§ 7.4 
рассматриваются существующие понятия центра масс на пространствах 

постоянной кривизны и их связь с найденным выражением для двухча

стичной функции Гамильтона. Наконец, в § 7.5 мы проводим гамильто
нову редукцию задачи двух тел на пространствах постоянной кривизны 

и классифицируем приведенные гамильтоновы системы. 

§ 7 .1. Явно инвариантный вид гамильтоновой функции 
задачи двух тел на компактных 

двухточечно-однородных пространствах 

Рассмотрим классическую механическую задачу двух тел на 

неплоском двухточечно-однородном пространстве Q. Конфигурацион

ным пространством для данной задачи является пространство ( Q х 
Q)\ diag, поскольку столкновение частиц ведет к неопределенности их 
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движения 1 . В данном параграфе мы будем использовать обозначения 
из § 5.1. 

Подмногообразие Q0 p с Q х Q было определено там как множе
ство пар (х,у) Е Q х Q таких, что р(х,у) = diamQ. В § 5.1 про
странство (Q х Q)\(diagLJQ0 p) было представлено как прямое произ
ведение I х (G/K0 ), где I = (O,diamQ) С JR.. Легко видеть, что для 
некомпактных двухточечно-однородных пространств Q справедливо ра
венство (Q х Q)\diag = I х (О/Ко) для I = (О,+оо). Это означает, что 
фазовое пространство классической задачи двух тел можно представить 

в виде 

Т* I х Т*(О/ Ко)~ Т* I х T*Qs (7.1) 

в некомпактном случае и в виде 

(T*J Х T*Qs) UT*Q0 p =: Mess UT*Qop (7.2) 

в компактном случае, где T*Q 0 p обозначает ограничение кокасательного 

расслоения T*(Q х Q) на подмногообразие Qop· 

Поскольку dim Q0 p = dim Q + dim Ах, легко проверить, что 

dim T*((QxQ)\ diag) - dimT*Q0 P > 1 при dimQ - dimAx > 1. Послед
нее неравенство выполнено при Q f= pn(IR) (см. § 1.2); в этом случае 

подпространство 'l~*Q0p не разделяет пространства T'*((Q х Q)\ diag) 
и бол~:,шинство траекторий задачи двух тел не пересекает подпростран

ство T*Qop· Поэтому многие свойства задачи двух тел на компактных 
двухточечно-однородных пространствах Q (например, интегрируемость 
и проблему столкновений) можно изучать после редукции задачи на про

странство Т* I х T*Qs, по крайней мере, при Q f= рп(Щ. 
Прежде всего, используя процедуру деквантования, описанную вы

ше в п. 4.3.3, и выражения для двухчастичного квантово-механического 
гамильтониана на двухточечно-однородных пространствах, можно по

лучить соответствующие выражения для двухчастичной гамильтоновой 

функции на пространстве Т* I х Т*(О/ К0). Обозначим через р" импульс 
на пространстве Т* I, соответствующий координате т на интервале I. 

1 Исключение диагонали из пространства Q х Q, конечно, не решает проблему воз
можного столкновения, поскольку для некоторых начальных условий глобальное решение 
может не существовать. 
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7. t. t. Кватернионный случай 

Из выражения (5.22) получаем для пространства Q = P11 (JНI) выра
жение для двухчастичной гамильтоновой функции в виде: 

где Pi - образующие пуассоновой алгебры 

соответствующие образующим Di, i =О, ... , 10, алгебры Diff1 (Pn(JНI)s), 
а функции А8 , Bs, С8 , D8 , F8 , Es определены в§ 5.2. 

В силу определения пуассоновой структуры на градуированной ал

гебре gr U(g) в п. 4.2.1 и коммутационных соотношений (3.15) получа
ем 55 коммутационных соотношений для образующих пуассоновой ал
гебры Р1 (Pn(JНr)s) (см. замечание 4.3): 

1 
[ро,Р1]Р = -р3, [ро,р2]Р = р3, [ро,Рз]Р = 2(Р1 - Р2), 

[ро,Р4]Р = -2р6, [ро,Р5]Р = 2р6, 
[ро,Рб]Р = Р4 - р5, [ро,Р1]Р = -рв, [ро,рв]Р = р7, 
lPo,P9]P =о, [ро,Р1о]Р =о, 

lP1,P2]P = -2РоРз - 2р1, [р1,рз]Р = -рор1 + Ps, 

[р1,р4]р = 2р7, [р1 ,р5]р =о, 

[р1,Рв]Р = pg, [р1,р1]Р = -р3рв - Р1Р4 + pg + Р10, 
[р1,Рв]Р = -р3р5 - Р1Рв, [р1,р9]р = -2рзРв - 2р1р1, 

[р1,Р1о]Р = РвРs ·- р5р7, [р2,Рз]Р = РоР2 + Ps, 

[Р2,р4]р = -2р7, [р2,р5)р = 0, [р2,Р6]Р = -ps, 

[р2,Р1]Р = -РзРв + Р2Р4 - pg - Р10, [p2,Ps]P = -р3р5 + Р2Рв, 
lP2,P9]P = -2РзРв + 2р2р7, [р2,Р1о]Р = -P6Ps + р5р7, 

1 
[р3,р4]р = 0, [р3,р5]р = 2ps, [рз,Рв]Р = р7, [рз,Р1]Р = -2(Р1 + Р2)Р6, 

[рз,Рs]Р = -~(Р1 + Р2)р5 + pg + Р10, [p3,pg]p = -(р1 + P2)ps, (7.4) 
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[рз,р1о]Р = Р6Р7 -- p4ps, [р4,р5)р = -4рор6, [р4,р6]Р = -2рор4, 

LТJ4,p7]p = (Р1 -- Р2)р4, [p4,ps)P = (Р1 -- Р2)Р6 -- 2рор1, 

[р4,р9]р = 2(р1 - Р2)р7, [р4,Р1о]Р =о, [р5,р6]Р = 2рор5, 
[р5,р1]Р = 2рзРб + 2pops, [p5,ps]P = 2р3р5, [р5,р9]р = 4рзрв, 

1 
[ps,P1o]P = 0, [р6,Р7)Р = 2(Р1 - Р2)Р6 + РзР4 + РоР1, 
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1 
[p5,ps]P = 2(Р1 - Р2)Р5 + РзР6 - PoPs, [р6,Р9]Р = (Р1 - P2)Ps + 2р3р7, 

1 
[р6,Р1о]Р =о, [р7,рв]Р = 2(Р1 - P2)Ps - р3р7 - Po(pg + Р10), 
[p7,pg]p = (р1 -- P2)(pg + Р10), 

[P1,Pio]P = ~(Р2 - Р1)Р~ - РоР6Р7 + РоР4Р8 + ~(Р1 - Р2)р4р5, 
[рв,Р9]Р = 2рз(Р9 + Р10), 
[рв,Р1о]Р = --р3р~ + РоР6Р8 - РоР5Р7 + р3р4р5, 
[pg,p1o]P = (р5р7 - P6Ps)(P1 ---- Р2) + 2р3р4рв - 2РзР6Р7· 

Соотношение (3.13) переходит в соотношение 

Pio - p4p5pg - 2P6P1Ps + pgp~ + р4р~ + р5р~ = О. 
Аналогично дополнительное соотношение (3.14) в случае п = 2 перехо-
дит в соотношение 

Р1Р2 --- Р; - р9 = О (7.5) 

и может быть использовано для исключения функции р9 из списка об
разующих. 

Легко видеть, что все пуассоновы алгебры Pr (Pn(JНI)s) при п ~ 3 
изоморфны друг другу, поскольку зависимость от размерности п исче

зает в коммутационных соотношениях при деквантовании: 

То же справедливо для гамилыоновых функций. 
Элементы Cfr из ZPr (Pn(JНI)s), i = 1, 2, 3, соответствующие эле

ментам Ci, i = 1, 2, 3, из п. 3.2.2, могут быть получены отбрасыванием 
членов степени менее degCi в выражении для Ci. Это приводит к сле
дующим выражениям: 

C,gr 2 
i = Ро + Р1 + Р2 + Р4 + Ps, c.gr 2 

2 = Р1Р2 -- Рз - pg, 
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Cfr = ~(Р1 + Р2)(р4 + р5) + ~(Р1 - Р2)2 + р~+ 

1 ( )2 2 1 2 ( ) 1. 4 + 4 Р4 - р5 + Рв + pg - 2р10 + 2Ро Р1 + Р2 + Р4 + РБ + 4Ро· 

Отметим, что ввиду (7.5) имеем c~r = О при п = 2. 

7.1.2. Октавный случай 

Выражение для двухчастичной гамильтоновой функции для про

странства Q = Р2 (\Са) дано в (7.3), где Pi, -i = О, ... , 9, - образующие 
пуассоновой алгебры 

соответствующие образующим Di, i =О, ... , 9, алгебры Diff1 (P2 (Ca)s). 
Коммутационные соотношения теперь имеют вид: 

1 
[ро,Р1]Р = -р3, lPo,P2]P = р3, [ро,Рз]Р = 2(Р1 - Р2), [ро,р4]р = -2рв, 

lPo,p5]p = 2рв, [ро,Рв]Р = Р4 - р5, [ро,Р1]Р = -рв, [po,Ps]p = р7, 

[po,pg)p = 0, [р1,Р2]Р = -2РоРз - 2р7, [р~,рз]Р = -роР1 + Ps, 

[p1,p4jp = 2р7, [p1,ps]P = 0, [р1,рв)Р = Ps, 

[р1,р1]Р = Р1(Р2 - р4) - pg -··· РзРв -- Р~, [P1,Ps]P = -·р3р5 - Р1Рв, 
[р1,р9)р = р5р7 -- Р6Р8, [р2,Рз]Р = РоР2 + Рв, [р2,Р4]Р = ·-2р7, 

[р2,р5)р =о, [р2,рв]г = -рв, [р2,р7]р = (р4 -· Р1)Р2 + pg - РЗР6 + р~, 
[p2,Ps)P = Р2Р6 - р3р5, [р2,Р9]Р = Pв1Js - р5р7, [рз,Р4]Р = 0, 

1 
{p3,p5jp = 2рв, [рз,Рв]г = р7, [рз,Р7]Р = -2(Р1 + Р2)Рв, 

[рз,Рs]Р = Р1Р2 - ~(Р1 + Р2)р5 - pg -- Р~, 
[p3,pg)p = Р4Р8 - Р6Р7, [р4,р5]р = -4роРв, [р4,рв]Р = -2рор4, 
[р4,р7)р = (р1 - Р2)р4, [р4,Р8]Р = (Р1 - Р2)Рв - 2рор7, 

[p4,pg)p =О, [р5,рв]Р = 2рар5, [р5,Р7]Р = 2рзРб + 2рорв, 

(7.6) 

1 
[p5,ps)P = 2р3р5, [р5,р9]р = 0, [рв,Р1]г = 2(Р1 - Р2)Рв + РзР4 + РоР1, 

1 [рв,Рs]р = 2(Р1 - P2)Ps + РзРв - PoPs, [рв,рg]р =О, 
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(P1,Ps]P = ~(Р1 - P2)Ps -- РзР1 + PoPg + РоР~ - РоР1Р2, 

[p7,pg]p = ~(Р2 - Р1)р4р5 + РоРвР1 - РоР4Р8 + ~(Р1 - Р2)р~, 

[p3,pg]p = Р:>Р~ - РоР6Р8 - Р:>Р4Р5 + РоР5Р7· 
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Элементы cfr, i, = 1,2, из ZP1 (Р2 (Са)8 ), соответствующие элемен
там С1 , С2 из п. 3.5.2, суть 

( ,gr 2 cgr 2 2 
/1 = Ро + Р1 + Р2 + Р4 + р5, 2 = р4р5 - Рв - pg. 

7 .1.3. Комплексный случай 

Из выражения (5.23) получаем для пространства Q = рп(С) двух
частичную rамильтонову функцию в виде 

(1 + r 2
)

2 
2 (т10 - тn2;f3)(l + т2 ) rn102 + rn2/32 

2 
11. = р" + р.,.ро + Ро+ 

8mR2 2rn1m2R2 2rn1rn2R 2 
(7.7) 

+ ~ (DsP1 + F~P2 + 2ЕsРз + Csp~ + Asp§ + 2BsP4P5) + \i'(r), 

где Pi, i =О, ... , 5, - образующие пуассоновой алгебры Pr (Pn(C)s) ~ 
~ grDiffr(P"(C) 8 ), соответствующие образующим Di,i = 0, ... ,5, 
алгебры Diffr (P"(C)s). Последнюю образующую пуассоновой алгеб
ры Pr(Pn(C)s), соответствующую образующей О алгебры Diff1 (Pn(C)8 ), 

обозначим Ро. 
Коммутационные соотношения для этих образующих пуассоновой 

алгебры Рт (Pn(C)s) имеют вид: 

[ро,Р1]Р = -рз, [ро,Р2]Р = Рз, [ро,Рз]Р = ~(Р1 - Р2), 
lPo,P4]P = -р5, [Ро,Р5]Р = р4, 

[ро,Ро]Р =О, [р1,р2)Р = -2РоРз - 2рор4, 

lР1,Рз]Р = -PoPl + PQp5, [р1,Р4]Р = Ро, 
[р1,РБ]Р = 0, [р1,Ро]Р = -р1р4 - р3р5, 

[Р2,Рз]Р = РоР2 + PDP5, [р2,р4]р = -ро, 
[Р2, р5]р = 0, [р2,ро]Р = Р2Р4 - р3р5, 

[рз,Р4]Р =О, [р3,р5]р = Ро, (7.8) 
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1 
[vз,Ро]г = -2(Р1 + Pz)Ps, [р4,р5)р = --ро, 

1 [р4,ро)Р = 2(Р1 - Р2), lPs,Po]P = р3. 

Дополнительное соотношение (3.28) в случае п = 2 имеет вид 

2 2 о 
Р1Р2 -- Рз - Ро = · (7.9) 

Элементы Cfr Е ZP1 (Pn(C)s), i = 1, 2, З, соответствующие элемен
там Ci, i = 1, 2, З, из п. 3.3.2, суть 

Cf' = Р6 + Р1 + pz + р~ + р~, С~'= 2((Р1 - pz)Ps - 2р3р4 + 2роРО), 
Cf = Р1Р2 - р~ - РЬ. 

Отметим, что ввиду (7.9) имеем Cf' = О при п = 2. 

7 .1.4. Вещественный случай 

Из выражения (5.24) получаем для пространств Q=Pn(JR), 8", п~З, 
двухчастичную гамильтонову функцию в виде: 

Пуассонова алгебра Р1 (P"(JR)s) ~ Р1 (SS) порождается элементами Pi, 
i = 0, ... ,3, при п ~ 4 и элементами PD,Pi, i = 0, ... ,3, при п = 3. 
Коммутационные соотношения для этих образующих суть: 

[vo,P1]P = -2рз, [ро,р2]г = 2рз, [ро,Рз]г = Р1 - Р2, 

[р1,Р2]Р = -4рорз, [v1,Рз]Р = -2РоР1, lР2,Рз]г = 2popz. 
(7.11) 

Образующая Ро (если она существует) коммутирует со всеми остальны
ми образующими. 

Дополнительное соотношение (3.36) в случае п = 3 теперь имеет 
вид 

2 2 о 
Р1Р2 - Рз - Ро = · (7.12) 
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Элементы Cfr Е ZP1 (Pn(J~)s), i = 1, 2, соответствующие элемен
там ci, i = 1, 2, из п. 3.4.2, суть 

Cgr 2 cgr 2 
i = Ро + Р1 + Р2, 2 = Р1Р2 - Рз· 

Отметим, что ввиду (7.12) для п = 3 справедливо равенство c~r = РЬ· 

Из выражения (5.25) для пространств Q = P 2 (R), S2 получаем 
двухчастичную гамильтонову функцию в виде: 

h 
(1+1·2)2 

2 (m1a - m2{7)(1 + r 2) m1a 2 + m2(32 
2 = Pr + PrPo + 2 Ро+ 

8mR2 2m1m2R2 2m1m2R (7.13) 

+ ~ (CsPi + Asp~ + 2BsP1P2) + V(r), 

где 

(7.14) 

Пуассонова алгебра Р1 (P2(R)s) ~ PJ (S§) изоморфна алгеб
ре gr И(sо(З)). В данном простейшем случае в алгебре gr И(sо(З)) су
ществует только один независимый центральный элемент: Cfr = Рб + 
+ PI + р~. 

§ 7 .2. Явно инвариантный вид гамилътоновой функции 
задачи двух тел на некомпактных 

двухточечно-однородных пространствах 

Здесь мы получим выражения гамильтоновой функции системы 

двух частиц на некомпактных двухточечно-однородных пространствах Q 
через образующие пуассоновой алгебры Р1 ( Q s). Кроме того, будут най
дены коммутационные соотношения для данных образующих. Использу

емые рассуждения совершенно аналогичны рассуждениям предыдущего 

параграфа. 
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7.2.1. Кватернионный случай 

Из выражения (5.26) получаем для пространства Q = нп(JНI) выра
жение для двухчастичной гамильтоновой функции в виде: 

(1 - r2)2 2 
fi = 2 Pr+ 

8mR 

(m1a - m2,8)(l - r2
) _ m1a2 + m2f'32 _2 (7.15) 

+ 2 PrPo + 2 Ро+ 
2m1m2R 2m111i2R 

+ ~ (Dhi51 + Fhf52 + 2ЕhРз + Chf54 + Ahf55 + 2Bhf5Б) + V(r), 

где Pi - образующие пуассоновой алгебры 

Р1 (H"(IНI)s) ~ grDiff1 (Hп(IНI)s), 

соответствующие образующим 1\, i =О, ... , 10, алгебры JJiff1 (P"(IНI)s), 
а функции Ah,Bh,Ch,Dh.Fh,E1, определены в §5.3. 

Из коммутационных соотношений (3.17) получаем 55 коммутаци
онных соотношений для образующих пуассоновой алгебры Р1 (H"(IНI)s) 
(см. замечание 4.3): 

[Ро,Р1]Р = Рз, [Po,f52]P = 'f5з, 

[Ро,Рз]Р = ~(Р1 + Р2), [Ро,Р4]Р = 2р5, [Ро,РБ]Р = 2f5в, 
[Ро,Рб]Р = fJ4 + f55, [Ро,f5т]Р = f5в, [f5o,f5s]P = f5т, 
[Po,f59]p =О, [Po,f51o]P =О, 
['f51,P2]P = --2i5oJ5з -- 2р7, [Р1,f5з]Р = -j5of51 ---- f5в, 

[fi1,fi4]p = -2j51, [f51,fi5]p =О, [Р1,Рв]Р = -рв, 
[Р1, f51]p = РзР6 - f51fi4 - pg - fi10, [Р1, f5в]Р = Pзfi5 - f51f5в, 

[P1,fig]p = 2fiзfis - 2fi1fi1, [fi1,fi1o]P = fi5j57 - fiвf5в, [fi2,fiз]P = fiofi2 + fiв, 
[P2,'f54]p = -2р7, [P2,p5jp = 0, [Р2,рв]Р = -pg, 
[P2,f51]P = f52p4 - РзРв - pg - fi10, 
[P2,i5s]p=p2j55-p3p5, ~,рg]р=2Р2f51-2РзРв, [i52,P1o]P = f55j57 - РвРв, 

[.Рз,J54]Р =О, [Рз,J55]р = 2f5в, [Рз,fiв]Р =Рт, [fiз,fi1]P = ~(Р2 ---1"51)fi5, 
(7.16) 
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[рз, fis]P = ~(Р2 - fi1)f5s + f5g + Р10, [Рз,Р9]Р = (f52 - 'f51)fiв, 

[f5з,f51о]г = Р6Р7 - f54J5в, 

[f54,f5s]P = -4f5о.Рб, [Р4,р5]р = -2.Pof54, [р4,р1]Р = (i51 + .P2)J"J4, 
[Р4,рв]Р = (i51 + Ji2)Pб - 2.Pof57, 
[p4,pgjp = 2(р1 + pz)p7, [p4,j51o]P = 0, [_р5,р5)р = 2j50J55, 
[ps,.P1]P = 2.РзРб + 2f5o.Ps, [155,JJв]г = 2j53jj5, 
[р5,рg]г = 4j5зрв, [.Ps,P1o]P =О, 

[p5,fi1]P = ~(Р1 + .Р2)J5б + .Рзf54 + J5of51, 

[рв,.Рв]Р = ~(Р1 + .P2)fis +i5зР6 ·-fiofis, 

[рв,рg]р = (fi1 + fJ2)fJs + 2j53j57, [Рб,Р1о]Р =О, 

[151,fiв]P = ~(f51 + i52):Ps - fiзi51 - i5o(f5g + .Р10), 

[f51,iJg]p = (JJ1 + fi2)(pg + fi10), 

[151,Р1о]Р = -~(.Р2 + P1)i5~ - i50P6P1 + fioi54Pв + ~(Р1 + P2)fi4fi5, 

[15s,f5g]p = 2Pз(fig + Р10), 
[J5s,.P1o]г = .Роi56Рв - fJзfi~ -·· Pof55J51 + PзiJ4fi5, 
[J5g,P1o]P = (р5р7 - P6Ps)(.P1 + Р2) + 2.Pзf54fis - 2.Рзi5вf51. 

Соотношение (3.18) переходит в соотношение 
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Дополнительное соотношение (3.19) для случая п = 2, как и для про
странства Q = рп(JН!), имеет вид 

Р1Р2 - Р~ - pg = о (7.17) 

и может быть использовано для исключения функции pg из списка об
разующих. 

Все пуассоновы алгебры Р1 (Hn(JНI)s) при п ?: 3 изоморфны друг 
другу. То же самое верно и для гамильтоновых функций. 
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-gr 
Центральные элементы Ci из алгебры Р1 (Hn(JНI)s), i = 1, 2, 3, со-

ответствующие элементам Ci, i = 1, 2, 3, из п. 3.2.2, суть: 

С~г = .Р6 + .Р1 - .Р2 + р4 - р5, с;г = f51i52 - fi~ - pg, 

cgr 1(- - )(- - )+ · з = 2 Р1 - Р2 р4 - р5 

+ 1 (- + - )2 -2 + 1 (- + - )2 -2 - + 2 - + 4 Р1 Р2 - Рз 4 Р4 РБ - Рв - pg Р10 

+ 1 -2(- - + - - ) J_ 1 ,А 
2Ро Р1 - Р2 Р4 - Р5 ' 4Ро· 

-gr 
Отметим, что ввиду (7.17) при п = 2 справедливо равенство С2 = О. 

7 .2.2. Октавный случай 

Выражение для гамильтоновой функции двухчастичной системы 

на пространстве Q = Н2 (Са) дается формулой (7.15), где теперь Pi, i = 
= О, ... , 9, - образующие пуассоновой алгебры 

соответствующие образующим Di, i =О, ... , 9, алгебры Diff1 (H2(Ca)s). 
В силу (3.45) коммутационные соотношения для этих образующих 

имеют вид: 

[Po,f51]P = fiз, [fio,fi2]P = fiз, [fio,fiз]P = ~(Р1 + i52), [f5o,f54]P = 2.Рв, 
[Po,fi5]p = 2рв, [fio,fiв]P = Р4 + р5, [.Po,i51]P = fis, 
[Po,fis]P = fi1, [fio,pg]p =О, [P1,f52]P = -2.РоРз - 2р7, 

[Р1,.Рз]Р = -pof51 - fis, [Р1,Р4]Р = -2р7, [J31,f55]p =О, 

[Р1,.Рв]Р = -рв, [P1,f51]P = -f51(f52 + f54) + fig + РзРв + fi~, 
[P1,.Ps]P = .Рзf55 -j51fiв, [P1,f5g]p = РвРв - fi5j57, 
[f52,.Рз]Р = РоР2 + Рв, (f52,fi4]p = -2j51, [f52,f55]p =О, 

[Р2,f5в]Р = -рв, [p2,f51]P = (р4 - f51)f52 + pg - РзРв + fi~, 
[P2,fis]P = f52Рв - fiзfi5, [Р2,Р9]Р = РвРв - fi5f51, 
[Рз,f54]Р =О, [Pз,fis]P = 2рв, [.Рз,f5в]Р = f51, 

[Рз,f51]Р = ~(f52 - f51).Рв, [Pз,f5s]P = f51f52 + ~(Р2 -- f51)Ps - pg - р~, 
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[Pз,f5g]p = f54f5s - P6f51, [P4,f55]p = -4j5of56, (7.18) 

[f54,f56]P = -2f5of54, [P4,p7jp = (f51 + f52)f54, 
[f54,f5s]P = (f51 + f52)f56 - 2f5of51, [p4,pg]p =О, [Р5,рб]Р = 2j5oj55, 
[P5,f57]p = 2f5зf5б + 2j5oj5s, [f5s,f5s]P = 2j5зj55, [P5,f59]p =О, 

[f56,f51]P = ~(151 + f52)f56 + f5зf54 + Pof51, 

[f56,f5s]P = ~(f51 + f52)j55 + РзР6 - f5of5в, [P5,f5g]p =О, 

[Р1,f5в]Р = ~(f51 + f52)f5в - Рзf51 + Pof5g + f5op~ - Pof51fJ2, 

[P1,jjg]p = -~(р1 + fJ2)f54f55 + РоР6Р7 - Pof54j53 + ~(Р1 + P2)j5~, 
[Ps,fJg]p = РзР~ - PoP6Ps - РзР4Рs + Pof5sfJ1. 

Центральные элементы cf, i.=1, 2, пуассоновой алгебры PJ(H2 (Ca)s), 
соответствующие элементам С1 , С2 из п. 3.5.2, имеют вид 

c~r = f55 + f51 - f52 + j54 - j55, c~r = j54j55 - р~ - 2pg. 

7 .2.3. Комплексный случай 

Из выражения (5.27) получаем для пространства Q = нп(С) выра
жение для двухчастичной гамильтоновой функции в виде 

h 
_ (1 - r 2)2 

2 (m1a - m2(3)(l - r 2) _ m 1a 2 + m2f32 _2 
- 8 R2 Pr + 2 R2 PrPo + 2 R2 Ро+ 

m m1m2 m1m2 (7.19) 

+ ~ (DhP1 + Fh'f52 + 2ЕhРз + Chp~ + Ahp~ + 2BhP4Ps) + V(r), 

где Pi, i = О, ... , 5,- образующие пуассоновой алгебры Р1 (Hn(C)s) 9! 

9! gr Diff1 (Hn(C)s), соответствующие образующим Di, i = О, ... , 5, ал
гебры Diffr (Нп(С)8 ). Образующую пуассоновой алгебры Pr (Hn(C)s), 
соответствующую образующей О алгебры Diff1 (Hn(C)s) обозначим че
рез PD· 

Коммутационные соотношения для этих образующих имеют вид: 

[Po,i51]P = Рз, [Po,'J52]P = Рз, [Ро,Рз]Р = ~(Р1 + Р2), [ро,Р4]Р = Ps, 

[:Ро,РБ]Р = р4, [Ро,Ро]Р =О, [P1,'J52]P = -2ро'J5з - 2po'J54, 
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[.Р1,.Рз]Р = -.Ро.Р1 ·- .Ро.РБ, [.Р1,р4]р = --j5o, [f51,f5Б]P =О, 

lP1,J5o]P = РзРs - P1J54, [Р2,Рз]Р = РоР2 + fufis, [Р2,р4]р = -·ро, 
[.P2,f55]p =О, [P2,f5o]P = Р2Р4 - р3р5, [J5з,.Р4]Р =О, [рз,РБ]Р = Ро, 

[f5з,fu]P = ~(Р2 - P1)f5s, [p4,f5s]P = -Ро, (7.20) 

[р4,ро]Р = ~(Р1 + Р2), [Ps,Po]P = Рз· 

Дополнительное соотношение (3.29) при п = 2 переходит в соотно-
шение 

- - -2 -2 о 
Р1Р2 - Рз - Ро = . (7.21) 

,,,.g1· 
Элементы Ci Е ZPr (Hn(C)s), i = 1, 2, 3, соответствующие элемен-

там ci, i = 1, 2, 3, из п. 3.3.2, суть 

Cgr -2 + - - -1 -2 -2 C'gr 2((- ' - )- 2- - + 2- - ) 1 = Ро Р1 ·-- Р2 т Р4 -- Р5, ·2 = · Р1 т Р2 P.s - р3р4 - ·· РоРО , 

Cgr - - -2 -2 
з = Р1Р2 - Рз - Ро · 

-gr 
Отметим, что в силу (7.21) при п = 2 справедливо равенство С3 =О. 

7 .2.4. Вещественный случай 

Из выражения (5.28) получаем для пространства Q = нп(:R), п ~ 3, 
выражение для двухчастичной гамильтоновой функции в виде: 

(1 -- r2)2 
2 (т1а -- m2/3)(l ·- 1·2) _ m1a2 + rn2fJ2 _2 h. = ---pr + . . Pr·Po + ·· ··-, -ро+ 

8rnR2 2m1rn2R2 2m1rn2R2 

+ ~ (C1,j51 + AhJ)z + 2Вhрз) + V(r). (7.22) 

Пуассонова алгебра Pr (Hn(R)s) порождается элементами Pi, i 
= О, ... , 3, при п ~ 4 и элементами .Ро,р;, i = О, ... , 3, при п = 3. 
Коммутационные соотношения для этих образующих суть 

[ро,Р1]Р = 2j5з, [Ро,.Р2]г = 2рз, [Ро,рз]г = Р1+112, 

[р1,Р2]Р = -4j5ofiз, [р1,Рз]г = -2pof51, [Р2,.f5з]г = 2j50.f52. 
(7.23) 

Образующая f5o (если она существует) коммутирует со всеми остальны
ми. 
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Дополнительное соотношение (3.37) в случае п = 3 теперь имеет 
вид 

(7.24) 
~gr -

Элементы Ci Е ZP1 (Hп(JR)s), i = 1,2, соответствующие элемен-
там ci, 'i = 1, 2, из п. 3.4.2, суть 

C5r -2 + - - -лgс r - - -2 
i = Ро Р1 - Р2, 2 = Р1Р2 - Рз· 

Отметим, что в силу (7.12) при п = 3 справедливо равенство ~r = рЁJ. 
Для пространства Q = H 2 (JR) выражение (5.29) дает: 

h 
(1 - r 2 ) 2 

2 (т1а - m2/3)(l - r 2) _ rnia2 + т2/32 _2 = Pr + PrPo + 2 Ро+ 
8rnR2 2m1rn2R2 2m1m2R 

+ ~ (Chp~ + Ahp~ + 2Bhf51f52) + \/(r), 

где 

(7.25) 

Пуассонова алгебра Р1 (H2 (1R)s) изоморфна градуированной алгеб
ре gr U(so(l, 2)). В этой алгебре существует только один независимый 
центральный элемент C~r = Рб +Р~ -р§, и это простейший некомпактный 
случай. 

§ 7 .3. Динамика двухчастичной системы и проблема 
столкновения частиц 

Заметим прежде всего, что классическая задача двух тел на про
странствах рп(IНI), рп(С), pn(JR), sп и их гиперболических анало

гах H"(IНI), нп(С), нп(JR) достигает наибольшей общности при п = 
= 3, поскольку при п > 3 существует некоторое вполне геодезическое 
подпространство Q, изометричное соответственно пространствам P3 (IНI), 
рз(с), р3 (Щ, sз, H3 (IНI), нз(С), H 3 (JR), содержащее начальные поло
жения частиц и такое, что начальные скорости частиц касаются его. 

Этот факт согласуется с тем, что гамилыоновы функции (7.3), (7.7), 
(7.10), (7.15), (7.19), (7.22) и соответствующие пуассоновы алгебры ста
бильны при п ~ 3. 

Известно, что гамилыонова механика допускает следующий под

ход, тесно связанный с квантовой механикой. При этом подходе глад

кие функции на симплектичес1юм фазовом пространстве 1\ll называются 
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наблюдаемыми. Интерес представляет их эволюция под действием фа
зового потока с,а?, соответствующего гамильтоновой функции h: 

ft(x) := f(ipf (х)), d:~ = Xh, х ЕМ, f Е С00 (Л1). 

В силу (4.4), эволюция наблюдаемой ft описывается уравнением 

(7.26) 

Интеграл потока cpf является постоянной наблюдаемой. 
Пусть теперь группа Ли G пуассоново действует на простран

стве }.;/. Будем рассматривать только G-инвариантные наблюдаемые и, 
в частности, только G-инвариантные гамильтоновы функции. Факти
чески эта программа для задачи двух тел на двухточечно-однородных 

пространствах была реализована в § 7.1 и § 7.2. Действительно, там 
была найдена полная система независимых G-инвариантных наблюдае

мых r,pr,Po,P1, ... на соответствующем кокасательном расслоении, вы
ражение двухчастичной гамильтоновой функции через эти образующие 

и коммутационные соотношения (7.4), (7.6), (7.8), (7.11), (7.14), (7.16), 
(7.18), (7.20), (7.23), (7.25). Вместе с очевидными коммутационными со
отношениями 

[r,pr]P = 1, [r,pi]P =О, [pr,Pi]P =О, i =О, 1, 2, ... , 

это позволяет написать уравнение (7.26) в явном виде для системы неза
висимых G-инвариантных наблюдаемых. 

r -gr 
Очевидно, что функции Cf и С i выше являются интегралами 

двухчастичного движения для любого центрального потенциала V(r). 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.1. Из конструкции Аdк0 -инвариантных элементов в алгеб
ре S(p) (глава 3), замечания 4.3 и неравенства Коши-Буняковского для ве
щественных, комплексных или кватернионных векторных пространств следуют 

следующие неравенства для функций Pi и Pi на фазовом пространстве. 
1) Для пространств pn (JН!), нп (IНI): 

р1, р2,р4,р5, pg, Р1 ,'р2, р4, р5, pg ;;:: О, 

р1р2 - р~ - pg ;;:: О, р4р5 - р~ ;;:: О, Р1Р2 - р~ - pg ;;:: О, р4р5 - Р~ ;;:: О, 

р~ ::;; p4pg, р~ ::;; р5р9, р~ ::;; р4р9, р~ ::;; р5р9. 
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2) Для пространств pn(<C), нп(<С): 

P1,p2,i.i1,ji2 ~ О,р1р2 - Р~ - Рб ~О, i.i1ii2 - Р~ - iiб ~О. 

3) Для пространств pn(JR),sn, нп(JR): 

p1,P2,ji1,P2 ~ О,р1р2 - р~ ~О, Р1Р2 - Р~ ~О. 

4) Для пространств Р2 (<Са),Н2 (<Са): 

p1,p2,p4,ps,fi1,p2,P4.Ps ~ О,р1р2 - р~ ~О, Р1Р2 - р~ ~О, р4р5 -· р~ ~О, 

fi4fi5 - ii~ ~о, IP1I ~ 14.Jp1p2p4, IP1I ~ 14v.P1.P2fi4, IPsl ~ 14.JPiP2P5, 

liJsl ~ 14.Jp1p2p5, \pg\ ~ 16 · 49.Jp1pzp4p5, \pgl ~ 16 · 49.Jp1p2p4p5. 

7 .3. t. Проблема столкновения частиц 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений для вели
чин r,pr,po,P1, ... определяет, в частности, эволюцию расстояния между 
частицами. Если потенциал V является гладкой функцией на простран
стве (Q х Q)\ diag, ограниченной при бесконечном удалении частиц друг 
от друга (для некомпактного пространства Q), то единственным пре
пятствием для существования глобального решения этой динамической 

системы может быть столкновение частиц. Для потенциала отталкива

ния V(r) такого, что V(r) __, +оо при r-+ О, столкновения могут иметь 
место только в случае фронтального движения частиц по общей гео

дезической с достаточно большими скоростями. Рассмотрим потенциал 

притяжения i/(r). 
Априори существуют два возможных сценария столкновения частиц 

в момент времени to. Первый, наиболее естественный, соответствует на
личию предела limt-.to-O r(t) = О. Второй сценарий более патологиче
ский: lim inft-...ta-O r(t) =О, но предел limt-...to-O r(t) не существует. 

Предположим, что для любого е > О выполняются следующие уело-
вия: 

V(r) ~ С1(е) = const, 11 grad V(r)ff :::;; С2(е) = const, Vr ~ е. (7.27) 

Используя подход из [180] (см. также [185]), можно доказать, что вто
рой сценарий для таких потенциалов невозможен.2 Действительно, обо-

2Рассуждения Пенлеве относятся к задаче n тел (п ~ 3) с гравитационным 
взаимодействием в евклидовом пространстве. Обозначим в данном случае r(t) := 
= mini;ij rij(t), где Tij - расстояние между i-ой и j-ой частицами. Пенлеве доказал, 
что если liminft-...t0 -o r(t) =О, то и limt-->to-O r(t) =О. 
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значим через 

х = f(x), х(О) =Хо (7.28) 

систему обыкновенных дифференциальных уравнений, соответствую

щую задаче двух тел на двухточечно-однородном пространстве Q в ло
кальных координатах. Стандартная теорема существования решения за
дачи Коши ([47], гл. 2) гарантирует существование решения систе
мы (7.28) на временном интервале, длина которого определяется верхней 
оценкой для jjf(x)IJ в некоторой области, содержащей точку х(О). Закон 
сохранения энергии и неравенства (7.27) влекут ограниченность скоро
стей частиц, а потому и ограниченность llf(x)jj при r ~с> О. Поэтому 
условие r(t') ~с > О обеспечивает существование решения задачи двух 
тел на пространстве Q (а значит, и неравенство r(t) > О) при t' < t < t' + 
+Те;, где величина Те: > О зависит только от с. Теперь предположения 
liminft->to--O r(t) =О и r(tk) > с >О для бесконечной последовательно
сти tk --+ to - О ведут к противоречию при ta - tk < 1"с,. • 

В евклидовом случае критическую асимптотику при т· --+ О имеет 

центробежный потенциал 

17 с 
v "' -2' с < о. 

т· 

Поэтому для потенциалов V = o(r-2 ) отсутствуют столкновения для 
начальных условий, которые не соответствуют фронтальному движению 

частиц. Для неплоских двухточечно-однородных пространств ситуация 

более тонкая. 

Начальные условия системы двух тел можно различать по значени-
gr -gr 

ям соответствующих интегралов движения Ci или С; . Некоторые зна-
чения этих интегралов могут соответствовать фронтальному движению 

частиц вдоль общей геодезической, что ведет к их столкновению. Одна

ко те же значения данных интегралов могут соответствовать и другому 

движению тел. В силу вероятной неинтегрируемости задачи, отсутствие 

столкновений во втором случае трудно гарантировать. 

Другие значения интегралов не могут соответствовать фронтально

му движению частиц по общей геодезической. Для этих значений инте

гралов теорема ниже гарантирует отсутствие столкновений частиц. Она 

обобщает результат, полученный для пространств постоянной кривизны 

в [189], на все двухточечно-однородные пространства. 
Положим для простоты о: = m2 / ( m 1 + m2), /З = m1 / ( rni + т2). 

В этом случае функции As,h, Bs,h, Cs,h: Ds,h, Es,h, Fs,h имеют следую-
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щие асимптотики при r -··~ О: 

A.,,h(r) = 1 
2 2 + 0(1), Bs.li(r) = O(r), 

4rnR r · 

Cs,h(г) = l + О(г2 ), 
(т1 + m2)R2 

Ds,h(r) = 1 
2 + О(г2 ), Es,h(r) = O(r), 

(т1 +m2)R 

(7.29) 

F~,h(г) = +, + 0(1). 
rnR г 

Теорема 7 .1. Пусть потенциал V (г) является гладким при г >О, 
справедливы неравенства (7.27) и V = о(г- 2 ) при г-; О. Тогда столк
новения частиц отсутствуют в следующих случаях (везде ci = 
= const): 

1) Q = рп (JНI)' п ? 3, c~r = С2 > о ; 
2) Q = рп(С), 7! ? 3, C!r = С3 >О; 

3) Q = pn(JR), S", п? 3, c~r = С2 >о; 

) 3 C.,gr О 
а n? , 3 = С3 > ; 

) 
-gr 

б n ~ 2, С 1 = С1 < 0; 

в) п ? 2, C~r = О и (.Р5 + Р1 + Р2 + р4 + Ps) t=o > О ; 

6) (J = H"(IR) : 

) 
-gr 

а п? 3, С2 = с2 >О; 
-gr 

б) п? 2, С1 = С1 <о; 
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7) Q = Н2 (Са) : 

а) Cir = С1 < О; 

б) Cir =О И (.Рб + Pl + Р2 + Р2 + Р4 + P5)t=0 >О. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проведем доказательство от противного. Из рас
суждений выше следует, что можно предположить существование траек

тории двухчастичной задачи, начавшейся при t = О, регулярной при О < 
< t < ta и такой, что lirnt--+to-O r(t) = О для некоторого ta > О. Заметим 
прежде всего, что неравенства из замечания 7.1, асимптотики (7.29) 
и закон сохранения энергии влекут P2(t),p5(t)-* О или .P2(t),p5(t) -*О 

gr -gr 
при t -* ta - О. Поэтому из равенств 0 1 = const, 0 1 = const 
и неравенств замечания 7.1 следует, что все функции р,, р; ограниче

ны при О~ t < t0 на данной траектории. 

Рассмотрим случай 4(а). Здесь j51p2 = с2 + р~ + j59 ;;;:: с2 и поэто
му р1 ;;;:: c2/'f52 --+ +оо, t-* ta -0, что противоречит неравенству f51 ~ с1 + 
+ 'f52 + р5-* с1 , t--+ t0 - О. Доказательство в случаях l, 2, 3, 5(а) и б(а) 
совершенно аналогично. 

В случае 4(Ь) имеем Рб +'f51 +JJ4 = с1 +.P2+'f55 -* с1 < О, t -·_, ta - О, что 
противоречит неравенствам из замечания 7.1. Случаи 5(Ь), б(Ь) и 7(а) 
совершенно аналогичны. 

В случае 7(Ь) имеем 

р~ = Р2 + р5 --- .Р1 - р4 ~ Р2 + р5. (7.30) 

С учетом неравенств из замечания 7.1, условия р2 =" р5 = О дают, тем 

самым, равенства р; =О, i =О, ... , 9. Поэтому (j52 + p5)t=O > О. Будем, 
не теряя общности, дополнительно предполагать, что t0 --- минимальное 

положительное значение t, такое что 

lirn (Р2 + р5) = о. 
t--+t0 -0 

Уравнени5' (7.15), (7.18), (7.26) дают: 

d ( _ + _ ) Ро (fiз + 2f5в) + D ( - - + - ) + Е ( - - - ) + 
dt Р2 Р5 = - ( )R2 h РоРз Р1 h РоР2 - Ps 

m1+m2 

+ Oh (-i51 + 2f5of5в) + Bh(-f5s + 2f5of55). 
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Поэтому формула (7.30) и неравенства из замечания 7.1 влекут следую-
щую оценку: 

1 ~ (i.J2 + р5) 1 ~ с (р2 + р5) 
в с:-окрестности величины t0 для некоторых с: > 
С учетом неравенства Гронуола, получаем 

о и с 

li>2(t) + Ps(t) - P2(to - О) - Ps(to - O)J ~ 
~ (P2(to - О)+ j55(to - О)) ехр (C(to - t)) =О 

const > О. 

при to - с: < t < to. Отсюда P2(t) + Ps(t) = О для некоторого положи
тельного t < t0 , что противоречит минимальности t0 . Доказательство 

в случаях 4(с), 5(с) и б(с) аналогично. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.2. Неформально условия теоремы 7.1 означают, что на малых 
расстояниях вращательное движение частиц превалирует над их поступатель

ным движением. Во всех случаях этой теоремы, кроме 4(с), 5(с), б(с) и 7(Ь), 

для конкретных потенциалов V, таких что V = o(r2
) при r-+ О, нетрудно найти 

положительные нижние оценки расстояния между частицами. 

7.3.2. О поиске нетривиальных интегралов движения 

Нетрудно видеть, что центр пуассоновой алгебры PJ (Qs), комму
тирующей с двухчастичной гамильтоновой функцией, сам по себе не 

достаточно широк для обеспечения интегрируемости задачи двух тел 

с нетривиальным взаимодействием. В настоящий момент неизвестен 

ни один нетривиальный центральный потенциал, допускающий нетри

виальный интеграл движения, т. е. интеграл, зависящий как от пере

менных r,pr. так и от «групповых переменных» р0 ,р1 , ... (и при этом, 
конечно, независимый от самой гамильтоновой функции). В § 7.5 мы 
увидим, что наличие одного такого интеграла в вещественном случае 

привело бы к интегрируемости задачи двух тел. Здесь мы опишем воз
можный подход к поиску такого интеграла. 

Очевидно, что задача двух тел с тривиальным потенциалом V = О 
является интегрируемой, поскольку в этом случае частицы движутся 

независимо. Аналогично квантовому случаю (см. замечание 5.3) двух
частичную гамильтонову функцию можно представить в виде h1 + h2 + 
+ V(r), где функция lik, k = 1, 2, пропорциональна l/mk и справедливо 
равенство [h 1 , h.2]p =О. Например, для функции (7.3) имеем: 

(1 + r2)2 ,6(1 + r2) /32 
li - р2 - р р + ---р2+ 

1 - 8 R2 r 2 R2 r о 2 R2 о 
т.1 m1 m1 
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1 +r2 
+ (sin2 (/Зarctgr)p1 +cos2 (/Зarctgr)p2 -sin(2f3arctgr)p3 ) + 

2m1R2r 2 

(1 + r2)2 
+ 

2 2 (sin
2 (2{-Jarctgr)p4+cos2 (2;Зarctgr)p5 -sin(4/Jarctgr)p6), 

8m1R r 

(1 + r 2 ) 2 
2 a(l + r 2 ) 0 2 2 

h2 = 
8 

R2 Pr + 2 R2 PrPo + -2 R 2 Po+ 
m2 m2 m2 

+ 1 +~
2 

2- (sin2(o:arctgr)p1 + cos2(o:arctgr)p2 + sin(2o:arctgг)pз) + 
2m2R r 

(l+r2)2 
+ 2 2 ( sin2 (2о: arctg r )р4 + cos2 (2о: arctg r )р5 + siн( 4о: arctg г )Рб) . 

8m2R г 

При выборе о: = 1, ;З = О функции h1 и h.2 рациональны относительнс 
переменной r: 

(1 + r2)2 2 1 + r2 (1 + r2)2 
h,1= 2 Pr+ 2 ~Р2+ 22 РБ, 

8m1R 2m1R r- 8m1R r· 

h _ (1 + r 2)2 
2 1 + r 2 ___Е0___ r 2p1 + р2 + 2грз + 

2 - 8 R2 Рг + 2 R2PrPo + 2 R2 + 2. R2 2 m2 . m2 m2 m2 r 

+ 1 
2 2 

(4r2p4 + (1 - r 2)2ps + 4т(1 - т2 )Рб). 
8m2R т 

Однако неясно, можно ли ввести нетривиальный потенциал в функ· 

ции h1 , li 2 , не нарушая их коммутативности, так, чтобы сохранялосr 

равенство h = h.1 + h2. 

Численные вычисления сечений Пуанкаре, проведенные автороN 
совместно со Степановой для приведенной задачи двух тел в простран· 

ствах sп и нn(JR) (см. § 7.5) с кулоновским и осцилляторным потенциа
лами, свидетельствуют о слабом хаосе в данных динамических системю 

[ 190]. В работах [ 197] и [ 198] доказана ее мероморфная неинтегриру· 
емость с четырьмя потенциалами, включая кулоновский и осциллятор· 

ный. 
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§ 7 .4. Проблема центра масс 
на двухточечно-однородных пространствах 

Важность центра масс для системы изолированных частиц или 
твердого тела в евклидовом пространстве вытекает из следующих его 

свойств: 

1) центр масс классической механической системы движется с посто
янной скоростью по прямой (геодезической) линии; 

2) переменные, соответствующие центру масс, отделяются от осталь
ных как в классическом, так и в квантово-механическом случаях. 

Из этих свойств следует, в частности, что движение классической систе

мы (вообще говоря, сложное) можно представить как простое движение 

центра масс и движение системы относительно центра масс, что ча

сто упрощает задачу. Под действием внешних сил центр масс движется 
так, как если бы все силы были приложены к телу, расположенному 

в центре масс и имеющему массу, равную сумме масс частиц системы. 

Попытка обобщения понятия центра масс на неплоские двухточечно

однородные римановы пространства наталкивается на трудности, свя

занные с отсутствием динамических свойств, подобных свойствам 1 и 2 
выше. Естественно определить центр масс для системы двух частиц 

на двухточечно-однородном римановом пространстве как точку на крат

чайшем геодезическом интервале, соединяющем эти частицы, которая 

делит этот интервал в фиксированном отношении. Если это отноше
ние совпадает с отношением масс частиц (как в евклидовом случае), 

то мы обозначим соответствующий центр масс через R1. 
Однако даже для пространств постоянной кривизны такое определе

ние центра масс не обладает свойством 1 [ 189]. Например, рассмотрим 
две свободные частицы на сфере 8 2 . Выберем на сфере две противо
положные точки (полюса) и экватор, соответствующий эти полюсам. 

Пусть одна из частиц покоится в одном из полюсов, а вторая равно
мерно движется вдоль экватора. Тогда любая точка кратчайшего геоде

зического интервала, соединяющего эти частицы, не движется по гео

дезической, за исключением случаев ее совпадения с одной из частиц. 

Последнее, очевидно, бессодержательно. Поэтому для определения цен

тра масс на двухточечно-однородных римановых пространствах нужно 

опираться на свойства, отличные от свойства 1. 
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7 .4.1. Существующие понятия центра масс на пространствах 
постоянной кривизны 

Аксиоматический подход к понятию центра масс на пространствах 
постоянной кривизны был развит в работах [27; 120]. Пусть Q{ = 
= ((Ai, mi))~: 1 - система материальных точек А; (возможно, пустая) 
с массами mi в пространстве Q постоянной секционной кривизны, со
ответствующем типам 2 или 9 по классификации, данной в § 1.1. Обо
значим через А множество всех таких систем, а через Ао подмножество 
одночастичных систем. Для любого положительного вещественного чис

лах определим операцию х. Q{ = ((Ai, xmi))~: 1 . 

Теорема 7.2 ([120]). Пусть Q - пространство постоянной кри
визны sп или нп(R). Существует единственное отображение 1U мно
жества А в множество А0, удовлетворяющее следующим аксиомам: 

1) 1U ((А1, m1)) = (А1, m1); 

2) 1U (l.2t u SВ) = 1U (1U(l.2t) U 1U(SВ)); 

з) Щх · Qt) = х · IU(1.2t); 

4) 1U о q = q о 1U для произвольной изометрии q пространства Q; 

5) отображение 1U является непрерывным относительно есте
ственной топологии на множестве А. Две системы материаль
ных точек близки в этой топологии, если их точки попарно 
близки и имеют близкие массы. Точки с малыми массами близки 
пустому множеству. 

Для сферы sп отображение 1U переводит систему ((A1 ,m1), 
(А2, т2)) в материальную точку (центр масс), расположенную 
на кратчайшем геодезическом интервале, соединяющем точки А1 ,А2 . 
Положение этой точки, удаленной от i-ой частицы на расстоя
ние Pi, i = 1, 2, определяется уравнением: 

. (Р1) . (Р2) m1 sш R = m2 sш R , Р1 + pz = р, 

где р - расстояние между частицами. Масса центра масс полага-
ется равной 

m 1 cos (~) + m2 cos ( ~). 
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Для пространства Лобачевского нп(JR) отображение \lJ получа
ется заменой тригонометрических функций sin, cos из предшеству
ющего случая на соответствующие им гиперболические функции 
sh, ch. Например, для двух материальных точек получаем систему 
уравнений 

m1 sh ( ~) = m2 sh ( ~) , Р1 + Р2 = р, (7.31) 

а масса центра масс равна величине 

Обозначим центр масс, определенный таким образом, посред
ством R2 . Заметим, что данный центр масс системы двух частиц, нахо

дящихся в диаметрально противоположных точках сферы, произвольно 

расположен на соответствующем экваторе и имеет нулевую массу, т. е. 

эквивалентен пустому множеству. 

Данный подход к определению центра масс соответствует понятию 

центра масс в плоском пространстве-времени специальной теории от

носительности (SR) [120]. Действительно, для фиксированной инерци
альной системы отсчета существует взаимно-однозначное соответствие 

между возможными скоростями частиц в SR и материальными точками 
в пространстве H 3 (JR) с массами, равными массам покоя в SR. Поэтому 

N 
система Qt = ((Ai, m;))i=l Е .А соответствует системе <;(Qt) движущихся 
частиц в SR с массами покоя mi и скоростями vi. Суммарная масса m 
и суммарный импульс р последней системы определяются следующими 

равенствами: 

N N 
·-~ mi ._ ~ m"vi m .- L., ' Р .- L., . 

i=l /1 - vт i=l F-Vl 
Пусть 3 - эффективная частица в SR с массой покоя m и скоростью v, 
так что 

niv = р. 
vl-v2 

Эта частица определяет центр масс <,-- 1(3) системы Qt в простран
стве H 3 (IR), геометрически совпадающий с R2. 

Ясно, что данное определение центра масс легко обобщить на си

стему непрерывно распределенных масс. 
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Определение центра масс R 2 представляется достаточно естествен

ным. К сожалению, для него не известны «хорошие» динамические свой

ства. Для нахождения центра масс с таким свойствами можно пытать

ся искать чисто геометрическое определение, не наделяя центр масс 

какой-либо массой. В этом случае не нужно беспокоиться о выполне

нии аксиом 2 и 3 теоремы 7.2, получая больше свободы. Этот подход 
к понятию центра масс применительно к свободному движению на про

странствах sп, нn(JR), п = 2,3, был развит в различной степени общ
ности в работах [174; 184; 224]. Рассмотрим следующее определение 
центра масс, использовавшееся в этих работах. Пусть Q = нn(JR), п = 
= 2, 3. Определим твердое тело в пространстве Q, задав неотрицатель
ную функцию плотности е(х), х Е Q, с компактным связным носителем, 
и рассмотрим функцию 

r 2(р(х,ц)) 
У(х) = }q sh -Jt- e(y)d11(y), (7.32) 

где /J, - мера на пространстве Q, порожденная римановой метрикой. Эта 
функция имеет единственный минимум, который и выбирается в каче

стве центра масс R 3 твердого тела. Ясно, что аналогичное определение 

можно дать и для системы частиц, заменяя интеграл в (7.32) соответ
ствующей суммой. 

В отличие от центра масс R2 , центр масс R 3 для системы двух 
частиц определяется из следующих уравнений (ер. с (7.31)): 

2р1 2р2 
m1 sh( R) = m2 sh( R ), Р1 + Р2 = р. (7.33) 

Здесь, как и прежде, р - расстояние между частицами, а Pi, i = 
= 1, 2, - расстояние между i-ой частицей и центром масс, расположен

ным на кратчайшем геодезическом интервале, соединяющем частицы. 

Назовем свободное движение твердого тела свободным вращением, 

если все точки этого тела движутся вдоль траекторий некоторого эллип

тического преобразования (см. п. 1.3.3). Свободное движение твердого 
тела назовем свободной трансляцией, если все точки тела движутся 

вдоль траекторий некоторой трансляции. Центр масс R 3 обладает сле

дующими динамическими свойствами: 

1) в пространстве нn(JR) возможно свободное вращение произвольно
го твердого тела. При п = 2 возможно единственное такое вращение 
[174] вокруг центра масс, а при п = 3 возможно три независимых 
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вращения [184] вокруг трех попарно перпендикулярных осей, про
ходящих через центр масс R 3 . 

2) Все возможные свободные трансляции твердого тела имеют геоде
зические оси, проходящие через центр масс R3 . При п = 2 имеются 
две такие геодезические. При п = 3 существуют три такие геодези
ческие и они совпадают с осями свободных вращений. 

3) Центр масс R 3 однозначно определяется свойствами 1 или 2. 

4) Скорости всех возможных свободных вращений и трансляций по
стоянны. 

Отметим, что свободное движение твердого тела вдоль гороциклов от

сутствует [ 174] . 
Ситуация в пространствах Q = sп, п = 2, 3, аналогична, если огра

ничиваться твердыми телами «умеренных размеров», а именно если диа

метр твердого тела не превосходит 7Г R/ 4 [224]. Последнее условие тре
буется для того, чтобы различать трансляции и вращения твердых тел 

по расположению неподвижных точек соответствующих однопараметри

ческих подгрупп изометрий относительно самого твердого тела, посколь

ку все такие подгруппы сопряжены в группе 80( п + 1) и их траектории 
в пространстве Q эквивалентны. 

Отметим, что при большинстве свободных движений твердого тела 

в пространстве постоянной кривизны его центр масс R3 не движется 

вдоль геодезической, даже если тело является однородным шаром [224]. 
Ввиду данного факта и свойства 1 выше, в твердом теле отсутствуют 
точки, которые двигались бы вдоль геодезических при произвольных на

чальных скоростях. Поскольку твердое тело является предельным слу
чаем системы взаимодействующих частиц, то это же верно для такой 

системы. 

Для системы двух взаимодействующих частиц попробуем найти 

точку на кратчайшем геодезическом интервале, соединяющем части

цы и делящем его в фиксированном отношении, так чтобы эта точка 

двигалась с постоянной скоростью вдоль геодезической для некоторых 
начальных скоростей частиц при произвольном потенциале взаимо

действия. 

Определение 7.1. Пусть Q2 = (Q х Q)\Q 0 p - множество поло
жений двух частиц на пространстве Q, соответствующих единственной 
кратчайшей геодезической, соединяющей частицы. Отображение из мно

жества Q2 в пространство Q назовем динамическим центром масс, если 
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1) оно переводит положение двух частиц из Q2 в точку х0 на гео
дезическом интервале, соединяющем частицы, которая делит его 

в фиксированном отношении, зависящем только от масс частиц; 

2) для произвольной геодезической в пространстве Q существуют на
чальные положения и скорости частиц, при которых для любого 

потенциала взаимодействия точка х0 движется вдоль данной геоде
зической с постоянной скоростью. 

Для краткости будем также называть значения данного отображения 
«динамическим центром масс». 

Отметим, что данное определение годится для произвольного полно

го риманова пространства, если частицы расположены достаточно близ

ко друг от друга. 

7 .4.2. Связь существующих понятий центра масс с двухчастичной 
гамильтоновой функцией 

Рассмотрим теперь связь формул для двухчастичной гамильтоновой 

функции из § 7. l и § 7.2 с различными понятиями центра масс. 
Предположим, что геодезический интервал ::Y(s) из § 5.l, соединя

ющий частицы, движется одновременно с их движением. Точка ::У(О) 
делит геодезический интервал в отношении а/(1-а), О~ а~ 1. С дру
гой стороны, разложение алгебры Ли g в предложении l .2 адаптировано 
к точке ::У(О). Обозначим через ш(t) эволюцию точки ::У(О). Эта функция 
может терпеть разрыв при проходе частицами множества Q 0 p с Q х Q, 
но для пространства Q i' pn(JR) траектория общего положения на про
странстве Q х Q не пересечет множества Qop· 

Рассмотрим простейший компактный случай Q = S2 или Q = P 2 (JR) 
с гамильтоновой функцией, заданной формулой (7.13). Соответствующая 
группа Ко тривиальна и (QxQ)\(diagUQ0 p) = Ix80(3). Поэтому функ-

ция -р0 является гамильтоновой для векторного поля Ю на Т* 80(3) 
(см. (4.27), (4.28) и доказательство предложения 4.9). Отождествим 
начальное положение системы на пространстве (Q х Q)\(diagUQ0 p) = 
= 1 х 80(3) с точкой (т(О), е) Е I х 80(3). 

Ясно, что проекция движения частицы на второй сомножитель про

изведения 1 х 80(3) описывается отображением 

t-> ехр(tсЛ), 
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если проекция dh дифференциала dlt на второй сомножитель произведе
ния Т* 1 х Т* 80(3) совпадает с -cdp0 , с= const вдоль траектории си
стемы. Этот случай соответствует движению обеих частиц вдоль общей 
геодезической таким образом, что движение точки w по пространству Q 
описывается формулой 

ш(t) = ехр(tсЛ)ш(О) 

и, в силу второго утверждения предложения 5.1, точка w движется 
вдоль геодезической ::Ylt=O с посто~.ной скоростью. 

Остается проверить условие dh = -cdp0 на траектории системы. 

Очевидно, что 

di ((m1a-m2,8)(1+r
2
) ni1a2 +m2,82 )d 

1t = 2 Рт + 2 Ро Ро+ 
2m1m2R m1m2R (7.34) 

+ (CsP1 + BsP2) dp1 + (AsP2 + BsP1) dp2. 

Для произвольно~~ потенциала V значения r и Рт могут быть про
извольными, поэтому dh = -cdp0 , если и только если m1a = m2/3, Ро = 
= const, р1 = Р2 = О. В силу (7.14) данные значения функций Pi дей
ствительно сохраняются вдоль траектории системы. Отсюда получаем: 

Предложение 7 .1. Для системы двух частиц на двухточечно

однородном римановом пространстве центр масс R1 является единствен

ным динамическим центром масс, соответствующим движению частиц 

вдоль общей геодезической. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для пространств Q = 8 2 И Q = Р2 (~) утвер
ждение следует из рассуждений выше, поскольку при условии m 1 а = 
= m2f3 точка 1(0) совпадает с центром масс R 1 . Для других компакт
ных двухточечно-однородных пространств любая геодезическая лежит 

на двумерном вполне геодезическом подмногообразии (см. замечание 
1.1), ЧТО СВОДИТ рассмотрение К случаю Q = S2 ,P2 (~). Для неком
пактных двухточечно-однородных пространств рассуждения аналогичны 

в силу замечания 5.2. 8 

Рассмотрим теперь возможность движения той же системы, соот

ветствующей гамильтоновой функции (7.13), под действием однопара
метрической группы, порожденной элементом f2л, 1 Е .sо(З). Это движе
ние порождается дифференциалом cdp2 , с i= О и соответствует враще
нию геодезической ::У вокруг фиксированной точки ::У(О). Рассуждая как 
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и выше, получаем, что в данном случае выражение dh должно равнять
ся cdp2. Из (7.34) получаем 

CsPl + BsP2 =о, BsPl + AsP2 =с, 

(m1a ·- m2f3)(l + r 2) m1a2 + т2,62 
-------

2
---Pr + 2 Ро == О. 

2m1m2R m1n~R 

(7.35) 

Как и выше, для произвольного потенциала V(r) значения r и P·r произ
вольны и последнее уравнение из (7.35) дает снова а= m 2/(ni1 + т2), 
откуда Ро = О. Аналогично первое уравнение дает р1 = О, Р2 = О и по
этому с = О. Таким образом, свойство 1 центра масс R3 твердого тела 

не выполняется для двух частиц с произвольным потенциалом взаимо

действия. 

Пусть теперь частицы скреплены вдоль геодезической ;:у невесомым 
недеформируемым стержнем. Такая система (гантель) является част

ным случаем твердого тела. Рассмотрим возможность такого же враще

ния этой системы. Фазовым пространством для нее является простран

ство Т* 80(3), а гамильтонова функция может быть получена из (7.13) 
подстановкой r = const,pr = О, V(r) = const (для простоты счита
ем V(r) = О). Последнее уравнение из (7.35) теперь дает р0 = О и по-
этому 

dXto = (As - Cs)PiP2 + Bs(PI - р§) =о, 
в силу (7.14) и (7.26). 

Если B 8 (r) # О, то из первого уравнения в (7.35) получаем р2 
= -CsP1/Bs и 

dp0 в; - AsC.s 2 
dt = Bs Р1 =О. 

В силу определения функций А" Bs и С" в § 5.2 имеет место неравен
ство AsCs - в; # О, поэтому р1 =: О, pz := О и вращения не происходит. 

Равенство В8 =О влечет Р1 =О, р2 = c/As #О. Опять, в силу (7.14) 
и (7.26), эти значения сохраняются вдоль траектории системы. 

Это значит, что чистое вращение гантели возможно вокруг фикси

рованной точки :.:У(О), определяемой уравнением 

т1 sin (4aarctgr) = т2 sin (4(1 - а) arctgr). (7.36) 

Поскольку расстояния Pi, ·i = 1, 2, между i-ой частицей и точкой ;;;;(о) 
суть р1 = 2Raarctgr и р2 = 2R(l - а) arctgr, то уравнение (7.36) явля-
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ется аналогом уравнения (7.33), что согласуется со свойством центра 
масс R 3 твердого тела. 

Рассуждая аналогичным образом, получаем следующее. Трансля

ция точки ш вдоль траектории однопараметрической группы ехр(tел,1) 

имеет место тогда и только тогда, когда справедливо равенство dh = 
= cdp1 , с = const вдоль траектории системы. В системе двух частиц 
для фиксированных начальных условий и произвольного потенциала это 

невозможно. Таким образом, свойство 2 центра масс R 3 твердого тела 

не выполняется для системы двух ~стиц и произвольного центрального 

потенциала. Для гантели условие dh = cdp1 вдоль траектории выполня-· 

ется тогда и только тогда, когда Ро =О, Р2 = О, Р1 = c/Cs -1- О, Bs =О, 
что, в частности, влечет (7.36). Это соответствует свойству 2 центра 
масс R3 для гантели. 

Аналогичные вращения и трансляции возможны также для произ
вольных двухточечно-однородных пространств на вполне геодезических 

подмногообразиях постоянной кривизны. 

§ 7 .5. Гамильтонова редукция задачи двух тел 
на пространствах постоянной кривизны 

В этом параграфе мы рассмотрим гамильтонову редукцию задачи 
двух тел на пространствах sп и нп(J~). используя результаты п. 7.1.4, 
п. 7.2.4 и теорему 4.6. Эта редукция была проведена на основе коорди
натных вычислений в [89; 189] и в инвариантной форме в [88; 192]. 

7 .5.1. Гамильтонова редукция задачи двух тел на сферах 

Как уже было отмечено выше в § 7.3, классическая механическая 
задача на сферах sп достигает своей максимальной общности при п = 3. 

При п = 1 система обладает двумя степенями свободы и одним ин
тегралом, соответствующим действию группы симметрий 80(2) ~ S 1 . 

Поэтому она интегрируема для произвольного потенциала v'(т). Анало
гично формулам (7.10) и (7.13) выражение для гамильтоновой функции 
в этом случае при а= rn2 /(rn1 + rn2 ) имеет вид 

(1 + r2)2 р2 
li = ----р; + 0 + V(r), 

8rnR2 2(rn1 + rn2)R2 

где Ро const. Очевидно, что приведенное фазовое пространство 
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есть T*(S1 \ pt) s:! T*IR с каноническими координатами r, О < r < оо 
и Pr· 

Пусть теперь п = 2. В этом случае имеем разложение (7.2) фазового 
пространства 

(Т* f Х T*S1) U T*Qop =: Mess U T*Qop, 

где Q ор = 8 2 . Здесь dim Mess = 8, dim T*Q ор = 6 и типичная траекто
рия системы не пересекает подпространства T*Qop· Пространство T*S1 
можно редуцировать относительно действия группы 80(3), используя 
теорему 4.6. Поскольку в данном случае группа Ко тривиальна, то про
странство T*S~ редуцируется к Аdsо(з)-орбите (см. замечание 4.6), 
определенной уравнением 

2 2 2 ....._о 
Ро + Р1 + Р2 = с = const ::::с , 

где ро,Р1,Р2 ··- линейные координаты на пространстве so*(3). Таким 
образом, редуцированное пространство для пространства Mess и посто

янной с > О есть 
1\!ess,c = Т* f Х 8 2

, 

где симплектическая структура на сфере 8 2 с so* (3) s:! JE3 является 
формой площади с точностью до мультипликативной постоянной, а при

веденная гамильтонова функция для а= m2/(m1 + m 2) есть 

~ (1 + r2)2 2 Рб 
li = 2 Pr + ? + 

8mR 2(m1 + m2)R-

+ ~ (Cs(г)pi +As(r)p~ +2Bs(r)P1P2) + V('r). 

Подходящая пара функций из тройки Ро,Р1,Рз является локальными 
координатами на сфере 8 2 , а их скобки Пуассона заданы в (7.14):__ 

Очевидно, что двумерное подмноrообразие в пространстве !vfess.c. 

определяемое уравнением р1 = р2 = О, - инвариантно. Оно соответ
ствует движению обоих тел по общей геодезической. 

Более того, для m1 = m 2 = 2m имеем 
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откуда в силу (7.14) и (7.26) получаем существование в этом случае 
двух других инвариантных подмногообразий. Первое из них определя

ется уравнениями Ро = Р2 = О, а второе - уравнениями Ро = Р1 = О. 
Эти подмногообразия соответствуют свободной трансляции и свободно

му вращению системы (ер. с п. 7.4.2), но, как правило, с непостоянной 
скоростью. 

Значение с = О со3_:~:ветствует интегрируемой системе с одной сте-

пенью свободы. Здесь Afess,o = Т* I, Ро = Р1 = Р2 =О и 
- (1 + r2)2 2 
h = 2 Pr + V(r). 

8mR 
(7.37) 

В случае п = 3 ситуация является более тонкой. Теперь 

Mess := Т* I х Т* (80( 4) 180(2)) 

и необходимо редуцировать пространство Т* (80(4)/ 80(2)). Алrебра 
Ли so(4) имеет базис (см. п.3.4.1) '11 11 , 1 ~ i < j ~ 4. Пусть 1/J;j, 1 ~ 
~ i < j ~ 4 - координаты на пространстве so*(4), соответствующие 
базису фiJ, 1 ~ i < j ~ 4, дуальному к базису W ij, 1 ::;; i < j ::;; 4. Пусть 

ei = -Ф2з - Ф14, ez = -Ч/24 + Ф1з, ез = -Ф12 - Фз4, 

е4 = Ф2з - Ф14, es = Ф24 + Ф1з, е5 = Ф12 - Wз4 
(7.38) 

- другой базис в алгебре .so(4). Коммутационные соотношения для эле
ментов ei, i = 1, ... ,6, суть (см. (1.12)): 

[е1, е2] = ез, [е2, ез] = е1, [ез, е1] = с2, [е4, es] = е5, [es, е5] = е4, 
[e5,e4J = es, [c;,ejJ =о, 1::;; i ~ з, 4::;; J ~ 6. 

Это означает, что тройки €1, е2, ез и е4, е5, ев соответствуют разложе
нию .so(4) ~ .sо(З) Е9 .sо(З), а базисе;, i = 1, ... , 6, является ортонорми
рованным относительно формы Киллинrа на алгебре .so(4). 

Пусть Pi, i = 1, ... , 6, - координаты в пространстве .so*( 4), соот
ветствующие базису ? ' i = 1, ... , 6, дуальному к базису ei, i = 1, ... , 6. 
Произвольная Аdsо(4)-орбита О.в определяется уравнениями 

I1 := ~ + ~ + ~ = ,8~, I2 := .Р2 + ~ + ~ = 19~; /31JЗ2 Е JR; /31,/32:;?;: О 

или, эквивалентно, уравнениями 

I1 = ('Ф2з + ф14) 2 
+ ( Ф1з - '!/J24)

2 
+ ( 'Ф12 + 'l/•з4) 2 = /3~, 

I2 = (Ф2з -·· ф14) 2 +(Ф1з+1/;24) 2 
+ (Ф12 - Фз4) 2 

= /3~. 
(7.39) 
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В общем случае (31 -/=- О, (32 -/=- О эти орбиты диффеоморфны простран

ству s2 х s2 . 

Другая эквивалентная форма Аd~0(4)-инвариантов есть 

Jl := ~(11+12) = Фi2 + Фiз + Фi4 + ·Ф~з + Ф~4 + V'~4, 

J2 := ~(11 - 12) = Ф2з1/J14 - Ф1з·l/J24 + Ф12'1/'з4. 
(7.40) 

В обозначениях п. 3.4.1 стационарная подалгебра Ли t 0 ~ .so(2), со
ответствующая общему расположению двух частиц на сфере 8 3 , порож
дается элементом Ф34 , поэтому подпространство ann to С .so* ( 4) опреде
ляется уравнением 1./•34 = О или эквивалентным уравнением fJЗ + Р6 = О. 

В силу определения операторов Dl, D2, D в п. 3.4.1 и их связи 
с функциями р1 ,р2 ,ро из п. 7.1.4, на подпространстве anнt0 справед
ливы равенства 

Ро = -2Ф12, Р1 = 4(Фiз + 'l/Ji4), Р2 = 4('Ф~з + ф~4), 
Рз = -4 ('Ф1з1/J2з + ф14ф24), Ро = 4 (Ф1з1/J24 - ·1/,•141/J2з) 

(7.41) 

и поэтому 

Р6 + Р1 + Р2 = 2 С/Зi + 1т, Ро = ,в~ - .вi. 
Проверим теперь предположение 4.3, их которого следует предпо

ложение 4.2. Рассмотрим точку z Е О~ := Оµ n ann t0 с координата
ми (fi1,fi2,pз,fi4,p5,pб = -j)3). Предположим вначале, что ,81 -/=-0, f32 -/=-0. 
В этом случае вектор У = L~=l Yi? Е Tz.so*(4) лежит в простран
стве Tz0/3 тогда и только тогда, когда 

'Р1У1 + fi2Y2 + fiзУз =о, Р4У4 + P.sy5 --- f5зУ6 =о. (7.42) 

В силу dim ann t0 = 5, орбита 0/3 не является трансверсальной к под
пространству ann t0 в точке z тогда и только тогда, когда Т2 О/З с 
с ann t 0 . На координатном языке последнее включение означает, что си

стема (7.42) влечет равенство у3 + У6 = О. Поскольку уравнения в (7.42) 
независимы друг от друга, то это возможно только при f51 = fJ2 = р4 = 
= р5 =О, Рз-/=- О и тогда ,81 = /З2. 

Пусть теперь ,81 -/=- О, /32 = О и поэтому fiз = р4 = р5 = Р6 = О. 
Теперь вектор У= у1е1 + у2е2 + узе3 лежит в пространстве TzOfЗ, если 
и только если 

'Р1У1 + 'Р2У2 = о. (7.43) 
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Поскольку координата Уз не входит в (7.43), то условие Уз = О не сле
дует из (7.43) и орбита 0/3 не трансверсальна к подпространству ann !'0 

в точке z. Аналогично то же самое верно при {31 = О, ,82 1- О. 

Таким образом, для орбит Оrз с ,81 1- f32, /31 ~ О, /32 ~ О предполо
жения 4.3 и 4.2 справедливы. Пусть Оrз - такая орбита. Тогда О~ = 

= Ов n ann t0 - гладкое подмногообразие в so*(4). В силу 

действие Ad'k-
0 

соответствует синхронным ортогональным поворотам 
в 2-мерных плоскостях в пространстве so*(4), порожденных парами эле
ментов е1 , е2 и е4 , е5 соответственно. Ввиду (31 1- {32 , подмногообра
зие О~ не содержит точек с координатами р1 = Р2 = р4 = р5 = О 
и действие Ad'k

0 
на О~ свободно, откуда следует справедливость пред-

положения 4.4. Таким образом, фактор-пространство Оrз := О~/ Ad'k-
0 

является гладким многообразием. 

1) Предположим, что {31 > О, {32 > О, {31 1- {12 . В этом случае много

образие дrз диффеоморфно сфере s2 . действительно, если f31 > ,82, 
ТО любая Ad;(o -орбита в о~ содержит единственную точку с коор-

динатами f51 = JfЗ~ - ~ > О,р2 = О,рз,р4,р5,р5 = -iiз, удовлетво
ряющими условию 

(7.44) 

Это означает, что Ad~<o -орбиты в О~ находятся во взаимно-одно

значном соответствии с точками сферы S2 с so* (3) ~ ш:з, опреде
ленной уравнением (7.44), и любые локальные ко~рдинаты на этой 
сфере соответствуют локальным координатам на Оrз. В случае ,В2 > 
> /31 > О рассуждения совершенно аналогичны. 
Таким образом, в силу теоремы 4.6, в случае (31 , ,82 >О, f31 1- f32 при

веденное фазовое пространство для пространства Mess есть Mess,f3 = 
= Т* I х S2 , а приведенная гамильтонова функция задана форму
лой (7.10), где 

Р6 + Р1 + Р2 = 2({3~ + {3~), Р1Р2 - р~ = pf:i = (,8~ - /3~) 2 • 

Любые дв~ функции из четверки ро,Р1,р2,Рз независимы на про

странстве ]vfess,/3· Коммутационные соотношения для этих функций 
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содержатся в (7. l l). Приведенная гамильтонова система имеет две 
степени свободы и для ее интегрируемости требуется один инте

грал, независимый от гамильтоновой функции, который неизвестен 

ни для одного нетривиального потенциала. 

2) Рассмотрим теперь случай /31 = О, /32 > О. Здесь подмногообра
зие Оfз является окружностью, определенной уравнениями 

ii1 = ii2 = iiз = Р6 = о, ~ + Р§ = /3~, 

а группа Ко действует на ней свободно и транзитивно. По

этом~риведенное фазовое пространство для пространства A1ess 
есть A-fess,в = Т* I. Более того, на подмногообразии Оfз справедливы 
равенства Ц,·12 =О, 'Ф2з = --ф14, 1/J24 = 1/J1з и поэтому, в силу (7.41), 
имеем Ро = Рз = О, Р1 = Р2 = /3~. Отсюда 

и поэтому 

- (1 + r2)2 ( 2 /3~) 
h = 2 Pr + 2 + V(r), 

8mR r 

что соответствует интегрируемой системе с одной степенью свобо

ды. 

З) Случай f31 > О, f32 =О является совершенно аналогичным с Mess,(1 = 
=T*I и 

- (1 + r 2
)

2 
( 2 /Зi) h = 2 Pr + 2 + V(r). 

8mR r 

4) В случае !31 = /32 = О имеем Ов = Оfз = ОfЗ pt, Mess,fЗ 
= Т* I и приведенная гамильтонова функция определяется форму

лой (7.37). 

5) Рассмотрим последний случай /31 = /32 > О и покажем, что ча
стицы ДВИЖУТСЯ ПО двумерной сфере 8 2 С 8 3 , ЧТО СВОДИТ даННЫЙ 
случай к случаю п = 2, рассмотренному выше. Действительно, вы
читая уравнения (7.39) друг из друга, получаем равенство на мно
жестве Оfз: 
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Напомним, что в начальный момент времени частицы находятся 

на геодезической х3 = х4 = О сферы xi + х~ + х~ + х~ = R2, 
а их «коллективные» импульсы (т. е. все импульсы кроме Pr) отож
дествляются с элементами подпространства р с so*(4), порожден
ного элементами фiJ, 1 ~ i ~ 2, 2 ~ j ~ 4, i < j. Осуществляя по
ворот вокруг этой геодезической (действием подгруппы К0}, можно 
предполагать, что 1/114lt=O = О, откуда получаем либо 1/124lt=O = О, 
либо Ф1зlt=О =О. 

В последнем случае имеем 1/114lt=O = Ф1зlt=О = О вдоль всей Ко
траектории и опять можно считать, что Ф24 lt=O = О. 
В случае 1/114lt=O = 'Ф24~=о =О скорости частиц при t =О касаются 
2-мерной сферы xi + х2 + х~ = R2

, Х4 = О, поэтому обе частицы 
останутся на этой 2-мерной сфере при всех t >О. 

Это завершает классификацию всех случаев гамильтоновой редукции 

задачи двух тел на сферах S". 

7.5.2. Гамильтонова редукция задачи двух тел на пространствах 
н2 иН3 

Классическая задача двух тел на гиперболических простран

ствах нr•(JR), как и на сферах, достигает наибольшей общности при п = 
= 3. 

Вначале рассмотрим случай п = 2. В соответствии с разложени
ем 7.1, теперь фазовое пространство имеет вид 

T*I х Т* (H2 (IR)s), 

где H 2 (IR)s - расслоение единичных сфер над гиперболической плоско
стью H 2 (IR). Оно диффеоморфно псевдоортогональной группе Oo(l, 2). 
Здесь группа Ко тривиальна и пространство Т* (H2 (IR)s) редуцируется 
к Аd;0 с 1 , 2)-орбите (см. замечание 4.6). 

Действие Adso(i,2) сохраняет выражение .Рб +.Pi-.P§, где .Po,f51,f52 -
линейные координаты на пространстве so*(l, 2) (см. п. 7.2.4). Однопо
лостный гиперболоид, определенный уравнением Р"б + PI - р~ = с> О, 
представляет один тип Аd;;о(~,2)-орбит, диффеоморфных многообра
зию 8 1 х IR. Другой тип представлен одной полой двухполостного ги
перболоида, определенной уравнением Р"б + PI - р§ = с < О. Эти орбиты 
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диффеоморфны многообразию R.2. Следующий тип состоит из двух ор
бит: iiб + fii = р~, Р2 > О и fiб + Pi = р~, Р2 < О, диффеоморфных мно
гообразию R.2 \ pt. Последний тип представлен единственной наиболее 
вырожденной орбитой: Ро =О, Pi =О, f52 =О. 

Приведенная гамильтонова функция при о= m 2 /(m1 + m2) есть 

~ (l _ r2)2 :р2 
h = р; + о + 

8mR2 2(m1 + rn2)R2 

+ ~ (Ch(r)fiI + Ah(r)p~ + 2B1,(r)f51fi2) + V(r). 

Подходящая пара функций из тройки 'Po,p1,fiз является локальными 

координатами на произвольной двумерной Аd~0 с 1 , 2)-орбите, а их скобки 
Пуассона определены в (7.25). 

Как и в сферическом случае, двумерное инвариантное подмногооб

разие приведенного пространства, определенное уравнениями Р1 = pz =О, 
соответствует движению тел по общей геодезической. Поскольку для 

m 1 = m 2 = 2m, о = 1/2 имеем Bh = О, то в этом случае имеются 
еще два инвариантных подмногообразия. Первое соответствует свобод

ной трансляции и определяется уравнениями Ро = Р2 = О, а второе, 

определенное уравнениями Ро = р1 = О, соответствует свободному вра
щению системы, вообще говоря, с непостоянной скоростью. 

Для наиболее вырожденной орбиты получаем интегрируему:о_приве-

денную гамильтонову систему с одной степенью свободы. Здесь JYГess,o = 
=T*I и 

~ (1 - r2)2 2 
h = 2 Pr + V(r). 

8mR 
(7.45) 

Рассмотрим задачу двух тел на пространстве H 3 (R.). Соответству
ющим фазовым пространством является пространство 

Т* I х Т* (Н3(Щs) (7.46) 

и, кроме того, имеем равенства G = Oo(l, 3), Ко = 80(2). Выберем 
базис Фij, i ~ i < j ~ 4, алгебры Ли so(l,3) в виде (ер. с (1.15)) 

Фij := Фi.i = ~ (Eij - EJi), 2 ~ i < j ~ 4; Фi := ~ (Ei1 + E1i), 2:::;; i ~ 4. 

Коммутационные соотношения для этого базиса суть 

[Фkj, Фш1] = ~ (бjm Фkl -бkm Wjl +бkl Wjm -дjl Фkm), 2 ~ k,j, т, l ~ 4, 



§ 7.5. РЕДУКЦИЯ ЗАДАЧИ ДВУХ ТЕЛ 

[ФiJi Фk] = ~ (oJk Ф; -б;k Ф1), 2 ~ i < j ~ 4, 2 ~ k ~ 4, 

[Фi, Фk] = ~ Фik, 2 ~ i, k ~ 4, i =/=- k. 
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(7.47) 

Здесь мы предполагаем, как и выше, что ФkJ = - Ф1k, 2 ~ k,j ~ 4. 
В обозначениях § 1.2 элементы Ф iJ, 2 ~ i < j ~ 4, порождают 

подалгебру Ли t ~ sо(З) алгебры so(l, 3), а элементы Фi, 2 ~ i ~ 4, по
рождают подпространство р. Переход от алгебры so(4) к алгебре so(l,3) 
производится при помощи подстановки 

(7.48) 

Подалгебра t0 из разложения (1.2) порождается теперь элементом W34 , 

подалгебра а элементом Ф2 , подпространство Р2л элементами Фз, W4, 
а подпространство t2л элементами °ф23, W24, ер. с (3.31). 

Пусть 1fjij, 2 ~ i < j ~ 4, Ф;, 2 ~ i ~ 4, - координаты в простран-

ст.ве so*(l,3), соответствующие базису Фij' 2 ~ i < j ~ 4, Фi, 2 ~ i ~ 4, 
дуальному к базису 1fi11 , 2 ~ i < j ~ 4, W;, 2 ~ i ~ 4. При помощи 
подстановки (7.48) получаем из (7.40) следующие Аd;о(I,з)-инварианты: 

- -2 -2 -2 -2 -2 -2 
J1 = 7/J23+7/J24+1/J34 -1/12 -1/;3 - 7/J4, 

J 2 = 1/!23 Ф 4 -1/j31/!24 + 1/!21/!34 · 
(7.49) 

Прямым вычислением легко проверить, что ранг действия Ad;
0
c1 ,3) 

равен четырем во всех точках пространства so•(l, 3) кроме О. По
этому любая связная компонента множества уровня в простран

стве so*(l,3), определенная равенствами J1 = f31, J2 = /32, является 
4-мерной Аd;0 с 1 ,3)-орбитой при f31, f32 Е JR., fЗi +,в~ =1=- О. То же верно для 
множества уровня J1 = J2 =О, после исключения точки О Е so*(l,3). 

Подпространство ann t0 определяется условием 1{;34 = О. Аналогично 
сферическому случаю получаем на подпространстве ann to равенства 

- -2 -2 -2 -2 
fiu = -21/;2 , fi1=4(?/13 +7/,'4), Р2 = 4(Ф2з +1/124), 

Рз = -4(;;J31/}z3+1/)41f!24) , fio = 4 (1/}31/j24 - 1}41/!23) 

и поэтому 

(7.50) 
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Пусть C'Jrз - некоторая Аd~о(I,з)-орбита, для которой J1 = (31 , ] 2 = 
/Зz. Рассмотрим точку z Е о~ := Ов n ann to. отличную ОТ нуля, 

с координатами (ф2 , Фз, °ijj4 , Ф2з, °ijj24 , Фз4 =О). Она является регулярной 
для отображения .so* (1, 3) --> R.2, определенного парой функций (J1 , ] 2), 
и вектор 

лежит в пространстве ТzО,в тогда и только тогда, когда выполнены ра

венства 

Ф2з У2з + Ф24 У24 - Фз Уз - Ф1 У4 = Ф2 У2, 
Ф4 У2з - Фз У24 - Ф24 Уз+ Ф2з У4 = - Ф2 Уз4· 

(7.51) 

В силу равенства dim ann t0 = 5, орбиты О rз не являются трансвер

сальными к пространству ann to в точке z тогда и только тогда, ко

гда TzOrз С ann to. На координатном языке последнее включение озна
чает, что из системы (7.51) следует равенство у34 = О. При ф2 = О пе
ременная Уз4 имеет произвольное значение и орбита Оrз трансверсальна 

к пространству ann to в точке z. При °ijj2 -/=- О независимые перемен
ные У2з, у24, Уз, У4 однозначно определяют значения У2 и у34. Поэтому 

из системы (7.51) следует равенство Уз4 = О, только если ф4 = Фз = 
-2 

= ф24 = Ф2з = О. Это означает, что f31 = -1f_J2 < О, /32 = О. Таким 
образом, при [31 ~ О или ,в2 -/=- О орбита О,в, отличная от начала коорди
нат, удовлетворяет предположениям 4.2 и 4.3. 

В силу равенств 

действие Ad~0 соответствует синхронным ортогональным поворотам 
в 2-мерных плоскостях в пространстве .so*(l, 3), порожденных соответ
ственно парами элементов Ф2з, W24 и Wз, W4. 

1) Покажем, что в случае fЗ2 = О частицы движутся по двумерному 
гиперболическому пространству H 2(R) с H 3(R), что сводит данный 
случай к случаю п = 2, рассмотренному выше. 
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Действительно, в данном случае 1/j23 ф4 = ф24 ф3 . Рассмотрим 
пространство H 3 (JR.) как одну из пол двухполостного гиперболоида 

х~ - х~ - х~ - х~ = R2 

в пространстве Минковского, соответствующую неравенству х1 ~ 1, 
см. п. 1.3.3. Предположим, что в начальный момент времени части
цы находятся на геодезической х3 = Х4 = О. Их начальные «кол
лективные» импульсы отождествляются с элементами подпростран-

~ -23 -24 -i 
ства р с so*(l, 3), порожденного элементами '11 , W , '11 , 2 ~ i ~ 4. 
Используя поворот вокруг этой геодезической (действие подгруп
пы Ко), можно предположить, что Ф4 1t=О = О, откуда получаем 

либо 1/j24 lt=O =О, либо Фзlt=О =О. 
В последнем случае вдоль всей К0-траектории справедливы ра

венства Ф4 lt=O = Фз lt=О =О и опять можно предполагать, что 
1/'24 lt=o =О. 
В случае Ф41t=О = Ф24lt=O =О скорости частиц при t =О касают

ся гиперболического подпространства H 2 (JR.), определенного урав
нением х4 = О, поэтому обе частицы останутся на этом подпро

странстве для всех t >О. 

2) Пусть теперь Оrз есть Аdк0 -орбита при /32 /:- О. Тогда множе
ство О~ = Оrз n ann t 0 является гладким подмногообразием про

странства so* (1, 3). В силу /32 /:- О, подмногообразие О~ не со

держит точек с координатами Фз = ф4 = ф23 = ф24 = О 
и действие Аdк0 на многообразии О~ является свободным, откуда 
следует справедливость предположения 4.4. Таким образом, фактор
пространство дrз := О~/ Аdк0 является гладким многообразием. 
Любая Ad'k

0 
-орбита в О~ содержит единственную точку с коор

динатами ф24 = О, 1/j23 > О. Для этой точке имеют место равен
ства Ф 4 = /32 / Ф2з и 

-2 -2 -2 /3~ 
Ф2 + Фз = Ф2з - _ 2 - /31. 

Ф2з 
(7.52) 

Правая часть в (7.52) является неотрицательной и неограниченно 
монотонно возрастает с ростом 1/j23 при 
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Поэтому уравнение (7.52) и неравенство 1/j23 > О определяют по
верхность в подпространстве 

-2 -3 -23 
span('l' , W , iJ! ) с so*(l, 3), 

диффеоморфную пространству IR2 , с глобальными координата
ми Ф2,Ф3. 
Таким образом, Ad;,_.

0 
-орбиты в многообразии О~ при {32 !- ~ на

ходятся во взаимно-однозначном соответствии с точками этои по

верхности и, в силу теоремы 4.6, приведенное фазовое пространство 
для (7.46) диффеоморфно многообразию Т* I х IR2 . Приведенная га
мильтонова функция задается формулой (7.22), где, в силу (7.50), 
имеем 

Это завершает классификацию всех случаев гамильтоновой редукции 
задачи двух тел на гиперболическом пространстве нn(IR). 

Любые две функции из четверки р0 ,р1 ,р2 ,р3 независимы на приве
денном фазовом пространстве. Коммутационные соотношения для этих 

функций содержатся в (7.23). Приведенная гамильтонова система имеет 
две степени свободы, и проблема ее интегрируемости для произвольных 

нетривиальных потенциалов является открытой. 
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Квазиточнорешаемость задачи двух 

тел на сферах 

Квантово-механическая система считается точно решаемой, если 
ее энергетические уровни и соотвествующие стационарные состояния 

известны в явном виде. Обычно точнорешаемость является следстви

ем существования для данной системы достаточно большого количества 

симметрий. 

Иногда только часть энергетических уровней и соотвествующих 

стационарных состояний известна в явном виде. Такие системы назы
ваются квазиточнорешаемыми [77; 78; 217]. В этой главе мы покажем, 
что квантово-механическая задача двух тел на сферах является ква

зиточнорешаемой с осцилляторным и кулоновским потенциалами. Для 

других компактных двухточечно-однородных пространств развитый под

ход для стационарной квантово-механической задачи двух тел с теми же 

потенциалами приводит к уравнению Гойна. 

Вначале мы опишем общую схему нахождения бесконечной по

следовательности собственных значений двухчастичного гамильтониана 
на компактном двухточечно-однородном пространстве Q, не давая де
тального описания самосопряженного расширения формального гамиль

тониана, что будет сделано позднее. 

В обозначениях главы 5 мы будем предполагать, что т1а = т2(3. 
Операторы Dб, D1, D2, ... из выражения для двухчастичного гамильто
ниана Н (одного из (5.22)-(5.25)) действуют на пространстве Qs ~ 
~ G/K0 . Пусть V'D Е .C2 (G/K0 ) - их общая собственная функция. 
Тогда можно попробовать найти собственную функцию гамильтониа

на Н в виде f(r)фv, где r - радиальная координата на соответству
ющем интервале 1 из разложения (5.2). Например, для гамильтониа
на (5.24) нужен общий собственный вектор операторов Dб, D1, D2 , D3 , 

а для гамильтониана (5.25) - общий собственный вектор операторов 
Dб, Di, D~, {D1 , D2}. Заметим, что для частиц равной массы эти усло
вия можно ослабить: ФD не обязательно должен быть собственным век-
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тором операторов D3 , Dв для гамильтонианов (5.22), (5.24), операто

ров Dз, {D4, D5} для гамильтониана (5.23) или оператора {IJ1 , D2 } для 
гамильтониана (5.25), поскольку в данном случае Bs = F,, =О. 

Очевидно, что для такого выбора функции '1/~п стационарное урав

нение Шредингера 

Н (f(r)VJD) = Ef(r)'lf;n (8.1) 

эквивалентно спектральной задаче для обыкновенного дифференциаль

ного уравнения относительно функции f(r) и энергетического уровня Е 
(другими словами, одномерному уравнению Шредингера). 

Поиск всех общих собственных функций операторов Dб, D1 , D2 , ... 

является непростой задачей. Отметим, однако, что, ввиду компактности 
пространства Qs, существует тривиальная общая собственная функция 
операторов Dб, D1 , D 2 , .. . , универсальная для всех пространств Q. Это 
постоянная функция VJD = const i= О с общим собственным значением, 
равным нулю. 

В § 8.2 мы найдем все общие собственные функции операто
ров Dб, D1, D2, ... для сфер sп и проективных пространств pn(JR). За
тем мы вернемся к соответствующему одномерному уравнению Шредин

гера. Напомним прежде всего основные факты, касающиеся линейных 

представлений компактных групп Ли. 

§ 8.1. Представления компактных групп Ли 

Пусть G - компактная связная группа Ли, а µ -- биинвариантная 

положительная мера на группе G, единственная с точностью до произ
вольной мультипликативной постоянной [42J. Пусть L-2 (G, dµ) - гиль
бертово пространство измеримых комплекснозначных функций на G, 
квадратично интегрируемых по мере µ. Определим два унитарных левых 
представления группы G в пространстве .С2 ( G, dµ). Левое регулярное 
представление Т1 действует левыми сдвигами 

(T~f) (g) = f(q- 1g), q,g Е G,f Е .C2 (G,dµ), 

а правое регулярное представление тr - правыми сдвигами 

(т;;J) (g) = f(gq), q,g Е G,f Е .C2 (G,dp). 

Очевидно, что эти представления эквивалентны, а соответствующий 

сплетающий оператор имеет вид f(g) __, f(g- 1 ). Хорошо известно, что 
оба этих представления разлагаются в прямые суммы конечномерных 
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унитарных неприводимых представлений. Каждое из этих унитарных 

неприводимых представлений содержится в пространстве Т1 или про
странстве тr с кратностью, равной его размерности, и любое линейное 

неприводимое представление группы G эквивалентно унитарному непри
водимому представлению из этой суммы [7; 20]. 

Пусть Те - полная система унитарных неприводимых представле

ний группы G в пространствах Ие. Выберем в каждом пространстве Ие 
ортонормированный базис ( ee,k)%~ 1 , de := diшc Ие. Определим матрич
ные Элементы t1,k операторов т:; уравнением т:;ее,k =: t~,k(q)eц ИЛИ 
эквивалентным уравнением t~,k(q) := (ее,;., т:;ee,k)ui, g Е G. В силу ра
венств 

получаем 

(8.2) 

Поэтому подпространство Re,i с L2 (G, dµ), порожденное функция

ми (t'f.1 (g))1~ 1 , инвариантно относительно операторов т:; и представле
ние тrln . эквивалентно представлению Tf. С другой стороны, из фор-

R" 
мулы (8.2) следует, что подпространство Lц с L 2 (G, dµ), порож-

денное функциями (t},1 (g))f~1 , является инвариантным для операто
ров 1~ и представление Т1 1 L . тоже эквивалентно представлению Те. 

i,J 
. d 

Функции (t'ц(g))i,J=l образуют ортонормированный базис в простран-
стве L 2 (G, d;t) [7; 20; 42] и 

Таким образом, пространство 

di dt 

Тt, := Е\Э Rц = Е\Э Lц 
i=l j=l 

инвариантно относительно представлений тr и Т1 • Представление тr 
перемешивает пространства Lц представлений Т1 , и, наоборот, пред
ставление 1'1 перемешивает пространства Rц представлений тr. Про
странство L 2 (G,dµ) представлений тr и Т1 разлагается в пространство 
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неприводимых представлений следующим образом: 

df de 

J:2 (G,dµ) = ffi7R = ffiffiRe,; = ffiffit:e,J· 
€ i=l l j=l 

Для подгруппы Ли К0 - группы G подпространство 1:2 (G,Ko,/L) с 
с J:2 (G, dµ), состоящее из функций, инвариантных относительно 
всех К0-сдвигов на группе G, является инвариантным относительно ле
вых G-сдвигов. Поэтому есть только две возможности: 

Cцni:2 (G,Ko,dµ)=J:ц и Lf,,jnc2 (G,Ko,d1t)=O. 

Из рассуждений выше вытекает следующее предложение. 

Предложение 8.1. Пусть 

It := 7€ n 1:2 (G, Ко, dµ), 

- 2 -Rц.:=Rцn.C (G,Ao,dp), 

dg := dimc RR,i· 

Очевидно, что значение de не зависит от i = 1, ... , dt. Представле

ние Т1 liR разлагается в прямую сумму эквивалентных унитарных непри-
водимых представлений в пространствах t:fz, k = 1, ... , Jp, которые со
держатся среди пространств .CR,J. С другой 'стороны, имеем разложение 

de 

7R = EJЭ'Re,i, 
i=l 

где пространства Rf,i, i = 1, ... , dg, изоморфны друг другу. 

Пусть теперь G - связная компонента единицы группы изометрий 

двухточечно-однородного пространства Q и, как и выше, Ко - ее ста

ционарная подгруппа, соответствующая некоторому элементу простран

ства Qs. Операторы Di, построенные в главе 3, полиномиальны отно
сительно инфинитезимальных генераторов правых G-сдвигов. Поэтому 

они сохраняют пространства It и, вообще говоря, перемешивают пря
мые слагаемые .cf,z, k = 1, ... , de, с постоянным значением Р. и различ
ными k. С другой стороны, они действуют в пространствах Rt.,;, и эти 
их действия изоморфны друг другу для постоянных Р. и различных i = 

= 1, ... ,de. 
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§ 8.2. Общие собственные значения операторов Di 
для сфер gп и проективных пространств pn(IR) 

В данном параграфе мы следуем результатам работы [196], которые 
обобщают результаты для случаев Q = S2 и Q = S3 , найденные в [87] 
и [74] соответственно. 

Прежде всего мы получим некоторую априорную информацию о 
собственных значениях общих собственных функций операторов Dб, 
D1, D2, Dз для Q = sп, п? 3, и операторов Dб, Di, D~, {D1, D2} для 
Q = s2. 

Предложение 8.2. Пусть Фп - общая собственная функция для 

операторов Dб,D~,D2,D~ с собственными значениями t50,t51,t52 и бз со
ответственно, где D~ = Di, i = 1, 2, 3, для пространства Q = gп, n ? 3, 

и D~ = Di, D2 = D~, D~ = ~ { D 1 , D 2 } для пространства Q = S2 . Тогда 

1) t51 = t52 и бз = О; 

2) DоФп - общая собственная функция операторов Dб, D~, D2, D~ 
с теми же собственными значениями t50 , t51 , t52 и t53 соответственно; 

3) если DоФп гf Фп. то D0фп±УдrJФп - общая собственная функция 
операторов Do, D~, D2, D~; 

4) если DоФп '""'1/Jп, то либо DоФп =О, либо t51 = t52 = (n-l)(n-3)/4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим случай Q = gп, n ? 3. Коммута
ционные соотношения [D0 , D 3 ] = D1 - D2 и [D1, D2] = -2{D0 , Dз} 
(см. (3.35)) дают 

[Do, Dз]Фп = бзDоФп - DзDоФп = (D1 - D2)Фп = (t51 - t52)Фп, 

1 
бзDоФп + DзDоФп = {Dо,Dз}Фп = -2[D1,D2]Фп =О, (8.3) 

откуда получаем 

(8.4) 

Если бз ;/= О, то из последнего уравнения следует DоФп '""' Фп и со

отношение [Do, D1] = -2Dз дает бзФп = DзФп = -~[Do, D1]Фп =О. 
Поэтому t5з =О и уравнение (8.4) влечет t51 = t52 , что доказывает первое 
утверждение предложения. 
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Теперь из уравнения (8.3) получаем DзDa·ФD = О и первые два 
соотношения (3.35) дают D1Do'ФD = D2DoФD = 81Do'ФD· Соотноше
ние DбDoФD = 8aDo'ФD очевидно, что завершает доказательство второ
го утверждения предложения. 

Соотношение Dб'ФD = 8о'ФD эквивалентно равенству (Do + JдQid) х 
х (Do - JдQid) 'Фп = О. Теперь, если Dа'Фо i= Jдat/JD, то Ф; := 

= (Do - JдQid) ФD - собственная функция оператора Do. Функция Ф; 
также является собственной функцией оператора D1 , D2, Dз в силу вто
рого утверждения предложения. Доказательство для функции ФЕ := 

= (Do + JдQid) ФD совершенно аналогично. Таким образом, третье 
утверждение предложения доказано. 

Предположим теперь, что DoФD = 8Ь'ФD· Тогда последнее соотно
шение из (3.35) дает 

28b82t/JD = ~(п - l)(п - 3)8ЬФD· 

Это означает, что или 8Ь = О, или 81 = 82 = (п - l)(n - 3)/4, что 
доказывает последнее утверждение предложения. 

Случай Q = 8 2 совершенно аналогичен. • 
В данном параграфе мы используем обозначения из § 8.1 для G = 

= SO(n+l) и Ко= SO(n-1). Под комплексификацией gc алгебры Ли g 
ниже мы будем понимать следующее множество: 

.so(n+l,C)=(AEgt(n+l,C)\ А+Ат=Е). (8.5) 

С данного момента мы будем рассматривать комплексные простран

ства Re,i как простые левые модули над gc. Их подпространства Re i 

состоят из элементов, аннулируемых подалгеброй ~~ ~ .so( п -1, С) с i;:. 
Хорошо известна классификация таких модулей, основанная на по

нятии доминантного веса [80; 124) (см. также краткое описание в прило
жении С). Для удобства применения этой теории мы используем форму 

алгебры .so(n + 1, С), описанную в приложении С и отличную от (8.5). 
Кроме того, поскольку SВk := .so(2k + 1, С) и f>k := .so(2k, С) - различ
ные серии простых комплексных алгебр Ли, то мы рассмотрим отдельно 
случаи четного и нечетного п. 

8.2.1. Случай п = 2k 

В данном пункте мы воспользуемся обозначениями приложения С.1. 
В частности, под SВk мы будем понимать множество (С.1). Во-первых, 
мы построим изоморфизм gc ~ SВk в явном виде. 



§ 8.2. ОБЩИЕ СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ Di 259 

Пусть 

где Ek - единичная матрица размера k х k. 
Легко проверить, что 

J2k+1S2k+1li,.,н = E2k+1· 

Поэтому уравнение AтS2k+1 + S 2k+1A = О для А Е gf(2k + 1, С) эк-
т ( т )-1 т вивалентно уравнению В + В = О, где В := J2k+l AJ2k+l · Таким 

образом, отображение 

является изоморфизмом между алгебрами Ли gc и ~k
Пусть 

( о 
о: А_ а 

А+) -о: о в_ ь В+ 
С= -А~ -В'!_. Е g, 

-а -Ь С' 

---А~ т -В+ 

где 

(8.6) 

А_ = (a-(k-1), ... , а-1), А+ = (а.1, ... , ak-1), В_ = (b-(k-1)1 ... , Ь-1), 

В+ = (Ь1, ... , Ьk-1), ai, Ьi, а, Ь Е .!R, С' Е so(2k - 1). 

Переместим вторую строку и второй столбец матрицы С на последние 
места. Это даст матрицу 

;, А+ -~О) Е so(2k + 1), С' Е so(2k - 1). 
-вт + 

Ь В+ О 
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~ ~ 1 
Преобразование (8.6) дает теперь для матрицы С := J~+i С ( J~+1 )-
выражение 

( 

-2ia z_-iZ+Sk-1 ../2z Z-Sk-1 + iZ+ О ) 
-т -т zт т -Z_ - iSk-1Z+ - _ - iSk-iZ+ 

~ 1 ~ 

С= 2 -v"iz С1 -v"iz , 
-т .~ s т . т -sk-1z_ + iZ+ - k-1Z_ + iZ+ 
о z_ - iZ+Sk-1 v"izz_sk-1 + iZ+ 2ia 

где z_ :=А_+ iB_, Z+ :=А++ iB+, z :=а+ ib, С' Е sвk-1· Отожде
ствим алгебры Ли gC и sвk посредством отображения с ____, С. в силу 
определения матриц Ф ij в п. 1.3.3 мы получим следующие формулы: 

. 1 . 
Ф12 = -

2
1 Fkk, Ф1,k+2 = м (Fko - Fok), Ф2,k+2 = - 1м (Fko + Fok), 

2v2 2v2 

Фli = ~ (Fkj + H,-j + F-kj + F-k,-j), j = i - k - 2, 3:::;; i:::;; k + 1, 

Ф1i = 1 (Fkj - Fk,-1 + F-kj - F-k,-j), j = i - k - 2, k + 3 :( i:::;; 2k + 1, 

Ф2i = 1 (F-kj + F-k,-j - Fkj - Fk,-1), j = i - k - 2, 3:::;; i:::;; k + 1, 

Ф2i = ~ (Fkj - Н,-1 + F-k,-1 - F-kJ), j = i - k - 2, k + 3:::;; i:::;; 2k + 1, 

которые дают 

k-1 

D1 = ~ (Fko - Fok)
2 + ~ L {F-kj + Fkj, Fk,-j + F-k,-1}, 

j=l 

k-1 

D2 = -~ (Fko + Fok)
2 + ~ L {F-kj - Fkj,Fk,-1 - F-k,-J}, (8.7) 

j=l 

k-1 
Dз = ~ (Ff0 - F;fk) + i L (FkjFk,-j - F-kjF-k,-j), Do = -iFkk 

j=l 

для k? 2 и 

Do = -iFi1, D1 = ~ (Fio - Fo1), D2 = ~ (Fio + Fo1) 

для k = 1. 
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Поскольку случай k = 1 не укладывается в общую схему из-за 

тривиальности группы Ко, мы предположим с данного момента, что k? 
? 2. Случай k = 1 будет рассмотрен ниже. 

Пространство RR,i совпадает с некоторым модулем V'Вk (Л) со стар

шим весом (С.4), где mi Е Z+. Обозначим через V'Вk(Л) подпростран
ство пространства V<Вk(Л), аннулируемое подалгеброй t~ ~ ~k-l· Пусть 
вектор 7J Е V'Вk (Л), 7J # О является старшим вектором тривиального 
одномерного ~k--l -модуля. Тогда из предложений С.1 и С.2 следует су
ществование таких чисел mj Е Z+, j = 1, ... , k, что 

mk ? mk ? mk--1 ? ... ? rn~ ? m1 ? m~ ? ·-m1, 

mk? О? rnk-l ? О? ... ? m~? О? lm~I-

Отсюда mj = О, j = 1, ... , k - 1, и поэтому mj =О, j = 1, ... , k - 2. 
С данного момента до конца настоящего пункта положим 

В этом случае предложение С.1 означает, что любой модуль \l:Dk (rnkek) с 
с v'iвk (Л) содержит единственный одномерный модуль V'Бk-i (О), откуда 

(8.8) 

Таким образом, из предложения 8.1 получаем следующее разложе
ние [153): 

.С 2 (S0(2k + 1), S0(2k --- 1), dµ) = 

Е\Э (rnk - mk-1+1)\7'Бk (rnkEk + 'mk-1Ek-1), 
mk3-mk-1 

mk,mk--1EZ+ 

где левая часть рассматривается как ограничение левого регулярного 

представления группы S0(2k + 1). 
С другой стороны, пространство 

.С2 (S0(2k + 1), S0(2k - 1), d/L) 

как Diffso(2k+lJ(S0(2k + 1)/ S0(2k - 1))-модуль разлагается в виде 

.С2 (S0(2k + 1), S0(2k - 1), d1t) = (8.9) 
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Е9 (dim V'Вk (mkC:k + ffik-lEk-1)) V'Вk (mkC:k + ffik-1Ek-1), 
mk?::mk-1 

mk,mk-1EZ+ 

где размерность dim v'Вk (mkC:k + ffik-lEk-1) дается формулой (С.8). Бу
дем рассматривать 

k-1 k-1 

v+ ·- '""F F 1 F 2 v- ·- '""F F 1 F.2 
.- ~ kj k,-j + 2 kO' .-~ -kj -k,-j + 2 Ok' 

j=l j=l 

с:= Cl.t::2(S0(2k+l),S0(2k-l),dµ,) = 
k-I 

= F~k + {Fko,Fok} + L ({Fkj,Fjk} + {Fk,-j,F-jk}) 
j=l 

как операторы в пространстве .С.2 (S0(2k + 1), S0(2k - 1), dµ), где С -
универсальный оператор Казимира (С.6). В соответствии с общим согла
шением, сделанным в главе 3, мы рассматриваем элементы Fkk, v+, v
из комплексификации алгебры И (so(2k + 1, C))8°C2

k-l) по модулю иде
ала 

(U(so(2k + 1, C))so(2k - 1, C))8 °C2
k-l) с И (so(2k + 1, C))8°C2

k-l), 

т. е. как элементы алгебры Diffso(2k+l) (S0(2k + 1) / S0(2k - 1) )с. 
В силу (С.3) и (С.9), оператор v+ «повышаеТ» весовые подпро

странства модуля V'Вk (Л), а оператор D- «ПонижаеТ» их. 
Поскольку [Fkj,Fk,-j] = [F-kj,F-k,-j] =О, мы получаем следую

щие соотношения: 

+ - 1 ( 2 -) + - 1 ( 2 '~) D1 = D + D + 2 Fkk - С , D2 = - D - D + 2 Fkk - С , 

Dз=i(D+-n-), 

v+ = ~ (D1 - D2) - ~Dз, D- = ~ (D1 - D2) + ~Dз, 
(8.10) 

- 2 C=-D0 -D1-D2. 

Коммутационные соотношения (3.35) теперь дают 

(8.11) 
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(8.12) 

а из формул (С.5) и (С.7) следует, что 

cjV2!k(Л) = ( (k + mk - ~у+ ( k + mk-1 - ~у 
- ( k - ~у -( k - ~) 

2

) id. 

(8.13) 

Воспользуемся следующим разложением: 

(8.14) 

из статьи [ 172], где v = mk - mk-I. а все слагаемые являются одно
мерными весовыми пространствами относительно картановской подал

гебры ~k. 1 

Формулы (С.3) и (С.9) дают 

п+ : vJ"k --+ i7cн2J"k, п- : vi"k --+ Vtj-2)Ek. 

Действия операторов Fkk, п+, п- в пространстве V<Вk (Л) относи
тельно некоторого базиса были вычислены в [ 172]. В частности, ока
залось, что в пространстве v'Вk (,\) нет нетривиальных инвариантных 
подпространств для этого действия. 

Мы получим более простые формулы для действий операторов D+ 
и п- относительно базиса пространства V<Вk (Л) с нормировкой, отлич
ной от использованной в [ 172]. 

Лемма 8.1. Пусть Lv := (-v, -1/ + 2, ... , v - 2, v). В простран
стве V'Вk (,\) существует базис (Xj)jELv такой, что 

FkkXj = )Xj, D+xj = ~(j - mk - rnk-1 - 2k + З)(j - v)XJ+2, (8.15) 

D-XJ = ~(j + mk + mk-1 + 2k - З)(j + v)xj-2, (8.16) 

где XJ =О для j tf. Lv. 

1 в приложении С.4 мы даем доказательство разложения (8.14), независимое от теории 
янгианов, использованной в [ 172]. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку действие алгебры, порожденной опе

раторами Fkk, D+' D-, неприводимо в пространстве v'Ek (Л), ТО по ин
дукции можно определить ненулевые элементы Xj Е YJek, j Е Lv, такие, 
что формулы (8.15) будут выполнены. 

Докажем по индукции формулу (8.16). Для j = -v она очевидна. 
Предположим, что (8.16) справедлива при j = -v, -v+2, ... , i, где i < v. 
Тогда, используя формулу (8.13), получим 

~(i - mk - rnk-1 - 2k + З)(i - v)D-xн2 = D- D+xi = 

= ([D-, D+j + D+ D-) Xi = 

(
1 3 1 -- ' 1 ) = 'j,Fkk - 'i,CFkk - 4(2k - 1)(2k - З)Fн Х;+ 

+ i(i + rnk + mk-1 + 2k - З)(i + v)D+Xi-2 = 

= ~ (i3 -z(mz + тп~ __ 1 + (2k - l)mk + (2k - З)mk-1+ 

+ ~(2k -1)(2k - з)) )xi+ 
+ 1~ (i+rnk+mk-1 +2k-3)(i + v)(i - mk - rnk-1 - 2k + l)(i - 2 - v)к; = 

= 
1
1
6 

(i-rnk-mk-1-2k+3)(i - Z/)(i + rnk + тпk-1 + 2k - l)(i + 2 + Z/)x,, 

в силу тождества 

(i -· mk ·-- m-k-l --- 2k + 3)(i --- 1/)(i + mk + mk---1 + 2k - l)(i + 2 + v)---

- (i + mk + mk-1 + 2k - З)(i + v)(i - mk - mk-l - 2k + l)(i - 2 - 1/) = 

= 8i3 
- 8i ( ТIIk + m,k_ 1 + (2k - l)mk+ 

+ (2k - З)mk-1 + ~(2k -1)(2k - з)). 

Из очевидного условия (i - mk - rnk-l - 2k + З)(i - v) i=- О следует 
равенство 

D-хн2 = i(i + rnk + rnk-1 + 2k - l)(i + 2 + v)x;, 

которое и завершает индукцию. • 
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Лемма 8.1, разложение (8.9) и соотношения (8.10) эффектив
но описывают действие операторов D0 , D 1 , D2, Dз в пространстве 

.С2 (S0(2k + 1), S0(2k - 1), dp,). Рассмотрим задачу нахождения всех об
щих собственных векторов 1/Jv операторов Dб, D1, D2 и выделим среди 
них собственные векторы оператора Dз. Она эквивалентна задаче на
хождения всех общих собственных векторов операторов Dб, п+ + п
и выделения среди них собственных векторов оператора n+ - п- в про-

странстве V'Вk (Л). 
Собственные значения оператора Dб суть 

C+Xj + C-X-J, С± Е С, j Е Lv, j ~О 

с собственными значениями -j2 . В силу 

(D+ + п-) (c+xj + сх-1) = ~(j - rnk - rnk-1 - 2k + 3)(j - v)x 

х (с+х1+2 + сх-1-2) + 

требование 

+ ~(j + rnk + rnk-1 + 2k - 3)(j + v)x 

х (c+XJ-2 + с-х-н2) 

(D+ + п-) (с+х1 + C-X--J) rv C+X.i + С-Х-1 

дает (j - rnk - rnk-l - 2k + 3)(j - v) = О, что ведет к двум случаям: 
j = rnk - rnk-1 и j = mk + rnk-1 + 2k - 3. 

В первом случае мы получаем 

(п+ + п-) (c+xmk-ffik-1 + C-X-mk+mk-1) = 

= (rnk - rnk-1) (mk + k - ~) х 
Х (c+Xmk-mk-1-2 + C-X-mk+mk-1+2), 

что приводит к одной из трех возможностей: 

1) rщ - rnk-l =О; 

2) rnk - rnk-l - 2 = -mk + mk-1; 

3) mk - 'ffik-1 - 2 =О, с++ с_= О. 
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Это дает следующие собственные векторы: 

1) (D+ + n-) Хо = О для mk -- mk--1 =О; 

2) (D+ + n-) (Х1 + Х-1) = ( rщ + k - ю (Х1 + Х-1) 
для mk Е N, mk--1 = mk -· 1; 

3) (n+ + п-) (х1 - х-1) = - ( mk + k - Ю (х1 - х-1) 
для mk Е N, mk-1 = mk - 1; 

Во втором случае мы получаем mk + mk-l + 2k - 3 = j ~ mk -

- mk_ 1 , что дает О ~ mk-l ~ ~ - k и значит k = 1, что противоречит 
предположению k ? 2. 

С учетом соотношений (8.10) подытожим эти рассуждения в следу
ющем предложении. 

Предложение 8.3. Для п = 2k, k ? 2 существует четыре се

рии общих собственных векторов операторов Dб, D1, D2 в простран-

стве v'13k (mkEk + ffik-lCk-1), mk, mk--1 Е Z+: 

1) Dбхо = Dзхо = О, D1xo = D2xo = -mk(mk + 2k - 2)хо, mk = 
= ffik-1; 

2) D6(x1 +х--1) = --(х1 +х-1), D2(x1 +х-1) = --mk(mk+2k---2)(x1 + 
+ Х-1), 
D1(x1 + х-1) = (-rn~ - 2(k - 2)mk + 2k - 3) (х1 + х-1), 

Dз(Х1 + Х-1) = i (mk + k - ~) (х1 - Х-1), mk-1 = mk - 1, rnk Е N 

3) Dб(х1 -х-1) = -(х1 -х-1), D1(X1 -х-1) = -mk(mk+2k-2)(x1 -
- Х-1), 
D2(x1 - х-1) = (-mk - 2(k - 2)rnk + 2k - 3) (х1 - Х-1), 

Dз(х1 -х-1) = -i ( rnk + k - Ю (х1 +х-1), rnk-1 = mk-1, mk Е N; 

4) Dб(х2-х-2) = -4(х2-х-2), Dз(х2-х-2) = -4i (mk + k - ~)хо, 
D1(X2 - Х-2) = D2(X2 - Х-2) = (--m~ - 2(k - 2)mk + 2k -- 3) (Х2 -
- Х-2), mk-1 = mk - 2,mk = 2,3,4, ... 
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Только первый из этих векторов является собственным для операто

ра Dз. 
Кратности соответствующих собственных значений в простран

стве L2 (SO(n + 1), SO(n - 1), dµ) равны dim Vi:вk (mkt:k + mk-1Ek-1) 

и могут быть вычислены в явном виде прИ помощи формулы (С.8). 

Рассмотрим случай k = 1, п = 2. Здесь группа Ко тривиальна и по
этому Vi:вJЛ) = Vi:вJЛ). Алгебра 1131 = .sо(З, С) ~ .sr(2, С) = 2(1 имеет 
базис F11, Fo1, F10 с коммутационными соотношениями 

Ее теория представлений хорошо известна: все ее конечномерные непри
водимые модули имеют вид 

Vi:в1 (mt:1) = V-mE1 Е!Э v-(m-l)c:1 Е!Э •.• Е!Э Vcm-l)t:1 Е!Э V.no:1, 

где т Е Z+ U ( Z+ + ~), все \,Je1 - одномерные весовые подпространства 
относительно подалгебры ~ 1 = span(F11 ), а операторы 

F10: ij"1 -+ V(j+1)e1 , j = -т, ... , т - 1, 

Fo1: ij"1 -+ V(j-l)Ei, j = -т + 1, ... , т 

биективны. 

Мы рассмотрим только случай m Е Z+, поскольку 

L 2 (S0(3), dµ) = ЕfЭ (2m + l)Vi:в 1 (mt:1). 
mEZ+ 

Таким образом, по сравнению с разложением (8. l4), в модуле Vi:в 1 (mt:1) 
есть дополнительные весовые подпространства и действие алгебры, 

порожденной операторами D+ = ~Ff0,n- = ~FJ1 , в простран
стве Vi:в 1 (mt:1) приводимо. 

В пространстве Vi:в 1 (mc:1 ) можно выбрать базис (xj)'F=-m' такой что 

Xj Е "V:ie1, F1lXj = )Xj, F10Xj = -~J(m - j)(m + j + l)Хн1, 

Fo1Xj = - ~J(m + j)(m -j + l)Xj-1, 

где, как и выше, Xj = О при IЛ > т. 
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Собственные векторы оператора Da = - F 1
2
1 суть 

C+XJ + C-X-j, С± Е С, j = 0, 1, ... ,m, 

с собственными значениями -j2. В силу 

(п+ + п-) (c+xJ + c-x-j) = 

требование 

= ~J(m - j)(m + j + l)(m - j - l)(m + j + 2)х 

х (с+хн2 + cx-J-2) + 
+ .lJ(m + j)(m ----j + l)(m + j --- l)(m - j + 2)х 

4 

х (c+XJ-2 + с-х-н2), 

(п+ + п-) (c+xj + C-X-J) "'-' C+XJ + C-X-j 

дает (m - j)(m + j + l)(m - j -- l)(m + j + 2) =О, что приводит к двум 
случаям: j = т и j = т -- 1. 

В первом случае получаем 

(D+ + п-) (c+xm + C-X-m) = ~Jm(2m - 1) (с+хт-2 + С-Хт+2)' 

что ведет к одной из трех возможностей: 

1) т = j =О; 

2) m- 2 = -т; 

3) т - 2 = О, с+ +с_ = О, 

откуда получаем следующие собственные векторы: 

1) (D+ + n-) хо = О, rn =О; 

2) (D+ + п--) (х1 + х--1) = ~ (х1 + х--1), т = 1; 

3) (D+ + п-) (х1 - х-1) = -~ (х1 - х-1), т = l; 

4) (D+ + D-) (х2 -- Х-2) =О, m = 2. 
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Легко видеть, что данные собственные векторы соответствуют соб

ственным векторам из предложения 8.3 для rnk = rn, rnk- l = О. 
Во втором случае получаем 

(D+ + п-) (c+xm-1 + C-X-m+l) = 

= ~J3(2rn - l)(rn - 1) (с+Хm-з + С-Хm+з), 

что ведет к одной из трех возможностей: 

1) rn = 1, j =О; 

2) rn - 3 = -rn + 1; 

3) rn - 3 =О, с++ с_ =О. 

Это дает следующие собственные векторы: 

1) (D+ + n-) Хо= О, rn = 1; 

2) (D+ + D-) (х1 + Х-1) = ~ (Х1 + Х-1), rn = 2; 

3) (D+ + D-) (х1 - Х-1) = -~ (Х1 - Х-1), rn = 2; 

4) (D+ + D-) (х2 - Х-2) =О, rn = 3. 

Для k = 1 мы имеем равенства 

D 2 = п+ + п- + l (F2 
- с) D 2 = - п+ - п- + l (F2 

- с) 1 2 11 ' 2 2 11 ' 

{D1,D2}=2i(D+-п-), cJ_ =rn(rn+l)id, 
V<E 1 (me1) 

и соотношения (8.10) по-прежнему справедливы. 

Предложение 8.4. Для операторов Dб, Di, D~ в пространст
ве Vs_в, (rnc1 ) существует восемь собственных векторов: 

1) Dбхо = Dixo = D~xo = ~{D1, D2}xo =О, rn =О; 

2) Dбхо = ~{D1, D2}xo =О, Dixo = D~xo =-хо, rn = 1; 
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3) Dб(х1 + Х-1) = D~(x1 + Х-1) = -(х1 + Х-1), Di(XI + Х-1)=0, 
~{D1, D2}(x1 + Х-1) = ~(х1 - Х-1), т = 1; 

4) D6(x1 - Х-1) = Dr(x1 - Х-1) = -(х1 - Х-1), D~(x1 - Х-1) =0, 
1 i 2{D1, D2}(X1 - Х--1) = --2(Х1 + Х-1), m = 1; 

5) D6(x2 - Х-2) = -4(х2 - Х-2), Dr(x2 - Х-2) = D§(x2 - Х-2) 

= -(х2 - Х-2), ~{D1, D2}(X2 - Х-2) = -v'бixo, т = 2; 

6) D6(x1 +х-1) = Di(x1 +х-1) = -(х1 +х-1), D§(x1 +х-1) = -4(х1 + 

+ Х-1), ~{D1, D2}(x1 + Х-1) = ~i(x1 - Х-1), т = 2; 

7) D6(x1 -х-1) = D§(x1 -х-1) = -(х1 -х-1), Di(x1 -х-1) = -4(х1 -

- Х-1), ~{D1,D2}(x1 - Х-1) = -~i(x1 + Х-1), т = 2; 

8) D6(x2 - Х-2) = Di(x2 - Х-2) = D§(x2 - Х-2) 

- х-2), ~{D1,D2}(x2 -х-2) = -JЗOixo, т = з. 

Только первые два вектора являются собственными для операто

ра ~{D1,D2}. 
Кратности соответствующих собственных значений в простран

стве J:,2 (SО(З), dµ) равны 2m + 1. 

8.2.2. Случай n = 2k - 1 

Здесь мы используем обозначения из приложения С.2. Рассмотрим 
алгебру ~k как подалгебру алгебры ~k· Это позволяет получить аналог 
формул (8.7), просто отбрасывая слагаемые Fko и Fok: 

k-1 

Do = -iFkk, Dl = ~ L {F-kj +Fkj,Fk,-j +P--k,--j}, 
j=l 

k-1 

D2 = ~ L {F-k.1 - Fkj, Fk,-j - F-k,-j}' 
j=l 

k-1 

Dз = i 2::: (FkjFk,-j - F-kjF-k,-j). 
j=l 
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Пространство Rц совпадает с некоторым модулем VXJk (,\) со стар
шим весом (С.10), где mi Е Z+, i ~ 2, m1 Е Z. Пусть VXJk (,\) будет под
пространством пространства Vxik (Л), аннулируемым подалгеброй t~ ~ 
~ ::Dk-l· Рассуждая как для случая п = 2k выше, получим, что про
странство Vxik (Л) нетривиально тогда и только тогда, когда 

л = ffikEk + rПk-lCk-1, ffik ~ lmk-11, mk Е Z+, TTik--1 Е zk, 
где Z/,, = Z+ для k ~ 3 и Z2 = Z. В данном случае очевидно, что 

dim Vxik (Л) = mk - lmk-1\+1. 

(8.17) 

(8.18) 

Будем считать в данном пункте, что условие (8.17) выполнено. 
Это ведет к следующему разложению 

L,2 (80(2k), 80(2k - 2), dµ) = 

ЕВ (rnk - lmk-11 + l)Vxik (rnkC:k + rnk-1Ek-1) 
mk;;,imk-11, 

mkEZ+,mk-1EZ~ 

левого 80(2k)-пространства L 2 (80(2k), 80(2k - 2), dµ) и к разложению 

L, 2 (S0(2k), S0(2k - 2), d11) = (8.19) 

ЕВ (dim Vxik (mkEk + mk-1Ek--1)) х 
mk;;,lmk-11 

mkEZ+,mk-1EZ~ 

xV:vk (mkEk + rnk-1Ek-1), 

того же пространства как Diffsщ2k)(S0(2k)/ 80(2k-2))-модуля, где раз
мерность dim Vxik (mkEk + mk-1Ek-l) задана формулой (С.8). Пусть те
перь 

k-1 k-1 
D+ := L_Fk1Fk,-j, D- := L_F-k1F:_k,-j, 

j=l j=l 

k-1 

д := Cli.:2cso(2k),soc2k-2),dµ,) = F'fk + L, ( {Fkj, F1k} + {Fk,-j, F-jk}) 
j=l 

- операторы из алгебры Diffsoc2k) (80(2k), S0(2k - 2), dµ), где С -
универсальный оператор Казимира (С.11). 



272 ГЛАВА 8 КВАЗИТОЧНОРЕШАЕМОСТЬ ЗАДАЧИ ДВУХ ТЕЛ 

Формулы (8.10) и (8.11) переносятся на рассматриваемый случай 
без изменений, а формула (8.12) принимает вид 

и, кроме того, 

cJ_ = (стпk + k -1)2 + (mk-l + k - 2)
2 

- (k-1)2 
- (k - 2)2

) id. 
Vcvk (Л) 

Из [ 1 71 ] следует2 , что 

v:Dk (,\) = v_,,Ek Е9 v-(v-2)ok Е9 ... Efj Vcv-2)ok Efj VvEk' (8.20) 

где v = mk - lmk-1 I, все слагаемые являются одномерными весовы
ми подпространствами относительно картановской подалгебры ~k с :.Dk 

и действие алгебры, порожденной операторами п+, п-, в простран

стве V:Dk (Л) неприводимо. 
Мы упростим формулы для данного действия в сравнении с рабо

той [ 171], выбрав иной базис. Следующая лемма доказывается совер
шенно аналогично лемме 8.1. 

Лемма 8.2. Пусть v := mk-lmk- 1 1, Lv := (-v, -v+2, ... , v-2,v). 
В пространстве V:Dk(,\) существует базис (Xj)jEL" такой, Что 

FkkX3 = )XJ, D+x3 = ~(j ·- mk - lmk--11-· 2k + 4)(j - v)xнz, 

п-хj = ~(j + rnk + lmk-11+2k - 4)(j + v)xj-2, 

где XJ = О для j t/:. Lv. 

Рассуждая так же, как и в 1.Бk-случае, получаем следующее пред

ложение. 

Предложение 8.5. Для п = 2k - 1, k ;:;:: 2 существует четыре се
рии общих собственных значений операторов Dб, D 1 , D 2 в простран-

стве v:Dk(mkEk + lmk:-1IEk-1), mk Е Z+, mk-1 Е z;,,: 
1) Dбхо = Dзхо = О, D1xo = D2xo = -rnk(rnk + 2k - З)хо, mk = 

= lmk-11; 

2См. независимое от [171] доказательство в приложении С.4. 
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2) Da(x1 +х-1) = -(х1 +х-1), D2(X1 +х-1) = -rnk(rnk+2k-З)(x1 + 
+ Х-1), 
D1 (х1 + х-1) = (-rn~ + (5 - 2k)rnk + 2k - 4) (х1 + х-1), 
Dз(х1 + х-1) = i (rnk + k - 2) (х1 - х-1), lrnk-1 I = rnk - 1, rnk Е N 

З) D6(x1 -х-1) = -(х1 -х-1), D1(x1 -х-1) = -rnk(rnk+2k-3)(x1 -
- Х-1), 
D2(X1 - Х-1) = (-rn~ + (5 - 2k)rnk + 2k - 4) (х1 - Х-1), 
Dз(х1 -х-1) = -i (rnk + k- 2) (х1 +х-1), lrnk-11 = rnk-1,rnk Е N; 

4) Dб(х2 - х-2) = -4(х2 - х-2), Dз(х2 - х-2) = -4i (rnk + k - 2) хо, 
D1 (х2 - Х-2) = D2(X2 - Х-2) = (-rn~ + (5 - 2k)rnk + 2k - 4) (х2 -
- Х-2), 
lrnk-11 = rnk - 2, rnk = 2, 3,4, ... 

Только первый вектор является собственным для оператора D3 . 

Кратности соответствующих собственных значений в простран

стве L,2 (SO(n + 1), SO(n - 1), dµ) равны diш VDk (rnkEk + rnk-1Ek-1) 
и могут быть явно вычислены по формуле (С.8). 

ЗАМЕЧАНИЕ 8. 1. Для k = 2 значение mk-1 = m1 может быть произвольно
го знака и мы получаем восемь общих собственных векторов, найденных в [74). 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.2. Результаты предложений 8.3, 8.4, 8.5 соответствуют пред
ложению 8.2, но более ограничительны. Действительно, если 

Фv Е .C2 (SO(n + 1), SO(n - 1), dµ) 

- общая собственная функция операторов D5, D1 , D2 и Dз для п ?: 3, 
то DoФv = Dз'Фv =О, D1Фv = D21/Jv. Аналогично, если 1/;vEL2 (80(3),dµ) -
общая собственная функция операторов D5, Di, D~ и { D1, D2}, то Dоф v = 
= {D1, D2}Фv =О, DiФv = D~фv. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.3. Общие собственные функции из предложений 8.3, 8.4 
и 8.5 соответствуют пространству Q = sп. Для проективных пространств Pn(R) 
необходимо рассмотреть подпространство пространства .С 2 (80( п + 1), 
SO(n - 1), dµ), состоящее из функций, инвариантных относительно оператора 
ехр( 7r Do), поскольку он соответствует антиподальному отображению сферы sn 
в себя. Очевидно, что собственные функции оператора D0 инвариантны отно

сительно exp('rrDo) тогда и только тогда, когда они соответствуют собственным 
значениям вида 2iR, R Е LZ. Поэтому для пространства Q = pn (R) остаются 
случаи 1,4 предложений 8.3, 8.5 и случаи 1,2,5,8 предложения 8.4. 
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§ 8.3. Скалярные спектральные уравнения и некоторые 
:энергетические уровни задачи двух тел 

Для произвольного двухточечно-однородного компактного про

странства из уравнений (5.22)-(5.25) и (8.1) мы получим уравнение для 
собственной функции ф = f(r): 

(1 + r2)2 1 2 
- 2 f"- +~ (q1+q2+(2-q2)r2)f'+(V(r)-E)f=0, 

8mR 8mR r 
О< r < оо, (8.21) 

где кратности q1 и q2 определены в предложении 1.2. В данном па
раграфе т обозначает приведенную массу (5.19), а целые числа mk 
соответствуют старшему весу в неприводимом .so(n + 1)-модуле. 

Рассмотрим случай Q = sп. Пусть операторы D~, i = 1, 2, 3, такие, 
как в предложении 8.2, и D5Фv = 80'1/Jv, D~'ФD = 8i'ФD, i = 1, 2. 

В соответствии с замечанием 8.2 есть два основных случая: 

1) D~'ФD =О, 80 =О, 81 = 82, массы частиц произвольны; 

2) D~'ФD rf Фv, массы частиц одинаковы. 
В первом случае 

( ' А ' ') - ( ) (1 + r2)2 . . CD1 + D2 + 2BD3 ·фv = 61 С+ А 1/Jv = 2 2 61'Фо, 4mR r· 
а во втором случае 

А = 1 + r2 ' В = О, С = 1 + r·2 . 
4mR2r 2 4mR2 

Во всех случаях спектральное уравнение (8.1) принимает вид 

" n-1+(3-n)r2 
, 

f + (1 + r2)r f + 

+ 8 
2 2 

(mR2(E - V('r)) - а2. - Ь - cr2
) f =О, 

(1 + т ) r 
(8.22) 

а, Ь, с ;;::: О, О < r < оо. 

где коэффициенты а, Ь, с описаны ниже. 

Для собственных функций Фv из предложения 8.3 (п = 2k, k 
= 2, 3, ... ) имеем 
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1) а= с= mk(mk + 2k - 2)/8, Ь = 2а, mk Е Z+, массы частиц произ
вольны; 

2) а= mk(mk + 2k - 2)/8, Ь = (m% + (2k - 3)mk - k + 2)/4, с= (m% + 
+ 2(k - 2)mk - 2k + 3)/8, mk Е N, массы частиц одинаковы; 

3) а= (m%+2(k-2)mk-2k+3)/8, Ь = (m%+(2k-3)mk-k+2)/4, с= 
= mk(mk + 2k - 2)/8, mk Е N, массы частиц одинаковы; 

4) а= с= (т% + 2(k - 2)mk - 2k + 3)/8, Ь = (m% + 2(k - 2)mk - 2k + 
+ 5)/4, mk = 2, 3, ... , массы частиц одинаковы. 

Для собственных функций 1/JD из предложения 8.4 (n = 2) получаем 
следующие значения а, Ь, с: 

1) а= с= Ь =О, массы частиц произвольны; 

2) а= с= 1/8, Ь = 1/4, массы частиц произвольны; 

3) а= 1/8, Ь = 1/4, с= О, массы частиц одинаковы; 

4) а= О, Ь = 1/4, с= 1/8, массы частиц одинаковы; 

5) а= с= 1/8, Ь = 3/4, массы частиц одинаковы; 

6) а= 1/2, Ь = 3/4, с= 1/8, массы частиц одинаковы; 

7) а= 1/8, Ь = 3/4, с= 1/2, массы частиц одинаковы; 

8) а= с= 1/2, Ь = 3/2, массы частиц одинаковы. 

Наконец, предложение 8.5 соответствует следующим случаям (n = 
= 2k - 1, k = 2, 3, ... ): 

1) а= с= mk(mk + 2k - 3)/8, Ь = 2а, mk Е Z+, массы частиц произ
вольны; 

5 
2) а= mk(mk + 2k - 3)/8, Ь = (т% + (2k - 4)mk - k + .2)/4, с= (m% + 

+ (2k - 5)mk - 2k + 4)/8, mk Е N, массы частиц одинаковы; 

5 
3) а= (rn%+(2k-5)mk-2k+4)/8, Ь = (m%+(2k-4)mk-k+ 2)/4, с= 

= mk(mk + 2k - 3)/8, mk Е N, массы частиц одинаковы; 
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4) а= с= (m% + (2k - 5)mk - 2k + 4)/8, Ь = (rn~ + (2k - 5)rnk - 2k + 
+ 6)/4, mk = 2, 3, ... , массы частиц одинаковы. 

Уравнения (8.21) и (8.22) можно записать в общем виде: 

!" + q1 + q2 + (2 - q2)r
2 !'+ 

(1 + r 2 )r 

+ 8 (mR2 (E - V(r)) - !!:_ - Ь - cr2
) f =О, 

(1 + r2)2 r2 
(8.23) 

а, Ь, с ~ О, О < r < оо. 

Мы рассмотрим уравнение (8.23) для кулоновского и осциллятор
ного потенциалов. 

8.3. 1. Кулоновский потенциал 

Для кулоновского потенциала 

Vc = 21н, (r -~) , / > О, (8.24) 

теоремы 2.11 и 5.1 дают самосопряженность двухчастичного гамиль
тониана3 с областью определения (2.28), где V1 = О при О < r < 1 
и Vi = Vc при 1 ~ r < оо. 

Уравнение (8.23) для V = Vc является фуксовым с четырьмя особы
ми точками r = О, ±i, оо и соответствующими им критическими показа-
телями: 

р~) = ~ (1 - qi - q2 ± J(q1 + q2 - 1)2 + 32а) , 

р~00) = ~ (i -q2 ± J(q2 -1)2 +32с), (8.25) 

О•,+•2) 2 

+8(mER'-imR1+a-b+c)), 

(~q, + q2)' + 8 (mER' + imR1 +а- Ь +с)) . 
3Этот гамильтониан является оператором Шредингера на пространстве М = Q х Q 

с метрикой (5.1 ). 
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Те же рассуждения, что и для одночастичной задачи Кулона в § 6.3, 
(О) 

приводят к асимптотике f(r) ,...., тР+ при т -+ +О. Найдем асимптотику 

функции f(т) при т -+ +оо. Пусть функция 'Фv такая, как в уравне
нии (8.1). В силу теоремы 5.1 мера dv на полупрямой (О, +оо) э r имеет 
вид 

Пусть ( = l/т - локальная координата вблизи точки т = +оо, то
гда d1/ "'(q2 d( при (·----'О и асимптотика,...., ( 1 -q2 соответствует решению 
уравнения 

6.r.p = coпst ·б((), coпst #О. 

( ) 
(со) 

Из неравенства р_00 ~ 1 - q2 следует, что если j(r) rv r·-p_ при 

r -+ +оо, то H(.f(r)!/JD) tf- L. 2(Q х Q, dµ 2 ), где µ 2 - мера на Q х Q, 
(со) 

соответствующая метрике (5.1). Отсюда f(r) rv r-P+ при r ----+ +оо 

(отметим, что р~оо) ~О). 
Рассмотрим задачу сведения уравнения (8.23) с потенциалом (8.24) 

к гипергеометрическому уравнению посредством редукции (8.23) к урав
нению Гойна преобразованиями (В.3), (В.4), а затем применяя теоре

му В.1. 

Особые точки уравнения (8.23) образуют гармоническую четвер
ку (см. приложение В). Поэтому мы можем использовать только пер
вый случай теоремы В.1. Переместим особые точки (О, ±i, оо) уравне
ния (8.23) в четверку (О, 1, 2, оо) дробно-линейным преобразованием t = 
= µ(r) независимой переменной. 

Поскольку такое преобразование сохраняет порядок особых точек 
на окружности или прямой, то имеются только две возможности. Пер

вая из них соответствует отображению неупорядоченной пары точек (±i) 
в неупорядоченную пару (О, 2). Вторая возможность соответствует отоб
ражению неупорядоченной пары (О, оо) в неупорядоченную пару (О, 2). 

После такой замены независимой переменной можно свести пре

образованное уравнение к уравнению Гойна подстановкой вида (В.4). 
Одним из условий в первом случае теоремы В.1 является равенство 

критических показателей в точках О и 2. В терминах критических по
казателей (8.25) это означает, что либо IP~) - p~)I = IP~-i) - p~-i)I, 
либо IP~) - p~)I = IP~oo) --- р~00)1· Первая из этих возможностей немо
жет реализоваться для ненулевых значений 'У· Поэтому, не уменьшая 
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общности, можно положить 

t = µ(r) := ~' µ: (-i,O,i,oo)--.. (оо,О, 1,2). 
r+1 

Это отображение переводит уравнение (8.23) с потенциалом (8.24) 
в уравнение 

fи(t) + A(t)ft(t) - B(t).f(t) =О, /t -11=1, Iшt <О, (8.26) 

где 

A(t) = (q1 + 2q2 + 2)t2 - 4(q1+Ф+l)t+4(q1 + q2 ) 

2t(t-l)(t-2) ' 

m )ER2 t 2 (t-2) 2+ R"(it(t-2)(t2 -2t+2)( +a(t-2)4 -Ьt2 (t-2)2 +ct4 

В(t)=2---------,-----::-----:--------
t2(t - 1)2 (t - 2) 2 

Подстановка 
(О) (i) (оо) 

f(t) = tP+ (t - l)P+ (t - 2)Р+ w(t) 

сводит (8.26) к уравнению Гойна (В.14) с параметром ~/ вместо"(, где 

а= р~) + р~) + Р~оо) + p~-i)' ,8 = р~) + ДJ + р~оо) + p~-i)' d = 2, 

')'
1 = 1 - р~) + р~), 8 = 1 - р~) + р~), € = 1- р~) + р~оо) 

(О) (1) (=) 
Выражение tP+ (t - l)P+ (t - 2)Р+ означает здесь функцию, го-

ломорфную на С\(-оо, 2] и вещественную при вещественных t > 2. 
Ограничения на асимптотики функции f вблизи точек r = О, оо эквива
лентны ограниченности функции w(t) вблизи точек t =О, 2. 

Акцессорный параметр q можно вычислить по очевидной формуле 

. Р+ Р+ Р+ 

( ( 

{О) (i) (оо)) 

q = -2!~t -B(t) + -t- + t _ 1+t ____ 2 A(t)+ 

Р+ Р+ - Р+ Р+ + Р+ Р+ _ 
(О)( (О) l) 2 (О) (i) 2 (О) (оо)) 

+ t 2 + t(t - 1) t(t - 2) -

= 4р~) Р~) + 2р~) /;") - (q1 + q2 - 2)р~) + (q1 + q2)(2p~) + р~00))-
- 4mR1i + 16а. (8.27) 
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Из теоремы В.1 следует, что данное уравнение Гойна можно пре

образовать в гипергеометрическое рациональной заменой независимой 

переменной t -+ z: z = P(t), где Р - рациональная функция тогда 
и только тогда, когда справедливы условия 

"У'=€, 
o:{J -·· q =о. 

Условие (8.28) можно переписать в виде 

(q1 + q2 - 1)2 + 32а = (q2 - 1)2 + 32с 

или в виде 

Используя равенства 

а= Р~) + Р~) + Р~оо)+ 

(8.28) 

(8.29) 

(8.30) 

( !q; + '12)' + 8 (mER' + imR7 +а - Ь +с)) , 

,8 = р~) + р~) + р~оо) + 

уравнение (8.29) можно переписать в виде 

( 
(О) (i) (оо) 1 ( 1 )) 

2 

Р+ + Р+ + Р+ + 2 2q1 + q2 

- ~ ((~q1 + qz) 2 +8 (rnER2 + imRl'+ а - Ь +с))-
- 4р~) р~) - 2р~) р~оо) + (q1 + qz - 2)р~)-

- (q1 + qz)(2p~) + р~00 )) + 4mR"'(i - 16а = 

= (Р~))2 + (Р~))2 + (Р~оо))2 +2р~) (Р~оо) -р~)) + 

+ ( ~Ql + 2q2 - 2) р~) - ( ~ql + q2) р~) - (8.31) 

- ~q1 p~) + 2mR"'(i - 2mER2 
-- l8a + 2Ь - 2с =О. 
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Исключая квадраты величин р~), р~), р~00 ) из (8.31) с помощью 
очевидных уравнений 

(Р~)) 
2 
+ (q1 + q2 - l)p~) - 8а =О, 

(Д)) 
2 

- (~q1 + q2)ДJ - 2mR (RE -1i) - 2(а - Ь +с)= О, 

(Р~оо))2 + (q2 - l)Лоо) - 8с =О 

для критических показателей, приходим к условию 

( 
(i) 1 ) ( (оо) (О)) (i) ( 2р+ - 2q1 -- qz + 1 Р+ - Р+ - qiP+ + 8 с - а) =О. (8.32) 

Из условия (8.28) следует, что р~оо) - р~) = ~q1, и поэтому равен
ство (8.32) ведет, в предположении справедливости условия (8.28), к ра-
венству 

~q1 ( 1 - q2 - ~q1) + 8(с - а)= О, 
которое эквивалентно (8.30) и, таким образом, самому условию (8.28). 

Итак, мы пришли к выводу, что условие (8.29) является след
ствием условия (8.28). Условие (8.28) справедливо, в частности, в слу-

чае q1 =О, а = с, когда р~) = /f"1. Этот случай соответствует веще
ственным сферам sп и проективным пространствам pn(JR) с q2 = п - 1, 
т. е. случаям 1, 4 предложений 8.3, 8.5 и случаям 1,2,5,8 предложе
ния 8.4. 4 

С этого момента до конца данного пункта будем предполагать, что 

условие (8.28) выполнено. 
Из первого случая теоремы В.1 следует, что функция ш новой неза

висимой переменной5 

z := 1 - (t - 1)2 = t(2 - t) (8.33) 

удовлетворяет гипергеометрическому уравнению: 

z(l - z)ш" (z) + (;:;; - (а+ fi + l)z)w' (z) - а,6ш(z) =о (8.34) 

4 Проективные пространства pn (JR) лежат за рамками данной задачи, поскольку потен
циал (8.24) не проектируется с пространства sп на пространство P"'(JR) е! sп /Z2. 

5 Переменная z соответствует переменной z в (6.46). 
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с Р-символом 

1 00 } 
о а ;z . 

1---а-fЗ rз 

Соответствие между критическими показателями гипергеометриче

ского уравнения и уравнения Гойна, связанных заменой (8.33), ведет 
к равенствам 

в силу 

~- 1 (J- lд-- 1 
а=2а, =2µ,"f="f· 

r-i ( .)2 
z-1=- r+i , 

полупрямая (О, оо] на r-плоскости отображается в окружность на z
плоскости, определенную уравнением lz ·-11 = 1, причем точки r =О, оо 
соответствуют точке z = О. Таким образом, мы получили, с точностью 
до обозначений, 6 условия на функцию w(z), как в п. 6.3.2. 

Действительно, имеем 

°1=1 + J(q2 - 1)2 + 32а Е .IR, 1 -- 1:::;; 0, 

rx = ~ + ~J(q2 -1) 2 + 32а+ ~(s+s) Е JR, 

- 1 1 1 
(3 = 2 + 2 J ( q2 - 1 )2 + 32а + 4 ( -s + s) <t JR, 

где s := /(Jq1 + q2) 2 
+ 8 (~БR2 + imR1 + 2а - Ь). 

Следовательно, аналогично рассуждению для задачи Кулона из 

п. 6.3.2 мы приходим к одному из двух следующих равенств: а = 
= --k + 1, k Е N или 1-0: = -k+ 1, k Е N. Не теряя общности, положим 
Re 8 < О. В этом случае второе равенство невозможно, а первое дает 

4imR'Y 
s = 1 - 2k - y(q2 - 1)2 + 32а + ----;:=====:== 

1-2k-y(q2 -1)2 +32а 

Окончательно, с учетом определения s, получаем энергетические уровни 
в виде 

Ek = - 1-_ -(2(2k -- l)J(q2 -1)2 + 32а + 4k2 -- 4k + 2 --- .!.q1q2-8mR2 2 

6 В частности, (i вместо а и Zi вместо /3. 
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1 ) 2rn1·
2 

- 2q1 - 2q2 + lба + 8Ь - ----· 2 , 
( J(q2 -1)2 +32a+2k -1) 

k Е N. 

В частности, для вещественных сфер sп в случае q1 = О, q2 = п - 1, 
а= с, который соответствует случаям 1,4 предложений 8.3, 8.5 и случа
ям 1,2,5,8 предложения 8.4, получаем 

1 (1 2 п 2k---l.1 ) Ek = -- -(k - k + 1) - - + 2а + Ь +--у (п - 2)2 + 32а -
rnR2 2 4 4 

- 2rn"(2 k ю 
2

, Е i~. 

( J(n - 2)2 + 32а + 2k - 1) 

Учитывая все преобразования, проведенные при сведении уравне

ния (8.23) к гипергеометрическому уравнению, получим следующее вы
ражение для соответствующей радиальной части собственной функции 

(с точностью до произвольного ненулевого множителя): 

(О) (i) k 1 . . 
rP+ (r-i)P+ - (-1)1 (fЗ)j (4ri)1 

fk(r) = ( ·у<оJ+Рщ+/=) L jl(k - i ·-1)' (~у). (r + i)2j' r + 1 + + + j=O • • • J 

где р~), р~), р~00), jj, и 'i заданы формулами выше при Е = Ek. 

8.3.2. Осцилляторный потенциал 

Для осцилляторного потенциала 

определим самосопряженный двухчастичный гамильтониан в соответ

ствии с теоремой 2.12, где пространство 1VI' с Л1 = Q х Q опреде-

ляется неравенством р2 < ~п R (или эквивалентным неравенством r = 

= tg [R < 1), а р2 - расстояние между частицами. Область определения 
этого оператора задана в (2.32). 



§ 8.3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ для ЗАДАЧИ двух ТЕЛ 283 

Уравнение (8.23) для данного потенциала является фуксовым урав
нением с шестью особыми точками О, ±1, ±i, оо и соответствующими 
критическими показателями: 

р~) = ~ ( 1 -- q1 - q2 ± J(q1 + qz -1)2 + 32а), 

р~00 ) = ~ (1--q2 ± J(q2 -1)2 +32с), 

ДJ = p~i) = ~ql + ~q2± 

± ~ ( ~q1 + q2) 

2 

+ 8m.ER2 + 4mR4w2 + 8(а - Ь +с), 
р~) = р~ 1 ) = ~ (1 ± Vl +4R4 mw2). 

Аналогично предыдущему пункту функция f(r), 1· Е (О, 1) должна 
(О) 

быть cv rP+ при r __ , +0, и рассуждения для одночастичной задачи 
(1) 

с осцилляторным потенциалом из п. 6.3.2 дают f "'rP+ при r--+ 1 - О. 
К счастью, точки r = ±1, так же как и точки r = ±i, можно отож

дествить заменой независимой переменной r --+ (, ( = r 2 , которая сохра
няет фуксов тип рассматриваемого уравнения, приводя его к уравнению 

с четырьмя особыми точками: 

(8.35) 

Особые точки -1, О, 1, оо данного уравнения образуют гармоническую 
четверку и соответствуют критическим показателям: 

(i) 1 (О) (1) 1 (оо) 
Р± , 2 Р± , Р± , 2 Р± 

Те же рассуждения, что и для кулоновского потенциала, позволя

ют заключить, что единственная возможность преобразования уравне

ния (8.35) к гипергеометрическому уравнению посредством преобразо
ваний (В.3), (В.4) с последующим применением теоремы В.1 соответ
ствует преобразованию неупорядоченной пары точек (О, оо) некоторым 
преобразованием Мёбиуса в неупорядоченную пару (О, 2). 
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Не теряя общности, рассмотрим подстановку 

( ') 2( 
t=/L ~ = (+l' (8.36) 

µ,: (-1,0, 1,оо)-+ (оо,0, 1,2). 

Рассматриваемый интервал для независимой переменной t есть опять 
(О, 1). Подстановка (8.36) переводит уравнение (8.35) в уравнение (8.26) 
с коэффициентами 

A(t) = (q1 + 2q2 + 2)t - 2(q1+q2+1) 
2t(t - 2) ' 

B(t) = 2 (mR2 (Е + R2v.;2t(t - 2)) - 2а +а - Ь + _s:L) . 
t(t-2) 2(t-1)2 t t-2 

Определим функцию w(t) равенством 

_l (О) (1) _l (=) 

w(t) = t 2Р+ (t - 1)-Р+ (t - 2) 2Р+ j(t). 

Она удовлетворяет уравнению Гойна (В.14), где 

_ 1 (О) + (1) + 1 (оо) + (i) /J _ 1 (О)+ (1) + 1 (оо) + (i) d _ 2 а - 2 Р+ Р+ 2 Р+ Р+, - 2 Р+ Р+ 2 Р+ р __ , · - , 

'У= 1+1_ (Р(О) - р(О)) 8 = 1 + p(l) - r/1) Е = 1 + 1 (r/00
) - р(оо)) . ' 2 + - ' + ,._ ' 2 t'+ ---

_lp(O) (l) __ __!_р(оо) 
Здесь выражение t 2 + (t -1)-Р+ (t - 2) 2 + обозначает функцию, 

голоморфную в области С\ ( ( -оо, О] U [1, +оо)) и вещественную при ве
щественных t Е (О, 1). Ограничения на асимптотики функции .f(т) вбли
зи точек т = О, 1 эквивалентны ограниченности функции w(t) вблизи 
точек t =О, 1. 

Вычисления, аналогичные (8.27), приводят к следующему значению 
акцессорного параметра q для уравнения (В.14): 

q = -2mR2 Е + 2Ь + ( q1 + q2 + 1) (д J + ~ р~ J) + 

+ 2р~) р~) + ~р~) р~оо) + ~(q2 + l)p~)· 
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Условие (8.28) теоремы В.1 снова эквивалентно соотношению (8.30). 
Условие (8.29) той же теоремы можно записать в виде 

о.{3 - q = Р~) (р~оо) - Р~) - ~ql) = О, 

что опять является следствием (8.28). 
Предположим до конца данного пункта справедливость соотноше

ния (8.28). Тогда выполнены условия первого случая теоремы В.1, и за
меной независимой переменной t по формуле (8.33) мы получаем гипер
геометрическое уравнение (8.34) с 

а= ~о:= i ( 2 + .j(q2 - 1)2 + 32а + Vl + 4R4rru..v2 + s)' 

fl = ~ {З = i ( 2 + J ( q2 - 1 )2 + 32а + J 1 + 4R4rnUJ2 - s) , 
~ = / = 1 + ~.j(q2 - 1)2 + 32а, 

где s = J( ~q1 + q2 ) 2 + 8rnER2 + 4rnR4w2 + 16а - 8Ь. При этом интер
вал (О, 1) э t переходит в интервал (О, 1) э z, поэтому ограничение 
на асимптотику функции f(t) вблизи точки t =О приводит к равенству 

ш(z) = F(й,'jj;~;z). 

Кроме того, в силу неравенства 

~-a-'i3=-~V1+4R4rnш 2 <0, Rea>O 

и формулы (В.10), ограничение на асимптотику функции J(t) вблизи 
точки t = 1 дает 

/3 = -k, k =о, 1, 2, ... 

Отсюда получаем формулу для энергетических уровней 

Ek=~((4k+2+./(q2 -1)2 +з2a)
2 

-
8rnR 

_ lq1q2 - q~ _ lq1-16а+8Ь+ 1)+ 
2 2 

+ -.!:!!__ (4k + 2 + ./(q2 - 1)2 + з2а) 
2/m 

1 1+--4-2'k=0,1,2, ... 
4R rn 
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В частности, для вещественных сфер sп и проективных пространств 

pn(JR) в случае q1 = О, q2 = п - 1, а = с, который соответствует слу
чаям 1, 4 предложений 8.3, 8.5 и случаям 1, 2, 5, 8 предложения 8.4, 
получаем 

Ek= S~R2 ((4k+2+J(n-2)2+32a)
2 
-(n--1)2-16a+8b+l)+ 

+ 2Jm ( 4k + 2 + J(n - 2)2 + з2а) 1 + ~ '), k =о, 1, 2, ... 
4R т-

Выражение для соответствующей радиальной части собственной функ

ции (с точностью до произвольного ненулевого множителя) есть 

где р~), PZ), р~оо), а, а '1 задано формулами выше при Е = Ek. 

§ 8.4. Проблема дискретного спектра на некомпактных 
пространствах 

Подход данной главы к вычислению некоторых серий энергетиче
ских уровней для задачи двух тел на компактных двухточечно-однород

ных пространствах не распространяется на некомпактные двухточечно

однородные пространства, поскольку у некомпактных простых некомму

тативных групп Ли отсутствуют конечномерные унитарные представле

ния. 

fипотеза 8. 1. Для задачи двух тел с центральным потенциалом 
на некомпактных двухточечно-однородных пространствах дискрет
ный спектр отсутствует. 

В качестве косвенного подтверждения мы покажем, что в евклидо

вом пространстве двухчастичный гамильтониан с центральным потенци

алом не имеет дискретного спектра до отделения центра масс. Этот факт 
обычно не отмечается в учебниках по квантовой механике. Действитель
но, двухчастичный гамильтониан в евклидовом пространстве En можно 
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представить в виде [51]: 

~ 1 
Hr = --2 L'::..r +И, 

т 

~ 1 
Нс= --2 f':-.c, 

rn 

где !':-.r· - лапласиан, отвечающий относительному движению частиц, 

а !':-.с - лапласиан, отвечающий движению центра масс. Разлагая про

странство состояний в соответствующее тензорное произведение: 1t = 
= 1tr ® 1-fc и применяя спектральную теорему [66] к коммутирующим 

операторам: Hr на пространстве 1tr и Нс на пространстве 1-fc, мы по
лучаем унитарно-эквивалентные данным операторы умножения на из

меримые функции: fr на пространстве 1:2 (М,., dµr) и !с на простран
стве 1:2 (A1c,dµc), где µr(Nir) < оо, µс(Мс) < оо. Поэтому оператор Н 
унитарно-эквивалентен оператору умножения на функцию f r + fc. дей
ствующему в пространстве 1:2 (Nlr х Мс, dµr х dµc). 

Собственные значения операторов умножения можно описать сле

дующим образом. Пусть М - измеримое множество с мерой µ такое, 
что JL(M) < оо, f - измеримая комплекснозначная функция на 1\if, 
а Н1 - оператор умножения 

НtФ = fф, где ·ф Е Dom(HJ) := ( r.p Е L2 (М, d/L)j fм (frpj 2 dµ < оо). 

Комплексное число Л является собственным значением для HJ. если 
и только еслиµ (f- 1 (Л)) >О. Соответствующая ему собственная функ
ция есть характеристическая функция множества 1- 1 (Л), с точностью 
до ненулевого множителя. 

Поскольку спектр оператора Нс, соответствующего свободному дви
жению, является чисто непрерывным, то µс (/с- 1 (Л)) = О для лю
бых Л Е С. Необходимо доказать, что 

где 

~,\ := ((х, у) Е Mr· Х Мс/ fr(x) + fc(Y) = Л). 

Пусть хл - характеристическая функция множества :Ел. Поскольку 
меры множеств 1'vir и 1\.1с конечны, то теорема Фубини [66], примененная 
к функции хл, дает 

(Jt.,. Х µс) (I;л) = ! ХЛ dJLr(x) Х dµc(Y) = ! ! Хлdµс(У) dµr(x) = 
MrxA,fc Nlr Мс 
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= / µc(f; 1 (Л --- .fr(x)))dµr(x) = /О· dµr(x) =О. 
Лfr Mr 

Тем самым оператор Н не имеет собственных значений. Поэтому 

на некомпактном двухточечно-однородном пространстве у двухчастич

ного гамильтониана с неразделяющимися переменными так же есте

ственно ожидать отсутствия собственных значений. 



ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Вычисление коммутационных 

соотношений для алгебр 

инвариантных дифференциальных 

операторов 

В этом приложении мы проиллюстрируем основные приемы вычис

ления коммутационных соотношений из главы 3. Мы получим некоторые 
соотношения, требующие минимальных вычислений. 

Для элементов А, В, С произвольной ассоциативной алгебры нетруд

но получить следующие тождества: 

[А, {В, С}]= {[А, В], С}+ {В, [А, С]}, (А.1) 

{{А,В},С}--{А,{В,С}} = [В,[А,С]], (А.2) 

{{А,В},С} = 2{В,С}А+ {[А,В],С} + {[А,С],В} +[В, [А,С]]. (А.3) 

Начнем с коммутационных соотношений (3.15) из п. 3.2.2. Пусть 
операторы Do, . .. , D 10 определены как в п. 3.2.1. Рассмотрим внача
ле коммутатор [D1 , D 4 ]. Если С = В, то из (А.1) следует [А, В2 ] 
={[А, В], В}. Это дает: 

[D1, D4] = {[D1, У12], У12} + {[D1, f212], i112} + {[D1, Е>12], Е>12}. 

Снова используя (1.12) и (А.1), получаем 

Таким образом: 
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Переставляя координаты z1 и z2 (или эквивалентно применяя авто
морфизм а о (71", см. п. 3.2. l), получаем с учетом (А.4): 

[D2, D4] = -2D1. 

Предположим теперь, что нам уже известны выражения для комму

таторов 

(Do,D1], [Do,Dз], [Do,D1], [D1,D2], [D1,D4], [D1,Ds], (D1,D6], (D1,D1], 
[D1,Ds], (D2,D6], [Dз,D4], [Dз,Dб], [D4,Ds], [D4,D6], (D4,JJs] 

из (3.15). 
Тогда из тождества Якоби и (A.l) получаем: 

О= [D1, [Ds,D4]] + [D4, [D1,Ds]] + [Ds, (D4,D1]] = 

1 = [D1, 2{D2 - D1, Dб} + {Do, D1 }]+ 

1 3 + [D4, п(п - l)Dб - 2{Dз, Ds} + 4Dз-

l 1 - 2{D1, Dб}] -- 2(Ds, D1] = 2{[D1, D2], Dб}-

1 -2{D1 -D2,[D1,D6]}+ 

+ {[D1, Do], D1} + {Do, [D1, D1]} + п(п - l)[D4, Dб]-
1 1 3 - 2{(D4, Dз], Ds} - 2{Dз, (D4, D5]} + 4 [D4, Dз]-

1 - 2{D1, [D4, Dб]} - 2[Ds, D1]-

l 1 - 2{(D4,D1],D6} = -2{{Dз,Do},D6} - {D4,Dб}+ 

1 + 2{D2 - D1, Ds} + {Dз, D1 }+ 

1 1 + {Do,n(n- l)D4 - 2 {Dз,D6}- 2{D1,D4}+ 

3 + 8(D1 - D2) + Dg + D10}-

- п(п - l){Do, D4} + ~п(п - l)Do + {Dз, {Dб,Do}}+ 

1 3 + 2{D1, {Do, D4}} - 4{D1, Do}+ 
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+ { D1, 05} - 2(DsJJ1] = ~{ D2 - П1, Ds} + { Dз, D1 }+ 

3 3 + 8{Do, Di - IJ2} + {Do, 09 + Dio} + 2 п(п - l)Do-

3 - 4{Do,D1}- 2[Ds,D1]. 

В последнем равенстве мы учли формулу 

{ {D5, Do}, Dз} - {D5, {Do, Dз}} + {{Do, D5},Dз}

- {Do, {D5, Dз}} = [Do, (D5, Dз]]+ 

291 

+ [D5, [Do,Dз]] = -[Do,D1] - ~[D5,D2 - D1] = Dв + ~(-Dв - Dв) =О, 
{{Do, D4}, D1} - {Do, {D4, Di}} = (D4, [Do, Di]] = [D4, Dз] =О, 

являющуюся следствием (А.2). 

В результате получаем: 

1 1 [D1, IJs] = 4{D1 - D2, IJв} - 2{Dз, IJ1 }+ 

3 . 1 1 

+ lб {Do, П1 + D2} - 2{ IJo, [)9 + IJ10}-

3 - 4п(п - l)Do. 

Рассмотрим теперь вычисления по модулю (U(g)t0)к0 • Пусть 
IJ0 , ... , D3 - обраэующие алгебры Diff(SS), п ?: 3, g = so(n + 1), to = 
= so(n -1), Ко= SO(n -1). Из (А.1) мы получаем: 

п+l 

[IJ1, IJз] = -8 L ({{Ф1k, [Ф1k, Ф11]}, Ф21} + {Фн, {Ф1k, [Ф1k, Ф21]}}) = 

k,l=З 

п+l 

= 4 L ( {{Ф1k, Фkl}, Ф21} + бkt {Фн, {Ф1k, Ф12}}) = (А.5) 
k,l=З 

n+l п+l 

= 4 L {{Фkz, iJJ1k}, 'lf21} + 4 L {iJJ1k, {Ф1k, Ф12} }. 
k,l=з k=З 
k#l 
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Формула (А.3) и коммутационные соотношения (1.12) дают: 

п+l n+1 

L {{\llkz, Ф1k}, Ф21} = L (2{Ф1k, Ф21}Фk1+ 
k,l=3 
k;il 

k,l=З 

k;il 

+ {[Фkt, Фlk], Ф21} + {[Фkl, Ф21], Фlk}+ 
+ [Ф1k, [Фkl, Ф21]]) = 

+ ~{Ф2k, Ф1k} + ~[Ф1k, Ф2k]) mod (U(g)to)к0 
= 

= ···-~ ~ Ф12 = -- (п _" l~n - 2) Ф12 = (п ."" l)in -- 2) Do. 
k,l=З 
k;i! 

Из (А.2) следует: 

n+1 n+1 

L {Ф1k, {Ф1k, '1·12}} = L( {{Ф1k, Фlk}, Ф12} - [Ф1k, [Ф1k1 Ф12]]) = 

k=3 k=3 

{

n+l } п+l п+l 

= 2 t; wik, Ф12 - ~ t;[Ф1k, Ф2k] = -~{Do, Di} + ~ t; Ф12 = 

1 п -- 1 
= -4{Do,D1}- -

8
-Do. 

Окончательно из (А.5) получаем: 

п - 1 (n - l)(n - 2) 
[D1, Dз] = -{Do, Di} - -

2
-Do + 

2 
Do = 

(п - l)(п - 3) 
= -{Do, Di} + 2 Do. 

Вычисление [D1 , Dз] для алгебр Шff(Pn(JНI)s) и Diff(P"(<C)s) ана
логичны, но много длиннее. 

Проиллюстрируем вычисления в октавном случае одним примером. 

Ниже индексы i,j пробегают значения от О до 7. Пусть D 0 , ... , D 9 -
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образующие алгебры Diff (P2 (Ca)s), g = f4 , е0 = sµin(7), Ко= Spin(7) 
(см. § 3.5). Тогда из (А.1) и предложения 3.4 получаем: 

[D1, Dз] = ~ L ( { {[ел,;, еч], ел,i}, f л,j} + { ел,j, { ел,i, [ел,;,, f л,j]}}) = 

= ~ L { { xC2,zi,eJ, ел,i}, f ч} - ~ L {ел,;, {ел,;, Л}} -
i#j i 

- ~ L { ел,J, { ел,i, e2л,eieJ}}. 
'i#J 

Формулы (А.3), (1.44), (1.32) и предложение 3.4 дают: 

1 "°' {{хС2- - ел·} fл ·} -
8 ~ " ,еi1ез' , ,i ' ~J -

#J 

= ~ 2::: (2{eл,i,fЛ,J}xC2,ci,cJ + {[xC2,ci,e-J,eл,;],fл,1} + 

+ ({[xC2,e;,ej,fл,1],eл,i} + [е,\,;, [xC2,ei,e1 ,Jл,1]]) = 
= L ( - {6 { ad У2 ( xC2,ei,eJ lca

2 
ei) , f л,J} + 

i#j 

+ 1
1
6 { ad У1 ( хС2,е;,е1 lcai е1) , ел,;}+ 

+ 1
1
6 [ел,;, ad У1 ( хС2,е;,е1 lcai ej)] + 

+ ~{eл,;,Jл,J}f2>.,e;ej) mod (U(g)eo)к0 = 

= L (-~ { ad У2 (eJ), fл,J} - i { ad Yi (е;), ел,i} - ~ [ел,i, ad У1 (е;)] + 
#j 

+ 1 ( U2л,е;е1 , { ел,i, fч}} -- [f2л,e;ej, {ел,;, f,\.i}])) = 

= L (~{eл,J,JЛ,J} - ~{f'л,;, ел,;} - ~ [ел,;,Jл,;J) + Dв
#j 

-1 L ( { [!2л,е;е1 , ел,;], f Л,j} + {ел,;, [f2л,e;ej ,Jл,j ]} ) = 
#j 
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= Dв + L (~{eл,j,fл,j} + ~Л+ ~{eл,e;e;·e"fлA
if.j 

- ~{eл,i,fЛ,e,e;·eJ) = 

= Dв + L (~{ ел,j, fл,J} - ~{ ел,е;е;е, "f\j} - ~{ ел,i, fл,i}) + 
if.j 

+ 7Л = Dв + 7 Do. 

Аналогично из (А.2) и предложения 3.4 следует: 

- ~ L { {Л, ел,i}, ел,i} = -- ~ L ( { Л, { ел,i, ел,·;}} + [ел,;, [Л, ел,;]]) = 
i i 

Также имеем 

- ~ L { { е2Л,е;'ёj, ел,;}, ел,j} = 
if.j 

= -~ L ( { е2л,е,е1 , {ел,;, ел,j}} + [ел,i, [е2л,е,е;, ел,j]]) = 
if.j 

поскольку е2л,е,е1 антисимметрично, а {ел,;, ел,j} симметрично относи
тельно перестановки индексов i и j. 

Таким образом: 



ПРИЛОЖЕНИЕ В 

Некоторые фуксовы 

дифференциальные уравнения 

Для удобства ссылок в данном приложении собраны сведения 

о некоторых фуксовых дифференциальных уравнениях: Римана и Гой

на, а также сводимости первого ко второму в частных случаях. 

Линейное дифференциальное уравнение 

w(n)(z) + P1(z)w(n-l)(z) + ... + Рп(z)ш(z) =О (В.1) 

на римановой сфере С = Р1 (С) с мероморфными коэффициента
ми Pi(z), i = l,.",n, является фуксовым уравнением [119], если для 
любой точки z0 Е С его решения имеют не более чем степенной рост 
при z --* z0 в некотором конусе 1 , не содержащем целиком окрестность 
своей вершины z0 . Точка z0 называется обыкновенной для этого урав
нения, если все решения (В.1) голоморфны в некоторой ее окрестности; 
в противном случае zo называется особой точкой. 

Хорошо известно (см" например, [29; 47]), что уравнение (В.1) яв
ляется фуксовым, если 

qi(z) 
p;(z) = -,-п----

ГI (z - zk)i 
k=1 

для некоторых потенциально особых точек z1 , •.. , Zm Е С и многочле
нов qi(z) степеней :( i(rn -1). Критические показатели р(zю) для урав
нения (В.1) в точке Zk определяются путем подстановки выражения 

w(z) = (z - zk)P<zkJ в уравнение (В.1) с удержанием только главных 

1 В окрестности бесконечности нужно использовать локальную координату ( = 1/ z 
вместо z - zo. 
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членов при z -+ Zk. Эта процедура дает алгебраическое уравнение сте

пени п относительно p(zk). Обозначим p;zk), i = 1, ... , п, его решения 
(=) 

для всех точек Zk, k = 1, ... , т. Подстановка ш(z) = z-P аналогич-

но дает критические показатели Pi00
), ••• , р~':°) в бесконечно удаленной 

точке. Критические показатели удовлетворяют тождеству Фукса: 

п m+l 

L L P~zk) = ~(m - l)n(n -- 1), 
i=l k=l 

где p(z,,,+1) ·= р(=) 
i . 1. • 

Критические показатели можно найти и в обыкновенных точках. 

Если точка z обыкновенная, то критические показатели для нее -
это О, 1, ... , n - 1. Достаточным условием того, что точка z:· является 
обыкновенной, служит голоморфность коэффициентов Pi(z), i = 1, ... , п 
В Z, 

Информация об особых точках и соответствующих критических по

казателях уравнения (В.1) содержится в Р-символе Римана P{A;z}, 
в котором первая строка матрицы А состоит из особых точек, а другие 

ее строки состоят из соответствующих критических показателей. 

Уравнение (В.1) второго порядка с тремя особыми точками называ
ется уравнением Римана. Коэффициенты уравнения Римана полностью 
определяются его критическими показателями, а .значит, и ?-символом. 

В этом случае соотношение Фукса имеет вид 

2 3 LLP;zk) = 1, 
i=l k=l 

и только пять критических показателей независимы. 

Если все три особые точки z1 , z2 , zз конечны, то уравнение Римана 

имеет вид [29J: 

ш" + (-6__ + ~ + ~) ш'+ 
Z -- Z1 Z - Z2 Z -·- Z3 

+ (_!2_ + ___§___ + _&_) w 
z·-z1 z·--··Z2 z-zз (z-z1 )(z-z2)(z-zз) 

(В.2) 

=0, 

А 1 (zk) (zk) В (zk) (zk)( )( ) В 
где k = - Р1 - Р2 , k = Р1 Р2 Zk - Zk-1 Zk - zk+1 . по-

следнем уравнении индексы рассматриваются по модулю 3. 
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Существует два типа замены переменных, переводящих любое фук

сово уравнение в фуксово уравнение. Первым преобразованием является 

дробно-линейное преобразование (преобразование Мёбиуса) независи
мой переменной: 

at+ (:1 
z --+ t z = -- o:J - (З"У _j_ о. 

' "'(t+ J' 1 / 
(В.3) 

Этим преобразованием можно добиться произвольного расположения 

на С трех особых точек, сохранив критические показатели. 
Второй тип преобразований 

w(z) -> w1 (z) = (z - '01 )q w(z) 
Z - Z2 

(В.4) 

сохраняет особые точки, но изменяет критические показатели точек z1 

p;z1) --+ p;z1) + q, p;z2) --+ p;z2) _ q, i = 1, 2. 

Используя эти преобразования для уравнения Римана, можно счи

тать, что особые точки это (О, 1, оо), причем А0) = рр) =О. Если обо
значить Pioo) = о:, р~оо) = (3 и р~о) = 1 - "'(, то тождество Фукса для 
уравнения Римана даст р~1 ) = ~1 - о: - {3, что соответствует гипергео
метрическому уравнению или уравнению Гаусса: 

z(l - z)w11 +("У - (о:+ (3 + l)z)w' - о:(Зш =О. (В.5) 

Р-символ уравнения (В.5) есть 

{ 
о 1 

р о о 

1-1 1--0:-(3 

Многие квантово-механические задачи для пространств постоян

ной кривизны сводятся к этому уравнению, в то время как их евкли

довы аналоги сводятся к вырожденным случаям гипергеометрического 

уравнения, полученным из (В.5) слиянием особых точек (эти уравнения 
не являются фуксовыми). 

Мы рассмотрим решения уравнения (В.5) только в случае 1 # - т, 
т Е N. Решения (В.1), соответствующие различным критическим по
казателям вблизи некоторой особой точки, называются каноническими 
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решениями вблизи данной точки. Ряд 

( ) 
~ (а)п(/З)п zn 

F a,(3;1;z := L ( ) 1 , lz[ < 1, 
п=О 1' п n. 

(В.6) 

где (а)п := а(а + 1) ... (а+ п - 1), (а)о := 1 является каноническим 
решением для уравнения (В.5), соответствующим критическому пока-

зателю р~о) = О. Функция F(a, /3; 1; z), определяемая сходящимся ря
дом (В.6) для [zl < 1, может быть аналитически продолжена на об
ласть z Е С\ [1, +оо). Это продолжение можно осуществить, используя 
формулы (В.7)-(В.12) ниже или интегральные представления [29; 72]. 

Очевидно, что F(a,{З;"(;z) = F(/3,et;"(;z). Если а = -т или 
(3 = --т, т = О, 1, 2, .. " то функция F( а, (3; "(; z) является многочленом 
степени m. Кроме того, функция F( а, (З; "(; z) относительно перемен
ной 1' имеет полюса в точках 1' = -т, m Е N и справедливо равенство 

l . F(a,f3;1;z) = (a)m+1(,8)m+l_,,m+lp( + +l /З+ +l· +2· ) 
im Г( ) ( )' w а m , m , rn , z 

f'->-m 1' т + 1 . 

(см. [72]), где Г является гамма-функцией, определяемой как аналити
ческое продолжение интеграла 

00 

Г(z) = j e-te-1dt, Rez >О. 
о 

У функции Г нет нулей и имеются полюса первого порядка в точ

ках z = -m, rn =О, 1, 2, .. " Ее логарифмическая производная Фг(z) := 
= Г'(z)/Г(z) также имеет полюса первого порядка в этих точках. 

Другим каноническим решением уравнения (В.5), соответствующим 

критическому показателю р~о) = 1 - 1' при 1' tf- N, является функция 

z 1-"F(o -"( + 1,fЗ-1' + 1;2 -"(;z). 

Каноническим решением вблизи особой точки z = 1 является функция 

F(a, (3; а+ /3 - "( + 1; 1 - z), 

а при ~f - а - (3 tf- Z также и функция 

(1 - zp-a-/3 F('Y - о, 1' -- /3; 1' - о: - ;З + 1; 1 - z). 
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Вблизи особой точки z = оо канонические решения при о: - (3 i Z суть 

z-°' F(o:, о: --- 'f + 1; о: - {3 + 1; i), z-!3 F(,B, {J -- 'У+ 1; (3 - о:+ 1; i). 
При о: - (J Е Z только одна из этих функций является каноническим 
решением: первая при 0: - {3 > О и вторая при о: - (3 < О. 

Следующие разложения функции F( 0:, (3, ! , z) по каноническим ре
шениям вблизи особых точек z = 1 и z = оо [8; 72] важны для решения 
спектральных задач. Первое разложение - это 

. Г( 'у)Г( 1 - о: - /J) 
F(a, (3; 1; z) = Г(-у _ о:)Г(/ _,В) F(a, (3; о:+ (3 - 'У+ 1; 1 - z)+ (В.7) 

Г(1)Г(о:+/)-1) "(-а-/З . + Г(о:)Г(/)) (1 - z) F(1 - о:,/ - (3, / - о: - {3 + 1, 1 - z), 

1 arg(l - z)I < 7r 

при / - а - (3 tj:_ Z. Для 1' - о: - {3 Е Z все слагаемые в правой части (В. 7) 
сингулярны и для т = О, 1, 2, ... выполняются равенства 

F'( {3· (.1 • ) _ Г(m)Г(о: + (3 + т) r~ (а)п(f3)п ( )п 
а, , а+ /.J + т, z - ~ 1 - z -

Г(а + m)Г(/3 + m) n=O n!(l - т)п 

- Г(а + (3 + m) (z - l)'n f (а+ т)п(/3 + т)п (1 - z)nx (В.8) 
Г(о:)Г((З) n=O п!(п + m)! 

х (ln(l - z) -1/-Jг(п + 1) - 'if•г(n + т + 1)+ 

+ Фг(а + п + т) + "Фг(f3 + п + m)), 

Г(m)Г(а + /3 - m) _ 
F(o:,/);a+f)-m;z)= () () (1-z) mx 

Го:Г/3 

r~ (о: - m)п(fJ - т)п ( )п 
х~ 1-z -

n=O n!(l - т)п 

(-1)mГ(о:+f3-тп) = (о:)п(,В)п (l п 
- Г(о: - m)Г(/3 - т) ~ п!(п + m)! - z) х 

(В.9) 

х (ln(l - z) - Фг(п + 1) - 'ij_;г(n + т + 1) + Фг(а + п) + Фг(;З + п)), 
1 arg(l - z)I < 7r, 11 - zl < 1. 
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В случае Re(1 ·--а - (3) <О из (В.7) - (В.9) следует, что 

lim F(a В· · z)(l - z)<>+JЗ-1' = Г(~)Г(~ - а - (3). 
z-.1 '' '

1 ' Г(а)Г(/J) (В.10) 

Разложение функции F(a, (3, 1, z) по каноническим решениям вблизи 
точки z = оо имеет вид 

Г(1)Г((З - а) -а . 1 
F(a, (З; 1; z) = Г(~ - а)Г((З) (-z) F(a, а -1+1; а - ,В+ 1; z )+ 

Г(1)Г(а - /3) _8 1 
+ Г(~-,В)Г(а)(---·z) · F(,B,(3 ---1+1;(3---a+l;:z), jarg(--z)i <тr 

(В.11) 

при а - (3 rfc Z. При а - ,в Е Z все слагаемые в правой части (В.11) 
сингулярны. В этом случае справедливо равенство 

F(a, а+ т; 1; z) = F(a + rn, а; 1; z) = 

= Г(1)(--z)-<> з=1 _Г(rп - п)(а)п z-n+ 
Г(а + т) n=O п!Г(1- а - п) 

Г(1)(-z)-<>-rn ~ (a)n+rn(l -1 + С\')п+rп -п 
+ L.., z х 

Г(G + т)Г(1- т) n=O п!(п + т)! 
х (ln(--z) + 'Фг(п + т + 1) + ·Фг(п + 1)--
- '1/Jг(а + п + т) - Фг(1- а - п - т)), 

1 arg(-z)I < тr, lzl > 1, /' - а r/c Z. 

(В.12) 

Соответствующая формула для /' - а Е Z может быть получена 
переходом к пределу /' -- а ---• k Е Z в (В .12). 

Из формул (В.11) и (В.12) следует, что при Re а > Re (З справедливо 
равенство 

. . "~ _ ,в_Г(1)Г(а-/1) 
lш1 F( а, ,В,!,,_,)( z) - ( ) ( . 

z·+·oo Г а Г 'У - (J) 
(В.13) 

Фуксово уравнение с четырьмя особыми точками преобразования
ми (В.3) и (В.4) можно свести к уравнению Гойна 

11 ( ) ( 1 б Е ) 1 ( ) щ'Jt - q ( ) 
w t + t + t - 1 + t- d w t + t(t -·- l)(t " d) w t = о, (В.14) 
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где d =1- О, 1, оо - четыре его особые точки и а + f3 - 1 - б - Е: + 1 = О. 
Соответствующий Р-символ есть 

{ 
о 1 

р о о 

1--у 1-J 

d 
о 

1 - Е: 

: ;t}. 
,в 

Отметим, что акцессорный параметр q не входит в этот Р-символ. 
Теория уравнения Гойна значительно менее полна, чем теория урав

нения Римана. В частности, отсутствуют явные выражения канониче

ских решений вблизи особых точек друг через друга. Поэтому суще

ствуют лишь приближенные методы для решения спектральных задач, 

сводящихся к уравнению Гойна, использующие непрерывные дроби (см., 
например, [71] и ссылки там). 

Подстановка z = P(t) для рациональной функции Р переводит 
уравнение (В.1) в другое фуксово уравнение с (вообще говоря) большим 
числом особых точек. Поэтому иногда обратное преобразование может 
уменьшить число особых точек фуксова уравнения. 2 

В настоящее время общая теория такой редукции отсутствует. Од

нако в работе [162] были классифицированы все уравнения Гойна (В.14), 
которые получаются подстановкой ;; = P(t) из гипергеометрического 
уравнения (В.5). Обратным преобразованием такие уравнения Гойна сво
дятся к гипергеометрическим. 

Первым условием существования такой редукции является положе
ние точки d. Пусть 

-·- двойное отношение четырех различных точек из С. Хорошо извест
но, что оно является инвариантом преобразований Мёбиуса. Группа 6 4 , 

переставляющая точки z1 , z2 , z3 и z4 , действует на их двойном отно

шении. Орбита двойного отношения Os4 (s) числа s := (z1, z2, zз, z4)c.r. 
состоит из чисел s, 1- s, l/s, 1/(1- s),s/(s -1), (s -1)/s Е С. 

В общем положении эта орбита содержит шесть элементов, но су-

ществуют два исключения: орбита -1, ~, 2 и орбита ~ ± ~i. Ее-
2 В общем случае обратное преобразование выводит за рамки фуксова класса диффе

ренциальных уравнений. 
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ли (z1,z2,z3,Z4)c.r. Е (-1,~,2), то четверка (z1,z2,zз,z4) называ

ется гармонической. Если (z1, z2, zз, z4)и. = ~ ± V: i, то четвер
ка (z1 , z2 , z3 , z4 ) называется эквиангармонической. 

Точки гармонической четверки лежат на окружности или прямой. 

Преобразованием Мёбиуса их можно перевести в вершины квадрата 

на плоскости С. Если четверка (z1 , z2, zз, оо) является гармонической, 
то точки (z1 , z2 , z3 ) являются концами и серединой некоторого отрезка. 
Если (z1 , z2 , z3 , оо) - эквиангармоническая четверка, то точки (z1 , z2 , zз) 
являются вершинами равностороннего треугольника. 

Теорема В.1 ([162]). Нетривиальное уравнение Гойна (В.14) 

(т. е. такое, что а(З =f:. О или q =f:. О) можно получить из гипергео
метрического уравнения (В.5) рациональной заменой z = P(t) лишь 
в следующих случаях. 

1) Гармонический случай: d Е С::\5 4 (2). Пусть d = 2,3 тогда должно 
выполняться равенство q/(о:(З) = 1, а критические показатели 
точек t = О и t = d = 2 должны совпадать, т. е. 1 = Е. Функ
ция P(t) в этом случае является многочленом второй степени 
и может быть выбрана в виде P(t) = t(2 - t) = 1 - (t - 1)2. Она 
переводит точки t = О, 2 в точку z = О, а точку t = 1 в z = 1. 4 

Если дополнительно выполнено равенство 1 - о = 2(1 - 1), то 
функцию P(t) можно выбрать также в виде многочлена четвер-

той степени 4(t(2 - t) - ~ )2, который переводит точки t = О, 1, 2 

в точку z = 1. 

2) d Е 0 64 (4). Пусть d = 4, тогда q/(а(З) = 1, критические по
казатели точки t = 1 вдвое больше критических показателей 
точки t = d = 4, т. е. 1 - о = 2(1 - Е), а точка t = О имеет 
критические показатели О, 1/2, т. е. 1 = ~- Функция P(t) яв
ляется многочленом третьей степени и может быть выбрана 

в виде (t ··-1)2(1- ~). Она переводит точку t =О в z = 1 и точки 
t = 1,4 в z =о. 

3При d Е CJ15 4 (s) четверку (0,1,d,oo) можно преобразовать в четверку (0,1,s,oo) 
преобразованием Мёбиуса, преобразующим также коэффициенты уравнения (В.14). 

4Это преобразование было найдено уже в работе [149]. 
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3) Эквиангармонический случай: d Е Ое;4 (~ + v;i). Критические по
казатели точек t =О, 1, d одинаковы, т. е. 'У = б =с:. Пусть d = 

= ~ + v;;3 i, тогда q / ( о:/3) = ~ + v; i. Функция Р( t) является 
многочленом третьей степени и может быть выбрана в ви-

з 

де ( 1 - t/(~ + v;i)) . Она переводит точки t = О, 1, d в точ-
ку z = 1 и точку t = q/(a/3) в z = О, создавая новую особую 
точку. 

Если дополнительно выполнены равенства 'У = б = Е = ~' то 
функцию P(t) можно выбрать также в виде многочлена шестой 
степени 

4 ( (1 - t ) 

3 

- ~)'' 
.!. + JЗi 
2 6 

который переводит точки t =О, 1, d, q/(o:/3) в точку z = 1. 

4) d . /,..., (1 5V2.) Л d 1 БV2. д /( В) 1 V2. Е ve;4 "2 + --;г1 . усть = "2 + --;г•, тог а q о:, = 2 + 41, 
критические показатели точки t = d равны О, 1/3, т. е. с:= 2/3, 
а точки t = О, 1 имеют равные критические показатели О, 1/2, 
т. е. 'У= б = 1/2. Функция P(t) является многочленом четвертой 
степени и может быть выбрана в виде 

Она переводит точки t =О, 1вточкуz=1, а точки t = d, q/(o:/3) 
в точку z =О. 

) .. " (.!. 11VТ5.) _ .!. 11Jl5. /( ) _ 5 d Е ( е; 4 2 
+ 

90 
i . Пусть d -

2 
+ 

90 
1, тогда q о:/3 -

~ + ~ i, критические показатели точки t = d суть О, 1/2, 
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т. е. r:: = 1/2, а точки t = О, 1 имеют критические показатели 
О, 1/3, т. е. 'У = 8 = 2/3. Функция P(t) является многочленом 
пятой степени и может быть выбрана в виде 

-i 2025.Ji5 t(t ·- 1) (t -!. .... у15 i) 3 
64 j • 2 18 

Она переводит точки t =О, 1, q/(a/3) в точку z =О, а точку t = d 
в точку z = 1. 

Отметим, что в первом случае теоремы В.1 имеется три независи

мых параметра (например: о:, /3, ·1), а во всех остальных случаях число 
свободных параметров один или два. Это означает, что первый случай 

должен чаще встречаться в приложениях. Фактически только этот слу

чай и встречается в данной книге. 



ПРИЛОЖЕНИЕ С 

Ортогональные комплексные алгебры 

Ли и их представления 

С.1. Алгебра Ли ~k 

Здесь мы приводим краткое описание простых комплексных ал

гебр Ли QЗk ~ .so(2k + 1, С) (с..!. подробности в [124; 80] и [23]). 
Пусть 

(
о о ... о о 1) 
о о . . . о 1 о 

Si = : : . . . : : Е GL(i), i Е N. 

1 о . . . о о о 

Рассмотрим алгебру Ли QЗk ~ .so(2k + 1, С) как множество 

Следуя [ 172], мы будем нумеровать столбцы и строки матрицы А Е IFk 
индексами -k, ... , -1, О, 1, ... , k. Это удобно, т. к. подалгебры IFi с IFk, 
i < k, соответствуют индексам столбцам и строк от -i до i. 

Легко видеть, что матрица 

А= L aijEij Е gt(2k + 1, С) 
i,j 

содержится в IFk, если и только если aij + a-j,-i = О. Данное усло
вие означает, что матрица А кососимметрична относительно побочной 
диагонали. 

Пусть Fij := Eij - E-J,-i; тогда легко видеть, что 
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Алгебра ~k порождается как линейное пространство элементами Fij 
с i > -j. Очевидно, что F;,-i =О и F-j,-i = -F;.j. 

Элементы Fii, i = 1, ... , k, образуют базис картановской подалгеб
ры Qk с ~k. которая состоит из элементов вида 

Пусть Ei Е Q;,, так что Ei(X) = Xi, т. е. элементы Е; образуют базис 
в пространстве ~k• дуальный к базису .Pii, i = 1, ... , k. Определим сим
метричную невырожденную билинейную форму (·, ·) на ~k формулой 

1 (А, В) = 2 tr АВ. (С.2) 

Она пропорциональна форме Киллинга. Очевидно, что 

\"• 

(Fij,FqpJ = бipбJq, i > -j,q > -р. 

В частности, элементы F;.i, i = 1, ... , k, образуют ортогональный базис 
в подалгебре Qk· 

Форма (·, ·)liJk порождает изоморфизм х: Qk _, ~k• определенный 
посредством тождества х(Х) = (Х, ·), VX Е ~k· В частности, x(F;,i) = 
= Е; и элементы Ei, i = 1, ... , k, образуют ортогональный базис в про
странстве ~k относительно формы 

Множество 

ф'Вk :=(±Ei,±Ei±Ejl i-=/=j,i,j=l, ... ,k) 

является системой корней алгебры ~k· Относительно обратного лекси

кографического упорядочивания множество 

является подсистемой положительных корней, а множество простых кор-

ней есть 

Д'Вk := ( 0:1 = Е1, О:;= Ei - Ei-11 i = 2, ... , k). 

Подалгебра ~i с ~k, i < k, соответствует системам корней Ф<в,, Ф;, 
и д'В,· 
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Пусть La - корневое подпространство в IEk, соответствующее кор
ню о: Е Ф'Вk. Тогда 

L_si = span(Foi), Lsi = span(F;o), L 8 ,-sj = span(Fij), 

Lc;;+cj = span(F;,-j), L_si-ч = span(F-;j), i,j = 1, ... , k. 

Фундаментальные веса алгебра IВk суть 

k k 

Л1 = ~ LEj, Л; = L::c:j, i = 2, .. "k. 
j=l j=i 

Доминантные веса имеют вид 

k 

,\ = L,\j,\j, ),J Е Z+ :=(О) UN. 
j=l 

(С.3) 

Пусть V(Л) - неприводимые конечномерные IВk-модули со старшим 
весом Л. Модулями V(Л) исчерпываются все конечномерные неприво
димые представления алгебры IВk, причем при разных ,\ модули V(Л) 
не изоморфны друг другу. Модуль V(Л) соответствует (однозначному) 
представлению группы S0(2k + 1) тогда и только тогда, когда число ,\1 

четно. Доминантный вес ,\ можно записать в виде 

k 

,\ = L miE;, mk? mk-l? ... ? m1? О, 
i=l 

(С.4) 

где либо mi Е Z+, либо rn; Е Z+ + ~. Четные значения ,\ 1 соответству
ют rn; Е Z+. Обозначим через б сумму фундамента.1Jьных весов. Тогда 

(С.5) 

Универсальный оператор Казимира С Е U(IEk) задается формулой 

k 

С= L(F;~+{F;o,Fo;})+ L ({F;j,FJ;}+{Fi,-j,F-j;}). (С.6) 
i=l i>j>O 
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Для любой полупростой алгебры Ли справедливы следующие формулы: 

Clvcл) = ( (5 + ,\, 8 + >.) - (8, 8/) id, 

dim V(,\) = П (>. + 8,а)/ П (8,а), 
а~О а~О 

где а ?-- О обозначает положительные корни. 

(С.7) 

(С.8) 

Для любой полупростой алгебры Ли g и произвольной ее подал
гебры Картана ~ модуль V(Л) разлагается в прямую конечную сумму 
весовых подпространств 

V(Л) = Ef) Vµ(Л), JL Е ~*, 
1' 

где Vv Е Vµ(Л), Vli Е ~. справедливо h(v) = 11(h}u, а суммирование 
производится по всем весам вида 

,\ - L i"a, ·ia Е Z+. 
а~О 

Кроме того, для любого корня а алгебры g имеем 

~а: Vµ(Л) ___, Vµ+а(Л)), ,;°' Е L". 

С.2. Алгебра Ли :::Dk 

(С.9) 

Алгебра Ли ~k является подалгеброй алгебры ~k. состоящей 
из матриц, у которых столбец и строка с индексом О - нулевые. От

бросим эти нулевые столбец и строку и занумеруем остальные строки 

и столбцы матрицы А Е ~k индексами -k, ... , -1, 1, ... , k, как и выше. 
Подалгебра Картана ~k С ~k состоит из тех же матриц (за исключе
нием выброшенных столбца и строки с индексом О), что и в случае 
алгебры ~k· Опишем кратко случай алгебры ~k, подчеркивая отличия 
от случая алгебры ~k. 

В данном случае имеем 

ф1'k := (±Ei ± Ej/ i =/= j, i,j = 1, ... , k), 

ф ~ k : = ( Е i + Е j, Е i - Ej 1 i > j, i, j = 1, ... , k) , 

Л:Dk := ( СУ1 = Е1 + Ez, O:i = Ei - Ei-11 i = 2, ... , k), 

а корневые подпространства L±s,±sj такие же, как для алгебры ~k· 
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Фундаментальные веса суть 

k k k 

.\1 = ~ LEj, .\2 = -~Е1 + ~ LEj, ,\i = LEj, i = 3, ... ,k, 
j=l j=2 j=i 

а сумма фундаментальных весов есть 

Фундаментальный вес 

теперь имеет вид 

k 

,\ = L ,\.i Aj, ,\j Е Z+ :=(О) u N 
j=l 

k 

,\ = L miEi, rt1k ? mk-1 ? ... ? m2 ? lm11. 
i=l 

(С.10) 

где либо m1 Е Z,mi Е Z+, i? 2, либо m1 Е Z+ ~,m; Е Z+ + ~' i?2. 

Как и выше, ~k-модули с целыми mj, j = 1, ... , k, соответствуют (од
нозначным) представлениям группы S0(2k). 

Универсальный оператор Казимира СЕ U(~k) есть 

k 

с= LFi~ + L ({F;j,Fji} + {Fi,·-j,P-ji}). (С.11) 

i=l i>j>O 

С.3. Ограничения представлений алгебр ~k и X>k 

Следующие результаты были получены в [35], см. также [36]. 
Пусть V<вk (,\) - простой Q.3k-модуль со старшим весом (С.4), 

а VlJk(,\) - простой ~k-модуль со старшим весом 

k 

,\' = L rn~Ei, rn~? m~_ 1 ? ... ? т~? lm~l-
i=l 
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Предложение C.t. Ограничение V-вk (Л)l~k неприводимого ~k
представления на любую подалгебру ::Dk с IВk разлагается в прямую 
сумму 

V-вJ\)l~1c = ЕfЭ V~J\'), 
)..' 

где суммирование проводится по всем весам Х таким, что 

' и все mj являются целыми или полуцелыми одновременно с rnj. 

Пусть V-вk-i (Л') - простой ~k- 1 -модуль со старшим весом 

k-1 

Л' = L:m~E:i, m~_ 1 ? m~_2 ? ... ? m~? m~? О. 
i=l 

Предложение С.2. Ограничение V~k (Л)l-вk-l неприводимого ::Dk

представления со старшим весом (С.10) на любую подалгебру ~k-l с ::Dk 

разлагается в прямую сумму 

V~k (Л)l-вk--1 = ЕfЭ V-вk _, (Л'), 
>.' 

где суммирование проводится по всем весам Л' таким, что 

и все rnj являются целыми или полуцелыми одновременно с mj. 

С.4. Доказательство двух разложений 

Разложения (8.14) и (8.20) были получены в [172] и [171] с помо
щью теории янгианов, относящейся к квантовой алгебре. Здесь мы даем 
независимое от этой теории доказательство этих разложений с класси

ческой точки зрения, используя один результат из [33]. Первоначальная 
идея такого доказательства была сообщена автору А.И. Молевым. 

Пусть А - ассоциативная алгебра над С, порожденная элемента
ми Z+, z_, F и соотношениями 

[F,Z+] = 2Z+, [F,Z_] = -2Z_, [Z+,Z-] = -~F3 +qF, q Е С. (С.12) 
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Пусть также т: А -·-+ Homc (V) - ее неприводимое линейное представ
ление в конечномерном комплексном линейном пространстве V. Произ
вольный линейный оператор в пространстве V имеет по крайней ме

ре одно собственное значение. Пусть Fx = ТJХ, rJ Е С, х Е V, х =!= 
=1= О, тогда из соотношений (С.12) следуют равенства FZ+x = (rt + 
+ 2)Z+x, FZ_x = (71 - 2)Z-x. Поскольку dimc V < оо, то существу
ет вектор v" Е V, v,, =1= О, такой, что Fv" = vvv, Z+1J" = О, v Е С. 
Пусть 'Uv-2j := Z~v", j Е Z+, тогда 

Fv.., = 71и,Р z_v.., = v..,-2, \171 Е L" := v -- 2Z+. (С.13) 

Пусть µ - корень уравнения 

/J,2 + 2µ + v2 + 2v - 4q = О. (С.14) 

Лемма C. l. Справедливо равенство 

1 Z+vr1 = 
16 

(ТJ - µ)(71 - v)(ТJ + µ + 2)(r1 + v + 2)'и.1J+2, rt Е Lv. (С.15) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для r7=v равенство (С.15) очевидно. Пусть о: Е Lv, 
а: ~ 1/, и предположим, что равенство (С.15) справедливо для всех 

Т/ Е L" таких, что rt > о:. Тогда 

Z+va=Z+Z--va+2=[Z+, Z_]·oa+2 + Z_Z+va+2= (---~F3 + qF) 1'а+2+ 

+ 
1
1
6 
(о:+ 2 - 11)(0: + 2 - v)(o: + µ + 4)(о: + v + 4)Z_va+4 = 

= ( - ~(о:+ 2)3 + q(o: + 2)+ 

+ 
1
1
6 

(0; + 2 - µ)(о:+ 2 - v)(o: + µ + 4)(о: + v + 4) }'а+2 = 

= 1~ (а - /J,)(a - v)(o: + µ + 2)(а + v + 2)110 +2, 

в силу (С.12), (С.13), (С.15) и следующего тождества: 

(о:+ 2 - µ)(о:+ 2 - v)(a + µ + 4)(а + v + 4)-

·-(о: - µ)(а-·- v)(o: + µ + 2)(а + v + 2) = 8(а + 2)3 
- 16q(a + 2). 

Это завершает индукцию. • 



312 ПРИЛОЖЕНИЕ С 

В силу равенства (С.13) ненулевые векторы ·u'l, Т/ Е LII - линейно 
независимы, поэтому неравенство dimc V < оо дает Vv1 =J О, 'и"1 _ 2 =О 
для некоторого v1 Е LII. Из неприводимости представления т мы полу
чаем 

(С.16) 

в силу (С.13) и (С.15). Уравнение (С.15) для Т/ = v1 -2 влечет равенство 

(v1 - 2 - µ)(v1 + µ)(v1 + v) =О. (С.17) 

Положим теперь Z+ = D+, z_ = D·--, F = Fkk, k ;;:: 2, для операто
ров D+,D-,Fkk из п. 8.2.1 и V := V<вk(mkE"k + mk-1Ek-1); тогда 

q = ~ (m~ + m~_ 1 + (2k - l)mk + (2k - З)m,k-1) + ~(2k - 1)(2k - 3). 

so(2k l IC) (С.18) 
Пусть А' := (U(5o(2k + 1, С))) - · - централизатор подал-

гебры Ли so(2k - 1, С) с so(2k + 1, С) в U(so(2k + 1, С)). Очевид
но, что алгебра А' действует в V. Из теоремы 9.1.12 в [33] сле
дует неприводимость этого действия. В силу определения операторов 

D+, D--, Fkk, k;;:: 2, в п. 8.2.1 и теоремы 2.3, алгебры А' и А совпадают 
по модулю элементов, действующих в пространстве V как скалярные 

операторы. Поэтому А-модуль V неприводим и применима лемма С.1. 
Покажем, что 

( !11 - 2 - µ,) ( !11 + /L) =f- 0. (С. 19) 

Действительно, А-модуль V<вk(mkE"k + mk-1Ek-1) не содержит весовых 
подпространств, соответствующих весам jc:k для IJI > mk [80], откуда 

(С.20) 

Если (v1 - 2 - µ)(v1 +µ)=О, то !v1 - 11=Iµ+11 и уравнение (С.14) 
ведет к неравенству 

2 + 4q = (/J, + 1)2 + (v + 1)2 ~ 2(rnk + 1)2
, 

которое в силу ( С.18) эквивалентно неравенству 

m~_ 1 + (2k - З)(mk + mk-1) + ~(2k -1)(2k - 3) ~О. (С.21) 

Очевидно, что неравенство (С.21) невозможно. 
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Таким образом, из (С.16), (С.17), (С.19) и (8.8) мы получаем v = 
-v1 = mk - mk--l· Теперь разложение (8.14) следует из (С.13) 

и (С.16). 

Рассмотрение для пространства v := v:Dk (rnkEk +mk-lEk-1), k? 2, 
и операторов Z+ = п+, z_ = D-, F = Fkk, k ? 2, из п. 8.2.2 аналогично. 

Действительно, А-модуль V неприводим по тем же причинам, что 
и выше. Теперь мы имеем 

q = ~ (rn~ + m~_ 1 + 2(k -- l)rnk + 2(k -- 2)nik-·l) + (k ·-- l)(k - 2) 

и предположение (v1 - 2 - J.L)(v1 + /L) =О дает в силу (С.20) неравенство 

2(k - 2)mk + (rnk-i + k - 2)2 + k(k - 2) :(О, 

которое ведет к k = 2, mk-1 =О и равенству в (С.20). Это дает 

(С.22) 

Последняя возможность v1 = -v в (С.17) также ведет к (С.22) в си

лу (8.18) и (С.16). Теперь разложение (8.20) является следствием (С.13), 
(С.16) и (С.22). 
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Нерешенные задачи 

1) Найти непостоянные центральные потенциалы (или доказать их от
сутствие), для которых квантово-механическая или классическая 

задача двух тел на двухточечно-однородных пространствах инте

грируема в каком-либо смысле. 

2) Доказать полноту системы образующих Do, · · · , Dg для алгебры 

3) Классифицировать приведенные фазовые пространства для задачи 
двух тел на пространствах 

4) Дискретный спектр задачи двух тел в евклидовом пространстве 
получается после отделения центра масс. Интересно найти аль

тернативную процедуру его получения, пригодную также и для 

некомпактных двухточечно-однородных пространств (см. §8.4). Это 
не противоречит гипотезе 8.1, поскольку процедура отделения цен
тра масс изменяет гамильтониан. 
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— для гиперболической плоскости 

179
— для сферы 182 

С
символ дифференциального опера

тора 139 
P-символ Римана 296 
симметрическая алгебра 35 
симплектическое действие 125 
симплектическое многообразие 116 
симплектическая структура 116 
слабо коммутативное пространство 

138
собственное действие 130 
соотношение второго типа 46

соотношение первого типа 45 
сопряжение
— кватернионное 11
— октавное 22 
  эрмитово 24
степень элемента градуированной 

алгебры 34 
существенная область определения
— линейного оператора 52
— полуторалинейной формы 53

Т
трансверсальная часть дифферен

циального оператора 64 
трансляция 21
— ось 21
— свободная 236 
тройственности принцип 24
— инфинитезимальный аналог 28

У
уравнение
— гипергеометрическое 297 
 каноническое решение 298
— Гойна 300
— Римана 296

Ф
фазовое пространство 116 
Фрадкина тензор
— для гиперболической плоскости 

185
— для сферы 186
Фридрихса расширение полуогра- 

ниченного оператора 57 
Фробениуса теорема 22 
Фукса тождество 296 
фуксово дифференциальное урав

нение 295
— обыкновенная точка 295
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— особая точка 295 
функции в инволюции 117

Ч
четверка
— гармоническая 302
— эквиангармоническая 302

Э
Эйлера тождество 74 
экспоненциальное геодезическое 

отображение 59 
элемент алгебры Ли so(l, n)
— гиперболический 21
— параболический 21
— эллиптический 21
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