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(9.5.23) 

(9.5.21) 
/l + i/2 

42) 

= 21- Re(x*1) ). (9.5.24) 

(9.5.19) 

Re(x*1)) = (9.5.25) 

(9.5.24) / 

\

Q11 -Q22 +2iQ12) = 2(1- +i ) 
Q + Q 1:. /1 /2' 

11 22 
(9.5.26) 

(9.5.21). 

Q 

(9.5.27) 

Q 
(9.5.15) 

(9.5.28) 

Q 
(9.5.28) 

1 1 
-- = + - tr 
(tr Q) 2 2 

(9.5.29) 

. (Q11 - Q21 + 2iQ12) 
/l +i/2 = 2(Q11 +Q22) . (9.5.30) 

42
) Schneider and Seitz, A.stron. A.strophys. 294, 411 (1995). (4.16) 41, 

l'Yil « 1 « 1. 
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Таким образом, можно вычислить бесследовую часть от Маь - т. е. поле 

сдвигов - на основе измерения среднего квадрупольного тензора, без необ­

ходимости проделывать отдельное измерение параметра вроде ~. 

Различие между стандартным и альтернативным методами - это не толь­

ко вопрос формализма, потому что они вовлекают разные типы средних. 

В альтернативном методе галактики учитываются пропорционально площа­

ди своих изображений, а в стандартном методе все галактики учитываются 

одинаково. Поэтому в альтернативном методе не надо сильно беспокоиться 

насчет отсутствующих галактик малой видимой площади. 

Обычно измерение красных смещений отдельных галактик, изображения 

которых искажаются слабым линзированием, оказывается не очень практич­

ным. В таких случаях необходимо предполагать, что существует некоторое 

распределение вероятности N(rs) того, что эти галактики находятся на ради­
альном расстоянии rs, с 

00 

j .N(rs) drs = 1. 

о 

С помощью описанного выше альтернативного метода мы по-прежнему мо­

жем пользоваться уравнением (9.5.29) для вычисления бесследовой части 
матрицы сдвигов, зная усредненную наблюдаемую квадрупольную матрицу, 

однако теперь среднее квадрупольной матрицы вычисляется с учетом всех 

галактик вдоль заданного луча зрения, а матрица сдвигов заменяется на эф­

фективную матрицу сдвигов 

где 

00 

Maь(fi) = j .N(rs)Maь(rs, i'!) drs = 
о 

/

00 

jrs r(r, r8 )r [ д2 
] 

= 2 N(rs) drs д д бф(rn +у, tr) dr = 
rs Уа Уь у=О 

о о 

00 

= j [а ~ бф(rfi +у, t,)] g(r) dr, 
Уа Уь у=О 

о 

(9.5.31) 

00 

! r(r, rs)r 
g(r) 2 N(rs) drs. 

rs 
(9.5.32) 

r 

Аналогично этому, с помощью стандартного метода мы по-прежнему можем 

вычислять бесследовую часть эффективной матрицы сдвигов исходя из сред­

ней матрицы эллиптичности, при условии, что форма галактик не меняется 
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со временем. В этом случае уравнение (9.5.21) по-прежнему применимо, од­
нако с матрицей сдвигов, задаваемой (9.5.31), и со средним квадратом матри­
цы эллиптичности в нашей формуле (9.5.22) для параметра~' вычисленного 
путем усреднения по всем галактикам вдоль луча зрения. Но если формы 

галактик эволюционируют, то уравнение (9.5.31) нужно подходящим образом 
модифицировать: вместо фактора 1-~ перед матрицей сдвигов в (9.5.21) необ­
ходимо использовать (9.5.22) для вычисления функции ~(rs) исходя из сред­
ней матрицы эллиптичности галактик, расположенных на радиальном рассто­

янии r8 , и включить фактор 1-~(rs) в подынтегральное выражение в (9.5.31). 
В рамках альтернативного метода это усложнение не возникает. 

Независимо от того, какой метод используется для получения матри­

цы сдвигов, в этом месте мы сталкиваемся с проблемой. Нам хотелось бы 

воспользоваться измерениями слабого линзирования для выяснения возму­

щений плотности др, но как показано в уравнении (9.5.10), простым способом 
только параметр схождения к связан с возмушением плотности, а из урав­

нений (9.5.21) и (9.5.29) следует, что измерения слабого линзирования дают 
поле сдвигов 1i, а не к. К счастью, хотя простого соотношения между 1i 
и к не существует, имеется простое соотношение между их градиентами 43). 

Из уравнения (9.5.9) получаем 

rs 

а " ! r( r' rs) [ 8
3 

" ] 

а " Maь(rs, п) = 2 а а а бф(rп +у, t) dr. 
пс О rs Уа УЬ Ус у=О, t=tr 

(9.5.33) 

Точно так же из уравнения (9.5.31) получаем 

а " /
00 

[ д3 
" ] g(r) 

а " Маь(п) = а д а бф(rп +у, tr) - dr. 
пс Уа Уь Ус у=О r 

о 

(9.5.34) 

Важно то, что оба выражения полностью симметричны по отношению к а, 

Ь и с. Таким образом, расходимость бесследовой части матрицы сдвигов 

пропорциональна градиенту следа: 

д ( 1 ) 1 д - Мь- -8 ьtrM = --trM 8na а 2 а 2 8nь ' (9.5.35) 

где М может быть либо M(r8 , n), либо M(n). Иначе говоря, 

8к 811 812 8к 

ап1 = ап1 + ап2' ап2 (9.5.36) 

Таким образом, к можно вычислить, зная поле сдвигов 1i, вплоть до n-не­
зависимой константы. Ранее упоминалось, что полученные таким способом 

43
) N. Kaiser, Astrophys. J. 439, Ll (1995). 
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значения к можно использовать для измерения спроецированной плотности 

массы линзирующих объектов вдоль луча зрения. Начиная с конца 1990-х 
годов с помощью телескопов средних размеров многочисленные группы об­

наружили обусловленные линзированием сдвиги 44). Эти измерения, вместе 
с приведенным выше анализом, использовались для картирования распреде­

ления всего вещества, как темного, так и барионного, в различных галакти­

ческих скоплениях, таких как кластер Пуля 1ЕО657-558, см. разд. 3.4. 
Теперь давайте обратимся к применению слабого линзирования для на­

хождения распределения неоднородностей плотности массы во Вселенной. 

При использовании слабого линзирования для изучения крупномасштабного 

распределения вещества во Вселенной нас скорее интересует матрица сдвигов 

при распределении по всему небу, а не в каком-то одном направлении. Флук­

туации гравитационного потенциала имеют случайный знак, поэтому среднее 

по небу от матрицы сдвигов равно нулю. Вместо этого наиболее целесообраз­

но рассматривать среднее от произведения элементов матрицы сдвигов вдоль 

двух разных лучей зрения, где «среднее» понимается в том же смысле, что 

и в анализе флуктуаций реликтового излучения: либо среднее по положениям, 

с которых производятся наблюдения неба, либо среднее по отдельным после­

довательностям событий, которые привели к частному распределению веще­

ства во Вселенной. Ни одно из этих средних не соответствует в точности тому, 

что мы наблюдаем, однако это отличие пропадает для больших мультиполь­

ных порядков по той же причине, которая бьша объяснена в разд. 2.6 на при­
мере мультипольных коэффициентов анизотропий реликтового излучения. 

Поскольку теперь рассматриваются разные направления, удобно более 

явно переписать определение (9.5.7) для схождения и полей сдвиго.в. Если 
представить n в терминах полярного и азимутального углов как 

n = (sin 1J cos ер, sin 1J sin ер, cos 1J) (9.5.37) 

и выбрать два ортогональных направления, перпендикулярных к n, как 

то тогда 

J = ( cos 1J cos ер, cos 1J sin ер, - sin 1J), 

ф = ( - sin ер, cos ер) , 

к(n) + (1 (n) = JiJjмij(n), 

к(n) - г1(n) = ФiФjMij(n), 

г2(n) = JiФjMij(n). 

(9.5.38) 

(9.5.39) 

(9.5.40) 

(9.5.41) 

44
) Ссылки на эти наблюдения и их краткий общий обзор имеются в работе D. Munshi and 

Р. Valageas, Roy. Soc. London Trans. Ser. А 363, 2675 (2001) [astro-ph/0509216). Подробные обзоры 
слабого линзирования представлены в Р. Schneider and М. Bartelmann, см. сноску 41; А. Refrigier, 
Апп. Rev. Astron. Astrophys. 41, 645 (2003); Р. Schneider, in Gravitational Lensing: Strong, Weak, and 
Micro, eds. G. Meylan et а/. (Springer-Verlag, Berlin, 2006): 269 [astro-ph/0509252]. 
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Здесь мы используем 1J и rp вместо обычных () и ф для полярного и азимуталь­
ного углов с целью избежания путаницы с другими применениями символов () 
и ф в данном разделе. Помимо этого, поскольку будут рассматриваться раз­

ные направления n, двузначные индексы а, Ь и т. д. становятся трехзначными 
индексами i, j и т.д. Уравнение (9.5.31) для 2х2 матрицы сдвигов Маь соот­
ветственным образом расширяется до уравнения на 3 х 3 матрицы 

00 

Mij(n) j [ ~2 

. бф(х, t)] g(r) dr. 
дх~дХз x=rn t=tr 

о ' 

(9.5.42) 

Эквивалентным образом можно записать 

(9.5.43) 

где, как и в разд. 7.4, е+ _ (79 + iф)/.J2. Также, поскольку 79 и ф служат 
базисом в пространстве, нормальном к n, то 

(9.5.44) 

Разложение параметра схождения на сферические гармоники происходит 

почти так же, как разложение флуктуаций температуры реликтового излуче­

ния, см. разд. 2.6 и 7.2. Возмушение в гравитационном потенциале записы-
вается в виде 

(9.5.45) 

где а( q) - стохастический параметр скалярных возмущений, нормированных 

так, что выполняется 

(a(q) a*(q')) = б3 (q- q'). 

В таком случае из уравнений (9.5.42), (9.5.44) и (9.5.45) следует, что 

00 

к(fl) = -~ J d3qa(q) J g(r) Oф.(tr) (q2 
- (q · fl)2

)e;q.f>r dr. 

о 

(9.5.46) 

Величину -(q · n)2 можно заменить на д2 /дr2 , а для экспоненты воспользо­
ваться известной формулой 

eiq·nr = 47r L iljl(qr)YГ(n)YГ*({j). (9.5.47) 
lm 

Тогда возникает парциальное разложение параметра схождения 

к(n) = L ак,tтУГ(n), (9.5.48) 
lm 
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с коэффициентами 

ак,/т = -27Гi1 J d3qq2a(q)YP"*({j) Х 
00 

х J g(r) бфq(tr) (j1(qr) + jf'(qr)) dr. (9.5.49) 

о 

Его можно использовать вместе с уравнением (9.5.46) для вычисления корре­
ляций параметра схождения с самим собой, либо с флуктуациями темпера­

туры реликтового излучения, либо с любыми другими скалярными возмуще­

ниями. В частности, в случае собственных корреляций параметра схождения 

получаем 

(ак,iт а:,i'т') = бu1 8тт'Скк,l, 
где С кк, i - мультипольный коэффициент, 

00 00 2 

Скк,1=47Г2 J q6 dq J g(r) бфq(tr) (j1(qr) + jf'(qr)) dr . 
о о 

(9.5.50) 

(9.5.51) 

С другой стороны, сравнивая выражения (9.5.43) и (7.4.6), видим, что 
сдвиговые компоненты /I ( n) и ')'2 ( n) вовлекают поляризацию е+ ( n) почти 
так же, как в параметрах Стокса Q(n) и U(n), поэтому по причине, ана­
логичной рассматриваемой в разд. 7.4, необходимо разложить комплексный 
параметр сдвигов 'Yi(n) + i/2(n) на спин-2 сферические гармоники У'Г(n), 
определяемые уравнением (7.4.16): 

У'Г(n) - 2 

где V - угловая часть оператора градиента, 

- л д ф д 
V' - {) д{) + sin {) дер · 

С помощью уравнений (9.5.42), (9.5.43), (9.5.43) и (9.5.47) получаем 

/1(n) + i/2(n) = L a1,imY'Г(n) 
im 

с коэффициентами 

2 
.f, 

а,, im = 7Г1, 

00 

(f + 2)! ! 3 т * ! 2 (f _ 
2

)! d q a(q)Yi (q) бфq(tт) Ji(qr)g(r)r- dr. 
о 

(9.5.52) 

(9.5.53) 

(9.5.54) 

(9.5.55) 
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Вещественность бф(х, t) требует, чтобы 

а*(q)бф~(t) = a(-q)бфq(t), 

а 

поэтому а1, f.m = а~, f.-m, т. е. сдвиг, порождаемый возмущениями плотности 

массы, не «В», а «Е» типа, в смысле уравнения (7.4.25). Таким образом, лю­
бое наблюдение сдвига В-типа, для которого a1 ,f.m = -a~.f-m' будет служить 
указанием на линзирование, вызванное чем-то иным, нежели возмущением 

плотности, например, гравитационными волнами. К сожалению, линзирова-

1-1 ие вызванное гравитационными волнами, возникшими во время инфляции, 

чересчур мало, чтобы наблюдаться 45). 

С помощью (9.5.46) и в силу ортонормированности спин-2 сферических 
гармоник получаем 

(а1, f.m а~, f.'т') = бu1 бтт1С11, f,, (9.5.56) 

где мультипольные коэффициенты корреляторов сдвиг-сдвиг равны 

00 00 2 

47Г2 ( f + 2) ! ! 2 ! . -2 
c//,f. = (f - 2)! q dq бфq(tr)JR.(qr)g(r)r dr . (9.5.57) 

о о 

Уравнение Пуассона \l2бф = 47rGа2брм связывает величину бфq(t), воз­
никающую в уравнениях (9.5.51) и (9.5.57), со степенной спектральной функ­
цией P(q/ao) флуктуаций относительной плотности, введенной в разд. 8.1: 

q4 lбФq(t)l 2 
= (47rG)2a4 (t),O~(t)lбмq(t)l 2 

= 

= (47rG)
2
a

4
(t)p

2
(t)P( ~) (;(~:)) 

2 

9n2 н4аз ( q ) ( F(t) ) 
2 

= 4а2 (t)(;7Г)з р ао F(to) ' (9.5.58) 

где F(t) - это функция (8.1.20), и ао a(to). 
Можно привести менее сложные формулы для мультипольных коэффи­

циентов в наиболее интересном случае, f >> 1. Давайте сначала рассмотрим 
кк коррелятор. Можно вычислить интеграл по r в уравнении (9.5.51), если 
вспомнить, что при f >> 1, если qr отличается от f + 1/2 больше чем на ве­
личину порядка g- i;з, сферическая функция Бесселя jf. ( qr) экспоненциально 
мала при qr < f + 1/2 и быстро осциллирует при qr > f + 1/2, в то время как 
(в отличие от функций источников для анизотропий реликтового излучения) 
все остальные составляющие рассматриваемого интеграла по отношению к r 

45
) S. Dodelson, Е. Rozo, and А. Stebblns, Phys. Rev. Lett. 91, 021301 (2003). 
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меняются медленно. Таким образом, для f, ~ 1 переменную r можно заме­
нить на f/q в g(r) и tт: 

00 00 2 

Скк,f---+ 411"
2 f dq q6 lбфq(tl(q)1 2 

g2 ( ~) j (j1(qr) + jf (qr)) dr (9.5.59) 

о о 

Интеграл от Jl(qr) равен 46) 

00 

! . JJГГ(ft!) 1 fiГ 
о Jt(qr) dr = 2q г(ti2) ---+ qy И. (9.5.60) 

С другой стороны, поскольку для больших f, вклады от r << f / q и r >> f / q 
сильно подавляются, то интегралом по r от j~ ( qr) можно пренебречь. Таким 
образом, из уравнения (9.5.58) следует, что при f, >> 1 

27r
3 

/

00 

4 I l 2 2 ( f ) з 4 /

00 

-61 l 2 2 Скк,€-+Т dqq бфq(tl;q) g q =27rf drr бфl;т(tт) g(r)= 
о о 

(9.5.61) 

Предел больших f в мультипольном коэффициенте // совершенно та­
кой же. В этом пределе фактор (f + 2)!/(f- 2)! в выражении (9.5.57) превраща­
ется в f,4, а фактор r-2 в интеграле по r в (9.5.57) можно заменить на (q/f)2, 

поэтому для больших f отношение подынтегрального выражения q-интеграла 
в (9.5.57) к подынтегральному выражению в (9.5.51) (отбрасывая j~ (qr)) равно 

Следовательно, при больших f, 

f,4 q2 ( q/ f)4 
----=1. 

q6 

(9.5.62) 

Таким образом, при измерении сдвиговых мультипольных коэффициентов 

для больших f мы извлекаем такую же информацию, как при измерении 
мультипольных коэффициентов параметра схождения для того же значения f,. 

46
) Это специальный случай формулы (6.561) из 1. S. Gradshteyn and 1. М. Ryzhik, ТаЬ/е of Inte­

grals, Series, and Products, ed. А. Jeffrey (Academic Press, New York, 1980). 
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Для заданной весовой функции g(r), определенной уравнением (9.5.32), 
наблюдение f-зависимости c,,,l (или c,,,,,,,t_) приводит к измерению k-зави­
симости степенной спектральной функции Р( k). Следует отметить, что если 
основной вклад в интеграл обеспечивается радиальными координатами т, та­

кими что вакуумная энергия ко времени tr еще не начала играть важную роль, 
то согласно уравнению (8.1.20), F(t) сх: a(t), поэтому соотношение (9.5.62) 
далее упрощается до 

00 

9f2~H6ao ! g
2
(r) ( f ) 

с", l --+ С кк, l --+ 16 dr ----:;:z-P аот . (9.5.63) 

о 

Обычно ссьшаются именно на эту формулу 47). 

Корреляционные функции сдвиговых компонент и флуктуаций темпера­

туры реликтового излучения можно представить, заимствуя результаты, уже 

полученные для корреляционных функций флуктуаций поляризации и темпе­

ратуры реликтового излучения. Сравнивая уравнение (9.5.54) с уравнениями 
(7.4.15) и (7.4.25), а также сравнивая уравнение (9.5.56) с уравнением (7.4.28), 
видим, что корреляционные функции для сдвиговых компонент можно полу­

чить из уравнений (7.4.77)-(7.4.79) путем замены Q и И на /l и 12 и заменой 

С ЕЕ, р_ на С", р_, и (поскольку сдвиг полностью типа Е) отбрасывая С вв, р_: 

1 
( 11(n)11 (n')) = 2 2:::: с", l Re (Fp_(n, п') + Gp_(n, п')), 

l 

(9.5.64) 

(9.5.65) 

(9.5.66) 

где Fp_ и Gp_ - функции, задаваемые выражениями (7.4.88) и (7.4.89): 

Fe(fi, fi') = 
2
f4: 

1 D~~.-2 (s-• (fi)S(fi')). (9.5.67) 

Gp_(n, п') = (- l)l 2.e
4
: 

1 D~~.-2 (s-1 (n)S(-n')), (9.5.68) 

где D(l} является неприводимым унитарным представлением группы вра­
щений для углового момента f, а S(n) - стандартное вращение (7.4.12), 
переводящее 3-направление с 7Э = <р = О в направление n. Помимо этого, 

47
) D. J. Bacon, А. R. Refrigier and R. S. Ellis, Моп. Not. Roy. Astron. Soc. 318, 625 (2000). Корреля­

ционные функции элементов матрицы сдвигов изучались в работе N. Kaiser, Astrophys. J. 498, 26 
(1998). 
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если записать флуктуацию температуры реликтового излучения как в уравне­

нии (2.6.1), 

ЛT(fi) = L ат, етУГ(n), 
ет 

и воспользоваться вращательной инвариантностью для определения 

(9.5.69) 

то тогда из уравнений (7.4.82) и (7.4.83) можно получить корреляционные 
функции сдвиговых компонент и флуктуаций температуры реликтового из­

лучения, заменяя Q и И на /1 и /2, а Ств,е на -Ст1,е: 

( ЛT(fi) 11 (n')) = L Ст1, е Re He(n, n'), 
е 

(ЛT(fi) 12(n1
)) = - L Ст-r,е ImHe(n, n'), 

е 

где Не - это функция (7.4.90), 

He(n,n') = 
2
f+ 

1 D~e~2 (s- 1 (n)S(n')). 
47r ' 

(9.5. 70) 

(9.5.71) 
/ 

(9.5. 72) 

Для сравнения упомянем также, что корреляционная функция параметра 

схождения задается аналогом температурной корреляционной функции (2.6.4): 

(к(fi) к(n')) = L 2
f + 1 Скr. ePe(n · n'). 

е 47r , 
(9.5. 73) 

Измерение 011,е или Скк,е (с помощью уравнения (9.5.36) или (9.5.62)) 
можно использовать не только для выяснения степенной спектральной функ­

ции P(k), но также для наложения ограничений на космологические пара­
метры, входящие в уравнение (9.5.32) для g(r). До сих пор измерения сдвигов 
на основе данных, полученных группой Canada-France-Hawaii Telescope 
Wide Synoptic Legacy Survey, использовались 48) для установления значения 
параметра O'g, см. разд. 8.1; предполагая !lм = 0,3, было обнаружено, что 
O'g = 0,85 ± 0,06. Хотя этот параметр также измеряется в исследованиях 
крупномасштабной структуры, измерение слабого линзирования имеет то 

преимущество, что оно не зависит от использования светящихся источников 

в качестве указания на присутствие темной материи. Эта же группа также 

нашла, исключительно из данных по сдвигам, что отношение w р/р, ес­

ли предполагать его постоянным, меньше чем -0,8 с достоверностью 68 %. 
Другая группа 49), комбинируя измерения сдвигов на основе данных обзора 

48
) Н. Hoekstra et а/., Astrophys. J. 647, 116 (2006) [astro-ph/0511089]. 

49
) М. Jarvis, В. Jain, G. Bernstein and D. Dolney, Astrophys. J. 644, 71 (2006) [astro-ph/0502243]. 
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линзирования CTIO с данными по реликтовому излучению и измерения­
ми красных смещений и светимостей сверхновых типа Ia, обнаружила, что 
O'g = 0,81~g:i~, а отношение (считается постоянным) равно w = -0,89~&if 
с достоверностью 95 %. Применение обзоров слабого линзирования в космо­
логии в действительности только начинается. 

9.6 
Космические струны 

Вычисление отклонения • Подозрение на струны 

Спонтанное нарушение симметрий в ранней Вселенной может привести 

к полевым неоднородностям, известным как космические струны 5о). Поми­
мо этого, космические струны - обычное явление в современных струнных 

теориях 51 ). За исключением того случая, что нам настолько не повезло и кос­
мическая струна проходит как раз сквозь Солнечную систему, единственный 

способ, которым можно обнаружить космическую струну, является, по-види­

мому, ее действие в роли гравитационной линзы 52). 

На достаточном расстоянии r от струны гравитационное поле становится 
ньютоновским. Для длинной прямой струны решение уравнения Лапласа 

с цилиндрической симметрией обладает гравитационным потенциалом вида 

ф = 2GO" ln r + С, (9.6.1) 

где О' и С - константы интегрирования. Если струна нерелятивистская, 

то О" является массой струны на единицу длины. На достаточном расстоянии 

от струны применимо постньютоновское приближение, и направление све­

тового луча u описывается уравнением 53) 

du 
dt = 211 х (их Vф). (9.6.2) 

Поскольку отклонение светового луча мало, то его можно найти в следующем 

виде 

(9.6.3) 

5 о) Т. W В. КiЬЫе, J. Phys. А 9, 1387 (1976); А. Vilenkin and Е. Р. S. Shellard, Cosmic Strings and 
Other Topo/ogical Defects (Cambridge University press, Cambridge, 1994). 

51 ) Е. Witten, Phys. Lett. В 153, 243 (1985); Е. J. Copeland, R. С. Myers, and J. Polchinski, J. Нigh 
Energy Phys. 0406, 013 (2005) [hep-th/0312067]. 

52) Релятивистские вычисления линзирования космической струной приведены в работе 1. R. Gott, 
Astrophys. J. 288, 422 (1985). Обусловленная космическими струнами анизотропия реликтового 
излучения была вычислена в работе N. Kaiser and А. StebЬins, Nature 310, 391 (1984). 

53) См. сноску 17 в разд. 9.3. 
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где u0 задает начальное направление фотона. Элементарное интегрирование 

показывает, что световой луч отклоняется к струне, по направлению, перпен­

дикулярному как струне, так и световому лучу, на угол 

1 бul = 
4~o-G, 
sшО 

(9.6.4) 

где О - угол между направлениями струны и светового луча. Поскольку 

отклонение направлено к струне, то для лучей, проходящих струну с про-

тивоположных сторон, оно находится в противоположном направлении, так 

что изображение источника, расположенного за струной, раздваивается. При­

мечательно, что ни направление, ни величина этого отклонения не зависят 

от расстояния светового луча до струны, при условии что это расстояние до­

статочно велико, чтобы можно было пользоваться нерелятивистскими фор­

мулами (9.6.1) и (9.6.2). 
Вывод отклонения светового луча космической струной, приведенный в 

разд. 9.6, применим лишь к линейной цепочке нерелятивистских масс. Для 
релятивистских струн, таких как сингулярность в вакуумных ожидаемых зна­

чениях, постньютоновское приближение неприменимо. Отклонение для ре­

лятивистской струны было выведено А. Виленкиным 54), и оно задается фор­
мулой, подобной (9.6.4), но только sin О стоит не в знаменателе, а в числителе. 

В 2003 году, после открытия возможного кандидата линзирования косми­
ческой струной, общий интерес к космическим струнам возрос. Бьшо обна­

ружено, что пара изображений эллиптических галактик, разделенных на 1,8 
угловых секунд, имеют практически одинаковое красное смещение, z = 0,46, 
и одинаковый спектр. Искажение изображений происходило не так, как ожи­

далось при линзировании одной галактики более-менее сферическим источ­

ником, а согласовывалось с линзированием космической струной 55). Впо­
следствии в окрестности этого струнного кандидата был обнаружен избыток 

линзирующих объектов 56), что стало дополнительным свидетельством в поль­
зу того, что мы имеем дело с одной галактикой, линзированной космической 

струной. Но в 2006 году от данной интерпретации пришлось отказаться, по­
сле того как наблюдения на телескопе «Хаббл» выявили, что на самом деле 

это была пара взаимодействующих эллиптических галактик, а вовсе не ре­

зультат линзирования того или иного рода 57). Данный эпизод иллюстрирует, 
насколько трудно будет обнаружить космические струны с помощью вызы -
ваемого ими линзирования. 

54
) А. У. Vilenkin, Phys. Rev. 023, 852 (1981). 

55
) М. У. Sazhin et а/" Моп. Not. Roy. Astron. Soc. 343, 353 (2003) [astro-ph/0302547]. 

56) М. У. Sazhin et а/. [astro-ph/0406516]. 
57) М. У. Sazhin et а/., Моп. Not. Roy. Astron. Soc. 376, 1731 (2007) [astro-ph/0611744]. 



Глава 10 
ИНФЛЯЦИЯ КАК ПРИЧИНА ВОЗНИКНОВЕНИЯ 

КОСМОЛОГИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИЙ 

Наиболее захватывающий аспект космологических инфляционных тео­

рий, описанных в гл. 4, состоит в том, что они приводят к естественному 
квантово-механическому механизму происхождения космологических флук­

туаций, наблюдаемых в реликтовом излучении и крупномасштабной струк­

туре вещества 1), которые в будущем могут стать наблюдаемыми в гравита­
ционных волн·ах 2). В гл. 6 мы видели, что величины адиабатических ска­
лярных и тензорных флуктуаций, а также их зависимость от длины волны 

определяется начальными условиями только через величины n~ и 1)~ соот­

ветственно. Из уравнения (5.4.22) следует, что n~ - значение калибровочно­

инвариантной величины Rq(t) - Aq(t)/2 + H(t)бuq(t) за горизонтом, т. е. при 
q/a(t) << H(t), когда для адиабатических флуктуаций Rq не зависит от време­
ни. Аналогичным образом, 1)~ - независящее от времени значение гравита­

ционной волновой амплитуды Vq(t) при q/a(t) ~ H(t). На протяжении эры 
доминирования вещества или излучения a(t) возрастал по закону t213 или 
t 112 соответственно, а хаббловская скорость H(t) a(t)/a(t) убывала по зако­
ну 1/t, поэтому любая длина волны может быть обнаружена за горизонтом, 
если в той или иной эпохе вернуться в достаточно ранние времена. Однако 

на протяжении эпохи инфляции, которая, как предполагается, предшествует 

эре доминирования излучения, H(t) бьша приблизительно (возможно, очень 
приблизительно) постоянной, а фактор a(t) возрастал более-менее экспонен­
циально, так что даже если в конце инфляции возмущение было за горизон­

том, то в достаточно ранние времена эпохи инфляции оно неизбежно будет 

обнаружено глубоко под горизонтом. В эти очень ранние времена поля ос­

циллировали гораздо более быстро, чем происходило расширение Вселенной, 

и поэтому их квантовые флуктуации бьши в точности такими, как в обычном 

пространстве Минковского. В этой главе мы рассмотрим адиабатические ска­

лярные флуктуации и тензорные флуктуации, начиная с этой очень ранней 

эпохи, а затем те эпохи, когда флуктуации с различными длинами волн вошли 

!) У. F. Mukhanov and G. У. Chiblsov, Sov. Phys. JETP Lett. 33, 532 (1981); S. Hawking, Phys. Lett. 
115В, 295 (1982); А. А. Staroblnsky, Phys. Lett. 117В, 175 (1982); А. Guth and S.-Y Pi, Phys. Rev. 
Lett. 49, 1110 (1982); J. М. Bardeen, Р. J. Steinhardt, and М. S. Tumer, Phys. Rev. D 28, 679 (1983); 
W Fischler, В. Ratra, and L. Susskind, Nuc/. Phys. В 259, 730 (1985). 

2
) Космологическое образование гравитационных волн рассматривалось в работах L. Р. Gr­

ishchuk, Sov. Phys. JETP 40, 409 (1974); А.А. Staroblnsky, Sov. Phys. JETP Lett. 30, 682 (1979) и бьmо 
вычислено в контексте инфляции в работе У. А. Rubakov, М. У. Sazhin, and А. У. Veryaskin, Phys. 
Lett. 115В, 189 (1982). 
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под горизонт, вплоть до тех времен, когда Rq(t) и Vq(t) достигли постоянных 
значений R~(t) и 7J~(t), которые измеряются по данным реликтового излуче­
ния и крупномасштабной структуры вещества и которые однажды могут быть 

измерены в прямых наблюдениях фонового гравитационного излучения. 

10.1 
Скалярные флуктуации во время инфляции 

Действие скалярного поля • Возмущения поля, плотности, давления и скорости 
•Уравнения поля• ВКБ-решение в ранние моменты времени• Разложение Фурье 

• Коммутационные соотношения • Вакуум Банча-Дэвиса • Тhуссова статистика 
•Возмущение кривизны 'R- •Уравнение Муханова-Сасаки • Предел 'R-; вне го­
ризонта• Число е-кратностей после выхода из-под горизонта• Экспоненциальный 

потенциал• Измерение силы спектрального индекса и флуктуаций• Значения пара­

метров экспоненциального потенциала • Подтверждение простого действия 

В первую очередь рассмотрим простейшую модель инфляции, с одним 

вещественным полем «инфлатона» <р(х) и действием (В.63): 

! 4 V [ 1 µv д<р д<р ( )] I = dx-detg --g ---V<p, 
~ 2 &µ&v (10.1.1) 

с произвольным вещественным потенциалом V( <р). Это действие не является 
единственно возможным; мы займемся вопросом его правдоподобности в 

конце этого раздела. 

В соответствии с наблюдаемой изотропией и однородностью Вселенной, 

усредненными на космологических масштабах, мы выбираем скалярное поле 

в виде невозмущенного вклада <p(t), зависящего только от времени, плюс 
малое возмуrnение б<р(х, t): 

<р(х, t) = <p(t) + б<р(х, t). (10.1.2) 

Подобным образом, как в гл. 5-7, метрика задается невозмущенной метрикой 
Робертсона-Уокера Oµv(t) (с К= О) плюс малое возмущение hµv(x, t): 

gµv(x, t) = Oµv(t) + hµv(x, t). (10.1.3) 

В приложении В показано, что тензор энергии-импульса скалярного поля 

имеет вид как в случае идеальной жидкости, при этом плотность энергии, 

давление и 4-вектор скорости задаются уравнениями (В.66)-(В.68) в виде 

р = -~gµv д<р д<р - V(<p), 
2 дхµ axv 
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Отсюда следует, что плотность энергии и давление невозмущенного скаляр-

ного поля имеют вид 

- 1...:..2 v(-) 
р = 2ер + ер' 

- 1...:..2 v(-) 
р = 2ер - ер ' (10.1.4) 

а компоненты невозмущенного 4-вектора скорости равны 

-i о 
и= ' 

-О 1 
и= . (10.1.5) 

В рассматриваемом случае уравнение Фридмана (с нулевой пространственной 

кривизной) принимает вид 

2 87ГG ( 1 . 2 ) Н = -
3
- 2.ер + V(ep) , (10.1.6) 

а закон сохранения энергии р = -3Н(р + р) приводит к полевому уравнению 
для невозмущенного скалярного поля 

({; + 3HiP + v'(ep) =о, (10.1.7) 

где, как обычно, H(t) a(t)/a(t). 
Возмущение метрики бgµv hµv будет рассматриваться в ньютоновской 

калибровке (5.3.18): 

hoo = -2\ll, hoi =О, hij = -2a2бijW. (10.1.8) 

Вклад скалярной анизотропной инерции 7Г8 , а также 1Гv и 1Гт обращаются в ноль 
в скалярных теориях поля, поэтому согласно уравнению ( 5.3.20) другое скалярное 
гравитационное возмущение Ф в этом случае равно Ф. 

Возмущения давления, плотности энергии, 3-вектора скорости задаются вы­

ражениями (В.66)-(В.68), которые имеют первый порядок по возмущениям: 

бр = iP бф + V'(ер)бер - wiP2
, (10.1.9) 

дби 
биi = -

8 
. , 

xi 
бер 

где би = - .. 
ер 

(10.1.10) 

(10.1.11) 

В качестве полевых уравнений можно выбрать уравнение Эйнштейна (5.3.21) 
и закон сохранения энергии (5.3.24), принимающие следующий вид: 

(10.1.12) 

(10.1.13) 

(10.1.14) 
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При выводе (10.1.14) мы пользуемся удобным соотношением Й = -47ГGср2 , кото­
рое следует из уравнений (10.1.6) и (10.1.7). 

Полевое уравнение (5.3.20) уже бьшо учтено при выборе Ф = Ф, а остальные 
полевые уравнения (5.3.19) и (5.3.22) и закон сохранения импульса (5.3.23) 
просто повторяют содержание уравнений (10.1.12)-(10.1.14). 

Давайте сначала рассмотрим плосковошювые решения уравнений ( 1 О .1.12 )­
( 10.1.14), в которых fнр и Ф имеют соответственно вид ехр (iq · x)бepq(t) и 
ехр (iq · x)Фq(t). Позже мы вернемся к вопросу о том, как совместить эти 
решения при составлении возмущений бер(х, t) и Ф(х, t). Временная зависи­
мость плосковолновых решений задается уравнениями ( 1 О .1.12) и ( 1 О .1.13), 
в которых - \72 заменено на q2 - q2 : 

Ф q + НФ q = 47ГGсР берq, (10.1.15) 

.. . а2 v (ер) ( q2 
) av (ер) . _:._ 

берq + 3Нберq + дср2 берq + а2 берq = -2-Wq дер + 4-Wqep, (10.1.16) 

а связь (10.1.14) теперь принимает вид 

( Й + :: ) Фq = Ф1rG(-<i> бфq + {j; бipq). (10.1.17) 

При достаточно ранних временах q/ а будет много больше чем Н или 82 V (ер)/ дер2 , 
поэтому можно искать ВКБ-решения, для которых производные по времени 

от полей приводят к факторам порядка q/ а, следующего вида: 
t 

бipq(t)-+ f(t) ехр (-iq j а~~:)), 
t. 

t 
(10.1.18) 

Фq(t) -t g(t) ехр (-iq j а~:,)), 
t. 

где f(t) и g(t) изменяются гораздо медленнее, чем аргумент экспоненты, 
а момент времени t* произволен. Экспоненциальный фактор выбран таким 
образом, чтобы в уравнении (10.1.16) вклады второго порядка по q/a со­
кращались. Уравнения (10.1.15) и (10.1.17) выполняются в ведущем порядке 
по q/ а, если взять 

g 4i1ГGcpa 

f q 
(10.1.19) 

Тогда вклады в уравнении (10.1.16) первого порядка по q/a приводят к 
2f +2Hf =0, поэтому f сх: 1/а. По причинам, которые вскоре прояснятся, 
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в f и g выберем общий постоянный фактор, такой что 

1 
f = (27r )З/2у12q а. 

С учетом такой нормировки бepq(t) и Wq(t) определяются как решение уравне­
ний (10.1.15)-(10.1.17), которое удовлетворяет начальному условию, так что 
при a(t) -7 О 

t 

1 ( / dt' ) бepq(t) -7 (27r)З/2a(t)y'2q ехр -iq a(t') ' (10.1.20) 

t. 

. t 

4i7rGep(t) ( . / dt' ) w t -7 ех -i --q( ) (27r)312y'2qз р q a(t') · 
t. 

(10.1.21) 

Комплексно сопряженные функции бер~(t), w~(t) - другое независимое ре­

шение, и поскольку система уравнений (10.1.15)-(10.1.17) второго порядка, 
они являются единственными решениями. 

в общем случае поля бер(х, t) и w(x, t), удовлетворяющие уравнениям 
(10.1.12)-(10.1.14), можно представить как суперпозиции этих двух решений, 
которые в силу вещественности полей имеют вид 

б<р(х, t) = J d3 q [ б<pq(t)e'•"a(q) + б<p;(t)e-'•"a'(q)], 

Ф(х, t) = / d3q [>Itq(t)e'•"a(q) + w;(t)e-iq·Xa'(q)]. 

(10.1.22) 

(10.1.23) 

Теперь следует обсудить коэффициенты а( q) и а* ( q). Для этой цели восполь­
зуемся каноническими коммутационными соотношениями полей. Взаимо­

действие скалярного поля с гравитацией делает эти коммутаторы достаточно 

сложными, однако в очень ранние времена они упрощаются. Для любого 

заданного q существует достаточно ранний момент времени, такой что ско­
рость расширения Н пренебрежимо мала по сравнению с q/ а. Для таких 
ранних времен iP и ер в правой части уравнения ( 1 О .1.17) становятся пре­
небрежимо малы, поэтому w q становится пренебрежимо малым, что также 

можно увидеть, если заметить, что из уравнений (10.1.18) и (10.1.19) следует, 
что отношение w q к берq стремится к нулю как a(t) при a(t) -7 О. Что каса­
ется коэффициентов a(q) и a*(q) в такие ранние времена, то канонические 
коммутационные соотношения можно найти с помощью (10.1.1), где gµv вы­
бирается в виде невозмущенной метрики Робертсона-Уокера: 

I~ = / d"x /:,~, 3 [ 1 ( дер ) 
2 

1 дер дер ] 
[,ip =а (t) 2 дt - 2a2(t) дхi дхi - V(ep) . 
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Тогда канонически сопряженный к полю ер импульс равен 

дi,ср з . 
7Г = дер =а ер. 

Поскольку невозмущенные поля являются с-числами, то коммутаторы воз­

мущений совпадают с коммутаторами собственно полей. Отсюда следует, что 

для очень ранних полей 

[бер(х, t), бер(у, t)] =О, [бер(х, t), бф(у, t)] = ia-3 (t)б3 (x -у). (10.1.24) 

При бepq(t), нормированном таким образом, что выполняется уравнение 
(10.1.20) при a(t)---+ О, данные коммутационные соотношения означаЮт, что 
а( q) и а* ( q) ведут себя как стандартным образом нормированные операторы 
рождения и уничтожения: 

[a(q), a(q')] =О, [a(q), a*(q')] = б3 (q - q'). (10.1.25) 

Может показаться удивительным, что для возмущений скалярного и гравита­

ционного полей возникают одинаковые операторы рождения и уничтожения, 

однако следует помнить, что Ф не является гравитационным излучением, 

кванты которого рождаются и уничтожаются независимыми операторами. 

Вместо этого Ф является вспомогательным полем, задаваемым уравнением 

(10.1.14) в виде функционала поля инфлатона дер, практически таким же, как 
в квантовой электродинамике в :кулоновской калибровке, когда временная 

компонента векторного потенциала является функционалом заряженных по­

лей материи з). 
Отметим вскользь, что построенное нами скалярное поле согласуется 

с принципом эквивалентности общей теории относительности. Поскольку 

мы не интересуемся рассмотрением сопутствующих волновых чисел ниже 

некоторого инфракрасного предела Q (как, например, при ограничении изме­
рений до куба сопутствующего объема, меньшего чем (27Г/Q) 3 ), то во времена, 
когда Q/a >> Н, вид скалярного поля бер(х, t) должен бьш быть фактически 
таким же, как у свободного безмассового скалярного поля ер(х, t) в обычном 
пространстве-времени Минковского: 

J (2?г)~~:у'2k [ A(k)eik·ax ехр (-i J k dt) + A'(k)e-ik·ax ехр (i J k dt)], 
где A(k) и А* (k) - это операторы уничтожения и рождения, подчиняющиеся 
известным коммутационным соотношениям 

[A(k), A(k')J =О, [A(k), A*(k')] = б3 (k- k'). 

Отметим, что возникающая в экспоненте пространственная координата равна 

ах, потому что в метрике Робертсона-Уокера при К= О она является век-

З) См. КТП, том 1, формула (8.2.9). 
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тором, измеряющим собственные расстояния. Отсюда следует, что k связан 
с не зависящим от времени сопутствующим волновым вектором q соотноше­
нием k = q/ а, поэтому он зависит от времени, и именно поэтому зависящие 
от времени факторы бьши выбраны в виде ехр ( =t=i J k dt) , а не ехр ( =t=ikt) . 
Помимо этого, б3 (k - k') = а3 б3 (q - q'), поэтому можно определить удовле­
творяющие (10.1.25) операторы a(q) в виде a(q) = а- 312 Ak. Тогда замена 
переменной интегрирования k на q приводит при a(t)--+ О к полю вида 

! d
3
q/a

3 
[ 3/2 ( ) iq·x ( ·/ qdt) + 3/2 *( ) -iq·x (·/ qdt)] а а q е ехр -i - а а q е ехр i - , 

(21Г)3/2 а а 
а 

в согласии с уравнениями (10.1.20) и (10.1.22). 
Наконец, нам следует выбрать квантовое состояние поля инфлатона во 

время инфляции. Хотя есть иные возможности, простейшее и наиболее есте­

ственное предположение состоит в том, что состояние Вселенной во время 

инфляции является вакуумным IO), определенным следующим образом 4): 

a(q)IO) =о, (OIO) = 1. (10.1.26) 

Другая возможность состоит в том, что вместо а состояние IO) уничтожает 
некоторая линейная комбинация а и а* 5). Можно также предположить, что 
инфляция происходит в присутствии теплового распределения инфлатонов 6). 

Хотя предположение (10.1.26) не является бесспорным, оно по крайней 
мере правдоподобно. Начальное условие (10.1.20), выбирающее частное ре­
шение системы уравнения второго порядка ( 1О.1.15)-(1 О .1.17), накладывается 
в ранние времена, при которых q/ а >> Н. В такие времена действие можно 
рассматривать так, как будто оно практически не зависит от времени, поэто­

му существует гамильтониан 1i, который в хорошем приближении порождает 
временную зависимость полей: 

[1i, бср(х, t)] ~ -icp(x, t). 

Согласно уравнению (10.1.18), при q/a >> Н временная зависимость коэф­
фициентной функции cpq(t) задается в приближенном виде: 

. ·(q) 'Pq ~ -i а cpq, откуда [ 1l, а( q)] "' - ( ~) a(q). 

Следовательно, если состояние l'Ф) является собственным для 1i с энерги­
ей Е, то a(q)l'Ф) является собственным состоянием 1i с меньшей энергией 

4
) Это состояние часто называют вакуумом Банча-Дэвиса: см. Т. S. Bunch and Р. С. W Davies, 

Proc. Roy. Soc. Ser. А 360, 117 (1978). 
5
) Е. Mottola, Phys. Rev. D 31, 754 (1985); В. Allen, Phys. Rev. D 32, 3136 (1985). 

б) К. Bhattacharya, S. Mohanty, and R. Rangarajan, Phys. Rev. Lett. 96, 121302 (2006). 
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~Е-q/адотехпор, пока IФ) не станет состоянием 10),длякоторого a(q)IO) =0 
и которое тем самым является состоянием с наименьшей энергией: Так же 

как в обычной лабораторной физике, мы ожидаем, что любое другое состоя­

ние переходит в состояние IO) наименьшей энергии, хотя при этом остается 
вопрос, происходит ли этот переход достаточно быстро, чтобы быть эффек­

тивным в период до вхождения под горизонт 7). 

В состоянии, которое удовлетворяет (10.1.26), квантовые средние 1 

( Оlбср(х1, t)бср(х2, t) ... IO) 

(а также вовлекающие Ф(х, t)) можно вычислить, перетаскивая все операто­
ры уничтожения а( q) направо, а все операторы рождения налево, применяя 
коммутационные соотношения каждый раз, когда a(q) перетаскивается на­
право через a*(q) или когда a*(q') перетаскивается налево через a(q'). Тогда 
получаемый результат выражается теоремой Вика 8): квантовые средние про­
изведений дер и/или Ф являются гауссовыми в смысле приложения Е (за тем 
исключением, что надо следить за порядком операторов), со спариванием, 
задаваемым вакуумными значениями произведений спаренных полей: 

( OI б<р( Х, t )б<р(у, t) IO) = f d3 q 115<pq(t)1 2 
eiq-(x-y), 

( ОIФ(х, t)Ф(у, t)IO) = f d3 q IФ q(t) 12 eiq(x-y), 

Например, 

( Оlб<р(х, t)Ф(у, t)IO) = j d3 q б<pq(t)w;(t)eiq(x-y), 

(ОIФ(х, t)б<р(у, t)IO) = / d3 q Ф .(t)б<p;(t)eiq-(x-y). 

(Olбcp(w, t)Ф(х, t)Ф(у, t)бcp(z, t)IO) = 

= (Olбcp(w, t)Ф(х, t)IO)(OIФ(y, t)бcp(z, t)IO) + 
+ ( Olбcp(w, t)Ф(у, t)IO) ( ОIФ(х, t)бcp(z, t)IO) + 
+ ( Olбcp(w, t)бcp(z, t) IO) ( ОIФ(х, t)Ф(у, t)IO). 

(10.1.27) 

(10.1.28) 

(10.1.29) 

(10.1.30) 

Эти величины являются квантовыми средними, а не средними по ансамб­

лю классических полевых конфигураций. Наиболее явно это видно из урав­

нений (10.1.29) и (10.1.30), из которых вытекают комплексные выражения 
для средних от произведений вещественных полей, и следовательно, они 

7
) Этот вопрос изучен в работе С. Armendariz-Picon, J. Cosm. & Astropart. Phys. 0702, 031 (2007) 

[ astro-ph/0612288). 
8) 
См. КТП, том 1, разд. 9.1. 
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также зависят от порядка перемножения полей 9). Точно так же как при из­
мерении спина в лаборатории, здесь должно присутствовать что-то вроде 

декогерентности; полевые конфигурации должны полностью войти в один из 

ансамблей :классических конфигураций, со средними по ансамблю, задавае­

мыми вакуумными значениями, вычисленными по аналогии с уравнениями 

(10.1.27)-(10.1.30). То, как это происходит, совсем не очевидно, но понят­
но, что декогерентность не может иметь место, пока вакуумные значения 

произведений вещественных полей не станут вещественными, что для сво­

бодных полей также означает, что вакуумные значения не зависят от поряд­

ка перемножения полей. Как будет видно, это происходит после того, как 

возмущения покидают горизонт, когда различные функции cpq(t) и Фq(t) на­
чинают подавляться единственным решением полевых уравнений, которое 

(так как полевые уравнения вещественны) с необходимостью вещественно 
с точностью до возможного комплексного множителя. Как только Вселенная 

становится в этом смысле :классической, можно воспользоваться эргодиче­

ской теоремой из приложения D и интерпретировать средние по ансамблю 
возможных :классических вселенных как средние по положениям наблюдате­

ля в нашей Вселенной. 

Для любого заданного потенциала V(cp) всегда возможно найти cpq(t) и 
Фq(t) путем численного решения уравнений (10.1.15)-(10.1.17) с начальными 
условиями (10.1.20) и (10.1.21). Однако этот путь сложен, и в итоге мы по­
лучаем больше информации, чем можем использовать. Между периодом ин­

фляции и современной эпохой находится так называемый период разогрева, 

когда энергия поля инфлатона ер трансформируется в обычное вещество 

и излучение. Фактически, нам ничего не известно об этом процессе, поэтому 

решения для бср и Ф во время инфляции не имеют мгновенной интерпре­
тации в терминах наблюдений современной Вселенной. К счастью, эпоха 

разогрева (и другие плохо понимаемые эпохи) происходит, когда космоло­
гические флуктуации, представляющие наблюдательную ценность, находятся 

за горизонтом. Одно из полезных свойств, которые можно извлечь из ре­

шений для полей во время инфляции, состоит в возможности вычислить 

некоторую величину, которая сохраняется за горизонтом, и, таким образом, 

приводит к начальному условию для эволюции возмущений, после того как 

они заново возникли под горизонтом. 

Далее мы сосредоточимся на рассмотрении величины R из разд. 5.4, 
определенной в ньютоновской калибровке соотношением 

R -Ф + Нби. (10.1.31) 

Для одного скалярного поля она сохраняется за горизонтом во время ин­

фляции, потому что, как показано в разд. 5.4, всегда есть два решения, для 
которых R постоянна при q/a << Н, и как уже отмечалось, уравнения ин­
фляции с одним полем имеют только два независимых решения. С помощью 

9) Обсуждение этого вопроса есть в работе D. Н. Lyth and D. Seery, [astro-ph/0607647]. 
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(10.1.11) и (10.1.22)-(10.1.23) находим, что во время инфляции 

R(x, t) = ! d3q [R.(t)eiqxa(q) + к;(t)е -iq·Xa'(q)]' 

где 

Hбrpq 
Rq = -Ч!q - ..:.. 

l.{J 

(10.1.32) 

(10.1.33) 

Разумеется, квантовые средние произведений R(x, t) являются гауссовыми 
в том же смысле, что и средние от Ч! q(t) и бrpq(t), со спариванием, задаваемым 
вакуумным значением 

(10.1.34) 

Вместо того, чтобы вычислять Ч! q(t) и бrpq(t), а затем воспользоваться по­
лученными результатами для вычисления Rq(t), гораздо более удобно решить 
дифференциальное уравнение для самого Rq(t). Это уравнение несколько 
проблематичным образом может быть получено в ньютоновской калибровке 

из уравнений (10.1.15)-(10.1.17), однако гораздо проще использовать другую 
калибровку, задаваемую условиями 

бrpq = О, Bq = О. 

Рассмотрение уравнений (В.66)-(В.68) показывает, что в этой калибровке 

1 ..:..2 1 ....:...2 
бр = бр = 2hool.{J = -

2
Erp , би =О. 

Помимо этого, в приложении В упоминается, что тензор энергии-импульса 

для одного вещественного поля имеет вид, как в случае идеальной жидкости, 

поэтому анизотропная инерция 1Гij обращается в ноль. Тогда из гравитаци­

онных полевых уравнений (5.1.44) и (5.1.46), а также из закона сохранения 
энергии (5.1.49) следует 

О= НЕ+ 2(3Н2 + Й)Е + а-2 \72А - А - 6НА + 2а- 1 Н\72 F, 

0=-НЕ+А, 

1 {) . . -1 . 2 3 .. 
О= - 2 дt (ЕН) - 3ННЕ- а Н\7 F + 2нА, 

в которых опять было использовано соотношение Й = -47ГGlrPl 2 . Исключе­
ние Е и F приводит к дифференциальному уравнению на А: 

.. ( 2Й й) . 1 2 
А+ 3Н - - + -. А- -\7 А= О. 

Н Н а2 

Из калибровочно-инвариантной формулы (5.4.22) следует, что в этой калиб­
ровке R = А/2, поэтому такое же уравнение применимо к R. Переходя 
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к фурье-образу, получаем уравнение, которое иногда называют уравнением 

Муханова-Сасаки 10): 
d2Rq 2 dz dRq 2 
-d 2 +--d -d +q Rq=O, 
т z т т 

(10.1.35) 

где т - это конформное время 1 I), 
t 

1 dt' 
7 

a(t')' 
(10.1.36) 

t. 

а t* - это произвольный момент времени, который будет зафиксирован 

позднее, и 

аср 
z=-- н· 

(10.1.37) 

Начальное условие можно получить, если вернуться обратно к ньютоновской 

калибровке и подставить выражения (10.1.20) и (10.1.21) в уравнение (10.1.33). 
Предполагая, что a(t)iP/H(t) обращается в ноль в пределе a(t) ---+О, в урав­
нении (10.1.33) только пропорциональное бсрq слагаемое дает вклад в этом 
пределе, поэтому для a(t) ---+ О получаем: 

R (t) ---+ - Н( t) ехр (-iqт) 
q (27r) 312.J2q a(t)iP(t) · 

(10.1.38) 

Для заданного потенциала необходимо проинтегрировать уравнение (10.1.35) 
от а = О до значений за пределами горизонта, где q/ а << Н. В этом пределе 
вклад q2Rq в (10.1.35) можно отбросить; тогда итоговое уравнение имеет два 
решения: доминантное решение с ненулевой константой R~, и решение, для 

которого Rq стремится к нулю при dRq/ dт, убывающем как 1 / z2 . Нам нужен 
именно константный предел R~ величины Rq(t) за горизонтом. 

В разд. 5.3 мы видели, что значение величины (q, которое иногда используется 
при анализе космологических флуктуаций, задается далеко за пределами гори­

зонта соотношением (~ = n~. 

!О) V. F. Mukhanov, JETP Lett. 41, 493 (1986); S. Sasaki, Prog. Тheor. Phys. 76, 1036 (1986); 
У. F. Mukhanov, Н. А. Feldman, and R. Н. Brandenberger, Phys. Rep. 215, 203 (1992); Е. D. Stewart 
and D. Н. Lyth, Phys. Lett. В 302, 171 (1993). 

l I) В космологии конформное время определяется как время фотона, летящего по геодезиче­
ской на мировом конусе ds2 = dt2 

- a2(t) dr2 =О, где a(t) - масштабный фактор Робертсона­
Уокера. Иными словами, вместо абсолютного эталона длины ( 1 м) вводится относительный 
эталон, расширяющийся вместе со Вселенной, при этом возникает связь между координатным 

расстоянием и конформным временем: 
to 

/ 

dt' 
r(r) = a(t') =то - т. 

t 

- Прим. ред. перев. 
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Поразительно, что помимо набора сделанных здесь общих предположений, 

нет необходимости выдвигать какие-либо произвольные предположения на­

счет величины космологических флуктуаций. Для любого заданного потенци­

ала необходимо всего лишь решить уравнение (10.1.35) с начальным условием 
(10.1.38) и продлить полученное решение вперед во времени до того момента, 
когда Rq(t) принимает свое постоянное значение n~ за горизонтом. 

От каких свойств потенциала зависит R~? Начальное поведение Rq(t) 
(10.1.38) глубоко под горизонтом не зависит от природы потенциала, а снару­
жи горизонта Rq(t) просто становится константой. Таким образом, n~ может 
зависеть только от поведения потенциала V( ер) для ер вблизи значения, которое 
принимает ep(t) в момент времени, когда возмущение уходит с горизонта. 

Это утверждение имеет важное следствие для той части эпохи инфляции, 

которую можно изучить с помощью наблюдений скалярных флуктуаций. Мы 

только что видели, что при наблюдении флуктуации с сопутствующим вол­

новым числом q выясняется время tq, когда она покидает горизонт во время 
инфляции, при q/a(tq) = H(tq). Это можно выразить иначе: число е-крат­
ностей N(q) между моментом времени tq, которое мы выяснили, наблюдая 
возмущение с волновым числом q, и началом эры доминирования излучения 
в момент времени t 1 равно 12) 

где 

N() = (a(t1)) _ лr (a(to)H(to)) (H(tq)) 
q _ ln ( ) - .1v 0 + ln + ln ( ) , 

а tq q Н ti 

Nr _ (a(t1)H(t1)) 
0 = ln a(to)H(to) ' 

(10.1.39) 

(10.1.40) 

где t0 , как обычно, соответствует настоящему моменту. В частности, мы не мо­

жем наблюдать какую-либо флуктуацию до тех пор, пока q достаточно велико, 
чтобы войти под горизонт к настоящему времени, что требует, чтобы физиче­

ская длина волны a(t0)/q в настоящее время была меньше текущего расстоя­
ния до горизонта~ 1/ H(t0), поэтому максимальное число е-кратностей до на­
чала эры доминирования излучения, которое вообще можно наблюдать, равно 

( 
H(t)) 

Nmax = No + ln Н( ) , 
ti max 

(10.1.41) 

где второе слагаемое в правой части является максимальным значением 

ln [H(t)/H(t1)] для t в течение последних Nmax е-кратностей инфляции. В це­
лом мы ожидаем, что энергия будет теряться во время инфляции и на про­

тяжении фазы разогрева в конце инфляции, поэтому Н(tвых) > H(t 1), и сле­
довательно, Nmax > No, однако для инфляции с медленным скатыванием 

12
) А. R. Liddle and S. М. Leach, Phys. Rev. D 68, 103503 (2003) [astro-ph/0305263]. 
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вполне допустимым приближением будет пренебречь этой потерей энергии, 

в случае чего вторым слагаемым в (10.1.41) можно пренебречь, и 

(10.1.42) 

Причина, по которой мы записали формулу для N(q) в виде (10.1.39), состоит 
в том, что в разд. 4.1 мы уже вычислили N0 ; оно равно 

Nr - ln ( р:
14 

) 
о - 0,037h эВ ' 

(10.1.43) 

где р 1 - плотность энергии в начале эры доминирования излучения. Напри­

мер, если выбрать h = 0,7 и р 1 = с-2 = [1,2 х 1019 ГэВ]4 , то N0 ~ 68, и 
согласно уравнению (10.1.42), можно изучать лишь финальные 68 е-кратно­
стей инфляции. Это ограничение будет заново получено в разд. 10.3, с более 
точной оценкой Р1. 

Сушествует частный потенциал, для которого константу R~ можно вы-

числить аналитически, без дальнейших приближений13). Он имеет экспонен-
циальный вид 

(10.1.44) 

(g и,\ - произвольные константы), который мы уже рассматривали в разд. 4.2. 
Разумеется, этот потенциал не может иметь такой вид для всех r.p, иначе 
инфляция никогда не завершится, однако как отмечалось в предыдущем па­

раграфе, при вычислении R~ сушественно только то, что потенциал должен 

иметь этот вид для поля вблизи значения, которое оно принимает при пере­

сечении горизонта. 

Решение уравнений (10.1.6) и (10.1.7) для экспоненциального потенциала 
равно 

и 

_( ) _ _!_ ( 87ГG gE
2
t

2 
) r.p t - , ln , 

л 3 - Е 

1 
H=­

Et' 
где Е - это положительная безразмерная величина, 

й ).2 

Е - -н-2 = -16_7Г_G · 

(10.1.45) 

(10.1.46) 

(10.1.47) 

Инфляция при таком потенциале часто называется степенной инфляцией, 

потому что а сх t 1ff.. Удобно ненадолго нормировать сопутствующие коорди­
наты следующим образом: 

t l/f. 
а -- . (10.1.48) 

IЗ) L. F. Abbott and М. В. Wise, Nucl. Phys. В 244, 541 (1984); F. Lucchin and S. Matarrese, Phys. 
Rev. D 32, 1316 (1985); Phys. Lett. В 164, 282 (1985); D. Н. Lyth and Е. D. Stewart, Phys. Lett. В 274, 
168 (1992). 
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Отметим, что arjJ2/H ос t(I-f)/f, поэтому наше предыдущее предположение, 
что arjJ2 / Н обращается в ноль при а ( t) --7 О, справедливо при Е < 1 , как 
и предполагалось. 

Для данного потенциала в определении (10.1.36) конформного времени 
удобно выбрать постоянную t* как t* = -оо, и в этом случае конформное 

время отрицательно: 

Т = -(-Е-) t-(1-f)/f. 
1 - Е 

(10.1.49) 

Поскольку t и a(t) изменяются от нуля до бесконечности, то т изменяется 
от -оо до нуля. Теперь, в терминах т, уравнение (10.1.35) принимает вид 

d2Rq 2 dRq 2 
_d_т_2 - (1- Е)т dт +q Rq =О, (10.1.50) 

и его решения пропорциональны т11 , умноженному на функцию Ганкеля 

H~1\-qr) или H~2)(-qr), где 

V= ~(1 + _2_) = ~ + _Е_. 
2 1-Е 2 1-Е 

(10.1.51) 

Для больших вещественных х первая функция Ганкеля имеет асимптотиче­

ское поведение: 

н';,'\х)--+ {[; ехр (ix - i~1Г - i:), 
и Н~2)(х) = Н~1 )*(х), поэтому начальное условие (10.1.38) выбирает решение 
ос т11 Н~1 ) ( -qr) и фиксирует его нормировку так, чтобы 

)..уiК ( Е )-1/(1-f) 
п (t) = - - х 

q 4(27r)3/ 2E 1 - Е 

Z1ГV 'l,1Г v 1 (. . ) 
х ехр 2 + 4 (-т) н~ )(-qт). (10.1.52) 

Для малых вещественных х 

поэтому за горизонтом, в пределе q/a << Н, где -qr ~ 1, величина Rq стре­
мится к константе n~, задаваемой выражением (10.1.52) как 

r . )..Г(v) ( Е )-l/(l-f) (i7ГV i7Г) (q)-v n-i -- ехр -+- -
q - 8v'2 7Г2 Е 1 - Е 2 4 2 

(10.1.53) 
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Чтобы сравнивать с решениями, полученными для других потенциалов, 

удобно переписать это выражение в терминах величин в момент времени tq 
пересечения горизонта, определенных соотношением 

(10.1.54) 

Отсюда получаем, что tq = (Eq}E/(I-i;) и H(tq) = q-i;/(I-i;)E-l/(l-i;). Таюке удобно 

воспользоваться уравнением (10.1.47) и выразить Л в терминах Е и G. Тогда 
выражение (10.1.53) можно переписать в виде 

Отметим, что эта формула не зависит от соглашений, выбранных нами в вы­

ражении (10.1.48) для постоянного фактора в a(t). 
Чтобы иметь достаточное количество е-кратностей инфляции, необходи­

мо чтобы потенциал был вполне плоский, поэтому в основном интересуемся 

случаем малого Е. При Е << 1 пользуемся Г(3/2) y'i/2 и переписываем 
уравнение (10.1.55) в виде 

1 
(~ = R~ = iV167ГG q-312 H(tq) 87Г312 уf. . (10.1.56) 

Наиболее важный момент состоит в том, что для почти плоского потенциала, 

для которого H(tq) почти не зависит от q, R~ практически пропорциональна 

q-312 • Это результат справедлив не только для потенциалов экспоненциаль­
ного вида, а для всех потенциалов, почти плоских для полей вблизи <p(tq)· 

Приблизительная q-312 зависимость R~ от q хорошо подтверждается в на­
блюдениях. В разд. 8.1 мы видели, что степенная спектральная функция P(k), 
которая описывает распределение темной материи, имеет зависимость от фи­

зического волнового числа k, которая при малых k заключена в факторе 
k4 1Rkaol 2

, поэтому любой потенциал, почти плоский для полей вблизи <p(tq) 
приводит к спектру, близкому к спектру Зельдовича-Гаррисона, P(k) сх: k 
при малых k. Помимо этого, в .разд. 6.3 мы видели, что спектральная функ­
ция РФ ( q) для ньютоновского гравитационного потенциала пропорциональна 
IR~l 2 в случае больших длин волн, что, как показано в разд. 2.6, означает (по­
мимо интегрального эффекта Сакса-Вольфе и эффектов реионизации), что 

величина f(f + l)C.e перестает зависеть от f при малых f. В разд. 7.2 и 7.4 
мы видели, что приблизительная пропорциональность R~ степени q-312 при­
водит к ответам для корреляторов флуктуаций температуры и поляризации 

реликтового излучения при больших значениях f, которые находятся в хоро­
шем соответствии с наблюдениями. 

Если точнее, то из уравнения (10.1.53) следует, что для экспоненциаль­
ного потенциала скалярный спектральный индекс, определенный в разд. 7 .2 
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соотношением IR.~1 2 <Х q-4+ns, имеет постоянное значение 

2Е 
ns = 4 - 2v = 1 - --. 

1 - Е 

Таким образом, из результата WМАР третьего года п8 = 0,958 ± 0,016, упо­
мянутого в разд. 7 .2, следует, что для экспоненциального потенциала Е = 
= 0,021 ±0,008. Эта величина достаточно мала, так что можно воспользовать­
ся приближенной формулой (10.1.56). Выписывая IR.~1 2 ~ IN/ 2q-3 , видим, что 
для экспоненциального потенциала 

1 1
2 rv GН~ых 

N - 2 , 
41Т' Е 

где Нвых - скорость расширения в момент пересечения горизонта, и теперь 

мы пренебрегаем ее слабой зависимостью от q. Таким образом, из результата 
WМАР третьего года INl 2 =(1,93±0,12)х10- 10 , упомянутого в разд. 7.2, следу­

ет, что для экспоненциального потенциала Нвых ~ 27rlNI .JfJG ~ 1,5 х 1014 ГэВ, 
что соответствует плотности энергии ЗН~ых/(81ГG) ~ [2,6 х 1016 ГэВ] 4 . 

Разумеется, экспоненциальный потенциал - это лишь один частный 

случай с особым свойством V" /V = (V' /V)2 , так что нет никакой причины 
ожидать, что полученные результаты будут в точности применимы для других 

потенциалов. В разд. 10.3 будет видно, чего следует ожидать для потенциа­
лов общего вида при условии приближения медленного скатывания. Однако 

в рамках приближения медленного скатывания результаты для потенциалов 

общего вида совпадают по порядку величины с уже полученными результа­

тами в случае экспоненциального потенциала. 

Теперь мы можем рассмотреть правдоподобность предположения о том, 

что действие имеет именно такой простой вид, как в (10.1.1) 14). Для одного 
вещественного скалярного полях можно без потери общности выбрать дей­

ствие в виде ( 1 О .1.1), если предположить, что действие содержит не более двух 

14) Существует широкий пласт литературы, посвященной изучению других возможных 
действий. Здесь приводится лишь частичный список: С. Armendariz-Picon, Т. Damour, and 
У. Mukhanov, Phys. Lett. В 458, 209 (1999) [hep-th/9904075]; J. Martin and R. Н. Brandenberger, Phys. 
Rev. D 63, 1235012 (2001) [hep-th/0005209]; R. Н. Brandenberger and J. Martin, Mod. Phys. Lett. А 
16, 999 (2001) [astro-ph/0005432]; J. С. Niemeyer, Phys. Rev. D 63, 123502 (2001) [astro-ph/0005533]; 
J. С. Niemeyer and R. Parentani, Phys. Rev. D 64, 101301 (2001) [astro-ph/0101451]; А. Kempf and 
J. С. Niemeyer, Phys. Rev. D 64, 103501 (2001) [astro-ph/0103225]; R. Easther, В. R. Greene, W. Н. Кin­
ney, and G. Shiu, Phys. Rev. D 64, 103502 (2001) [hep-th/0104102]; Phys. Rev. D 66, 023518 (2002); 
Phys. Rev. D 61, 063508 (2003) [hep-th/0110226]; R. Н. Brandenberger, S. Е. Joras, and J. Martin, 
Phys. Rev. D 66, 083514 (2002) [hep-th/0112122]; N. Kaloper, М. ЮеЬаn, А. Lawrence, and S. Shenker, 
Phys. Rev. D 66, 123510 (2002) [hep-th/0201158]; N. Kaloper, М. ЮеЬаn, А. Lawrence, S. Shenker, and 
L. Susskind, J. Нigh Energy Phys. 0211, 037 (2002) [hep-th/0209231]; U. Н. Danielsson, Phys. Rev. D 
66, 023511 (2002); L. Bergstrom and U. Н. Danielsson, J. Нigh Energy Phys. 12, 38 (2002); С. Р. Burgess, 
J. М. Cline, F. Lemieux, and R. Holman, J. High Energy Phys. 2, 48 (2003); J. Martin and R. Branden­
berger, Phys. Rev. D 68, 063513 (2003); J. Martin and С. Ringeval, Phys. Rev. D 69, 083515 (2004); 
Т. Okamoto and Е. А. Lim, Phys. Rev. D 69, 083519 (2004); R. de Putter and Е. У. Linder, 0705.0400. 
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пространственно-временных производных15). В этом случае действие самого 
общего вида равно 

I = / d4x J- detg [-~K(x)gµv ах ах - И(х)]' 
х 2 ахµ ах11 

где К и И - вещественные функции от х, являющиеся произвольными, 

за исключением того, что из унитарности следует К ~ О. Данное действие 

можно привести к виду (10.1.1) посредством замены <р = J dxK112(x). 
Но почему вклады в действии должны содержать лишь билинейные вкла­

ды пространственно-временных производных? И это лишь один из многих 

аналогичных вопросов: почему действие для гравитации должно содержать 

лишь пропорциональный J d4x J- det g R эйнштейновский вклад, а недру­
гие общековариантные слагаемые с более чем двумя производными метрики? 

И почему действие стандартной электрослабой модели или квантовой хромо­

динамики содержит только перенормируемые члены? 

Мы не знаем, как ответить на любой из поставленных вопросов хотя бы 

с той или иной степенью определенности, но мы по крайней мере знаем 

правдоподобный ответ. Любое из этих дополнительных слагаемых в действии 

будет вовлекать операторы возрастающей размерности, однако из размерного 

анализа следует, что такие слагаемые должны сопровождаться дополнитель­

ными отрицательными степенями некоторой фундаментальной массы. Если 

эта масса достаточно велика, то при обычных условиях дополнительные сла­

гаемые в действии подавляются. Чтобы общая теория относительности имела 

смысл, необходимо потребовать, чтобы длина 1/ М бьmа субмикроскопиче­
ской, однако если не накладывать условия сохранения барионов и лептонов, 

фундаментальная масса, возникающая в действии для кварков и лептонов, 

должна быть по меньшей мере порядка 1016 ГэВ, что позволяет подавлять 
распад протона ниже экспериментальных ограничений. 

Считается, что поле инфлатона принимает значения порядка планков­

ской массы, поэтому нечем подавлять произвольные степени скалярного по­

ля в инфлатонном действии, и именно поэтому потенциал V( <р) выбирается 
произвольным. Однако пространственно-временные производные поля ин­

флатона приводят к факторам порядка q/ а, поэтому каждая дополнитель­
ная пространственно-временная производная даст фактор порядка q/(aM). 
При пересечении горизонта q/a равно Н, что, как мы видели, имеет поря­
док 1014 ГэВ, между тем, как мы ожидали, М должна быть много больше, 
со значениями где-то в диапазоне от IVI 114 ~ 1016 ГэВ до 1/VG rv 1019 ГэВ. 
Следовательно, правдоподобно, что в момент пересечения горизонта и после 

пересечения, а также в течение некоторого времени перед пресечением горизон­

та, слагаемые в действии, у которых больше минимального числа простран­

ственно-временных производных, подавляются. Это все, что нам требуется 

IS) Более точно: действие должно быть билинейным по пространственно-временным произ­
водным. - Прим. ред. перев. 
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для обоснования вычислений текущего раздела, по крайней мере в качестве 

хорошего первого приближения до тех пор, пока мы придерживаемся теории 

с одним полем инфлатона. Возможность нескольких полей инфлатона будет 

обсуждаться в разд. 10.4. 

10.2 
Тензорные флуктуации во время инфляции 

Уравнения гравитационного поля • ВКБ-решение в ранние моменты времени • Разло­
жение Фурье• Коммутационные соотношения• Отношение скаляр/тензор r •На­
блюдательные границы на r 

Флуктуации тензорного поля Dij(x, t) во время инфляции можно рас­
сматривать аналогично скалярным флуктуациям, рассмотренным в предьщу­

щем разделе. Поскольку тензор анизотропной инерции 7rfз обращается в ноль 
в теориях скалярного поля, то полевое уравнение (5.1.53) для тензорных мод 
принимает простой вид: 

2 2 " .. 
\7 Dij - а Dij - 3aaDij = О. (10.2.1) 

Напомним также, что Dij удовлетворяет условиям, которые приводят к ис­
ключению любых векторных или скалярных вкладов: 

(10.2.2) 

Плосковолновые решения имеют вид ei/Dq(t)eiq·x, где Vq(t) подчиняется диф­
ференциальному уравнению 

i\ + ЗНiJq + ( :: )vq =О, (10.2.3) 

а eij - не зависящий от времени тензор поляризации, удовлетворяющий 

условиям 

(10.2.4) 

Напомним из разд. 5.2, что для заданного единичного вектора q есть два 
независимых тензора поляризации, удовлетворяющих этим условиям. Для 

q, лежащего в 3-направлении, компоненты этих тензоров можно выбрать 
в следующем виде: 

(10.2.5) 

Для q, лежащего в любом другом направлении, определим eij как тензор, по­
лучающийся применением к (10.2.5) стандартного вращения (7.4.12), которое 
переводит 3-ось в направление q. Построенные таким способом тензоры по­
ляризации обозначаются eij(q, ±2), потому что уравнение (10.2.5) описывает 
волну со спиральностью ±2. 
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В ранние времена, когда q/a >> Н, уравнение (10.2.3) имеет ВКБ-решения 
вида 

t 

Vq(t) ---+ h(t) ехр (-iq j а~::)), (10.2.6) 

t. 

где h(t) изменяется гораздо медленнее аргумента экспоненты, а t* - про­
извольно. Тогда слагаемые в (10.2.3) второго порядка по q/a сокращаются, 

а слагаемые первого порядка образуют уравнение 2h + 2Hh = О, так что 

h сх: а- 1 • Всюду далее мы будем определять Vq(t) как решение уравнения 
(10.2.3), нормированное так, что при a(t) --+ О 

t 

Jl67ГG ( ! dt' ) 
Vq(t) --+ (27Г)З/2.J2q a(t) ехр -iq a(t') . (10.2.7) 

t. 

Поскольку Vq(t) и 7J~(t) образуют полный набор решений уравнения (10.2.3), 
наиболее общее вещественное тензорное поле, удовлетворяющее условиям 

(10.2.1) и (10.2.2), принимает вид 

дз(х, t) = L ! d3q [Vq(t)e'•·x,в(q, Л)е,з(</, Л) + v;(t)e-i<J·x,В'(q, Л)е:з(</, Л)]. 
Л=±2 

(10.2.8) 

Иными словами, вместо того, чтобы характеризовать два независимых решения 

V 1q(t) и 'D2q(t) уравнения (10.2.3) их поведением в поздние времена, как делалось 
в разд. 5.2, теперь мы выбираем решения в виде 'Dq(t) и V~(t), характеризуемые 
своим поведением в ранние времена. 

При Vq(t), нормированном таким образом, что выполняется уравнение (10.2.7), 
из канонических коммутационных соотношений вытекают условия 

[,В(q, Л), ,В(q', Л')] =О, [,В(q, Л), ,В*(q', Л')] = 83(q - q1)8лN· (10.2.9) 

Таким образом, ,В(q, Л) и ,В*(q, Л) можно интерпретировать как операторы 
уничтожения и рождения гравитона со спиральностью Л. 

Как и в случае скалярных возмущений, предполагается, что Вселенная 

во время инфляции находилась в квантовом состоянии IO), удовлетворяющем 
условию вакуума ,В(q, Л)IО) =О. Тогда вакуумные значения произведений D 
являются гауссовыми, а спаривания имеют вид 

(10.2.10) 
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где Пij, kz(q) - сумма по спиральностям, задаваемая выражением вида (5.2.25): 

Пij, ы(q) L eij(q, Л)e~l!(q, Л) = бikбjf + бil!бjk - бijбы + 
л 

+ бijiJ.kiJ.f + быqiqj - бikiJ.jqf - бuqjqk - бjkiJ.iiJ.f - бjfiJ.iiJ.k + qiqjqkiJ.f. (10.2.11) 

Для любого заданного потенциала функция Dq(t) должна вычисляться 
интегрированием дифференциального уравнения (10.2.3) с начальным усло­
вием (10.2.7). За горизонтом, при q/a << Н, решение становится константой 
V~, откуда следует некоторое начальное условие для гравитационной волны, 

когда она заново возникает под горизонтом. При вычислении опять удобно 

заменить обычное время как независимую координату на конформное время: 

00 

! dt' 
т - - a(t')' (10.2.12) 

t 

и в (10.2.7) выбрать t* = оо. Тогда уравнение (10.2.3) принимает вид 

d2Dq dDq 2 
dт2 +2На dт +q Dq =О. (10.2.13) 

Отметим, что 
da 1 da 

На= - = --. 
dt а dт 

Таким образом, уравнение (10.2.13) совпадает с уравнением Муханова-Сасаки 
(10.1.35), если z _ аер/Н заменить на а. 

Начальное условие (10.2.7) при q/(aH) >> 1 не зависит от подробностей 
устройства потенциала, а при q/(aH) << 1 тензорная амплитуда Dq(t) просто 
стремится в константе V~. Следовательно, так же как скалярная амплитуда 

'R,~, тензорная амплитуда V~ за горизонтом может зависеть от поведения по­

тенциала при значениях rp(t) вблизи момента пересечения горизонта, когда 
q/(aH) порядка единицы. Таким образом, измерения тензорной амплитуды 
после повторного пересечения горизонта могут сообщить нам о последних N 
е-кратностях инфляции, при N, ограниченном (10.1.40), так же как для ска­
лярных мод. 

Как и для скалярных мод, полезно рассмотреть в качестве тестового при­

мера потенциал, для которого V~ может быть вычислено аналитически, без 

использования приближения медленного скатывания, т. е. экспоненциаль­

ный потенциал (10.1.44). Для этого потенциала ер/Н равно константе 2Е/Л, 
поэтому из уравнения (10.1.37) следует z <Х а, и в этом случае уравнение 
(10.2.13) в точности совпадает с уравнением Муханова-Сасаки. Помимо 
этого, начальное условие (10.2.7) совпадает с начальным условием (10.1.38), 
за исключением фактора -2Ev'l67rG/Л = -2Е. Следовательно, для экспонен­
циального потенциала имеем: 
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(10.2.14) 

Разумеется, тогда для значений 'D~ и n~ за горизонтом это отношение будет 

по-прежнему выполняться. Обычно этот факт выражается в терминах ска­

лярно-тензорного отношения, как правило, определенного как 

vг 2 
r 4 _я_ 

q nr 
q 

(10.2.15) 

Мы видим, что для экспоненциального потенциала r q имеет значение, не за­

висящее от длины волны, 

Т = 16Е. (10.2.16) 

В предыдущем разделе мы видели, что для экспоненциального потенциала 

результаты WМАР третьего года приводят к значению Е = 0,021 ± 0,008, так 
что r = 0,34 ± 0,13. Это практически не согласуется с верхним пределом 
r < 0,3 на r, установленным (для данного значения Е) результатами WМАР 
третьего года16), поэтому потенциал V(<p), являющийся экспоненциальным 
около значения, которое <р принимает в момент пересечения горизонта, прак­

тически исключен. 

Разумеется, мы уже знаем, что потенциал не может быть экспоненциальным во 

всем диапазоне изменения ip, потому что тогда инфляция никогда не закончится, 

но здесь мы не опираемся на какие-либо предположения насчет вида потенциала, 

кроме значений 'Р, принимаемых во время пересечения горизонта. 

Чтобы проанализировать как тензорные, так и скалярные возмущения для бо­

лее общих потенциалов, необходимо использовать приближение медленного 

скатывания, к рассмотрению которого мы переходим в следующем разделе. 

Флуктуации во время инфляции: 

приближение медленного скатывания 

10.З 

Параметры е и 8 • Приближение меДJiенного скатьшания • Сила спектрального ин­
декса и флуктуаций• Наблюдательные ограничения на потенциал• Число е-кратно­

стей после выхода из-под горизонта 

Невозможно аналитически вычислить скалярное и тензорное возмуще­

ния nq(t) и 'Dq(t) для потенциалов общего вида. Однако необходимость 
(см. гл. 4) иметь значительное число е-кратностей расширения во время ин-

Jб) См. рис. 14 в работе D. Spergel et а!., Astrophys. J. Suppf. Se1·. 170, 377 (2007) [astro-ph/0603449]. 
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фляции означает, что Н должно медленно изменяться на протяжении перио­

да, длящегося дольше l/H. Поэтому мы будем предполагать, что Н не сильно 
изменяется во время эпохи «медленного скатывания», на протяжении которой 

значения q/( аН) меняются от много меньших до много больших единицы. 
В разд. 10.1 и 10.2 мы видели, что асимптотические значения 'R,~ и 1)~ зави­
сят только от эволюции полей около времени пересечения горизонта, когда 

q/ а ~ Н, поэтому у нас не будет никакой необходимости предполагать, что 
эпоха медленного скатывания продлевается назад во времени, до начала рас­

ширения, или вперед во времени, до конца инфляции. 

Мы будем работать с уравнением Муханова-Сасаки (10.1.35) 17), 

d2Rq 2 dz dRq 2 
-d 2 +--d -d +q Rq =О, 
т z т т 

где т - конформное время, и 

аср 
z=-- н· 

Еще раз вспоминая, что Й = -4'тгG(р2 , можно записать 

1 dz 
--d = aH(l + {J + Е), 
z т 

где для произвольного потенциала 

-Н 
Е Н2' 

н 
~--
U- 2НН 

(10.3.1) 

(10.3.2) 

(10.3.3) 

(10.3.4) 

Нам также потребуется формула для аН в терминах т. С этой целью заметим, 

что 

~ (-
1 

) = -1 + Е. 
dт ан 

(10.3.5) 

Пока все результаты точны. Приближение медленного скатывания тре­

бует, чтобы Е и {J были малы во время эпохи пересечения горизонта, откуда 

возникает следствие, что на протяжении этой эпохи Е мало изменяется, по­

тому что 

Ё = 2Е(Е + fJ)H. (10.3.6) 

l?} Обычно оно записывается в эквивалентном виде 

где uq = zRq. В виде (10.3.1) с ним легче работать, потому что тогда требуется вычислять лишь 
первые производные от z. 
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Будем предполагать, что 8 также мало изменяется 18). 

Конечно же, € и 8 не могут быть строго постоянными, кроме случая экспонен­
циального потенциала, для которого Н сх: 1/t и, следовательно, б = -€. 

Отсюда следует, что интегрирование уравнения (10.3.5) приводит, для подхо­
дящего выбора аддитивной константы в т, к соотношению 

1 
аН=----

(1 - Е)т' 
(10.3.7) 

Так же как в случае экспоненциального потенциала, т отрицательно, а его ве­

личина изменяется от -т~ 1/q в ранний период инфляции, когда q/(aH) ~ 1, 
до -т<< 1/q при q/(aH) << 1. Тогда, подставляя уравнения (10.3.3) и (10.3.7) в 
уравнение (10.3.1), в первом порядке по Е и 8 получаем: 

d2Rq 2(1 + 8 + 2Е) dRq 2 
-d 2 + -d + q Rq = О, 
т т т 

(10.3.8) 

Общее решение этого уравнения при постоянных 8 и Е является линейной 
комбинацией тv Н~1 ) (-qr) и тv Н~2) (-qr), где теперь 

3 
1/ = l + 2Е + 8. (10.3.9) 

В первом порядке по Е это согласуется с результатом (10.1.51) для экспонен­
циального потенциала, для которого 8 = -Е. 

Далее, мы не предполагаем, что приближение медленного скатывания 

применимо вплоть до начала расширения, но к счастью, это не является необ­

ходимым. Уравнение (10.1.38) должно быть по-прежнему применимо в начале 
эпохи медленного скатывания, когда q/(aH) все еще очень велико, поэтому 
такое начальное условие фиксирует решение на протяжении всей эпохи мед­

ленного скатывания в виде 

_ F7Г1" (i1ГV i1Г) (!) 
Rq(t) - - 2(21Г)З/2z(т) ехр 2 + 4 Hv (-qт). (10.3.10) 

Отметим, что из уравнений (10.3.3) и (10.3.7) следует z(t) сх: т- 11+ 112 на протяже­
нии эпохи медленного скатывания. 

lS) Так происходит в случае степенного потенциала, при таком же условии jrp[ » 1/V47ГG, 
необходимость которого для применимости приближения медленного скатывания бьша выяснена 

в разд. 4.2. Возникающие следствия игнорирования этого приближения изучаются в работах 
S. Dodelson and Е. D. Stewart, Phys. Rev. D 65, 101301 (2002) [astro-ph/0109354]; Е. D. Stewart, Phys. 
Rev. D 65, 103508 (2002) [astro-ph/0110322]. 
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Тогда в эпоху медленного скатывания, когда q/(aH) ~ 1, величина (10.3.10) 
имеет асимптотическое значение 

г . Г-Т Г(v) ( i7rv i7r) (-qт)-v 
Rq = i 2..;;ff (27r)3/2z(t) ехр 2 + 4 -2- ' (10.3.11) 

которое постоянно, потому что из уравнений (10.3.3) и (10.3.7) следует z сх 
т-v+ 112 • Таким образом, R~ имеет следующую q-зависимость19): 

,,,г -/) -3/2-2€-б '"q сх q = q . (10.3.12) 

Это можно рассматривать как обобщение зависимости R~ сх q-312
-€, обна­

руженной нами в случае экспоненциального потенциала, на случай, когда 

б f:- -Е. 

Так как R~ не зависит от времени, ее можно вычислить, выбрав для t 
в уравнении (10.3.11) любое удобное значение. Мы будем вычислять ее в мо­
мент времени tq пересечения горизонта, определенного также как в разд. 10.1 
и 1О.2 соотношением 

(10.3.13) 

Однако отметим, что уравнение (10.3.10) при t = tq не приводит к правильному 
значению n~. 

Отбрасывая поправки порядка Е или б, кроме как в степенных показателях, 

из уравнения (10.3.7) получаем 

(10.3.14) 

Помимо этого, Й = -47rGrp2 , поэтому 

и тогда 

(10.3.15) 

19
) Е. D. Stewart and D. Н. Lyth, Phys. Lett. В 302, 171 (1993). Это вычисление бьшо проделано 

в следующем порядке приближения медленного скатывания в работе А. R. Liddle and М. S. Tumer, 
Phys. Rev. D 50, 758 (1994). Обзор см. D статье J. Е. Lidsey, А. R. Liddle, Е. W Kolb, Е. J. Copeland, 
Т. Baпeiro, and М. Abney, Rev. Mod. Phys. 69, 373 (1997). 
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Таким образом, в приближении медленного скатывания получаем 20) 

(10.3.16) 

Это выражение совпадает с (10.1.56) для экспоненциального потенциала, 
за исключением того, что теперь фактор 1/ ~ дает вклад в q-зависимость 
R~. Чтобы проверить, что q-зависимость H(tq) и E(tq) приводит к допол­
нительному фактору q-2€-б, продифференцируем соотношение (10.3.13) по q 
и найдем 

dtq 1 

dq a(tq) ( H2(tq) + Й(tq)) . 
Тогда 

и уравнение (10.3.6) приводит к 

1 ( E(tq) + б(tq)) 
1 - E(tq) 

Следовательно, заменяя знаменатели 1- Е на единицу, находим, что H(tq) сх: q-E 
и E(tq) сх: q2t+28 , и поэтому H(tq)/ ~ сх: q312-v, тогда получаем, что в 
(10.3.16) возникает q-зависимость (10.3.12). 

Теперь давайте применим приближение медленного скатывания к тен­

зорным модам. В целом тензорное волновое уравнение (10.2.3) можно пред-
ставить в виде 

d21Jq d1Jq 2 

dт2 + 2аН dт + q 1J q = О. (10.3.17) 

В течение эпохи медленного скатывания можно воспользоваться (10.3.7) и 
привести предыдущее уравнение к виду 

d21Jq 2 d1Jq 2 

_d_т_2 - (1 - Е)т dт + q 1Jq = О. (10.3.18) 

Общее решение при постоянном Е является линейной комбинацией тµ нi1 ) (-qr) 
и тµ нi2) (-qr) при 

3 Е 
µ=-+--. 

2 1 - Е 
(10.3.19) 

20) S. W Hawking, Phys. Lett. В 115, 295 (1982); А. А. Staroblnsky, Phys. Lett. В 111, 175 (1982); 
А. Guth and S.-Y. Pi, Phys. Rev. Lett. 49, 1110 (1982); J. М. Bardeen, Р. J. Steinhardt and М. S. Tumer, 
Phys. Rev. D 28, 679 (1983); D. Н. Lyth, Phys. Lett. В 141, 403 (1984); В 150, 465 (1985); Phys. Rev. D 
31, 1792 (1985). 
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Решение в течение эпохи медленного скатывания, удовлетворяющее началь­

ному условию (10.2.7), равно 

Jl61ГG НтiГ (iµ1Г i7Г) (l) 
'Dq(t) = (21Г)З/2J2q a(t) V ---Т- ехр -2- + 4 Нµ (-qт). (10.3.20) 

Отметим, что из соотношения (10.3.7) следует 

( '!__) da = aHr = __ 1 
а dr 1 - Е' 

поэтому а сх: r-I/(l-€), и тем самым FТ/а сх: rµ. 

Тогда асимптотическое решение при q/ а << Н равно 

7Jr = -i Jl67ГG Г(µ)v=7 ех (iµ1Г i1Г) (-qт)-µ 
q 2.ji (27Г) 312а(t) р 2 + 4 2 

(10.3.21) 

Таким образом, 7J~ имеет q-зависимость (см. сноску 19) 

7Jr -µ -3/2-f. qCX.q rvq . (10.3.22) 

За исключением случая экспоненциального потенциала, асимптотическая 

q-зависимость тензорных мод в целом отличается от зависимости в случае 

скалярных мод. 

Для 1)~ можно найти более удобное выражение, если в уравнении (10.3.21) 
положить t = tq. Тогда с помощью (10.3.14) и a(tq) = q/H(tq) устремляя 
Е --7 О везде, кроме q-зависимости H(tq), из уравнения (10.3.21) получаем 
выражение 21) 

r . Jl61ГG H(tq) 
1) =i-----

q 47ГЗ/2q3/2 
(10.3.23) 

Как правило, q-зависимость квадратов величин тензорной и скалярной 

амплитуд за горизонтом записывают в виде 

l V~ 12 сх. q-з+nт(q)' 1R~12 сх. q -4+ns(q). (10.3.24) 

Тогда в приближении медленного скатывания из уравнений (10.3.12) и (10.3.22) 
следует 

(10.3.25) 

В качестве проверки напомним, что мя экспоненциального потенциала б = -Е, 
поэтому соотношения (10.3.25) приводят к ns = 1 - 2Е, в согласии с результатом 
разд.10.1. 

21
) А. А. Staroblnsky, JETP Lett. 30, 683 (1979). 
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Помимо этого, сравнение выражений (10.3.16) и (10.3.23) приводит к соот­
ношению 

r(q) = 16E(tq) = -8nт(q), (10.3.26) 

где, при обычном определении r, r(q) 4l:D~/R~l 2 . Это соотношение между 
измеряемыми величинами известно в литературе как условие непротиворечи­

вости приближения медленного скатывания. Для любого потенциала, кроме 

экспоненциального, отношение r скаляр/тензор зависит от q. 
В случае инфляции с одним полем инфлатона из соотношения Й = -47ГG(р2 

следует, что E(t) всегда положительно, однако д(t) может иметь любой знак, 
поэтому в целом уравнения (10.3.25) дают nт(q) < О, а ns(q) может быть 
больше или меньше единицы. Тем не менее, опыт рассмотрения многих мо­

делей показывает 22), что физически правдоподобные потенциалы без тонкой 
подстройки, как правило, приводят к n8 (q) меньше единицы, и даже меньше 
0,98. Однако для инфляции в режиме медленного скатывания Е и д малы, 
поэтому п8 ( q) не может быть сильно меньше единицы. Таким образом, об­
щая картина инфляции в режиме медленного скатывания получает некоторое 

подтверждение из упоминавшихся в разд. 7 .2 результатов WМАР третьего года 
в том, что ns = 0,958 ± 0,016. 

В гл. 7 мы видели, что величины q3 IV~l 2 и q3 IR~l 2 задают меру вклада 
тензорных и скалярных флуктуаций в мультипольные коэффициенты Стт, g 

в угловом распределении температуры реликтового излучения. Из уравнения 

(10.3.26) можно видеть, что тензорные моды, по всей видимости, дают много 
меньший вклад в Стт, g, нежели скалярные моды. Помимо этого, уравнение 

(10.3.16) и тот факт, что анизотропии температуры реликтового излучения 
малы, но не настолько, чтобы быть ненаблюдаемыми, указывают на то, что 

постоянная Хаббла в течение эпохи медленного скатывания должна быть мала 

по сравнению с планковской массой 1/VG, но не слишком мала. В пределе 
медленного скатывания, когда v ~ 3/2, можно записать IR~l 2 = INl 2q-3 , 

и тогда из уравнения (10.3.16) следует, что 

1 1

2 = 167ГGН~ых = (87ГG) 2Рвых 
N з1 з1 1 , 647Г Евых 1 967Г Евых 

где нижний индекс «ВЫХ» обозначает время выхода за горизонт, и в со­

ответствии с приближением медленного скатывания мы игнорируем здесь 

зависимость этого времени от q. В разд. 7.2 мы видели, что фактор INl 2 имеет 
значение (1,93 ± 0,12) х 10- 10 , поэтому 

Рвых = [(6,70 ± 0,10) Х 10 16 ГэВ] 4 • 
IЕвыхl 

(10.3.27) 

22) М. В. Hoffman and М. S. Tumer, Phys. Rev D 64, 023506 (2001); W Н. Кinney, Phys. Rev. D 66, 
083508 (2002); Н. У. Peiris et а!., Astrophys. J. Suppl. Ser. 1148, 213 (2003); G. Efstathiou and К. J. Mack, 
J. Cosm. Astropart. Phys. 05, 008 (2005); L. А. Boyle, Р. J. Steinhardt, and N. Turok, Phys. Rev. Lett. 96, 
111301 (2006). 
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Измерения анизотропии реликтового излучения до сих пор зависели только 

от спектрального индекса скалярных, но не тензорных мод, и поэтому была 

получена информация только насчет д + 2Е, а не Е, однако если нет сокра­
щения между д и 2Е, то данные измерения говорят, что если IEI и больше, 
то не сильно, не более чем на несколько процентов. Если, например, взять 

!Еlвых = 0,05, то Рвых "' [3,2 х 10 16 ГэВ] 4 • В любом случае, теперь мы видим, что 
в инфляционных теориях малость космологических флуктуаций до того, как 

они повторно возникают под горизонтом, по сути является отражением того 

факта, что по все еще загадочным причинам масштаб энергий, задаваемый 

плотностью энергии во Вселенной, при пересечении горизонта на несколько 

порядков меньше планковского масштаба энергии, (87ГG)- 112 = 2,4 х 10 18 ГэВ. 
Эта загадка сильно напоминает другую загадку, возникающую в физике 

элементарных частиц: масштаб энергий объединения, когда сходятся 23) три 
константы связи электрослабого и сильного взаимодействий, равен примерно 

2 х 10 16 ГэВ и так же на несколько порядков меньше планковского масштаба 
энергий (87ГG)- 1 12 • Возможно, что эти две ~агадки на самом деле суть одно 
и тоже. 

Измеренные значения ns и INI и наблюдательный предел на отноше­
ние тензор/скаляр r уже позволяют вывести полезные ограничения на вид 
инфлатонного потенциала. В предыдущем разделе мы видели, что эти дан­

ные практически исключают любой потенциал V(<p) с экспоненциальной 

зависимостью от <р для значений <p(t) вблизи пересечения горизонта. Чтобы 
продвинуться дальше, сначала полезно выразить Е и д в терминах потенциа­

ла. С помощью общего соотношения (4.2.3) 

• . 2 
Н = -4-тrG<p , 

и формулы медленного скатывания (4.2.8), 

. V'(<p) 
<р = - 3Н 

V'(<p) 

.j247ГGV(<p)' 

получаем 

1 (V'(ip(t)) )
2 

E(t) = 167ГG v( cp(t)) (10.3.28) 

Помимо этого, производная по времени от уравнения (4.2.3) приводит к 
Й = -87ГGерср, после чего, воспользовавшись (4.2.12), получаем 

д(t) = 1 (V'
2
(ip(t)) _ 2V"(ip(t))). 

167ГG V2 (<p(t)) V(<p(t)) 
(10.3.29) 

23
) См" например, КТП, том 2, разд. 28.2. 
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Например, для степенного потенциала V( ер) ос ера получаем 

а2 

Е ( t) = -16_7Г_G_ер2-( t-) ' 

поэтому б(t) = (2/а - l)E(t), откуда 

2а - а2 

б(t)---­
- 167ГGep2 (t)' 

ns(q) = 1 - (а+ 2)r(q). 
8а 
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(10.3.30) 

(10.3.31) 

Экспериментальное ограничение на п8 зависит от предполагаемого зна­

чения r, поэтому наблюдения определяют некоторую допустимую область 
на плоскости ns-r 24). В настоящее время прямая (10.3.31) пересекает (с до­
стоверностью 68 %) допустимую область для всех положительных а, даже 
при объединении данных WМАР третьего года с данными от CBI и VSA или 
с данными Слоановского или 2dF обзоров. Однако предпочитаются малые 
значения а, и даже небольшое стягивание допустимой области приведет к ис­

ключению больших значений а. 

Для дальнейшего необходимо прояснить значение скалярного поля при 

пересечении горизонта. С этой целью можно воспользоваться соотношени­

ем (4.2.14), из которого следует, что число ЛN е-кратностей при переходе 
скалярного поля от ер 1 к ер2 в предположении, что приближение медленного 
скатывания работает на протяжении этого периода, представляется в виде 

1.()2 

ЛN = -! (87ГGV(ep)) d 
V'( ер) ер. (10.3.32) 

Если IV' /VI ~ Vl67ГGE фактически постоянно в диапазоне ер от ер 1 до ер2 , 
тогда число е-кратностей, соответствующих данному изменению поля, равно 

(10.3.33) 

Лиф 25) использовал это соотношение в случае, когда ер 1 и ер2 являются зна­
чениями поля при пересечении горизонта для волновых чисел, соответству­

ющих f ~ 1 и f ~ 100, для которых ЛN = ln 100 = 4,6, с целью показать, что 
если Е достаточно велико, чтобы привести к доступной для обнаруженния 

тензорной моде, то скалярное поле обязано изменяться на значение, которое 

по меньшей мере сопоставимо с планковским масштабом l/J47ГG. 
Если выдвинуть сильное предположение, что приближение медленного 

скатывания выполняется в течение всей эпохи от пересечения горизонта 

24
) См. рис. 14 в работе О. Spergel et а!., Astrophys. J. Suppl. Ser. 170, 377 (2007) [astro-ph/0603449]. 

25
) D. Н. Lyth, Phys. Rev. Lett. 78, 1861 (1997) [hep-ph/9606387]. Также см. G. Efstathiou and 

К. J. Mack, J. Cosm. & Astropart. Phys. 05, 008 (2005) [astro-ph/0503360]; R. Easther, W Н. Кinney, and 
В. А. Powell, J. Cosm. Astropart. Phys. 08, 004 (2006) [ astro-ph/0601276]. 
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до конца инфляции, но при этом не предполагать, что Е обязательно посто­

янна на протяжении этой эпохи, тогда для степенного потенциала V(<p) ос <ра 
из уравнения (10.3.32) следует, что число е-кратностей с момента пересечения 
горизонта для волнового числа q до конца инфляции равно 

47ГG [-2 -2 J N(q) = - <р (tq) - <р (tend) , 
а 

(10.3.34) 

где tq и tend - времена пресечения горизонта и конца инфляции соответ­

ственно. Если далее предположить, что l<p(tend)I «: l'P(tq)I, то тогда 

-2( ) o:N(q) 
<р tq ,._., 47ГG ' 

поэтому из уравнения (10.3.30) получаем 

откуда следует 26) 

2 - а 

o(tq) ,._., 4N(q), 

а+ 2 
ns(q) ,._., 1 - 2N(q), 

40:: 
r(q) = N(q). 

(10.3.35) 

(10.3.36) 

В разд. 10.1 отмечалось, что если плотность энергии в начале эры доми­

нирования излучения равна планковской плотности с-2 , то N(q) ,._., 68 для 
волновых чисел, которые как раз возникают под горизонтом в настоящее 

время, соответственно меньше для больших волновых чисел; например, для 

волновых чисел, соответствующих f = 100, N, будет меньше на величину 
ln 100 = 4,6. Для получения более точной оценки N можно воспользовать­
ся уравнением (10.3.27). С учетом рискованного допущения, что плотность 
энергии р 1 в начале эпохи излучения совпадает со значением при выходе 

из под горизонта, выбирая Е = 0(0,02), получаем р 1 ,._., [2,5 х 1016 ГэВ]114 , 
поэтому из уравнения (10.1.43) с h = 0,7 следует, что для волнового чис­
ла, которое как раз входит под горизонт в настоящее время, N = 62, а для 
волнового числа, соответствующего f ~ 100, N ~ 57. При выборе N = 60 
в случае квадратичного потенциала из (10.3.36) следует ns = 0,97 и r = 0,13, 
что согласуется с результатами WМАР третьего года, а для потенциала четвер­

той степени из уравнения (10.3.35) следует ns = 0,95 и r = 0,26, что слегка 
выходит за диапазон значений, соответствующих данным WМАР 27). Любые 
значения а > 4 исключаются. Однако данное заключение зависит от допуще­
ния инфляции с медленным скатыванием с момента пересечения горизонта 

до конца инфляции, причем потенциал должен быть равен V(<p(t)) ос <pa(t) 
в течение всего этого периода. 

26) О. Н. Lyth and А. Riotto, Phys. Rep. 314, 1 (1999). 
27

) О. Spergel, сноска 24. 
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10.4 
Мультиполевая инфляция 

Гауссовы, адиабатичес1оtе, масштабно-инварианmые и слабые флуктуацmt • Тепловое 
равновесие после инфляции • Уравнения эволюции • ВКБ-решение в ранние моменты 
времени• Реперы• Коммутационные соотношения• Условия медленного скатыва­

ния• Кривизна "R. после выхода из-под горизонта• Что мы узнали об инфляции? 

Наблюдения реликтового излучения и крупномасштабной структуры ука-

зывают на то, что первичные скалярные возмущения за пределами горизонта 

• почти гауссовы, 

• адиабатические, 

• почти масштабно инвариантны, в том смысле что n~ почти пропорцио­

нальна q-312 , 

• слабы, в том смысле что q312R~ << 1. (В разд. 7.2 было показано, что 
q312n~ порядка 10-5 .) 

В разд. 10.1 и 10.3 мы убедились, что вышеперечисленные свойства пер­
вичных скалярных флуктуаций имеют место при выполнении следующих 

предположений: 

1. В течение инфляции одно единственное вещественное скалярное поле «ин­
флатона» дает существенный вклад в плотность энергии. Это означает, что 

в течение инфляции флуктуации адиабатические, причем они остаются 

таковыми в дальнейшем. 

2. В течение эпохи пересечения горизонта (ска;жем, когда q/(aH) уменьша­
ется от 10 до 0,1), Н достаточно мала, так что q/a меньше, чем любой 
фундаментальный масштаб, характеризующий теорию, не только в тече­

ние этой эпохи, но и некоторое время до ее начала. 

Для случая, рассмотренного в разд. 10.1, полученная оценка составляла 
Н::::::: 1014 ГэВ, что, по всей видимости, достаточно мало. 

Это означает, что в течение этой эпохи скалярное поле описывается 

простым эффективным действием, вовлекающим не более двух про­

странственно-временных производных. Отсюда следует, что в течение 

некоторого времени до начала эпохи пересечения горизонта инфлатон 

ведет себя как свободное поле, поэтому флуктуации оказываются гаус­

совыми. 

3. Для наблюдаемых флуктуаций в течение эпохи пересечения горизонта инфляция 
находится в режиме медленного скатывания, в том смысле что IЙl/H2 ~ 1 
и IЙ/(НЙ)I ~ 1. В совокупности с предположениями 1 и 2 это означает, 
что флуктуации почти масштабно инвариантны. 
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Ою1ако нет никакой особой причины полагать, что основной вклад 

п шюл юсть энергии во время инфляции дает одно скалярное поле, поэтому 

t.:сн;стuенным образом мы приходим к рассмотрению нескольких инфлатон-

11 ых полей <pn(x). Будет показано, что ровно такие же свойства первичных 
скалярных флуктуаций возникают, если оставить предположения 2 и 3, а пред­
положение 1 заменить на следующее: 

1 *. Энергия всех скалярных полей переходит в конце инфляции в обычное веще­

ство и излучение в состоянии локального теплового равновесия, в котором 

все химические потенциалы обращаются в ноль. (Барионные и лептонные 
числа в этом случае должны будут генерироваться позднее, см. разд. 3 .. 3.) 

Каким бы ни бьuю число скалярных полей, но с учетом предположения 2, 
основной вклад в эффективное действие скалярных полей дают слагаемые 

с минимальным числом пространственно-временных производных в течение 

эпохи пересечения горизонта и некоторое время до нее. Для произвольного 

числа скалярных полей наиболее общее такое действие принимает вид 

! 4 V [ 1 µ,v ( ) 8<рп 8<рт ( )] Icp = d х- detg -2g /пт <р dxµ, axv - V <р , (10.4.1) 

где V(<p) - произвольный вещественный потенциал, по повторяющимся 

индексам идет суммирование, а /пт ( <р) - произвольная, вещественная, сим­
метричная, положительно-определенная матрица, которая будет называться 

полевой метрикой. 

Положительная определенность этой матрицы необходима для получения пра­

вильного знака в коммутаторах полей и их производных по времени. 

Тензор энергии-импульса, который играет роль источника гравитационного 

поля, получается, согласно процедуре из приложения В, исходя из действия 

(10.4.1), и имеет вид 

(10.4.2) 

Скалярные полевые уравнения получаются из принципа стационарности Icp 
по отношению к бесконечно малым вариациям скалярных полей и имеют 

вид 

(10.4.3) 
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Каждое скалярное поле ерп(х) представляется в виде невозмущенного 
вклада epn(t), зависящего только от времени, плюс малое возмущение oepn(x, t): 

(10.4.4) 

Точно так же как в гл. 5-8, предполагается, что метрика задается в виде 
невозмущенной метрики Робертсона-Уокера 9µ,v(t) (с К = О) плюс малое 
возмущение hµ,v(x, t): 

9µ,v(x, t) = 9µ,v(t) + hµ,v(x, t). (10.4.5) 

Невозмущенный тензор энергии-импульса имеет вид, как в случае идеальной 

жидкости (5.1.35), где невозмущенные плотность энергии, давление и ско­
рость равны 

1 . . 
Р = 2_rпт(ер)ерперт + V(ep), 

1 . . 
Р = 2тпт(ер)ерперт - V(ep), 

-О 1 -i 0 
и = ' и= . 

(10.4.6) 

(10.4.7) 

(10.4.8) 

Скалярное полевое уравнение (10.4.3) для невозмущенного поля имеет вид 

" . 'l . п 8V(rn) -n + п (-)-т- + 3н-n + m(-) r = о ер 'Yml ер ер ер ер 'У ер аерт ' (10.4.9) 

где rпт - обратная матрица к rпт, r~l - аффинная связность на простран­

стве полей, 

(10.4.10) 

а Н - скорость расширения, Н - а/а = J81ГGp/3. Читатель может про­
верить, что уравнение (10.4.9) гарантирует, что величины (10.4.6) и (10.4.7) 
подчиняются закону сохранения энергии р = -3Н(р + р). Из уравнений 
(10.4.6) и (10.4.9) получаем удобную формулу: 

(10.4.11) 

Для нескольких скалярных полей Tµ,v не имеет вида для случая идеальной 
жидкости во всех порядках теории возмущений, однако сравнивая вклады 

первого порядка в уравнении (10.4.2) с уравнениями (5.1.39)-(5.1.41), мы 
видим, что в первом порядке анизотропная инерция обращается в ноль, 

а возмущения плотности энергии, давления и потенциала скоростей равны 

. 1 . . 81'\/пт(т) k 8V(m) 1 . . 
О _ (-)-п О · т + _ -n-m 1 r О + r 0 п + _ h (-)-n-m 
р - rпт ер ер ер 2 ер ер 8epk ер аерп ер 2 оо'Упт ер ер ер ' 

(10.4.12) 
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0 _ (_)....:....п 0 .т + ~ ....:....п....:....т Вrпт('Р) 0 k _ 8V(<p) 0 п + ~h (_)....:....п....:....т 
р - !пт ер ер ер 2 ер ер 8epk ер асрп ер 2 00[ пт ер ер ер ' 

би = - !пт('Р)ФТ:о~т 
[kl (ер )epkepl 

(10.4.13) 

(10.4.14) 

Читатель легко может проверить, что эти выражения сводятся к уравнениям 

(10.1.9)-(10.1.11) в случае ОДНОГО поля с [11 = 1. 
Поскольку в первом порядке анизотропная инерция отсутствует, в нью­

тоновской калибровке получаем Ф = Ф, поэтому hoo = - 2Ф, а полевые урав­

нения Эйнштейна (5.3.21) принимают вид 

(10.4.15) 

Если теперь выбрать обозначение, которое выявляет трансформационные 

свойства величин относительно переопределений ерп ---+ ер'п( ер) скалярных 

полей, то вклады первого порядка в полевом уравнении (10.4.3) сильно упро­
щаются. Относительно таких преобразований величины типа фп и берп пре­
образуются как контравариантные векторы, т. е. 

б ln - 8ер'п б т 
ер - 8ерт ер ' (10.4.16) 

Для преобразующегося таким образом произвольного вектора vn можно опре­
делить скорость его изменения, которая также является вектором: 

D п _ 8 п п - .:..l т 
-v = -8 v + rlт(ep)v v . 
Dt t 

(10.4.17) 

С учетом этого обозначения, для вкладов первого порядка в полевом урав­

нении (10.4.3) получаем 

D2 б п D б п пт(-) a2v(<p) б l (\72) б п -
Dt2 ер + 3Н Dt ер + r ер 8epm8epl ер - --;;; ер -

8V(rn) · · · l • k 
= -2{пт(ер)Ф дер: + 4Ферп + Tnlтk(ep)ep ертбср ' (10.4.18) 

где rnlтk('P) является тензором Римана-Кристоффеля на пространстве полей, 

8 п (-) 8 п (-) 
п (-) _ Fml ер Tmk 'Р r (-) п (-) r (-) п (-) 

r lmk 'Р = дсрk - дсрl + rlm 'Р rkr ер - rlk 'Р rmr 'Р · (10.4.19) 

Переопределение скалярных полей позволяет достичь rnm = t5nm тогда и только 
тогда, когда rn lmk = О. Мы не будем предполагать, что это выполняется. 
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Помимо этого, связь (5.3.26) принимает вид 

(10.4.20) 

Решения записываются как суперпозиции ruюских волн 

бсрп(х, t) = L / d3 q [ бcp~q(t)eiq·•a(q, N) + бcpJ:.,(t)e -iq·•a *(q, N)], (10.4.21) 
N 

\fl(x, t) = L ! d3q [WNq(t)eiq·xa(q, N) + w:V.(t)e-iq·•a*(q, N)]. (10.4.22) 
N 

Здесь N нумерует различные решения системы уравнений ( 1О.4.15)-(1 О .4 .17) 
при \72 , замененном на -q2 : 

(10.4.23) 

( 10.4.24) 

(10.4.25) 

Для каждого скалярного поля существует одно уравнение второго порядка, 

а также одно уравнение первого порядка для Ф, поэтому при наличии одной 

связи на первые производные число независимых решений равно удвоенному 

числу скалярных полей. Поскольку все (бcpNq' WNq) и (бcp'j/q, Ф~q) являются 
независимыми решениями, число значений индекса N совпадает с числом 
значений индекса п. 

Для нахождения начальных условий для уравнений (10.4.23)-(10.4.25) и 
коммутационных соотношений для операторов a(q) и a*(q) из уравнения 
(10.4.21) и (10.4.22) заметим, что в течение некоторого времени до начала 
эпохи пересечения горизонта будет выполняться q/a >> Н, а q2 /а2 будет много 
больше любого элемента ЕJ2V/(дёj511дсрт). Следовательно, решения вплоть до 
начала эпохи пересечения горизонта имеют ВКБ вид: 

t 

п п ( ! dt' ) бcpNq(t) ----7 f Nq(t) ехр -iq a(t') , 
t1 

(10.4.26) 
t 

\fJ Nq(t) -+ 9Nq(t) ехр ( -iq J а~~)), 
t1 
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r;ic !Nq(t) и 9Nq(t) изменяются гораздо медленнее аргумента экспоненты, 
а момент времени t 1 произволен. Если выбрать 

4i7ГGa (-)-=-n т 
9Nq = 'Ynm 'Р 'Р J Nq' q 

(10.4.27) 

то уравнения (10.4.23) и (10.4.25) оба выполняются в ведущем порядке по q/a. 
Тогда, ограничившись вкладами первого порядка по q/a в (10.4.24), приходим 
к уравнению 

D n n 
DtfNq + HfNq =О. (10.4.28) 

Для его решения заметим, что так как матрица /nm(r.p(t)) положительно опре­
делена, ее можно представить в терминах набора реперов e7N(t) (индекс N 
имеет столько же значений, сколько п) как 

/nm ( r.p(t)) = 2: e7N(t)e7Л(t). (10.4.29) 
N 

Эти реперы можно определить так, чтобы они подчинялись уравнению па­

раллельного переноса 28): 

поэтому решение (10.4.28) равно 

D n 
-eNq = 0, 
Dt 

(10.4.30) 

(10.4.31) 

По причинам, которые скоро прояснятся, нормировка этих решений выби­

рается так, чтобы при q/ а >> Н, 

f n = (2 )-3/2(2 )-1/2 -1 n Nq 7Г q а eN. 

28) Определим векторы e1Jvq(t) так, чтобы они подчинялись дифференциальному уравнению 
первого порядка (10.4.30), а также, в качестве начального условия, подчинялись уравнению 

(10.4.29) в некоторый начальный момент времени t = t 1• Из (10.4.30) и определения (10.4.10) 
следует, что для любого момента времени 

где 

Dn _""' n k 
т = L.....J eNeN/km· 

N 

Это дифференциальное уравнение на D~ имеет решение D~ = б~, а из нашего начального 
условия следует, что D~ = б~ при t = t 1, поэтому решение справедливо для любого момента 
времени. Отсюда следует, что определенные таким образом векторы e1fvq(t) удовлетворяют усло­
вию на реперы (10.4.29) в любой момент времени. 
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С учетом этой нормировки в начале эпохи пересечения горизонта получаем 29) 
t 

б<р'};.(t) = (27r)З/2~(t)J2qe';;(t) ехр (-iq j а~~:)), (10.4.32) 
t1 

. t 

( ) 4i7ГG/пm(cp)e~(t)cpn(t) ( . j dt' ) 
Ф п t = ехр -iq --

q (21Г)З/2у2{l a(t') . 
t1 

(10.4.33) 

Для времен, достаточно ранних, чтобы выполнялось q/ а >> Н, коммутацион­
ные соотношения для срп могут быть получены из действия (10.4.1) с исклю­
ченным Ф, и поэтому они принимают вид 

Если бсрп нормировано, как в (10.4.32), то приведенные выше коммутаци­
онные соотношения означают, что независящие от времени коэффициенты 

в уравнениях (10.4.21) и (10.4.22) удовлетворяют 

[a(q, N), a(q', N')J =О, [a(q, N), a*(q', N')J = б3 (q - q')бN№· (10.4.34) 

Предполагая, что для перехода состояния мира в вакуум Банча-Дэвиса IO), 
с a(q, N)IO) = О до пересечения горизонта имеется достаточно времени, 
из уравнений (10.4.21) и (10.4.22) следует, что наблюдаемые возмущения будут 
гауссовыми, так же как в случае одного поля. 

Согласно предположению 3, на протяжении эпохи, когда q/a уменьшается 
от значений несколько больших до значений несколько меньших чем Н -
скажем, от 10Н до О,1Н, скалярные поля скатываются вниз с потенциально­

го холма. Мы предполагаем, что V( ер) удовлетворяет любому условию плос­
костности, которое позволяет отбросить все вклады в уравнениях (10.4.23)­
(10.4.25), пропорциональные 'ё{5N или "fPN, и игнорировать вторую производ­
ную потенциала в уравнении (10.4.24). Тогда в течение эпохи пересечения 
горизонта уравнение ( 10.4.24) принимает приближенный вид 

бФN. + ЗНбФN. + ( ~) б<p'J,q =о. (10.4.35) 

В течение этой эпохи Н приблизительно постоянна зо), поэтому независимые 
решения уравнения (10.4.35) пропорциональны (1 + iqт) ехр (-iqт) и ком-

29) Эквивалентный (10.4.32) результат получен в формуле (4.4) работы Н.-С. Lee, М. Sasa­
ki, Е. D. Stewart, Т. Tanaka, and S. Yokoyama, J. Cosm. & Astropart. Phys. 0510, 004 (2005) [astro­
ph/0506262] с помощью бN-формализма, разработанного в работе М. Sasaki and Е. D. Stewart, 
Prog. Тheor. Phys. 95, 71 (1996) [astro-ph/9507001]. Однако в этих статьях отсутствует вывод 
(10.4.41), полученный в текущем разделе. 

ЗО) Относительное изменение Н на протяжении эпохи пересечения горизонта равно IЙ/HI х 
ln (100)/Н, что является малой величиной, если IЙl/H2 « l/ ln 100 = 0,22. 
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1 шсксно сопряженной к ней функции, где т - опять конформное время, 

t 

! dt' 1 
т = a(t') ~ - Ha(t) · 

00 

Возмущения скалярного поля в начале эпохи пересечения горизонта задаются 

уравнением (10.4.32), поэтому на протяжении этой эпохи получаем 

n 1 ( 1 iH) +iq/(aH) n 
бcpNq ~ (27r)3/2уЩ а+ q е eN. (10.4.36) 

К концу эпохи пересечения горизонта имеем q/a << Н, и возмущения ска­
лярного поля стремятся к величинам 

О n iH n 
'PNq --7 (27r)3/2ftq.зeN. (10.4.37) 

Поскольку Н и eN- изменяются медленно, их можно вычислить во время 

пересечения горизонта, причем зависимость от q будет слабой. 
В некоторый момент после эпохи пересечения горизонта условия мед­

ленного скатывания обязаны нарушаться, хотя бы для того, чтобы энергия ин­

флатонных полей могла в конце концов перейти в обычное вещество и излуче­

ние. Тогда потенциальным вкладом в левой части уравнения (10.4.24) больше 
нельзя пренебрегать, и все усложняется. Но как только q/a становится много 
меньше чем Н, последующая эволюция скалярных полей в течение инфляции 

не может зависеть от q, поэтому до повторного возникновения под горизон­
том все возмущения скалярных полей бcpNq будут иметь одинаковую зависи-

мость от волнового числа, близкую к q-312 , задаваемой (10.4.37) в конце эпохи 
пересечения горизонта. То же самое применимо к скалярным возмущениям 

метрики; когда а становится достаточно большим, так что q2 /а2 << IЙI, из 
уравнения (10.4.25) следует, что ФNq приблизительно пропорционально q-312 . 

В общем случае увидеть, что именно эти результаты означают для возму­

щений, наблюдаемых в реликтовом излучении или крупномасштабной струк­

туре, нелегко. Однако есть один случай, когда можно прийти к некоторому 

важному заключению. В соответствии с предположением 1 *, энергия всех ска­
лярных полей переходит в конце инфляции в обычное вещество и излучение 

в состоянии локального теплового равновесия, и если в этот момент все сохра­

няющиеся величины вроде электрического заряда имеют нулевую плотность, 

то, как отмечалось в разд. 5.4, возмущения становятся адиабатическими, а ве­
личина Rq будет иметь постоянное значение R~ вплоть до повторного появ­
ления под горизонтом. Для малых флуктуаций в конце эпохи пересечения го­

ризонта R~ будет некоторой линейной комбинацией возмущений бcpNq и Ф Nq. 
Нам не известны коэффициенты в этой линейной комбинации, которые в об­

щем случае будут зависеть от вида потенциала полей во время приближения 
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конца инфляции, а также от механизма передачи энергии веществу и излуче­

нию. Но можно быть уверенными, что эти коэффициенты не зависят от вол­

нового числа, потому что как только заканчивается эпоха пересечения гори­

зонта, то возмущения оказываются далеко за его пределами. Исходя из этого, 

можно сделать вывод, что в этом случае в конце эпохи пересечения горизонта 

R~ будет иметь одинаковую с O<fJнq и Ф Nq зависимость от волнового числа, 
которая для инфляции в режиме медленного скатывания будет близка к q-312 . 

Повсеместное появление зависимости от волнового числа q-312 можно 
понять самым общим образом. Для пренебрежимо малой пространственной 

кривизны ничего не может зависеть от выбора нормировки сопутствующего 

пространственного вектора х, поэтому предположим, что мы изменяем его 

масштаб с помощью преобразованиях----+ Лх, где Л - константа. Требуя ин­

вариантности q · х, необходимо изменить масштаб сопутствующих волновых 
чисел с помощью преобразования q----+ л- 1 q. Рассмотрим произвольное воз­
мущение Z(x, t), которое, подобно O<pn(x, t) и Ф(х, t), задается интегралом 
Фурье: 

Z(x, t) = L f d3 q [ ei•°'a(q, N)zNq(t) + e-iq·xa• (q, N)z1,q(t)], 
N 

где N нумерует различные решения полевых уравнений, а а( q, N) и а* ( q, N) -
операторы уничтожения и рождения, удовлетворяющие коммутационным со-

отношениям: 

[a(q, N), a*(q', N')] = 0N№б3 (q - q'). 

Относительно преобразования q----+ л- 1 q дельта-функция в данном коммута­
торе преобразуется как б3~q - q') ----+ Л3 б3 (q - q'), поэтому необходимо иметь 
a(q, N)----+ Л312 а(q, N). Помимо этого, разумеется, d3q----+ л-3d3 q. Следователь­
но, для того чтобы Z(x, t) не изменялось этим масштабным преобразованием, 
необходимо иметь ZNq(t) ----+ Л312zNq(t). Это условие выполнено, если ZNq(t) 
имеет q-зависимость а: q-312 и если она не зависит от масштаба a(t). Ра­
зумеется, для того чтобы физический пространственный вектор xa(t) по­
прежнему не зависел от нормировки, выбранной для сопутствующих коор­

динат, масштабное преобразование a(t) должно иметь вид a(t) ----+ л- 1 а(t), 
поэтому q/a(t) масштабно инвариантно, и если ZNq(t) зависит от масштаба 
функции a(t), то мы не сможем сделать вывод, что она пропорциональна 
q-312 • Однако если после пересечения горизонта величина ZNq(t), подобно 
O<fJнq(t) и ФNq(t), принимает почти независящее от времени значение zГИq, то 
за горизонтом у нее не будет сильной зависимости от a(t). Она по-прежнему 
может зависеть от H(tq), Й(tq) и т.д., где tq - время пресечения горизонта, 
определенное масштабно-инвариантным условием q/a(tq) = H(tq), но в пре­
деле медленного скатывания Н, Н и т. д. слабо зависят от времени, поэтому 

zNq может иметь лишь слабую зависимость от масштаба функции а, а из мас­
штабной инвариантности Z(x, t) следует, что zNq должно быть примерно 
пропорционально q-312 . 



546 1111 ша 1 О. Инфляция как причина космологических флуктуаций 

Н 11тснсивность наблюдаемых адиабатических флуктуаций связана с ве­

.111111111 юй R, определенной уравнением (5.4.1). Воспользовавшись уравнения­
мн (10.4.14), (10.4.11), (10.4.21) и (10.4.22), получаем, что во время инфляции 
она равна 

R(x, t) -Ф(х, t) + Н(t)би(х, t) = 

47ГGH(t) ( ) · п т 
= -Ф(х, t) + . 'Упт ep(t) ер (t)бер (х, t) = 

H(t) 

= L f d3 q [ ei•"a(q, N)RNq(t) + е -iq·xa'(q, N)R1,q(t)], 
N 

(10.4.38) 

где 

47ГG H(t) (- ) ...:..п т 
RNq(t) = -ФNq(t) + Й(t) 'Упт ep(t) ер (t)бepNq(t). (10.4.39) 

Так как в знаменателе стоит фактор Н, в конце эпохи пересечения горизонта 

второй вклад в (10.4.39) доминирует на вкладом -ФNq, и тогда из уравнения 
(10.4.37) следует, что в это время 

47ГGН2 ·п т 
RNq---+ i ~ . 'Упт(ер)ер eN. 

(27Г)З/2у 2q3 Н 
(10.4.40) 

Отсюда получаем, что определение реперов (10.4.29) и формула (10.4.11) не-
медленно приводят к правилу сумм: 

(10.4.41) 

Иными словами, корень квадратный из усредненных квадратов величин 

IRNql в конце эпохи пересечения горизонта совпадает со значением IRNql за 
пределами горизонта в случае одного поля инфлатона, задаваемого уравне­

нием (10.3.16). Однако из уравнений (10.4.38) и (10.4.34) следует, что корре­
ляционная функция величин R для вакуума Банча-Дэвиса равна 

f d4 х е -iq·(x-y) ( R(x, t) R(y, t)) = (27г )3 L IRN.J2. 
N 

(10.4.42) 

Так что из соотношения (10.4.41) вытекает, что в конце эпохи пересечения 
горизонта корреляционная функция R(x, t)R(y, t) совпадает с аналогичной фор­
мулой для случая одного поля инфлатона. Для нескольких скалярных полей 

корреляционная функция (10.4.42) за горизонтом зависит в общем случае 
от времени, однако весьма правдоподобно, что значение IRql в течение пе­
риода теплового равновесия после инфляции не будет на много порядков ве­

личины отличаться от (10.4.41) в конце эпохи пересечения горизонта. Таким 



10.4. Мультиполевая инфляция 547 

образом, наблюдаемая величина и спектральный вид анизотропий реликто­

вого излучения говорит о том, что значение Н при пересечении горизонта 

порядка 1014 ГэВ, как и в случае одного поля. 
В случае, когда все, кроме одного, собственные значения матрицы 

в уравнении (10.4.23) велики и положительны, можно сделать более сильные 
утверждения. В этом случае невозмущенные скалярные поля катятся вдоль 

направления собственного вектора с небольшим собственным значением, 

и единственное значительное возмущение находится в этом же направлении. 

Тогда задача сводится к случаю одного поля; по сути, мы имеем адиабатиче­

ское возмущение с амплитудой R~, задаваемой в приблюкении медленного 

скатывания уравнением (10.3.16), и наклоном n8 (q), задаваемым в этом при­
блюкении уравнением (10.3.25), в котором Е и б должны быть вычислены 
в терминах производных по времени от скорости расширения (10.3.4). Од­
нако нет никакой известной нам причины, почему потенциал должен иметь 

свойства, оправдывающие данные результаты. С другой стороны, тензорные 

возмущения в течение инфляции описываются уравнением (10.3.17), неза­
висимо от того, как много имеется скалярных полей, и единственная роль 

скалярных полей состоит в том, чтобы они давали вклад в скорость Хаббла Н. 

Таким образом, для инфляции в режиме медленного скатывания с произволь­

ным числом скалярных полей тензорная амплитуда 'D~ задается выражением 

(10.3.23), а параметр наклона nт(q) задается выражением (10.3.25), также как 
и в случае одного поля. 

Тот факт, что наблюдения анизотропий реликтового излучения и крупно­

масштабной структуры указывают на то, что скалярные флуктуации за пре­

делами горизонта адиабатические и гауссовы, причем R~ приблизительно 

пропорционально q-312 и q312R~ << 1, очевидным образом согласуется с очень 
большим классом инфляционных моделей. Это обнадеживает, потому что 

свидетельствует в поддержку общей идеи инфляции с медленным скатывани­

ем, но также разочаровывает, потому что тогда следует, что эти наблюдения 

пока не сообщили нам ничего особенного о подробностях инфляции. Даль­

нейшие улучшения точности экспериментов позволяет нам ожидать более 

решающей проверки теорий ранней Вселенной. 



Приложение А 

НЕКОТОРЫЕ ПОЛЕЗНЫЕ ЧИСЛА 

Числовые константы 

7Г = 3,1415927 
е = 2,7182818 
'У= 0,5772157 

111 = 4,84814 х 10-6 [радиан] 
ln 10 = 2,3025851 
((3) = 1,2020569 

Физические постоянные* 

Скорость света в вакууме 

Постоянная Планка 

Постоянная Планка 

(приведенная) 

Заряд электрона 

( нерационализированный) 

Электронвольт 

Постоянная тонкой структуры 

Масса электрона 

Энергия Ридберга 

Томсоновское сечение 

Масса протона 

Масса нейтрона 

Масса дейтрона 

Атомная единица массы а.е.м. 

Число Авогадро 

с= 2,99792458 х 10 10 [см· с- 1 ] 

h = 6,6260693(11) х 10-27 [эрг. с] 

'fi = h/(27Г) = 1,05457168(18) х 10-27 [эрг. с]= 
= 6,58211915(56) х 10-22 [МэВ· с] 

е = 4,80320441(41) х 10- 10 [ед. СГСЭ] 

1 [эВ]= 1,60217653(14) х 10- 12 [эрг] 
'fic = 197,326968(17) х 10- 13 [МэВ. с] 

а = е2 /( 'fic) = 1/137 ,03599911 ( 46) 

те= 9,1093826(16) х 10-28 [г] 
mec2 = 0,510998918(44) [МэВ] 

hcR = mee4/(2'fi2) = 13,6056923923(12) [эВ] 

О"Т = 87Ге4/(3m~с4 ) = 0,665245873(13) х 10-24 [см2 ] 

тр = 1,67262171(29) х 10-24 [г] 
трс2 = 938,272029(80) [МэВ] 

тпс2 = 939,565360(81) [МэВ] 

mdc
2 = 1875,61282(16) [МэВ] 

m(C 12)/12 = 1,66053886(28) х 10-24 [г] 
m(C 12 )c2 /12 = 931,494043(80) [МэВ] 

Nл = 6,0221415(10) х 1023 [моль- 1 ] 

* Review о/ Particle Physics, S. Eidelman et а!. (Particle Data Group), Phys. Lett. В 592, 1 (2004). 
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Постоянная Больцмана kБ = 1,3806505(24) х 10- 16 [эрг· к- 1 ) = 
= 8,617343(15) х 10-5 [эВ. к- 1 ] 

Постоянная Стефана-Больцмана аБ = 87Г5 ki/(15h3 c3 ) = 7,56577(5) х 10-15 [эрг·см-3 -к-4 ] 

Постоянная слабого взаимодействия Gсл = 1,16637(1) х 10-5 [Гэв-2 ] 

Гравитационная постоянная G = 6,6742(10) х 10-8 [дин· см2 
· г-2 ] 

Планковская энергия ~ = 1,22090(9) х 1019 [ГэВ] 

Астрономические постоянные* 

Юлианский год 1 [год]= 365,25 [дней]= 3,1557600 х 107 [с] 

Световой год 1 [св. год] = 9,460730472 х 1017 [см] 
(по юлианскому календарю) 

Среднее расстояние 1 [а. е.] = 1,4959787066 х 10 13 [см] 
от Земли до Солнца 

Парсек 1 [пк] = 648 ООО/7Г [а. е.] = 3,0856776 х 10 18 [см]= 
= 3,2615638 [свет. (юлианского) года] 

Масса Солнца М0 = 1,9891 х 1033 [г] 

Светимость Солнца L 0 = 3,845(8) х 1033 [эрг· с- 1 ] 

Видимая светимость, соответствую- f = 2,52 х 10-5 [эрг· см-2 · с- 1 ] х 10-2m/5 

щая видимой звездной величине т 

Абсолютная светимость, соответ- [, = 3,02 х 1035 [эрг. с- 1 ] х 10-2м15 

ствующая звездной величине М 

Постоянная Хаббла Но= h х 100 [км· с- 1 
• Мпк- 1 ] 

Хаббловское время Н0 1 = 3,0857h- 1 х 1017 [с]= 9,778h- 1 х 109 [лет] 

Хаббловское расстояние с/Но= 2997,92458h- 1 [Мпк] 

Критическая плотность Ркр::: 3HJ/(87ГG) = 1,878h2 х 10-29 [г· см-3 ] = [0,00300 эВ]4 h2 

Приложение В 

ОБЗОР ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

В этом Приложении мы даем краткое введение в общую теорию относительности - теорию 

тяготения Эйнштейна. Приложение не заменяет тщательного изучения теории, но содержит те 

ее части, которые используются в этой книге и служат для определения наших обозначений. 

* Allen's Astrophysical Quantities, ed. А. N. Сох (AIP Press, New York, 2000) 
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1 . Принцип эквивалентности 
Общая теория относительности основана на Принципе Эквивалентности тяготения и инер­

ции, для краткости - Принципе Эквивалентности (ПЭ). Этот принцип есть обобщение знакомо­
го всем наблюдения, что в силу равенства гравитационной и инертной масс свободно падающие 

наблюдатели не ощущают явлений тяготения. Согласно ПЭ, в любой пространственно-времен­

ной точке в произвольном гравитационном поле существует «локально инерциальная» система 

координат, в которой эффекты гравитации отсутствуют в достаточно малой пространственно­

временной окрестности данной точки. Этот принцип позволяет записать уравнения, определяю­

щие поведение любой достаточно малой физической системы в гравитационном поле, если нам 

известны уравнения, определяющие это поведение при отсутствии гравитации: необходимо лишь 

записать уравнения в общековариантной форме, т. е. форме, которая не зависит от выбранных 

пространственно-временных координат и сводится к правильным уравнениям при отсутствии 

гравитации. Такие уравнения будут правильными и в присутствии гравитационного поля, так как 

общая ковариантность гарантирует, что они верны в любой системе координат, если они верны 

в любой другой системе координат, а ПЭ утверждает, что существует система координат, в кото­

рой уравнения верны, - система координат, которая локально инерциальна в пространственно­

временной окрестности обсуждаемой системы. В общем случае существует более одной системы 

общековариантных уравнений, которые сводятся к правильным уравнениям в отсутствии грави­

тации, но разности между этими уравнениями всегда содержат слагаемые с дополнительными 

пространственно-временными производными, которые становятся пренебрежимо малыми, если 

мы ограничимся пространственно-временной областью, малой по сравнению с масштабом рас­

стояний и времени, на котором существенно меняются гравитационное и другие поля. 

2. Метрика: тикающие часы 
В качестве примера такой процедуры рассмотрим уравнение, определяющее частоту, с ко­

торой тикают часы в гравитационном поле. Специальная теория относительности утверждает, что 

если часы тикают один раз за каждый промежуток времени dT, находясь в покое при отсутствии 
гравитационного поля, то интервал d~a между пространственно-временными положениями по­

следовательных отсчетов часов, движущихся в отсутствии гравитационного поля, подчиняется 

соотношению 

(В.1) 

Здесь ~ 1 , Е2 и е - декартовы пространственные координаты в единицах длины, в которых 
скорость света с равна единице; ~о = t; 'Т]оо = -1; 7]11 = 7]22 = 7]33 = 1, по повторяющимся ин­
дексам подразумевается суммирование. Тогда правильное уравнение, управляющее ходом часов 

в произвольном гравитационном поле, имеет вид 

(В.2) 

где 9µ11 (х) - метрика, т. е. поле, определяющееся двумя свойствами: во-первых, при преобразо­

вании к системе координат х'µ метрика изменяется по формуле 

(В.З) 

и, во-вторых, в координатах, которые локально инерциальны и декартовы в точке х, метрика 

в точке х равна 77af3, а ее первые производные в точке х обращаются в ноль. (В формуле (В.З) 
хµ и х'µ - координаты одной и той же физической точки в двух разных системах координат.) 
Уравнение (В.2) является общековариантным, так как дифференциалы координат обладают оче­
видным свойством преобразования 

так что 

d tp - дх'Р d µ 
Х---Х, 

дхµ 

д µ д 11 д lp д /(]" 
1 ( ') lp /(j - х х х к х л - ) µ 11 

9ри х dx dx - 9µ11(х) дх'Р дх'и дхк dx дхл dx - 9µ11 (х dx dx . 

(В.4) 
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Повторяя наш общий аргумент, можно сказать, что формула (В.2) верна, так как в локально 
инерциальных декартовых координатах она сводится к формуле (В.1), описывающей часы в от­
сутствии гравитации, а ее общая ковариантность означает, что если она верна в одной системе 

координат, то она будет верна и в любой другой системе. Аналогично, пространственно-вре­

менное разделение dxµ концов маленькой линейки, длина которой равна dL, если проводить 
измерения в покое в отсутствие гравитации, будет в общем случае даваться формулой 

9µ11 (х) dxµdx 11 = +dL2. 

Аналогично, разности dxµ между пространственно-временными координатами двух последова­
тельных положений вдоль луча света подчиняются уравнению 

9µv(x) dxµdx 11 =О. 

З. Тензоры, векторы, скаляры 

Величины, преобразующиеся как в (В.З) и (В.4), называются, соответственно, ковариантны­
ми тензорами и контравариантными векторами. В общем случае контравариантные и ковариант­

ные величины помечаются соответственно верхними и нижними индексами, и на каждый такой 

индекс приходится множитель в законе преобразования дх1 /дх или дх/дх1 соответственно. Также 
возможны смешанные величины с некоторым количеством верхних и нижних индексов. Напри­

мер, существует смешанный тензор б~, определенный в любой системе координат равенством 

{ 

1, 
б~ = 

О, 

µ = v, 

µ i= v. 
(В.5) 

Даже несмотря на то, что его компоненты одинаковы во всех системах координат, это выражение 

есть тензор, так как 

дх1 Р дх11 дх1 Р дхµ 
бµ ______ бр 

11 дхµ дх1а - дхµ дх1а - а· 

Существует также контравариантный тензор 9µ 11 , определенный как тензор, обратный 
к метрике: 

9µ>..9>..11 = б~. (В.6) 

Чтобы увидеть, что это есть тензор, достаточно заметить, что 

( 
дх1µ дх1>..) дх1µ дх1>.. дхТ/ дхт 

9ра(х) дхР дха 9~11(х1) = 9ра (х) дхР дха дхlЛ дх1119ТJт(х) = 

д 1µ д т д 1µ д т 
_ ра ( ) Х Т/ Х ( ) _ s:P Х Х _ s:µ 
- 9 х дхР ба дх111 9ТJт х - ит дхР дх111 - иv. 

Таким образом, величина в скобках в первой строке есть обратная к преобразованной метрике: 

д 1µ д 1>.. 
ра( )--=-----=--- _ 1µ>..( 1) 

9 х д д -9 х ' хР ха 

это подтверждает, что обратная к метрике величина есть контравариантный тензор. 

Скаляр s(x) - величина, значение которой в физической пространственно-временной точ­
ке не изменяется за счет координатного преобразования; иными словами, используя множество 

координат х1µ, получаем, что 
s1 (х1 ) = s(x). (В.7) 

Производная Vµ = дs/дхµ скаляра s(x) есть ковариантный вектор: 

1 дs1 дs дхµ дхµ 
v =--=----=v --
Р - дх1Р дхµ дх1Р µ дх1Р · (В.8) 

Скаляры и векторы можно рассматривать как тензоры без индексов или с одним индексом соот­

ветственно. Можно построить тензоры из других тензоров, беря прямое произведение; например, 
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1·1 1111 ,\ 1' ,, 11 lJpa - тензоры, то тензором является их прямое произведение Сµ vpa =:Аµ vBpa. Мы 
м1111\1·м также построить тензоры с меньшим числом индексов, сворачивая верхние и нижние 

1111щ.:ксы, как в формулах (В.2) и (В.6). В частном случае мы часто опускаем (или поднимаем) 
индекс у тензора, беря прямое произведение тензора с метрикой (или ей обратной) и затем свора­
чивая верхний (или нижний) индекс тензора с индексом метрики (или ей обратной). Например, 
если Aµv - тензор, то таковым является и Apv = 9µpAµv, в то время как если В/ - тензор, то 
тензором будет и ваv = gap Bpv. Заметим, что поднятие и опускание одного и того же индекса 
просто возвращает нас к исходному тензору; например gap(9µpAµv) = Aav. Любое выражение, 
утверждающее равенство двух тензоров одного типа или равенство нулю тензора любого типа, 

является общековариантным. 

4. Аффинная связность: падающие тела 
Но не все объекты являются тензорами. Например, выражение (В.4) говорит нам, что 

первая производная координаты хµ частицы по некоторой скалярной величине и, которая пара­
метризует положение вдоль траектории частицы (например, время на каких-то фиксированных 
часах), есть вектор: 

но вторая производная не есть вектор: 

dx'P 

du 

d2x'P = _.!!:._ ( дх'Р dxµ) = дх'Р d2xµ + 82х'Р dxµ dxv 
du2 du дхµ du дхµ du2 дхµдхv du du · 

(В.9) 

(В.10) 

Это означает, что правильное обобщение уравнения d2 e~ /du 2 =О для движения частицы в от­
сутствии гравитации - не уравнение d2xµ /du2 =О, так как это уравнение не общековариантно. 
Вместо этого, для сокращения второго слагаемого справа в формуле (В.10) следует ввести вели-

чину Г~v(х), определенную своим трансформационным свойством: 

дх'т дхµ дхv 
г'т - ---- --гл 
ар - дхЛ дх1а дх'Р µv ------- (В.11) 

и предписать, что Г~v(х) обращается в ноль в координатной системе, которая локально инерци­
альна и декартова в точке х. Правильное уравнение движения для частицы, свободно падающей 

в гравитационном поле, имеет в этом случае вид 

d2 х>. л dxµ dxv 
du2 + Г µv du du = О (В.12) 

так как это действительно общековариантное выражение, которое сводится к правильному урав­

нению движения d2(a. /du2 = О в отсутствие гравитации. Поле Г~v известно как аффинная 
связность, и, конечно, оно не является тензором. 

Имеется простая формула для аффинной связности, выраженной через метрику: 

>. _ ~ Лр [д9рµ дgpv _ дgµv] 
Г µv - 2 9 дхv + дхµ дхР · (В.13) 

Можно непосредственно убедиться, что это выражение общековариантно и верно в локально 

инерциальной декартовой системе координат, так как в такой системе обе стороны обращаются 

в нуль, и поэтому вышесказанное верно для произвольных гравитационных полей и в произ­

вольных системах координат. 

Траектория, удовлетворяющая уравнению (В.12), называется пространственно-временной 
геодезической, так как на этой траектории интеграл 

] ( ( )) 
dxµ(u) dxv(u) d 

9µv Х и du du и 
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стационарен по отношению к вариациям, оставляющим хµ(и) фиксированными в конечных точ­

ках UJ и и2 . Часто вместо задания конкретной метрики задают элемент длины ds2 = 9µv dxµdxv 
для произвольных дифференциалов dxµ. 

Уравнение движения (В.12) не выполняется при произвольном выборе параметра и. Чтобы 
убедиться в этом, заметим, что из уравнения (В.12) вытекает закон сохранения 

agµv dxµ dxv dx>.. d2xµ dxv dxµ d2xv 
-----+g --+g ---- ах>.. du du du µv du2 du µv du du2 -

_!__ [в dxµ dxv] 
du µv du du 

(В.14) 

Отсюда следует, что и должна быть линейной функцией собственного времени, определенного 

как 

dr = J-вµv dxµdxv, (В.15) 
которое, согласно формуле (В.2), есть время, прошедшее по часам, свободно падающим вме­
сте с частицей. Единственным исключением являются безмассовые частицы типа фотонов, 

пространственно-временные траектории которых удовлетворяют тому же уравнению движения 

(В.12), что и для массивных частиц, но для которых сохраняющаяся величина dr/du обращается 
в нуль. Для безмассовой частицы или луча света нужно выбрать параметр и как время, сообща­

емое какими-то другими свободно падающими часами. 

В случае ненулевой массы т удобно взять аффинный параметр и как и= r/m, и в этом 
случае можно определить 4-вектор энергии-импульса как 

dxµ dxµ 
рµ=т-- =-

dr du 

и, используя формулу (В.15), получить 

Для безмассовых частиц имеем 

9µv ( d::) ( ~~) = О, 
однако и нормировано, и можно просто предположить, что оно нормировано таким образом, 

что 4-вектор энергии-импульса равен рµ = dxµ /du. 

5. Гравитационное замедление времени 
Эти результаты позволяют вывести одно из самых важных следствий Принципа Экви­

валентности. Для медленно движущейся частицы dxi /du много меньше, чем dx0 /du, так что 
уравнение (В.12) принимает вид 

(В.16) 

Для слабого гравитационного поля метрика 9µv близка к метрике Минковского 'Г/µv, так что 

9µv = 'Г/µv + hµv. (В.17) 

причем компоненты hµv много меньше единицы. Затем мы можем положить и = r ~ х0 = t, 
так что уравнение движения свободно падающей медленно движущейся частицы в слабом гра-

витационном поле имеет вид 

(В.18) 

где i принимает значения 1, 2, 3, которые помечают пространственные направления в декартовой 
системе координат. Аффинная связность в случае слабого гравитационного поля равна 

Г>.. v ~ 'Г}>..р [ahpµ + ahpv _ ahµv]. (B.l 9) 
µ 2 axv ахµ ахР 
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В частности, для слабого, независящего от времени гравитационного поля 

i 1 ahoo 
Гоо ~ ----. · 

2 axi 
(В.20) 

Формулы (В.18) и (В.20) позволяют отождествить -hoo/2 с ньютоновским гравитационным 
потенциалом ф, так что в слабом статическом гравитационном поле 

900 ~ -1 - 2ф. (В.21) 

Рассмотрим теперь часы, находящиеся в покое в таком поле. Согласно (В.2), если интервал 
времени между двумя отсчетами в отсутствие гравитационного поля равен dT, то в присутствии 
поля он равен dt, где 

( -1 - 2ф) dt2 ~ -dT2
. 

Следовательно, промежуток времени между двумя отсчетами равен уже не dТ, а 

dt ~ ( 1 - ф) dT. (В.22) 

Поэтому часы, находясь в отрицательном гравитационном потенциале на поверхности звезды, 

отсчитывают время медленнее, чем в межзвездном пространстве или в существенно более сла­

бом гравитационным потенциале на поверхности Земли. На поверхности звезды этот эффект 

ненаблюдаем, так как все физические процессы замедлятся во столько же раз, однако он наблю­

даем на расстоянии путем измерения уменьшения частоты фотонов, испускаемых в результате 

атомных переходов на поверхности звезды. Точнее всего гравитационное замедление времени 

измеряется путем наблюдения сдвига спектральных линий при подъеме или падении фотонов 

в гравитационном поле Земли. 

6. Ковариантные производные 
Хотя пространственно-временная производная скалярного поля есть вектор, производная 

векторного или тензорного поля в общем случае не есть тензор. Например, контравариантное 

векторное поле vµ подчиняется следующему закону преобразования: 

а 'Р 
v'P = _:__vµ ( ) ахµ , В.23 

так что 

(В.24) 

Чтобы построить тензор, нам следует добавить слагаемое, которое сокращает второе слагаемое 

в данном законе преобразования. Действуя таким образом, мы приходим к необходимости ввести 

ковариантную производную 
avµ 

vµ. = - + гµ v). 
,11 axll 11).. ' 

(В.25) 

которая преобразуется как смешанный тензор: 

а 'Р а 11 
1р - х х µ 

v ;и - ахµ ахти v ;11· 
(В.26) 

Аналогично, ковариантная производная ковариантного вектора определяется как 

_ av11 л 
V 11·µ = -- - Гµ 11Vл ' ахµ 

(В.27) 

и является ковариантным тензором. В более общем случае ковариантная производная тензора 

с любым числом верхних и/или нижних индексов задается аналогичными формулами с + Г 
для каждого верхнего индекса и - Г для каждого нижнего индекса. Нетрудно проверить, что 
все ковариантные производные 9µ 11;>. метрического тензора зануляются, как и должно быть, 

так как в локально инерциальной декартовой системе ковариантная производная есть обычная 

производная, а первые производные метрики исчезают, так что ковариантные производные 

обращаются в ноль, а тензор 9µ 11;>., обращающийся в ноль в одной системе координат, должен 
обращаться в ноль во всех системах координат. 
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7. Гравитационные эффекты: уравнения Максвелла 
Если заданы уравнения, управляющие некоторым множеством полей в отсутствие тяго­

тения, можно найти уравнения, применимые (по крайней мере, в достаточно малых областях) 
в гравитационном поле, заменив метрику Минковского 'Г/ метрическими тензорами, а все произ­

водные - ковариантными производными. Как отмечалось ранее, процедура не дает однозначного 

результата, так как существуют тензоры, построенные из вторых и более высоких производных 

метрики, исчезающие при отсутствии гравитации, но эффект от включения таких тензоров 

в общековариантные уравнения поля бьш бы пренебрежимо мал в достаточно малых областях 

пространства-времени. 

Например, в декартовых координатах при отсутствии гравитации электрические и магнит­

ные поля подчиняются уравнениям Максвелла: 

8a.Fa.f3 = -Jrз, 

8a.Frз1 + 8rзF1a. + 81Faf3 = О, 

(В.28) 

(В.29) 

где раfЗ - тензор электромагнитного поля (причем F 01 = Е1, F 23 = В1 и т. д.), Ja - 4-вектор 
тока электрического заряда ( J° - плотность заряда, J1 , J2 , J3 - плотность электрического 
тока), и 

F - р'УБ 
а{З = 'Г/а1'Г/f30 · 

Следовательно, при наличии гравитации уравнения поля примут вид 

F vµ - -Jµ 
;v- ' 

Fµv;>.. + Fv>..;µ + Fлµ;v = О, 
причем 

F _ рЛк 
µv = 9µ>..9vк · 

(В.30) 

(В.31) 

(В.32) 

(В.33) 

Мы используем одну и ту же букву алфавита для тензоров типа Fµv и Fµv, которые связаны 
поднятием и опусканием индексов путем свертки с метрикой, так как они представляют одну 

и ту же физическую величину. 

8. Токи и законы сохранения 
Для системы частиц, помеченных индексом п, с пространственно-временными координа­

тами х~ (и) и электрическими зарядами en, 4-вектор электрического тока дается выражением 

1 j """"' 4 dx~ (и) Jµ(x) = du L.J епб (хп(и) - х) d = J - det g( х) n и 

_ 1 """"' Аз( ( )- ) dx~(t) - L.J enu Xn t Х • J- detg(x) n dt 
(В.34) 

Здесь б4 (z) есть фиктивная функция с бесконечно узким и бесконечно высоким пиком при 
z =О, которая нормирована так, что для любой гладкой функции J(z) 

j d4x !(х)б4 (у- х) =!(у), 

и б3 (z) - та же функция в трех измерениях. В частности, интеграл от J- det g J° по конечному 
трехмерному объему равен полному электрическому заряду внутри этого объема. 

В космологии нас больше интересует не en, а ток барионов с барионным числом п-й 
частицы или п-й галактики. 
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Здесь необходим множитель 1/J- detg(x), так как четырехмерная дельта-функция не является 
скаляром. Это следует из того, что при преобразовании от координат хµ к координатам х'11 

дифференциал пространственно-временного элемента объема изменяется по закону 

l дх' 1 <f x' = дх <f x, (В.35) 

где lдх' /дхl - якобиан преобразования координат, т. е. детерминант матрицы, элементы кото­
рой равны дх'µ /дхµ. Якобиан можно выразить через детерминанты метрики; взяв детерминант 
от (В.3), находим 

1 
д '1-2 det g' = а: det g. (В.36) 

Отсюда следует, что как скаляр преобразуется не d4 х, а пространственно-временной объем 
d4x.J- det g. 

Перед детерминантом метрики ставится знак минус, так как в физическом пространстве­

времени этот детерминант отрицателен. 

Используя формулу, определяющую дельта-функцию, 

F(y) = j <f x J(х)б4 (х - у)= j(<f x J- detg(x)) J(x) ( :(х -у) ) , 
- det g(x) 

видим, что как скаляр преобразуется не сама дельта-функция, а отношение б4 (хп -x)/.J- det g(x), 
входящее в ток (В.34). Ток удовлетворяет закону сохранения, 

дµ( J-detg(x)Jµ(x)) = / dиd: l:епб4 (хп(и)-х) =0, 
n 

(В.37) 

при условии, что х не принимает ни одного из значений Хп(и) в конечных точках интеграла. 
Это эквивалентно общековариантному закону сохранения, 

0 -Jµ - д Jµ ГµJv - ;µ = дхµ + vµ , (В.38) 

так как 

v 1 v>. 1 
Гµv= -g дµ9v>. = -дµln(-detg). 

2 2 
Это правильное условие сохранения, потому что при отсутствии гравитации это есть ток, ко­

торый в декартовых координатах удовлетворяет закону сохранения дµJµ = О, следовательно, 
в произвольных координатах в гравитационном поле ток должен удовлетворять общековариант­

ному обобщению (В.38). 

9. Тензор энергии-импульса 
Аналогично, при отсутствии гравитации любой набор частиц и/или полей будет обладать 

симметричным тензором энергии-импульса та./3, который сохраняется в смысле 

ата./3 

дх/3 =О. (В.39) 

Точно так же как JfЗ есть ,В-компонента тока электрического заряда, та./3 можно понимать как 
,В-компоненту тока ра.. При наличии гравитационного поля закон сохранения выглядит как 

дТµv 

Tµv_ := -- + Гµ Ткv + Гv Тµк =О. 
,V дХV KV KV 

(В.40) 
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Последнее слагаемое с Г в этом выражении - геометричекий эффект, аналогичный найденному 

для сохраняющихся токов, но другое слагаемое с Г описывает обмен энергией и импульсом 

между гравитационным полем и другими полями. 

Например, для идеального газа частиц, свободно движущихся в пространстве, если не счи­

тать гравитационных сил и, возможно, локализованных в пространстве соударений, тензор энер­

гии-импульса определяется заменой en в формуле (В.34) на 4-вектор энергии-импульса р~ = 

= En dx~/dt, пространственные компоненты которого есть компоненты 3-импульса, ар~= En: 

µv 1 / '"' 4 ( ) dx~ (и) v Т (х) = du 6 б Xn(u) - х Рп(и) = 
J-detg(x) n du 

1 '"'~з( ) µ p~(t) 
= 60 Xn(t)-x Pn(t)-(-). 

J-detg(x) n En t 
(В.41) 

В частности, т00 есть плотность энергии. Прямое вычисление с помощью уравнения движения 
(В.12) показывает, что это выражение удовлетворяет ковариантному закону сохранения (В.40). 

1 О. Идеальная и неидеальная жидкости 
Идеальная жидкость определяется как среда, для которой в каждой точке существует 

локально инерциальная декартова система отсчета, движущаяся вместе с жидкостью, в которой 

сама жидкость выглядит одинаковой по всем направлениям. В такой локально инерциальной 

сопутствующей системе компоненты тензора энергии-импульса должны иметь вид 

где i и j принимают значения 1, 2, 3 трех декартовых координатных направлений. 

Это происходит потому, что ненулевое значение TiO и любое слагаемое в Tij, отличное 
от пропорционального бij, будут вьщелять специальные направления в пространстве, на­

пример направление TiO, ИЛИ ОДИН ИЗ невырожденных собственных векторов Tij. 

Коэффициенты р и р называются давлением и плотностью энергии соответственно. Тогда в ло­

кально инерциальной декартовой системе с произвольной скоростью тензор энергии-импульса 

принимает вид 

(В.42) 

где р и р, по определению, - те же самые величины, <по и в сопутствующей инерциальной 

системе, а иа определен условиями, что эта величина преобразуется как 4-вектор по отношению 
к лоренцевским преобразованиям и что в локально декартовой сопутствующей инерциальной 

системе его компоненты равны u0 = 1 и ui =О. Этот 4-вектор, известный как вектор скорости, 
нормирован так, что в любой инерциальной системе 'Г/af3Uauf3 = -1. Отсюда следует, что в про­
извольном гравитационном поле тензор энергии-импульса идеальной жидкости равен 

(В.43) 

где р и р определены условием, что они равны коэффициентам в тензоре энергии-импульса 

в локально сопутствующей инерциальной системе координат, так что они являются скалярами, 

а иµ определено условиями, что эта величина преобразуется как 4-вектор при произвольных пре­
образованиях координат и его компоненты в локально сопутствующей декартовой инерциальной 

системе отсчета равны u0 = 1 и ui = О. Приведенная формула для Tµv верна, потому что она 
общековариантна и верна в локально инерциальных декартовых системах отсчета. Уравнения 

релятивистской гидродинамики в гравитационном поле выводятся путем наложения условия 

сохранения (В.40) на этот тензор. Кроме того, если давление зависит от плотности n какой-то 
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1.:охраш110щсйся величины вроде барионного числа, а также от плотности энергии р, то нам по-

11iщоG11тся уравнение закона сохранения, которое в локально инерциальных декартовых системах 

от<.:чета имеет вид 

д ( а -д пи) =0. 
ха 

(В.44) 

Следовательно, в произвольной системе координат в произвольном гравитационном поле имеем 

(пиµ);µ = О. (В.45) 

Для неидеальной жидкости возникает малая добавка дтаfЗ к формуле (В.42) для тензора 
энергии-импульса в локально инерциальной декартовой системе координат: 

Та/3 = Р'Г/а/3 + (р + р)иаи/3 + дТа/3 
и малая добавка дNа к любому из токов, который может сохраняться: 

д 
-
8 

(пиа + д~) =О. 
ха 

(В.46) 

(В.47) 

Скаляр р определен как плотность энергии, наблюдаемая в сопутствующей системе, в которой 

иi = О, так что в этой системе лт00 = О. Из этого следует, что во всех локально инерциальных 
декартовых системах иаи/Здта/3 = О, так как эта величина есть скаляр, исчезающий в сопут­
ствующей системе. Скаляр п может быть определен как значение сохраняющейся плотности, 

наблюдаемое в такой сопутствующей системе, так что по тем же соображениям во всех локально 

инерциальных декартовых системах выполнено равенство иадNа =О. Давление можно опре­
делить как некоторую функцию отри, возможно, п, такую же как и в статической однородной 

жидкости. (В гл. 5 и далее используется другое определение.) Однако определение 4-вектора 
скорости иа остается несколько неоднозначным. Мы могли бы определить иi как скорость 
переноса частиц I), и в этом случае в сопутствующей системе отсчета с иi = О мы имели бы 
д№ =О, а также дf/J =О, так что в произвольных локально инерциальных декартовых си­
стемах дNа = О. Но мы могли бы определить иi как скорость переноса энергии 2), так что 
в сопугствующих системах тiо = дТiО =О, и поэтому и/Здта/3 = дта/3 =О в такой системе, 
откуда следует, что и/Здта/3 = О во всех локально инерциальных декартовых системах, однако 
в общем случае дNа =/= О. При таком определении скорости второе начало термодинамики 

вместе с условиями и/Здта/3 =О и иадNа =О дает 3) 

( 
диа ди/3 диа ди/3) ( 2 ) ди1 ЛТ /3 = -'11 - + - +и/Зи1- +и и1- - r_ -'11 -('11 /3 +и и/3) 

а '1 дх/3 дха дх"f а дх"f "' 3 '1 дх"f ·ia а ' (В.48) 

ЛNа = -х (_!!'!____) 
2 

[_!____ ( µ) + иаи/3 _!____ ( µ)]. 
р + р дха Т дх/3 Т 

(В.49) 

Здесь rJ, (их - положительные коэффициенты сдвиговой вязкости, объемной вязкости и теп­

лопроводности соответственно, а µ - химический потенциал, определенный условием, что 

I} Этот вариант принят в работе С. Eckart, Phys. Rev., 58, 919 (1940), а также в ГиК, разд. 2.11 
и 15.10. 

2
) Это определение используется в книге L. D. Landau and Е. М. Lifschitz, Flиid Mechanics, trans. 

Ьу J. В. Sykes and W Н. Reid (Pergamon Press, London, 1959) (оригинал: Л. Д. Ландау и Е. М. Лиф­
шиц. Гидродинамика. М.: Наука, 1986. - Прим. ред. перев.). В данной книге мы примем такое 
определение, так как оно накладывает максимально возможное ограничение на тензор энергии­

импульса ценой меньшего числа ограничений на ток сохраняющихся величин, а в космологии 

мы часто имеем дело с ситуациями, в которых либо вообще нет отличных от нуля сохраняющихся 

величин, либо нет сохраняющихся величин, которые достаточно велики для того, чтобы серьезно 

повлиять на соотношение между давлением и плотностью, как в радиационно-доминированную 

эру при температуре выше 104 К. 
З) L. D. Landau and Е. М. Lifschitz. Там же. 
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плотность энтропии равна (р + р - µп)/Т. Тогда из Принципа Эквивалентности немедленно 
вытекает, что в произвольных системах координат в произвольных гравитационных полях, слабо 

меняющихся на длине свободного пробега или за время свободного пробега, 

к к ( 2 ) к ( ЛТµ,v = -17(иµ,;v + Uv;µ, + UvU Uµ,;к + Uµ,U Uv;к) - (- 311 U ;к 9µ,v + Uµ,Uv), (В.50) 

ЛN =-х(_!!!._)
2

[.!__(µ) +и nv_!__(µ)]· 
µ, р + р ахµ, т µ, axv т 

(В.51) 

11 . Принцип действия 
Существует общий алгоритм вывода тензора энергии-импульса для систем, более сложных, 

чем идеальный газ или идеальная жидкость, правда, при условии, что они подчиняются принципу 

действия. Согласно принципу действия, дифференциальные уравнения, определяющие поведе­

ние частиц и полей, можно выразить как утверждение, что «действие материи», функционал 

Im от траекторий полей и частиц, стационарно по отношению к бесконечно малым вариациям 
полей и частиц. Принцип Эквивалентности утверждает, что нужно включить метрику в действие 

материи таким образом, что при этом Im остается инвариантным относительно общих коорди­
натных преобразований. Тогда изменение действия при бесконечно малом изменении метрики 

б9µ,v (при неизменных остальных динамических переменных) должно иметь вид 

(В.52) 

где тµ,v(х) - симметричный тензор, который мы сопоставляем с тензором энергии-импульса. 

Например, действие для газа заряженных частиц с массами тп, зарядами еп и траектори­

ями х~(и), взаимодействующих с электромагнитными полями, выбирается в виде 

Im =-~ / tfxJ-det9(x)Fµ,vFpu9µ,p9vu -

_ "°' J d [- ( ( )) dx~ (и) dx~ (и) ] 112 "°' J d dx~ (и) А ( ) L...J тп и 9µ,v Хп и du du + L...J еп и du µ, и , 
п п 

в котором однородные уравнения Максвелла (В.29) приобретают своего рода «усиление», если 

записать тензор электромагнитного поля через векторный потенциал Аµ, как Fµ,v = 8µ,Av - 8vAµ,. 
Читатель может проверить, что условие стационарности действия материи по отношению к про­

извольно малым вариациям Аµ,(х) и х~(и) (произвольным за исключением того, что они обраща­
ются в ноль при хµ, ---+ оо и и ---+ ±оо) эквивалентны неоднородным уравнениям Максвелла (В.28) 
вместе с уравнениями движения заряженных частиц в комбинации гравитационных и электро-

магнитных полей: 

[ 
d2 v d v d р ] d v Хп µ, Хп Хп _ Хп µ, ( ) 

ffiп -d2 +Гvp-d -d -еп-d FvXn, 
Тп Тп Тп Тп 

где тп есть инвариантное собственное время вдоль траектории п-й частицы, определяемое как 

dтп = [- ( ( )) dx~(u) dx~(u)] 112 

du - 9µ,v Хп и du du 

Из формулы (В.52) получается тензор энергии-импульса 

[ ]
-1;2 "°' / dx~ dx~ 4 тµ,v(х)= -det9(x) L...Jmn dтddб (х-хп)+ 

п Тп Тп 

1 + pP/l(x)F/(x) - "49µ,v(x)FP 17 (x)Fpu(x), 

совпадающий с (В.41), причем дополнительные слагаемые представляют энергию и импульс 
в электромагнитном поле. 
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При выводе бьши использованы соотношения 

б det g = det g gµv бgµv И бgµр = -gµv бgva9ap. 

Подтверждение выбора Tµv в форме (В.52) заключается в том, что этот тензор сохраняется 
в смысле (В.40). Чтобы показать это, заметим, что в общем случае наше предположение, что Im 
есть скаляр, угверждает, что он остается неизменным, если одновременно сделать замены 

д д 
d4x---+ d4x', - ---+ -

дхµ дх'µ' 

µ 1µ 1 1 дхv 
Xn(u)---+ Xn (и), Аµ(х)---+ Аµ(х) = -д 1 Av(x), 

хµ 

дхР дха 

9µv(x) ---+ 9~v(x') = дх'µ дх'v 9ра(х), 

(В.53) 

(В.54) 

(В.55) 

аналогично для любых других полей, входящих в действие. Однако координатах'µ (но не х:f (и)) 
есть просто переменная интегрирования, так что мы можем заменить х'µ обратно на хµ, не из­
меняя Im. Отсюда следует, что Im остается неизменным при заменах 

х~(и) ---+ х:f (и), 

1 1 дхv [ 1 1 1 ] 
Аµ(х)---+ Аµ(х) = -д 1 Av(x) - Аµ(х) - Аµ(х) , 

хµ 

, , дхР дха [ , , ] 
9µv(x)---+ 9µv(x) = дх'µ дх'v9ра(х) - 9µv(x) - 9µv(x) , 

где хµ и д/дхµ остаются неизменными. 

(В.56) 

(В.57) 

(В.58) 

Такую комбинацию преобразования координат и присваивания координатам другой метки 

иногда называют калибровочным преобразованием. 

Для произвольного бесконечно малого преобразования координат имеем хµ---+ хµ + еµ(х), 
где еµ(х) - произвольные бесконечно малые функции х. Тогда преобразования (В.56)-(В.58) 
примут вид 

х~(и) ---+ х~(и) + еµ(хп), (В.59) 

Аµ(х)---+ Аµ(х) - д~х~) Av(x) - д~~~х) ev (х), (В.60) 

деР(х) деа(х) дgµv(x) Р 
9µv(x) ---+ 9µv(x) - дхµ 9pv(x) - дхv 9µа(х) - дхР Е (х). (В.61) 

Далее, до тех пор, пока удовлетворяются уравнения движения частиц и полевые уравнения для 

«материальных» полей (включая электромагнитное), действие остается неизменным при любых 
бесконечно малых изменениях траекторий частиц и полей материи. С другой стороны, в проти­

воположность полному действию для материи и гравитации, действие материи нестационарно 

по отношению к вариациям метрики, даже когда удовлетворяются уравнения поля. Для обще­

го бесконечно малого преобразования координат подставляя формулу (В.61) в (В.52), запишем 
условие того, что Im есть скаляр как 

Интегрируя по частям и полагая коэффициент при еР(х) равным нулю, приходим к условию 

сохранения (В.40). 
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12. Теория скалярного поля 
Мы будем часто встречаться с космологическими моделями, включающими скалярное поле 

ер( х), действие 4) которого имеет вид 

1 =- ax.J-detg -gµ --+V(ep), 
/ 

т4 [ 1 11 дер дер ] 
1Р 2 ахµ 8х11 

(В.63) 

где V(ep) - функция, которую называют потенциалом. Уравнения поля для ер в гравитационном 

поле задаются условием стационарности действия по отношению к вариациям поля ер: 

1 8 [ µ11 дер] дV(ер) - -detgg - = --. 
.J - det g ахµ .J дх11 дер (В.64) 

Тензор энергии-импульса для скалярного поля находится путем варьировании метрики и срав­

нения с формулой (В.52): 

т,µ11 = _ µ11 [ ~ ри дер дер + V( )] + µр 11и дер дер . 
1Р g 2 g дхР дхи ер g g дхР дхи (В.65) 

Это выражение имеет тот же вид, что и тензор энергии-импульса (В.43) для идеальной жидкости, 

когда плотность энергии, давление и 4-вектор скорости определяются выражениями 5) 

1 µ11 дер дер 
р = -2.g дхµ 8х11 + V(ep), (В.66) 

(В.67) 

(В.68) 

4) В общем случае коэффициент при первом слагаемом в квадратных скобках может зависеть 
от ер, но такой зависящий от поля коэффициент всегда может быть устранен путем переопреде­

ления скалярного поля. Однако это упрощение не всегда возможно, когда речь идет о более чем 

одном скалярном поле - случай, который обсуждается в разд. 10.4. 
5) Этот результат для давления отличается от приведенного (без объяснений) выражения в 

книге Е. W Kolb and М. S. Turner, Тhе Earfy Universe (Addison-Wesley, Redwood City, СА, 1990), фор­
мула (8.21), согласно которому давление скалярного поля в метрике Робертсона-Уокера равно 

вместо результата для метрики Робертсона-Уокера, который дается формулой (В.67), 

ф2 ("Vep)2 
р=т-V(ер)-~. 

Результат Кольба-Тернера получается, если мы определим давление как значение Ti i/3, из­
меренное наблюдателем, движущимся в локально инерциальной системе координат с 4-скоро­

стью Vµ: 

р := ~(9µр + VµVр)Три(б~ + VиVµ), 
3 

но выберем компоненты скорости vµ равными v0 = 1, vi = О. При использовании этой формулы 
для давления кажется более естественным выбрать vµ как скорость иµ (В.68), так как это есть 
скорость, возникающая в тензоре энергии-импульса идеальной жидкости (В.43). Такой выбор 
vµ приводит к равенству (В.67). 
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Знак иµ не влияет на тензор энергии-импульса, так что его нельзя найти, сравнивая 

формулы (В.65) и (В.43). Здесь он выбран так, чтобы u0 имело бы значение u0 = + 1 
в случае, рассмотренном в гл. 4: пространство-время с g00 = -1 и скалярное поле, которое 
не зависит от положения и растет со временем, учитывая, что квадратный корень считается 

положительным. 

Читатель может проверить, что Тфv сохраняется в смысле формулы (В.40) как следствие урав­
нения поля (В.64) для 'Р· 

13. Параллельный перенос 
Тело, движущееся по орбите хµ = xµ(t), можно охарактеризовать одним или более зави­

сящими от t векторами или тензорами. Если эти векторы или тензоры не зависят от времени t 
в системе отсчета, которая локально инерциальна в системе xµ(t), тогда в произвольной системе 
отсчета эти величины подвергнутся изменению, называемому параллельным переносом. Напри­

мер, контравариантный вектор vµ(t) будет меняться со скоростью 

dvµ(t) __ µ ( ( )) v( ) dx>.(t) 
dt - Г v>. Х t V t dt (В.69) 

Для проверки этой формулы заметим, что по предположению она верна в момент t в си­

стемах отсчета, в которых аффинная связность Г~л (x(t)) обращается в ноль, и эта формула 
общековариантна, следовательно, если она верна в таких локально инерциальных системах, она 

верна и во всех системах отсчета вообще. В частности, из формулы (В.12) следует, что импульс 
рµ = dxµ /du удовлетворяет уравнению параллельного переноса. Аналогично, любой перенося­
щийся по траектории тензор, который не изменяется в локально инерциальной системе отсчета 

в точке на траектории, будет изменяться в произвольных системах со скоростью, равной сумме 

слагаемых типа правой части формулы (В.69), причем на каждый контравариантный индекс 
будет приходиться слагаемое с -Г, а на ковариантный индекс - слагаемое с +Г. Например, 

для ковариантного тензора J µv уравнение параллельного переноса будет иметь вид 

dJµv(t) Р dx>.(t) Р dx>.(t) 
dt =+Гµ>.(x(t))Jpv(t) dt +Гvл(x(t))Jµp(t) dt 

14. Уравнения гравитационного поля 
Осталось только написать уравнения, которым подчиняется само гравитационное поле. 

Эти уравнения должны удовлетворять двум требованиям: они должны быть общековариантны 

и для слабых медленно меняющихся гравитационных полей должны удовлетворять уравнению 

Пуассона для ньютоновского потенциала ф в уравнении (В.21) 

\J2ф = 47ГGТоо, (В.70) 

где G - ньютоновская постоянная. Если мы ограничимся дифференциальными уравнениями 

в частных производных, которые (как уравнение Пуассона) содержат ровно две пространственно­
временные производные метрики, то уравнения поля записываются однозначно: 

1 >.к 
Rµv - 2 9µv9 Rлк = -87ГGTµv. (В.71) 

где Tµv - тензор энергии-импульса с опущенными индексами 

т - т>-к µv = 9µ>.9vк , (В.72) 

а Rµv - так называемый тензор Риччи: 

- аг~л аг~v к >. к >. 
Rµv = axv - ах>- + г µ>.Г VK - г µvГ>.к· (В.73) 
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Для слабых статических полей 00-компонент этого уравнения такой же, как и в уравнении 

Пуассона (В.70), если считать, что 900 связано с ф соотношением (В.21). Тензор, возникающий 
в левой стороне уравнения (В.71), удовлетворяет совокупности дифференциальных тождеств 
Бьянки: 

(В.74) 

Именно поэтому Rµ 11 - 9µ119>.к Rлк/2 - линейная комбинация тензоров Rµ 11 и 9µ119>.к Rлк; в про­
тивном случае уравнения поля будут несовместными с законом сохранения энергии-импульса 

(В.40). Уравнения поля можно вывести более простым образом, если включить в действие гра­
витационное слагаемое 

(В.75) 

Тождества Бьянки (В.74) можно вывести из того факта, что 19 автоматически инвариантно 
относительно произвольных координатных преобразований метрики, а уравнения поля (В. 71) 
можно вывести из условия, что полное действие I9 +Im стационарно относительно произвольных 
вариаций метрики. 

Если мы допустим появление в уравнении гравитационного поля слагаемых с числом про­

странственно-временных производных меньше двух, то можно включить в левую часть уравнения 

поля (В. 71) слагаемое, пропорциональное 9 µ 11 • Это слагаемое с так называемой космологической 
постоянной, которое обсуждается в разд. 1.5. Его можно рассматривать как поправку к Тµ11 
за счет «вакуумной энергии». Если не считать космологической постоянной, единственная дру­

гая возможная модификация левой части уравнения (В. 71) будет содержать слагаемые с числом 
пространственно-временных производных больше двух. 

Например, их можно вывести, включив в подынтегральное выражение в действии слагае­

мые, пропорциональные J- det 9 Rµ 11 Rµ 11 или J- det 9 (Rµ µ) 2
. 

Из размерного анализа следует, что такие слагаемые будут иметь коэффициенты, размерность 

которых (по отношению к размерности множителя 1/(167ГG) в уравнении (В.75)) равна положи­
тельной степени длины. Экспериментальный успех общей теории относительности показывает, 

что эта длина много меньше масштабов Солнечной системы, так что на космологических мас­

штабах влияние подобных слагаемых пренебрежимо мало. 

Приложение С 

ОБМЕН ЭНЕРГИЕЙ 
МЕЖДУ ИЗЛУЧЕНИЕМ И ЭЛЕКТРОНАМИ 

Часто требуется знать скорость, с которой фотон будет терять или приобретать энергию 

при прохождении через ионизованный газ. Например, эта информация нужна при вычислении 

эффекта Сюняева-Зельдовича, который обсуждается в разд. 2.5, и для понимания сохранения 
теплового равновесия между веществом и излучением, рассматриваемого в разд. 2.2. В этом 
Приложении, во-первых, выводятся формулы для среднего и среднеквадратичного изменения 

энергии фотона при соударении с одним электроном, и, во-вторых, эти результаты используются 

для вывода скорости изменения функции распределения энергии фотона при прохождения через 

ионизованный газ. В этом Приложении будем использовать систему единиц fi =с= 1. 
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Предположим, что электрон, движущийся в некотором направлении в трехмерном про­

странстве, обладая 4-вектором импульса 

р =(О, О,ре, Ее). Ее= VP~ + т~, (С.1) 

сталкивается с фотоном с энергией w, движущимся по направлению, задаваемому полярным 
и азимугальным углами 'Г/ и ф, и передает фотону новую энергию w' и новое направление 
движения с полярным и азимугальным углами 'ГJ1 и ф'. Это означает, что начальный 4-импульс q 
и конечный 4-импульс q' фотона имеют вид 

q = ( sin 'Г/ cos ф, sin 'Г/ sin ф, cos 'Г/, 1) w, 

, ( . , Ф' . , . Ф' , 1) , q = sш 'Г/ cos , sш 'Г/ sш ' cos 'Г/ , w . 

(С.2) 

(С.З) 

Чтобы вычислить сечение такого рассеяния, совершим лоренцевское преобразование в систему 

отсчета, в которой электрон первоначально покоится. В этом случае сечение рассеяния прини­

мает простую и хорошо известную форму. В системе покоя электрона начальный и конечный 

4-импульсы фотона равны Lq и Lq', где Lµ, v - лоренцевское преобразование: 

(

1 о 

L= О 1 
о о 

о о 

о 

о 

"! 
-(3"( 

(С.4) 

где f3 =Ре/Ее - скорость электрона, а"!= (1 - (32
)
112

. Отсюда 4-импульсы начального и конеч­
ного фотонов в системе покоя электрона запишугся в виде 

Lq = (sin а cos ф, sin а sin ф, cos а, 1) k, 

L ' ( . ' Ф' . ' . Ф' ' 1) k' q = sш а cos , sш а sш , cos а , , 

где начальная и конечная энергии фотонов в системе покоя электрона равны 

k = (-(3"( COS 'ГJ + "f)W, k1 = (-(3"( COS 'Г}1 + "f)W
1

, 

(С.5) 

(С.6) 

(С.7) 

а начальные и конечные полярные углы, которые скорость фотона образует в этой системе 

отсчета, задаются формулами 

cos 'Г/ - f3 
cosa= ----

1 - f3 cos 'Г/' 

cos 'Г}1 - f3 
cosa'=----

1 - f3 cos 'Г}1 • 
(С.8) 

При этом азимугальные углы не меняются. Напомним далее, что сохранение энергии и импульса 

в системе покоя электрона определяет конечную энергию фотона в этой системе в виде 1 ) 

k' = k 
1 + (k/me)(l - cos В)' 

(С.9) 

где () - угол рассеяния в системе покоя электрона, 

- - 1 1 1 cos () = Lq · Lq' = cos а cos а + cos (ф - ф) sin а sin а. (С.10) 

Относительное изменение энергии фотона в исходной системе отсчета можно тогда выразить 

через величины в системе покоя электрона: 

w' - w 1 ( 1 + f3 cos а' f3 ) 
w = 1 + f3 cos а 1 + (k/me)(l - cos ()) - cos а - 1 · (С.11) 

!) КТП, том 1, формула (8.7.14). 
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В большинстве интересных случаев k/те и /3 много меньше единицы, так что можно удержи­
вать только слагаемые первого порядка по k/те и нулевого порядка по /3 вместе со слагаемыми 
произвольного порядка по /3 и нулевого порядка по k/те: 

w' - w ( k ) ( ()) {З(соs а' - cos а) --- ~ - - 1 - cos + . 
w те 1 + /3 cos а 

(С.12) 

Для покоящегося электрона и энергии фотона k « те дифференциальное сечение (про­
суммированное по конечным спинам и поляризациям и усредненное по начальным спинам 

и поляризациям) равно 2) 
30'7 2 / / 

dO' = -
6
-(1 + cos ()) d( cos а ) dф , 

1 7Г 
(С.13) 

где О'Т - томсоновское сечение е4/(67Гт~). Дифференциальное сечение само лоренц-инвари­
антно, хотя переменные, от которых оно зависит, этим свойством не обладают, так что среднее 

относительное изменение энергии фотона за одно соударение равно 

1 271" 
1 1 j 1 3 j , j , , 2 {Зw cos а kw (w - w) = - (w - w) dO' = - d(cos а) dф (w - w)(l + cos ()) = - /3 - -. 

О'Т 167Г 1 + cos а те 
-1 о 

(С.14) 

Теперь нам следует усреднить это выражение по направлению движения электрона, или, 

эквивалентно, по а. При вычислении этого среднего следует помнить, что гладкой функцией 

распределения в интервале от -1 до + 1 обладает cos ТJ, а не cos а. Таким образом, вероятность 
перехода пропорциональна не только dO', но и относительной скорости 3) 

IP. ql 1 - /32 

и= -- = 1-{ЗсоsТJ = ----
Eew 1 + /3 cos а 

(С.15) 

Следовательно, изменение энергии, усредненное по относительным направлениям движения 

начального электрона и фотона, равно 

+1 
J (w' - w)u d(cosrJ) +1 2 2 

((w' - w)) = -1 = ~ / (1-/3) [- {Зwcosa - kw] d cosa (С.16) 
+1 2 (1 + {Зсоsа.) 3 1 + {Зсоsа те ( ). 
f U d(cOSТJ) -1 
-1 

Слагаемые первого порядка по /3 не дают вклада в интеграл по а, так что ведущие слагаемые 
в относительной передаче энергии - второго порядка по /3 или первого порядка по w/те: 

((w'-w)) ~~/32-~~~/32_.!::!..__ (С.17) 
w 3 те 3 те 

Так как изменение средней относительной энергии фотона содержит слагаемые порядка 

{32 и w/те, нас будут интересовать любые слагаемые в среднеквадратичном изменении относи­
тельной энергии того же порядка. Анализ формулы (С.12) показывает, что в этом порядке 

(w' - w)2 2 ' 2 
--2- ~ /3 (cos а - cos а) . (С.18) 

(J) 

В этом же порядке мы можем пренебречь разницей между и и единицей и между d(cos ТJ) и 
d( cos а) , так что 

2 2 +1 +1 271" 

< 
/ 2 > 3/3 (J) / 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 ((w -w)) ~ 327Г d(cosa) d(cosa) dф (cosa -cosa) (l+cos ())= З/3 w. (С.19) 

-1 -1 о 

2) КТП, том 1, формула (8.7.42). 
3

) КТП, том 1, формула (3.4.17). 
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Все это верно для электрона с фиксированной скоростью {3. Если число электронов со ско­
ростью между {3 и {3 + d{З дается распределением Максвелла-Больцмана с температурой элек­
тронов Те и, следовательно, пропорционально 

2 (-т {3
2

) 
{3 ехр 2kБ~е d{З, 

то среднее значение {32 равно 3kБТе/те, так что формулы (С.17) и (С.19) примут вид 

и 

( 
1 ) 4kБТе 1..1} (w - w) ~ --w - -

те те 
(С.20) 

(С.21) 

Предположим теперь, что фотоны с числом N(w) dw в интервале энергий между w и w+dw 
взаимодействуют с газом нерелятивистских электронов. Для энергий фотонов w « те скорость 
изменения функции распределения равна 

n(w) dw =пе/ dw' п(w')R(w' --7 w) dw ( 1 + N(w)) - пеп(w) dw / dw' R(w --7 w') ( 1 + N(w')). ( С.22) 

Здесь пе - плотность числа электронов; R( w --7 w') dw' - среднее от и da по начальным скоро­
стям электронов для соударений, в которых фотон с начальной энергией w получает энергию 
между w' и w' + dw' ; 

N(w) = (27rn) 3 п(w) dw 
8?Гw2 dw 

- число фотонов в квантовом состоянии с энергией w (знаменатель равен 8?Гw2dw, а не 47Гw2dw, 
так как учитываются два состояния поляризации фотонов); множители 1 + N(w) и 1 + N(w') 
включены для того, чтобы учесть стимулированное излучение фотонов в уже занятые состояния. 

Первое слагаемое в формуле (С.22) определяет увеличение п(w) за счет рассеяния фотонов 

с любой начальной энергией w' в энергию w, в то время как второе слагаемое определяет 
уменьшение п(w) за счет рассеяния фотонов с энергией w в любую конечную энергию w'. Мы 
видели, что соударения фотонов с энергией w « те с нерелятивистским газом электронов 

при температуре Т в типичном случае меняет энергии фотонов на малую величину порядка 

w/те, или kБТ/те, так что константы скорости R(w' --7 w) и R(w --7 w') имеют резкий пик 
в окрестности w' ~ w. Поэтому удобно изменить переменную интегрирования с w' на Л = w - w' 
в первом слагаемом и на Л = w' - w во втором слагаемом формулы (С.22). После сокращения 
неинтегрируемого дифференциала dw и умножения на (27Гn) 3 /(87Гw2 ) эта формула принимает вид 

00 

N(w) = :; ! dЛ (w - Л)2 N(w - Л)R(w - Л--+ w) ( 1 + N(w)) -
-00 

- пeN(w) ! dЛ R(w --+ w + Л) ( 1 + N(w + Л)). (С.23) 

Так как константы скорости R(w - Л --7 w) и R(w --7 w + Л) имеют острый пик в окрестности 
Л = О, можно разложить остальные множители в (С.23) (и разность между R(w - Л --7 w) 
и R( w --7 w + Л)) до второго порядка по Л: 

00 

N(w) = - п2е / dЛ Л(l + N(w)) ~ [w2 N(w)R(w --7 w + Л)] + 
(;) дw 

-оо 
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00 00 

1 8N(w) пе 1 2 8
2 N(w) 

-пeN(w) dд д aw R(w--+ w + Л) - 2N(w) dд д aw2 R(w--+ w + Л). 
-00 -оо 

Это можно переписать в виде 

00 

N(w) = - =~ 1 dд д ~ [ w2 
N(w)R(w--+ w + Л) ( 1 + N(w))] + 

-оо 

00 2 

+ 2~2 / dд Л 2 
:w2 [ w

2 
N(w )R(w --+ w + Л) ( 1 + N(w))] -

-00 

пе 100 

2 а [ 2 8N(w)] - w2 dд д 8w w N(w)R(w--+ w + Л) 8w . 
-00 

Меняя порядок интегрирования и дифференцирования, получаем 

. пеаr [ а ( 2 ( ) ( , >) N(w) = ----:;;г- aw w N(w) 1 + N(w) (w - w) -

- ~ :~2 ( w2 
N ( w) ( 1 + N ( w)) ( ( ( w' - w) 2))) + 

а ( 2 ( , 2 )aN(w))J + 8w w N(w) ((w - w) ) 8w , (С.24) 

где мы использовали формулы 

00 J dд ЛR(w--+ w + Л) = ar( (w' - w) ), 
-00 

(С.25) 
00 J dдд2R(w-+w+Л) =ar(((w' -w)2)). 

-00 

Подстановка величин (С.20) и (С.21) для ( (w' - w)) и ( ((w' - w)2)) приводит к уравнению Ком­
панейца4): 

(С.26) 

Для проверки заметим, что если функция распределения фотонов задается формулой План­

ка с фотонной температурой, равной температуре электронов, так что 

N(w) = [ехр ( k:Te) -1]-l 
тогда два слагаемых в формуле (С.26) взаимно сокращаются, не приводя ни к каким изменениям 

в N(w), как это, конечно, и должно быть в случае фотонов, находящихся в равновесии с элек­
тронами. В качестве следующей проверки заметим, что (до тех пор пока w4 N(w) и w4 8N /8w 

00 

обращаются в ноль при w =О и w--+ оо) полная IШотность числа фотонов f 47Гw2 N(w) dw не ме­
о 

няется со временем, что можно увидеть также путем интегрирования (С.22) по w с взаимной 
заменой w и w' во втором слагаемом. 

4
) А. Компанеец, ЖЭТФ, 312+, 876 (1956). 
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Приложение D 
ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 

В космологии часто приходится иметь дело с зависящими от положения переменными типа 

температуры, плотности или скалярных полей, флуктуации которых подчиняются определенного 

рода вероятностным распределением. В этом Приложении мы рассмотрим произвольную дей­

ствительную случайную переменную ер( х), зависящую от D-мерной евклидовой координаты х. 
Обобщение на несколько случайных переменных будет очевидным. 

Будем предполагать, что функция распределения, задающая вероятности различных функ­

циональных форм ср(х), однородна в том смысле, что среднее от любого произведения нескольких 
ер с различными аргументами зависит только от разностей аргументов. Иначе говоря, для про-

извольного z 
(D. 1) 

В случаях, когда х - временная координата, подобные распределения называют стационарными. 

Предположим далее, что все ер нескоррелированы при больших значениях аргументов. 

Чтобы формально выразить это, предположим, что при lиl--+ оо 

( ср(х1 + и)ср(х2 +и) ... ср(у1 - и)ср(у2 - и) ... ) --+ 

--+ ( ср(х1 + и)ср(х2 + и) ... ) ( ср(у1 - и)ср(у2 - и) ... ) = 

= (ср(х1)ср(х2) ... ) (ср(у1)ср(у2) ... ), 

причем заключительное выражение подтверждается формулой (D.l). 

(D.2) 

При указанных условиях можно доказать важный результат, известный под названием 

эргодической теоремы: если предел в выражении (D.2) достигается достаточно быстро, тогда 
среднеквадратичная разность между любым произведением ср(х 1 + z)cp(x2 + z) .. " усредненным 
по области R значений z в окрестности произвольной точки zo, и средним по ансамблю этого же 
произведения обращаются в ноль при больших R как я-D/2 . Это означает, что если мы определим 

где 1 ) 

-D ( lz- zol
2

) NR(z) := ( J1Г R) ехр - R2 , (D.4) 

тогда при R --+ оо 
ЛR --+ O(R-D/2). (D.5) 

Чтобы доказать эту теорему, используем сначала условие 

чтобы переписать (D.3) как 

!) Конкретная форма (D.4) функции NR несущественна. Важно лишь, чтобы функция бьша 
константой при lz - zo 1

2 « R2, быстро обращалась бы в ноль при lz - zol 2 » R2 и бьша норми­
рованной так, чтобы J NR(z) dDz = 1. 
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Разлагая квадрат и вновь используя (D.1) и условие нормировки для Nн, а также вводя новые 
переменные интегрирования и= (z- w)/2 и v = (z + w)/2, получим 

Лk = J dDz Nн(z) J dDw Nн(w) х 

х [ ('Р(х1 + z)'P(x2 + z) ... 'Р(х1 + w)'P(x2 + w) ... ) - ('Р(х1)'Р(х2) ... )2
] = 

= ( "~') D J dDv ехр (-2lvR~ •ol') J dDu ехр (-~~1') х 
х [ ('Р(х1 + и)'Р(х2 +и) ... 'Р(х1 - и)'Р(х2 - и) ... ) - ( 'Р(х1)'Р(х2) ... /] = 

_ ( 2 )D/2 / D (-2fuj
2) - --2 d и ехр 2 х 

~R R 

х [ ('Р(х1 + и)'Р(х2 +и) ... 'Р(х1 - и)'Р(х2 - и) ... ) - ('Р(х1)'Р(х2) ... )2
]. 

Предполагая, что предел в функции (D.2) достигается достаточно быстро, получаем, что интеграл 
по и будет сходиться даже без множителя ехр (-2[и1 2 /R2

), так что при R--+ оо можно принять 
этот множитель за единицу и получить окончательное выражение 

подтверждая тем самым формулу (D.5). 

Приложение Е 

ГАУССОВСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Рассмотрим случайную переменную 'Р(х), зависящую от D-мерной координаты х. Опре­

делим ее так, чтобы среднее значение этой величины бьmо бы равно нулю, вычтя для этого из 'Р 

любое ненулевое среднее, которое она могла бы иметь. Говорят, что функция распределения, 

управляющая 'Р· является гауссовой, если среднее от произведения четного числа переменных 'Р 

есть сумма по всем способам спаривания 'Р друг с другом с образованием произведения средних 

значений пар: 

('Р(х1)'Р(х2) ... ) = 2:: ( П ('Р'Р)), (Е.1) 
по спариваниям пары 

(где сумма по спариваниям не различает те из них, которые отличаются перестановкой координат 
в паре, или просто переставляют пары), в то время как произведение любого нечетного числа 'Р 
обращается в ноль. Например, 

('Р(х1)'Р(х2)'Р(хз)'Р(х4)) = ('Р(х1)'Р(х2)) ('Р(хз)'Р(х4)) + 

+ ( 'Р(х1 )'Р(хз)) ( 'Р(х2)'Р(х4)) + ( 'Р(х1)'Р(х4)) ( 'Р(х2)'Р(хз) ). (Е.2) 

Конечно, не существует способа спаривания всего нечетного числа 'Р; именно поэтому 

для гауссовых распределений среднее от любого нечетного числа переменных 'Р обязано 

обращаться в ноль. 
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В более общем случае в среднем от произведения 2п множителей ip каждая из (2п)! перестановок 
координат определяет спаривание (в котором первая переставленная функция ip спаривается 
со второй, третья - с четвертой, и т. д.), но 2nn! из них отличаются только перестановками двух 
координат внутри пары или перестановками п пар, так что в общем случае это среднее содержит 

(2n)!/(2nn!) слагаемых. 
Если ip(x) определяется гауссовым распределением, это же верно для любого линейного 

функционала от ip(x). Например, рассмотрим множество линейных функционалов вида 

Fi[l.fJ] = / dDx fi(x)ip(x). 

Умножая выражение (Е.2) на !1 (х1)!2(х2)fз(хз)f4(х4) и интегрируя, находим 

(F1F2FзF4) = (F1F2) (FзF4) + (F1Fз) (F2F4) + (F1F4) (F2Fз). 

(Е.3) 

(Е.4) 

Такие распределения называются гауссовыми из-за той формы, которую принимает распределе­

ние вероятностей произвольных линейных функционалов 

F[ip] = / dD х f(x)ip(x) 

от ip. Каждое из (2n)!/(2nn!) слагаемых в (F2n[ip]) дает одинаковый вклад, (F2[ip])n, так что 

(
p2n[ ]) = (F2[ip])n(2n)! 

i.p 2пп! (Е.5) 

Отсюда вытекает, что вероятность P(F) dF того, что функционал имеет значение, лежащее 
меЖду F и F + dF, есть гауссова функция 

1 ( р2 ) P(F) dF = ехр --( 2) dF. 
J21r(F2) 2 F 

(Е.6) 

Распределения подобного сорта часто возникают тогда, когда ip(x) есть сумма большого 
числа независимых флуктуирующих слагаемых. Центральная предельная теорема утверЖдает, что 

в этом случае распределение суммы гауссово. В распределении, которое более всего нас здесь 

интересует, считается, что флуктуации температуры космического микроволнового фона практи­

чески гауссовы, так как они возникают (как рассматривается в гл. 10) из квантовых флуктуаций 
одного или нескольких почти свободных квантовых полей. 

Приложение F 
НЬЮТОНОВСКАЯ КОСМОЛОГИЯ 

В ту эру, когда плотность энергии Вселенной определялась холодной темной материей, 

поведение возмущений можно адекватно рассмотреть методами ньютоновской механики. Такой 

подход имеет приложения как к нашему предварительному изучению анизотропий космического 

микроволнового фона в разд. 2.6, так и к исследованию крупномасштабной структуры вещества 
в разд. 8.1. 

Уравнениями нерелятивистской гидродинамики и ньютоновской теории тяготения для 

жидкости с плотностью массы р, скоростью v, нулевым давлением и гравитационным потенци­
алом ф являются уравнение непрерывности, 

8р 
дt + V · (vp) =О, (Fl) 
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уравнение Эйлера, 
дv 

дt + (v· V)v = -Vф, 

и уравнение Пуассона, 

Эти уравнения имеют невозмущенное решение (помеченное чертой над величинами) вида 

- 27r 2 
ф = 3Gf5X' 

где Н =а/а; ао и ро - константы, и a(t) удовлетворяет уравнению 

.2 +К 87ГG_ 2 
а = - ра 

3 

с постоянной к. 
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(F.2) 

(F.3) 

(F.4) 

(F.5) 

Мы используем Х для обозначения обычного вектора евклидовых координат, чтобы отли­

чить его от сопутствующего вектора координат х. 

Конечно, это соответствует космологической теории с метрикой Робертсона-Уолкера, и мы уже 

сталкивались с этим решением в разд. 1.5 при рассмотрении альтернативного подхода к выводу 
уравнения Фридмана (F.5). В частности, решение уравнения 

dX - =v=НХ 
dt 

для движения сопутствующего тела имеет вид 

[ 
a(t) ] 

X(t) = a(to) X(to) 

в согласии с уравнением ((1.5.22)). Следовательно, сопутствующая координата есть х = Х/а. 
К этому невозмущенному решению для р, v и ф мы добавляем теперь малые возмущения 

бр, бv и бф. Слагаемые первого порядка по этим возмущениям в уравнениях (F.1)-(F.3) равны 

дбр 
{it + 3Нбр+НХ· Vбр+ pV · бv =О, 

дбv 
дt + НХ · Vбv + Нбv = -Vбф, 

'\12 бф = 47ГGбр. 

(F.6) 

(F.7) 

(F.8) 

Уравнения (F.6)-(F.8) не выглядят трансляционно-инвариантными, но пространственная 
однородность, лежащая в основе этой задачи, может быть восстановлена, если записать уравнения 

через сопутствующие координаты Х/а. Это достигается наиболее удобным способом, если мы 

запишем возмущения как фурье-преобразования в сопутствующих координатах: 

бр(Х, t) = / d3q ехр ( i:{t~) бpq(t), (F.9) 

аналогично для бv и бф. Тогда дифференциальные уравнения в частных производных (F.6)-(F.8) 
становятся обыкновенными дифференциальными уравнениями: 

dбpq -1 
dt+3Hбpq+ia pq·бvq=O, (F.10) 

dбvq . -1 dt + Н бvq = -ia qбфq, (F.11) 
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(F.12) 

Решения уравнений (F.10)-(F.12) можно классифицировать по свойствам преобразования 
:.швисимых переменных по отношению к трехмерным вращениям. 

Векторные моды. В этих модах все скаляры обращаются в ноль - не только б Pq и бфq, 
но и q · бvq. Тогда уравнения (F.10) и (F.12) автоматически удовлетворяются, в то время как 
уршшение (F.11) принимает вид 

dбvq 
---;f,t +Hбvq =0, (F.13) 

и его решение есть просто бvq ос 1/а. Так как векторные моды просто распадаются, ими часто 

пренебрегают. 

Скалярные моды. В этих модах возмущение скорости бv(Х, t) может быть выражено 
как градиент (по отношению к х = Х/а) возмущения скалярного потенциала би(Х, t). На языке 
фурье-преобразований это означает, что 

бvq = iq биq. (F.14) 

Тогда, используя уравнение (F.12), чтобы исключить бфq, получим вместо (F.11) 

dбuq _ 1 47rGa 
dt + Нбиq =-а бфq = ---qгбрq, (F.15) 

в то время как из (F.10) получим 

а брq -1 _ 2 m + 3Нбрq - а pq биq =О. (F.16) 

При К = О имеем 47rG р = ЗН2 /2. Используя р ос а-3 и определение Н, мы можем исключить биq 
из этих связанных уравнений и записать их как дифференциальное уравнение второго порядка 

для возмущения дробной плотности 

~ ( а2 :t ( б;q)) _ ~Н2а2 ( б;q) =о, (F.17) 

или, вспоминая, что при К= О а ос t 213 и Н = 2/(Зt), 

!!__ (t4/з !!__ ( брq)) _ ~Г2;з ( брq) =О. 
dt dt р 3 р 

(F.18) 

Общее решение этого уравнения есть линейная комбинация степеней t 213 и Г 1 . Разумно пред­
положить, что ко времени последнего рассеяния выжили только ведущие моды с 

брq 
рос t2/З ос а. 

Так как средняя плотность p(t) пропорциональна a-3(t), отсюда бpq(t) ос a-2(t). Тогда из урав­
нения (F.12) следует, что бфq не зависит от времени. Этот результат использовался в разд. 2.6. 

Для проверки того, что мы нашли наиболее общие решения уравнений (F.10)-(F.12), до­
статочно только сосчитать число уравнений и их решений. После исключения бфq(t) с помощью 

уравнения (F.12), уравнения (F.10) и (F.121) представляют множество 1 + 3 = 4 связанных диф­
ференциальных уравнений первого порядка, так что они имеют четыре линейно независимых 

решения. Мы нашли две независимые векторные моды (соответствующие двум направлениям, 
перпендикулярным вектору q) и две независимые скалярные моды (с брq/р, пропорциональной 
t 213 или Г 1), так что действительно получены самые общие решения. 

Случаи ненулевого давления или К -1 О детально рассмотрены в ГиК, разд. 15.9. 
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Приложение G 
ПОЛЯРИЗАЦИЯ ФОТОНОВ 

Поляризация фотонов представляет большой интерес для космологии не только потому, 

что ее можно измерять в космическом микроволновом фоне, но и потому, что она влияет на ани­

зотропные инерциальные слагаемые, возникающие в уравнениях гравитационного поля как для 

скалярных, так и для тензорных возмущений. В этом Приложении мы рассмотрим описание 

спинового состояния отдельного фотона на языке векторов поляризации фотона и связанной 

с ними матрицы плотности, а также несколько необычное уравнение параллельного переноса, 

которому подчиняется зависимость от времени векторов поляризации фотонов и матриц плот­

ности в гравитационном поле. 

Напомним сначала, как описывается поляризация фотона при отсутствии гравитацион­

ных полей. Наиболее общее чистое состояние одного фотона есть линейная суперпозиция 

а+ Ф+ +а_ Ф_, где Ф± - состояния со спиральностью =fl (т. е. собственные состояния компо-

нент углового момента в направлении n, откуда фотон налетает1), с собственными значениями 
а-= ±n и условием нормировки (Фа, Фа') = Оаа' ), а а± - комплексные числа, удовлетво­

ряющие условию нормировки la+ 12 + la-12 = 1. Мы описываем такое состояние вектором 
поляризации е = а+е+ + а_е_, причем е* · е = 1, где С± - вектор поляризации фотонов 

со спиральностью =f 1. Например, для фотона, который виден налетающим по направлению 2) 

n = (sin () cos ф, sin () sin ф, cos В), (G.l) 

можно положить 

О±iф 
С±= ..j2 ' (G.2) 

где е и ф - ортогональные единичные векторы в плоскости, перпендикулярной n: 

О:::: (cos () cos ф, cos () sin ф, - sin В), ф = (- sin ф, cos ф, О). (G.3) 

У линейно поляризованного фотона la+ 1 = la-1, следовательно, вектор поляризации действите­
лен с точностью до несущественного общего фазового множителя. Противоположный случай -
круговая поляризация, для которой либо la+ I, либо la-1 обращаются в ноль. Между этими 
двумя крайними случаями поляризация эллиптическая, и в этом случае la+I и la-1 не равны, 
но никогда не обращаются в ноль. 

В общем случае отдельный фотон с определенной вероятностью Рт может находиться в 

любом из разных чистых состояний Ф т = ат+ Ф + +ат-Ф _ , так что согласно правилам кванто­
вой механики вероятность обнаружения фотона в конкретном состоянии Ф = а+ Ф + + а_ Ф _ , 
представляемом вектором поляризации е = а+е+ + а_е_, будет равна 

(G.4) 
т т 

I) Это противоположно направлению движения фотона, так что спиральность, которая опре­
делена как компонента углового момента вдоль направления движения фотона, отрицательна 

по отношению к направлению, вдоль которого он вьmетает. Поэтому мы используем метки ± 
для указания фотонов со спиральностью =f 1. 

2) Для корреляций между поляризациями в небольшом участке неба можно выбрать систему 
трех осей, одна из которых направлена вдоль n от этого участка, и в этом случае векторы 
поляризации со спиральностями =f 1 можно выбрать равными (1, ±i, 0)/../2. 
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где №j - матрица плотности фотона, 

"тij - ~ р i j* 
1v = L......i memem . 

т 

(G.5) 

(По повторяющимся индексам i, j производится суммирование от 1 до 3.) Так как вероятности 
действительны и положительны, матрица №j эрмитова и положительна: 

tехtдлявсех (G.6) 

и поскольку .L: Рт = 1 и е~ el:; = 1 (нет суммирования по т), эта матрица обладает единичным 
т 

следом: 

Nii = 1. (G.7) 

Конечно, все векторы поляризации фотона ортогональны направлению движения фотона -n, 
так что 

(G.8) 

Рассеяние света нерелятивистскими электронами не создает круговой поляризации, поэтому мы 

ожидаем, что все фоновые микроволновые фотоны линейно поляризованы, откуда следует, что 

№j действительны. 
До сих пор мы определяли вектор поляризации ei в отсутствие гравитации как единичный 

трехмерный вектор, поперечный направлению движения фотона. При желании мы можем опре­

делить его в гравитационном поле как пространственную часть четырехкомпонентного объекта 

еµ, у которого по случайности е0 = О, и выполнены соотношения 

(G.9) 

где рµ = 9µvPv - 4-импульс фотона 3). Но поскольку очевидно, что этот объект не преобразуется 
как 4-вектор, нет никакого смысла полагать, что его временная зависимость будет определяться 

уравнением параллельного переноса (В.69). Действительно, этот вектор не может эволюцио-

нировать путем параллельного переноса, так как если бы это происходило, то условие е0 = О 
не сохранялось бы вдоль траектории фотона xi = xi(t), за исключением случая, когда Г~j(x(t), t) 
обращается в ноль, что обычно не выполняется. Напротив, мы ожидаем, что в локально инер­

циальной системе отсчета, в которой аффинная связность Г~л ( х( t)) обращается в ноль, вектор 
поляризации фотона не будет зависеть от времени только с точностью до калибровочного преоб­

разования еµ -+ еµ + арµ , так что калибровочно инвариантные величины типа напряженности 
поля рµ ev - pv еµ не будут зависеть от времени. Тогда в произвольной системе отсчета вектор 
поляризации фотона будет подвергаться параллельному переносу с точностью до калибровочного 

преобразования: 

deµ(t) __ µ ( ( )) v( ) dx\t) ( ) dxµ(t) 
dt - Г v>. х t е t dt + а t dt . (G.10) 

Параметр калибровочного преобразования a(t) можно в этом случае определить из условия, что 

е0 =О, так что de0 /dt =О: 
о v dx>.(t) 

a(t) = Г vл(x(t))e (t) dt . (G.11) 

3
) Мы можем построить еµ в гравитационном поле в произвольной системе координат хµ, 

исходя из вектора поляризации еkоск фотона в локально инерциальной системе с координатами 
~а:, как 

д µ . 
µ - х i '..J.L е - [j~i еплоск + fЗр , 

где (3 подобрано так, чтобы е0 =О. 
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При е0 =О уравнение (G.10) имеет вид 
. . л 

de
1
(t) _ [ j ( ( )) 0 ( ( ))dx

1
(t)] i( )dx (t) 

----;_и- _ -Гiл х t + Гiл х t ---;_и- е t dt · (G.12) 

Заметим, что условия (G.9) сохраняются во времени, так как Рµеµ и 9µveµev сохраняются при 
обычном параллельном переносе, поскольку эти величины являются скалярами и сохраняются 

при калибровочных преобразованиях в силу равенств РµРµ =О и Рµеµ =О. 

В гравитационном поле мы продолжаем определять статистическую матрицу №j форму­
лой (G.5), и эта матрица продолжает удовлетворять условиям эрмитовости и положительной 
определенности (G.6), но теперь вместо (G.7) и (G.8) имеем 

(G.13) 

Из уравнения (G.12) следует, что статистическая матрица фотона, движущегося в гравитационном 
поле, удовлетворяет уравнению параллельного переноса: 

(G.14) 

Приложение Н 

РЕЛЯТИВИСТСКОЕ УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА 

В этом Приложении мы выведем уравнения Больцмана для нейтрино и фотонов, которые 

определяют эволюцию распределения этих релятивистских частиц в фазовом пространстве. Это 

лежит в основе нашего подхода в разд. 6.1 к широко используемым численным расчетам эволю­
ции скалярных возмушений. Кроме того, полученные результаты используются в разд. 6.6, где мы 
оцениваем затухание тензорных мод за счет анизотропной инерции свободно летящих нейтрино, 

и в разд. 7.4, где мы вычисляем поляризацию микроволнового фона, порожденную рассеянием 
анизотропного распределения фотонов нерелятивистскими электронами. В этом Приложении 

сначала рассматривается более простой случай нейтрино, для которых можно пренебречь рас­

сеянием, а затем более сложный случай фотонов, для которых рассеяние играет сушественную 

роль. В качестве элементарного приложения результатов для фотонов мы выведем формулу для 

скорости затухания акустических волн в среде из фотонов и заряженных частиц, которая ис­

пользуется в разд. 6.4. 
Везде в этом Приложении примем координатную систему, для которой 

900 = -1, 9iO = 0, (Н.1) 

в то время как 9ij(x, t) ничем не ограничено. В линейном приближении эта форма метрики 
автоматически выполняется для тензорных мод и верна в синхронной калибровке для скаляр­

ных мод. Однако до поры до времени мы не будем переходить к частному случаю линейных 

возмущений. В такой метрике единственными ненулевыми компонентами аффинной связности 

являются 

Г~· _ ! kl ( дgli дgzj _ дgij) 
i1 - 2 g дхj + дхi дхl ' (Н.2) 

. 1 'k о 1 . 
Гiо = 2 g1 !Jki, гij = 2 9ij· (Н.З) 
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1. Нейтрино 
Удобно работать с функцией распределения нейтрино nv(x, р, t), определенной как 

3 3 

nv(x, р, t) = L (ц o(xi - x~(t))) (ц o(pi - Pri(t))), 
r i=I i=l 

(Н.4) 

где индекс r отмечает траектории отдельных нейтрино (антинейтрино). Это выражение по опре­
делению обладает свойством плотности числа частиц, состоящем в том, что интеграл от nv 
по любому объему фазового пространства равен числу нейтрино в этом объеме. Согласно разд. В 

приложения В, переменная импульса в выражении (Н.2) определена формулой Pri = 9ijPl, где 
рµ есть 4-вектор импульса 

µ _ dxf 
Pr = --, 

dur 
(Н.5) 

и Ur - подходящим образом нормированный аффинный параметр, для которого пространствен­

но-временная траектория удовлетворяет уравнению (В.12): 

d2 х~ л dxf dx~ 
- 2 +Гµv(xr)-d -d =О. (Н.6) 
dur Ur Ur 

Тогда скорость изменения импульса между соударениями дается простой формулой 

. 1 . k (д9jk) 
Pri = -

2 
oYrPr -

8 
i , 

Pr Х x=xr 
(Н.7) 

а скорость изменения координаты равна 

i 
. i Pr 
Xr= 0· 

Pr 
(Н.8) 

Непосредственно из формул (Н.4), (Н.7) и (Н.8) следует, что при отсутствии соударений nv 
удовлетворяет уравнению Больцмана: 

(Н.9) 

Следует подчеркнуть, что pi и р0 выражены здесь через независимую переменную Pi соотно­
шениями pi = gij(x, t)pj и р0 = (gij(x, t)PiPj) 112

, так что они зависят не только от Pi, но и от 
координат и времени. 

Обратимся теперь к случаю малых возмущений. В этом случае пространственная метрика 

имеет вид 

9ij(X, t) = a2(t)Oij + 09ij(X, t), (Н.10) 

с малыми 09ij. В случае только малого возмущения метрики функция распределения нейтрино 
никогда не приобретает вида, существенно отличающегося от равновесного, так что можно 

записать 

nv(x, t) = nv ( a(t) V gij(x, t)PiPj) + onv(x, t), (Н.11) 

где 

nv(p) = (2~) 3 [ехр C.a(:)T(t)) + 1Г (Н.12) 

и onv - малое возмущение. 

Заметим, что множитель a(t) в аргументе функции n в (Н.11) сокращается с множите­
лем a(t), на который умножается T(t) в формуле (Н.12); этот множитель бьш включен 
в формулы (Н.11) и (Н.12), поскольку в интересующем нас временном интервале, когда 

Т < 1010 К, величина f'(t) сх: 1/a(t), так что формула (Н.12) определяет nv как независящую 
от времени функцию своего аргумента. 
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Первое слагаемое в формуле (Н.11) есть функция распределения нейтрино, которую 
в соответствии с Принципом Эквивалентности следует ожидать в возмущенном гравитаци­

онном поле, если распределение в локально инерциальных системах в точности совпадает 

с равновесным распределением n,,.(p); поэтому второе слагаемое бп,,. представляет откло­
нение распределения нейтрино от равновесной формы. 

Мы можем вывести начальное условие для бп,,., заметив, что в момент времени t 1 , соответ­

ствующий температуре Т 1 ~ 109 К, скорость рассеяния нейтрино уже стала существенно ниже 
скорости расширения, но еще не хватило времени для того, чтобы возмущения метрики смогли 

разрушить распределение нейтрино, выведя его из состояния локального теплового равновесия, 

но с возмущенной температурой. Поэтому в качестве удобного начального условия можно взять 

б ( ) ___ , ( ) [бТ(х, t1) Pk · биk(х, t1)] 
п,,. х, р, t1 - рп,,. р T(ti) + a(t1) ' (Н.13) 

где T(t1) ~ 109 К. Второе слагаемое в квадратных скобках представляет доплеровский сдвиг, 
обязанный происхождением возможной скорости потока нейтрино бu, аналогичный тому, кото­
рый задается формулами (2.4.5) и (2.4.6) для фотонов микроволнового излучения. В локальном 
тепловом равновесии это то же возмущение скорости, что у барионов и фотонов. 

Заметим, что метрический вектор положения есть axk, так что метрический вектор скоро­
сти равен auk = a- 1uk. 

В первом порядке по возмущениям метрики и плотности уравнение (Н.9) принимает вид 

о - д бп,,.(х, р, t) д бп,,.(х, р, t) -1!.!:_ n~(p) ~ ( 2( )J: ij( )) .. 
- дt + д . ( ) + д а t иg х, t РzРз + xi а t р 2р t 

a(t)n~(p) д бgij (х, t) -1 ( ) PiPjPk д бgij(X, t) 
+ 2р2 дхk PiPjPk + п,,. р 2a3(t)p2 дхk ' 

где р = Vfiijii. (Третье с конца и предпоследнее слагаемые в правой части возникают из-за 

зависимости аргумента n,,. в (Н.11) от t и х за счет комбинации a 2(t)gij(x, t)PiPj· В первом 
порядке имеем gij = a-2 бij - a-4 бgij. так что предпоследнее и последнее слагаемые в правой 
части сокращаются, и мы приходим к намного более простому результату 

дбп,,.(х,р,t) Pi дбп,,.(х,р,t) _ pn'(p) А·А·~( -2( )б ··( )) 
дt + a(t) дхi - 2 РzРз дt а t 9~з х, t ' (Н.14) 

где опять р = .../PkPk, и, как обычно, мы полагаем р = Pi/p. 

2. Фотоны 
Из-за необходимости учитывать рассеяние фотонов уравнение Больцмана для фотонов 

существенно сложнее уравнения для нейтрино. Так как рассеяние может изменить поляризацию 

фотонов, мы не можем далее записывать отдельное уравнение Больцмана для каждого состояния 

спиральности фотона по аналогии с тем, как это было сделано для нейтрино. Вместо этого мы 

определяем матрицу плотности числа частиц 

3 3 

п~(х, р, t) = L (п б(хk - x:(t))) (п б(рk - Prk(t))) N;/(t), 
r i=l i=I 

(Н.15) 

где индекс r отмечает траектории отдельных фотонов, а N:j (t) - поляризационная матрица 
плотности r-го фотона. Как обсуждалось в приложении G, если отдельный фотон может с веро­
ятностью Рт обладать любым из нескольких векторов поляризации е~, то его поляризационная 
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матр1ща llJIOТIIOCTИ 

(Н.16) 
т 

Е<.:ли мы наблюдаем, что поляризация фотона с поляризационной матрицей плотности JVij 
1 ~аходится в определенном направлении ei, а не в ортогональном направлении, мы найдем 
вероятность 9ik9jze*iejNkl. Напомним, что для фотона с 3-импульсом Pi в произвольной 3-
метрике 9ij векторы поляризации фотона определены так, что 

i i J~ 
Pie =О, 9ije е = 1, 

поэтому поляризационная матрица плотности фотона т удовлетворяет соотношениям 

а матрица плотности числа частиц, соответственно, удовлетворяет соотношениям 

Pin1 (х, р, t) = Рiп?\х, р, t) = О, 

9ij(x, t)п1(х, р, t) = п7 (х, р, t), 

(Н.17) 

(Н.18) 

(Н.19) 

где п7(х, р, t) - плотность числа фотонов в фазовом пространстве, определенная подобно форму­

ле (Н.4). По своему определению как N;j (t), так и п?\х, р, t) являются эрмитовыми матрицами. 
Как указывалось в приложении G, между столкновениями зависимость от времени векторов 

поляризации задается комбинацией параллельного переноса и калибровочного преобразования, 

сохраняющего нулевое значение временной компоненты е~ ( t): 

(Н.20) 

Отсюда временная зависимость матрицы плотности т-го фотона имеет вид 

i л 

[ 
i ( ) о ( ) dxr(t)] kj dxr(t) 

-Гkл Xr(t), t + Гн Xr(t), t ~ Nr (t) dt + 
. л 

[ 
j ( ) о ( ) dxЦt)] ·k dxr(t) + -ГkЛ Xr(t), t + Гkл Xr(t), t ~ NJ. (t) dt . (Н.21) 

Зависимость переменных Pri(t) и x~(t) от времени дается теми же формулами (Н.7) и (Н.8), 
что и для нейтрино. Следовательно, непосредственно из формул (Н.15), (Н.21), (Н.7) и (Н.8) 

вытекает, что п?i(х, р, t) удовлетворяет уравнению Больцмана: 

n-y n-y Р n-y Р Р 9lm i Р о Р kj j JI о Р ik _ ij ( ) д ij д ij k д ij l т д ( i ) л ( ..J ) л 
-дt +-д k о+-д -2 о -8 k + Гkл-оГkл оп'У + Гkл-оГkл оп'У -С , Н.22 

х Р Pk р х р р р р 

где Cij - слагаемое, описывающее столкновения фотонов. 

Напомним, что в формуле (Н.22) pi и р0 являются функциями х, t и Pj, в силу соотношений 
pi :::: gij Pj и ро = [gij PiPj] 1;2. 

Чтобы вычислить столкновительное слагаемое Cij в уравнении (Н.22), рассмотрим сначала 
случай плоского пространства-времени, в котором 9ij = бij. Так как томсоновское рассеяние 
неполяризованного или линейно поляризованного фотона может порождать только линейно 

поляризованные фотоны, ограничимся случаем линейной поляризации, для которого векторы 

поляризации могут считаться действительными, а поляризационная матрица плотности и мат­

рица плотности частиц действительны и симметричны. Сначала рассмотрим случай покоящихся 



Приложение Н. Релятивистское уравнение Больцмана 579 

электронов, а затем (имея дело со скалярными возмущениями) примемся за случай плазмы с не­
нулевой скоростью. 

Рассеяние фотонов с импульсом р в каком-то другом направлении приводит к уменьшению 

функции п~ (х, р, t), которое определяется слагаемым в Cij: 

С~(х, р, t) = -wc(t)п~(x, р, t), 

где wc(t) - полная частота столкновений. 

(Н.23) 

Мы придерживаемся здесь соглашения о записи п~ и Cij с верхними индексами, хотя, 
конечно, в плоском пространстве-времени нет никакой разницы между контравариантны­

ми и ковариантными пространственными тензорами. 

Конечно, происходит и увеличение п~ (х, р, t), вызванное рассеянием фотонов с некото­
рым начальным импульсом р 1 в состояние с импульсом р, причем из закона сохранения энергии 

(в предположении, что IPI «те) вытекает, что IP1I = IPI· Из формулы Клейна-Нишины 1 ) 
следует, что когда фотон с импульсом Pli и действительным вектором поляризации е\ рассе­
ивается покоящимся электроном, то вероятность обнаружения фотона в конечном состоянии 

с действительным вектором поляризации ei пропорциональна ( е · е 1 )
2 и не содержит никакой 

зависимости от начального импульса фотона Pli или конечного импульса фотона Pi, не считая, 
конечно, того, что ei и ei должны быть ортогональны, соответственно, Pli и Pi. Если начальный 
фотон может с вероятностями Рп обладать различными поляризациями e\n, тогда вероятность 
обнаружения фотона в конечном состоянии с поляризацией ei пропорциональна ei ej N~j, где 
N~j = :L: Pneiпe{n. Как уже отмечалось, эта вероятность должна равняться eiej №j, где №j - по-

п 

ляризационная матрица плотности фотона в конечном состоянии. Вместе с условиями Pi№j = О 
и №j = 1 из этого следует, что поляризационная матрица плотности рассеянного фотона равна 

.,..,ij(~) 8-11,&\)[Nij ~ ~ Nkj ~ ~ 11.тik + ~ ~ ~ ~ Nkl] 
1v Р = V' 1 - PiPk 1 - PjPklv 1 PiPjPkPl l , (Н.24) 

где 

81 ,&\) - 1 ~ ~ Nij 
V' = - PiPj 1 • (Н.25) 

Тогда скорость возрастания п~ (х, р, t) за счет рассеяния фотонов, летящих из произвольного 
начального направления р 1 в конечное направление р, равна 

. . ! 2 d
2 ст 1 [ . . k . ci (х, р, t) =пе d р, d2p в- (р) п~ (х, IPIP1' t) - PifJkп~1 (х, IPIP1, t) -

~ ~ ik ( 1 1 ~ t) + ~ ~ ~ ~ kl ( 1 1 ~ t) ] - PjPkп'Y х, Р Р1, PiPjPkPlп'Y х, Р Pt, , (Н.26) 

где пе - плотность электронов, а d2 cт/d2p - дифференциальное сечение рассеяния. Суммируя 
(е · е 1 ) 2 по конечным поляризациям, получаем дифференциальное сечение, пропорциональное 
S(p), а 

! d2p S(p) = s;' 
так что приравнивая 

! d2
p1 (~:;) 

томсоновскому сечению стт, получаем 

(Н.27) 

1) 
См., например, КТП, том 1, разд. 8.7. 
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Тогда формулы (Н.23), (Н.26) и (Н.27) дают полное изменение п~(х, р, t): 

C ij( ) Cij( ) Cij ( ) (t) ij( ) 3wc(t) ! d2 л х, р, t = _ х, р, t + + х, р, t = -wc n 1 х, р, t + ----g;- Р1 х 

[ ij ( 1 1 л t) л л kj ( 1 1 л t) л л ik ( 1 1 л t) + л л л л kl ( 1 1 л t)] Х n-y х, Р PI, - PiPkn-y х, Р Р1, - PjPkn-y х, Р Р1, PiPjPkPln-y х, Р Р1, , (Н.28) 

где мы использовали обозначение wc(t) = ne(t)cтr. 
В качестве проверки легко показать, что в локальном тепловом равновесии столкнови­

тельное слагаемое (Н.28) обращается в ноль. В равновесии фотоны неполяризованы, так что 

п~ <Х бij - PiPj, и их распределение по импульсам однородно и изотропно, так что коэффициент 
пропорциональности f зависит только от IPI и t: 

п:?авн(х, р, t) = f (IPI, t) [бij - PiPj]. 

Тогда 

/ d
2
ft1 п:?авн (х, IPIP1, t) = 

8
; f (IPI, t) бij· 

Подстановка этого выражения в формулу (Н.28) показывает, что в состоянии равновесия два 

слагаемых в Cij, как и должно быть, сокращаются. 
Чтобы найти формулу для произвольной 3-метрики 9ij, мы должны просто записать фор­

мулу (Н.28) в виде, инвариантном относительно трехмерных преобразований координат, которая 

сводится к (Н.28) в случае плоской 3-метрики 9ij = бij. Действуя таким образом, находим: 

ij _ ij 3wc(t) ! d
3
p1 Jdet g(x, t) ( о о ) 

С (х, р, t) - - wc(t)n1 (х, р, t) + -- 02 ( ) б р (х, р, t) - р (х, Р1, t) х 
87Г р х, р, t 

ik 'k 

[ 
ij( ) g (х, t)PkPl lj( ) g1 (х, t)PkPe il ( ) 

х n-y х, PI' t - 02( ) n-y х, PI' t - 02( ) n-y х, Р1' t + 
р х, р, t р х, р, t 

'k 'l 

+ 
gi (х, t)g1 (х, t)PkPlPmPn тп( t)] 

04 ( t) n-y х, PI, , 
р х,р, 

(Н.29) 

где 

(Н.30) 

Снова обратимся к случаю малых возмущений, записав метрику в виде (Н.10) и задавая 
матрицу плотности числа фотонов в форме, аналогичной (Н.11): 

ik ·1 
ij( _ 1 _ ( о( )) [ ij( ) g (х, t)g1 (х, t)PkPl] ij( ) п1 х, р, t) - -п1 a(t)p х, р, t g х, t - 02 ( ) + бп1 х, р, t , 

2 р х, р, t 
(Н.31) 

где n1 (p) есть равновесная плотность числа частиц в фазовом пространстве, независящая от вре­
мени функция своего аргумента: 

(Н.32) 

а бп ij - малое возмущение. К счастью, в первом порядке по возмущениям уравнение Больцмана 
(Н.22) существенно упрощается благодаря тому, что величина в квадратных скобках в уравнении 

(Н.31) удовлетворяет бесстолкновительному уравнению Больцмана: 

( 
д pk д plpm дgim д ) [ ij pi~] 

О = дt + Ро дхk + 2ро дхk дрk g - Ро2 + 

(Н.33) 
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Это можно доказать непосредственным вычислением, но можно поступить проще, заме­

тив, что если положить Pi = Pri(t) и xi = x~(t), тогда величина в квадратных скобках есть 
сумма по двум ортогональным поляризациям величины e~(t)eЦt) и поэтому, в силу (Н.20), 
удовлетворяет уравнению (Н.33). Так как в этом смысле уравнение (Н.33) удовлетворяется 
для любой фотонной траектории, оно с необходимостью удовлетворяется для произволь-

i 
ных х и Pi· 

Де~ствуя на множитель n1 ( ар0 ), операторы производных в уравнении (Н.22) с точностью до пер­
вого порядка дают 

( 
а pk а р1рт дgzm а )- о 1 -1 ~ ~ а ( -2 ) 
дt + ро дхk + 2ро дхk дрk n1(ap) = -2YPiiii n1(VPiPJPkPl дt а бgkl , (Н.34) 

так что в результате слагаемые с производными по координате и импульсу в круглых скобках 

слева сокращаются. Есть и другое упрощение, обусловленное тем, что первое слагаемое в урав­

нении (Н.31) не дает вклада в столкновительное слагаемое, так как даже в гравитационном поле 
соударения сами по себе не изменяют равновесных функций распределения. Удерживая только 

слагаемые первого порядка по возмущениям, получаем для уравнения Больцмана (Н.22) выра­
жение 

дбп~(х,р,t) Pk дбп~(х,р,t) 2a(t) ij( ) 
дt + a(t) дхk + a(t) оп/ х, р, t -

1 а 
- 4a2 (t)pn~(P)PkPt дt (a-

2 бgkl(x, t)) (бij - PiPj) = 

· · 3w (t) ! 2 [ · · k · 
= -wc(t)on~(x, р, t) + -f;- d Pt бn~(x,pfJ1, t) - PiPkбn11 (x,pp1, t) -

~ ~ J: ik( ~ t) + ~ ~ ~ ~ J: kl( ~ t)] - PjPkиn1 х, PPt, PiPjPkP1иn1 х, РР1, , (Н.35) 

где снова р = vPiJii и р = р/р. Для проверки заметим, что уравнение (Н.35) совместимо сусло­
вием Piбnij = О. В качестве дальнейшей проверки заметим, что возмущение первого порядка 
плотности числа частиц 9ijn~ в фазовом пространстве фотонов равно a2бnij, и, согласно следу 
уравнения (Н.35), уравнение Больцмана для а2 бп~ совпадает с уравнением Больцмана (Н.14) для 
возмущения плотности фазового пространства нейтрино, не считая наличия столкновительного 

-1 -1 
слагаемого и появления п1 вместо n 11 • 

Для тензорных мод уравнение (Н.35) можно использовать в полученном виде, но имея 
дело со скалярными (или векторными) модами, мы должны учесть усложнение, которое до сих 
пор не принималось во внимание: в общем случае плазма имеет небольшую скорость бu(х, t) 
(в разд. 6.1 и далее она обозначается бu6 (х, t)). Так как величина бu сама является возмушением 
первого порядка, при вычислении ее влияния на столкновительное слагаемое Cij можно игнори­
ровать любые возмушения гравитационного поля или матрицы плотности числа фотонов до пер­

вого порядка включительно. Влияние скорости плазмы состоит в сдвиге энергии IPi 1 начального 
фотона, который после рассеяния порождает конечный фотон с импульсом р. Чтобы вычислить 

этот эффект, рассмотрим сначала случай плоского пространства-времени. Так как энергия фо­

тона сохраняется в системе покоя плазмы, в которой 4-скорость в плазменной метрике равна 

просто vµ = (О, О, О, 1), имеем (р 1 - р) · v = О; вычисляя это скалярное произведение в лаборатор-

ной системе отсчета, в которой 4-вектор скорости плазмы равен vµ = [ov, J1 - (бv) 2 ], находим 

О= vµ(p1 - р)µ = бv · (Р1 - р) - J 1 - (бv) 2 (р~ - р0), 
или, в первом порядке по скорости, 

IP1I = IPl[l +(ft1 -р) ·ov]. 
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Как уже отмечалось, компоненты скорости в плоском пространстве vk связаны с компонентами 
скорости в 3-метрике Робертсона-Уолкера 9ij = a2бij соотношениями vk = auk = a- 1uk, так 
'!ТО 

(Н.36) 

В результате, два слагаемых в интеграле столкновений (Н.28) не сокращаются, даже если мы 

положим 3-метрику 9ij равной a2бij, а матрицу плотности числа фотонов положим равной тому 
виду, который она имела бы в равновесии с этой 3-метрикой: 

. . 1 
nieq(x, р, t) = 

2
a2(t) п"(lpl)[бij - PiPj]. 

Так как в этом случае два слагаемых в Cij действительно сократились бы, если jp11 равнялось бы 
IPI, мы находим новое слагаемое в Cij (х, р, t), равное разности между слагаемым -wc(t)nV (х, р, t) 
и таким же слагаемым с IPI, замененным на IPi 1 и усредненным по р 1 • Линеаризованное урав­
нение Больцмана (Н.35) принимает вид 

доп1(х,р,t) Pk доп1(х,р,t) 2a(t)
0 

ij( ) 
дt + a(t) дхk + a(t) п'У х, р, t -

1 д 
- 4a2(t)pn~(p)fikfi1 дt (a-

2бgkz(x, t)) (бij - PiPj) = 

" 3wc(t) / 2 
= -wc(t)бn~ (х, р, t) + -- d PI х 

87Г 

х [опV(х, РР1, t) - Pifikбn~j(x, РР1, t) - Pjfikбn~k(x, РР1, t) + PiPjPkfizбn~1 (x, РР1, t)J -

- ;:з~1) (pkбuk(x, t))n~(p)[бij - PiPj]. (Н.37) 

Слагаемое в (Н.36), пропорциональное fiikOUk, не дает вклада в интеграл по р 1 . 

* * * 
В качестве важного приложения уравнения (Н.37) выведем скорость распада акустических 

волн в однородной и независящей от времени плазме в плоском пространстве-времени (а = 1 
и Wc не зависит от времени), когда частота соударений намного больше звуковой частоты. (Этот 
результат использован в разд. 6.4.) Ищем решение уравнения Больцмана (Н.37) в виде 

оп1(х, р, t) = eik·xe-iwtoпV(p), ощ(х, t) = eik·xe-iwtoщ. (н.38) 

Тогда при а = 1 и постоянном значении Wc уравнение (Н.37) принимает вид 

[wc - iw + ip · k]onV(x, р, t) = 
3

8~ J d2
fi1 [oп1(Pfii) - Pifikбn~j(Pfi1) -

А А J: ik(pA) + А А А А J: kl(pA )] Wc ( J: )-' (p)[J: А А ] - PjPkиn" PI PiPjPkP1иn" PI - 2 Р · uu п" Uij - PiPj . (Н.39) 

Теперь нам нужна формула для скорости плазмы бщ. Для этого заметим, что в плоском 

пространстве вклады первого порядка от фотонной и барионной плазмы в тензор энергии­

импульса имеют вид 

(Н.40) 

и 

(Н.41) 
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так что уравнение закона сохранения импульса можно записать в виде 

(Н.42) 

Чтобы вычислить правую часть, домножим формулу (Н.39) на Pj и проинтегрируем по вектору 
р; в результате получим 

i f d3p (k · р- w)pjбn~k(p) = -wc f d3p PjOn~k(p) + ~с бщр'У, 
где 

Р-у = J d3
ppn-y(P) = -l J d3ppn~(p). 

Подставляя это выражение в формулу (Н.42), получаем искомую формулу для бu: 

( 
_ 4iwc _ ) . ! з kk WРб + -3-р'У OUj = iwc d р PjOn-y (р). (Н.43) 

Для скалярных мод единственным параметром задачи, имеющим смысл направления, явля­

ется вектор k, так что можно записать возникающие в уравнениях (Н.39) и (Н.43) интегралы как 

J d3
p JpJon1(P) = Р-у [xoij + Ykikj], 

J d3
p бп~(Р)Рj = P-yZkj, 

(Н.44) 

(Н.45) 

где Х, У и Z - функции k = JkJ и w. Тогда формула (Н.43) позволяет выразить бu через Z: 

3Z ~ 
бu = [ . ] k, 

4 1 - iwtcR 
(Н.46) 

где R = 3рб/(4р-у), tc = 1/wc - средний промежуток времени между соударениями. Тогда под­
становка формул (Н.44) и (Н.46) в формулу (Н.39) приводит к выражению для возмущенной 
интенсивности: 

(Н.47) 

Подставляя это выражение обратно в определения (Н.44) и (Н.45), находим три однородных ли­
нейных соотношения между Х, У и Z. Чтобы эти соотношения бьmи согласованы, детерминант 
коэффициентов должен обращаться в ноль, что приводит к соотношению между w и k = JkJ. 

Результирующее дисперсионное соотношение довольно сложно, но оно значительно упро­

щается в случае малого среднего времени свободного пробега tc. В качестве анзаца можно 
попробовать взять У/ Х в первом порядке по tc, а Z/ Х оставить порядка едщшцы, с тем, чтобы 
проверить, приводит ли это к согласованному решению. Во втором порядке по tc слагаемые 
в (Н.44), пропорциональные Oij и kikj, а также коэффициент при ki в (Н.45) приводят к одно­
родным линейным соотношениям: 

О= (iwtc -w2t~ - ~k2t~) Х + /
0 

(1 + iwtc)Y + ~ (-iktc + wkt~(2 + R)) Z, 

О= ~k2t2X + (-2- + 7
i wt )у+ (ikt - (

2 + R) wkt2) Z 
5 с 10 10 с 5 с 5 с ' 

О= (-iktc + 2wkt~)X - ~iktc У+ (iwtc(l + R) - w2t~(l + R + R2
) - ~k2t~) Z. 

(Н.48) 

(Н.49) 

(Н.50) 
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Как и ожидалось, эти соотношения совместимы с предположением, что У порядка tc по 
отношению к Х и Z. 

В первом порядке по tc обращение в ноль детерминанта коэффициентов в этих соотношениях 
приводит к условию 

О= 15(1 + R)w2 
- 5k2 + iw3tc[-5 - 5R + 15R2

] + 7iwk2tc. 

Оно имеет решение снова в первом порядке по tc: 

k 
w = ± -iГ, 

.jЗ(l + R) 
(Н.51) 

где Г - скорость распада: 

(Н.52) 

Это совпадает с формулой (6.4.25) ДJIЯ скорости затухания, приведенной в разд. 6.4 и первоначаль­

но выведенной Кайзером 2). Как обсуждается в этой работе, это эквивалентно формулам (6.4.24) 
для коэффициентов сдвиговой вязкости и теплопроводности нерелятивистской плазмы, в кото­

рой импульс и энергия переносятся фотонами. 

2> N. Kaiser, Моп. Not. Roy. Astron. Soc. 202, 1169 (1983) 



Словарь обозначений 

Здесь приведены пояснения символов, которые используются в более чем одном разделе. 

Рядом с символом указан номер раздела, где он употребляется впервые. 

а 1.1 масштабный фактор Робертсона-Уокера 

alm 2.6 амплитуда парциальных температурных волн (то же, что и ат, lт) 

аБ 2.1 постоянная энергии излучения 

А 5.1 одно из скалярных возмущений метрики 

в 3.3 барионное число 

5.1 одно из скалярных возмущений метрики 

ci 5.1 одно из векторных возмущений метрики 

С1 2.6 температурные мультипольные коэффициенты (то же, что и Стт, 1) 

d 1.2 собственное расстояние 

drop 2.6 расстояние до акустического горизонта 

dy 1.4 расстояние по угловому диаметру 

dф 1.4 фотометрическое расстояние 

D 6.1 индекс, обозначающий холодную темную материю 

n(t) 7.4 представление группы вращений для спина f, 

Dij 5.1 тензор возмущений метрики 

'Dq 5.2 амплитуда гравитационной волны 

vr q 6.6 постоянная амплитуда гравитационной волны за горизонтом 

eij 5.2 тензор поляризации гравитонов 

Е 5.1 одно из скалярных возмущений метрики 

EQ 6.2 индекс, обозначающий эпоху баланса вещества и излучения 

F 5.1 одно из скалярных возмущений метрики 

6.6 функция, возникающая в тензоре анизотропной инерции 

7.1 формфактор в скалярных флуктуациях температуры 
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g 3.1 кратность состояний 

gµv 1.1 метрика пространства-времени 

fJij 1.1 пространственная часть метрики Робертсона-Уокера 

G 1.5 гравитационная постоянная Ньютона 

7.1 формфактор в скалярных флуктуациях температуры 

Gi 5.1 одно из векторных возмущений метрики 

h 1.3 постоянная Хаббла в единицах 100 (км/с)/Мпк 
2.4 постоянная Планка h = 27гn 

hµv 5.1 возмущение метрики 

н 2.2 скорость расширения a(t)/a(t) 

Но 1.2 постоянная Хаббла a(to)/a(to) 

н8 10.1 функция Ганкеля 

I 1.12 действие 

jg 2.6 сферическая функция Бесселя 

J 6.1 безразмерная матрица интенсивностей нейтрино 

Jµ 1.1 4-вектор тока 

Jij 6.1 безразмерная матрица интенсивностей фотонов 

k 8.1 физическое волновое число в настоящий момент времени, k = q/ao 

kБ 2.2 константа Больцмана 

к 1.1 постоянная кривизны в метрике Робертсона-Уокера 

6.6 функция, возникающая в тензоре анизотропной инерции 

f 1.3 видимая светимость 

2.6 порядок мультиполя 

L 1.3 абсолютная светимость 

3.3 лептонное число 

т 1.3 видимая звездная величина 

1.5 масса частицы 

м 1.3 абсолютная звездная величина 

1.9 суммарная масса системы 

п 1.10 плотность частиц 
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nij 6.1 матрица плотности фотонов 

ns 7.2 параметр наклона в п~ 

N 7.2 коэффициент при q-312 в п~ 

N 3.1 эффетивное число сортов частиц 

4.1 количество е-кратностей инфляции 

р 1.1 давление 

р 8.1 спектральная функция мощности флуктуаций плотностИ 

Pg 2.4 полиномы Лежандра 

'Рф 2.6 спектральная функция мощности гравитационного потенциала 

qo 1.4 параметр замедления 

q 2.6 вектор сопутствующего волнового числа 

r 1.1 радиальная координата в метрике Робертсона-Уокера 

7.3 отношение тензор/скаляр 

R 2.6 3/4 отношения плотности энергии барионов к плотности энергии фотонов 

Rµv 1.5 тензор Риччи 

п 5.4 возмущение кривизны 

пr 6.2 постоянное возмущение кривизны за горизонтом 

s 1.1 собственная длина 

3.1 плотность энтропии 

s 7.1 верхний индекс, обозначающий скалярную моду 

Sµv 1.5 источник в уравнениях поля Эйнштейна 

S(n) 7.4 стандартное трехмерное вращение, которое переводит 3-ось в направление n 

s 6.5 скалярная передаточная функция 

t 1.1 время 

to 1.5 возраст Вселенной к настоящему моменту 

ti 6.1 начальное время в решении уравнения Больцмана 

т 2.1 температура 

7.1 верхний индекс, обозначающий тензорную моду 

Tµv 1.1 тензор энергии-импульса 
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т 6.5 главная скалярная передаточная функция 

и 1.1 аффинный параметр 

5.1 потенциал скорости 

Uµ 5.1 4-вектор скорости 

и 6.6 тензорная передаточная функция 

Vзв 2.6 скорость звука 

v 1.12 потенциал скалярного поля 

w 1.1 отношение давления к плотности 

х 1.1 сопутствующая пространственная координата 

х 2.3 относительная ионизация 

х 1.9 ньютоновская пространственная координата 

у 6.3 отношение плотностей вещества и излучения у= a/aEQ 

Yl 2.6 стандартные сферические гармоники 

У/ 2.6 сферические гармоники со спином + 2 

z 1.2 красное смещение 

10.1 величина аф/Н в уравнении Муханова-Сасаки 

а 5.2 стохастический параметр скалярных мод 

9.1 угол между направлениями на гравитационную линзу и положение источника 

/3 5.2 стохастический параметр тензорных мод 

6.4 отношение плотности барионов к полной плотности 

9.1 угол между изображениями гравитационной линзы и источника 

/3в 9.1 угловой радиус кольца Эйнштейна 

'У 6.1 индекс, обозначающий фотоны 

6.4 постоянная Эйлера 

г 6.4 акустическая скорость затухания 

Г~к 1.1 аффинная связность 

-i 
гjk 1.1 пространственная аффинная связность для метрики Робертсона-Уокера 

бij 1.1 символ Кронекера 

бхq 6.2 брхq/(рх + :Рх) (для Х =В, D, "f, 11) 

л 5.3 изменение из-за калибровочного преобразования 
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л 6.5 скалярная передаточная функция 

Л(S) 
р 6.1 скалярная амплитуда поляризации фотонов 

Л(S) 
т 6.1 скалярная амплитуда температуры фотонов 

д(Т) 
р 6.5 тензорная амплитуда поляризации фотонов 

д(Т) 
т 6.5 тензорная амплитуда температуры фотонов 

€ 10.1 -Й/Н2 

€Q, € 
s 5.3 параметры калибровочного преобразования 

( 5.4 возмущение, сохраняющееся за пределами горизонта 

Т/ 3.2 отношение количества нуклонов к количеству протонов 

Т/µv 1.5 метрика пространства-времени Минковского 

е 1.1 полярный угол (кроме разд. 9.5) 

к 6.2 безразмерное перемасштабированное волновое число 

µ 3.1 химический потенциал 

1/ 1.2 частота 

6.1 индекс, обозначающий нейтрино и антинейтрино 

~ 6.6 тензорная передаточная функция 

1Гij 1.5 полный тензор анизотропной инерции 

1Гs 1.5 скалярная анизотропная инерция 

т 
1Гij 1.5 тензорная анизотропная инерция 

1Гу 
i 

1.5 векторная анизотропная инерция 

п 6.1 функция скалярного источника 

р 1.1 плотность энергии 

(j 1.10 сечение 

2.2 энтропия на барион 

8.1 стандартное отклонение возмущений плотности 

т 1.1 собственное время 

1.10 оптическая глубина 

5.3 параметр перехода между синхронными калибровками 

10.1 конформное время 

ф 1.1 азимутальный угол (кроме разд. 9.5) 



Словарь обозначений 

ф 2.6 гравитационный потенциал 

<р 1.12 скалярное поле 

ф 5.3 скалярное возмущение метрики в ньютоновской калибровке 

6.1 функция скалярного источника 

7/J 5.3 скалярное возмущение метрики в синхронной калибровке 

ф 5.3 скалярное возмущение метрики в ньютоновской калибровке 

6.6 функция тензорного источника 

Пк 1.5 -К2/(а6нJ) 

Пл 1.5 отношение плотности вакуумной энергии к критической плотности 

Пи 1.5 отношение плотности излучения к критической плотности 

Пм 1.5 отношение плотности материи к критической плотности 

исв 2.6 индекс вклада интегрального эффекта Сакса-Вольфе 

Мпк 1.3 миллион парсеков 

пк 1.3 парсек 

св 2.6 индекс вклада эффекта Сакса-Вольфе 



Подборка задач 

1. Рассмотрим Вселенную с метрикой Робертсона-Уокера при К = + 1. Выпишите преоб­
разование сопутствующих пространственных координат, которое не меняет вид метрики 

и переводит точку х =(О, О, r) в точку х =(О, О, r') без изменений временной координаты. 
(Подсказка: Рассмотрите трехмерное пространство как поверхность четырехмерного шара, 
постройте искомое преобразование как вращения в четырех измерениях, а затем выразите 

его через координаты Робертсона-Уокера.) 

Также найдите соответствующее преобразование в случае К = -1. 

2. Предположим, что полное давление и плотность энергии во Вселенной связаны соотноше­

нием р = -р + р2 /р 1 , где р 1 - константа. Предположим, что пространственная кривизна 
равна нулю. Найдите р как функцию от масштабного фактора Робертсона-Уокера, поло­

жив а= а 1 при р = оо. Найдите а и р как функции от времени, выбрав t =О в качестве 
момента времени при р = оо. Вычислите возраст Вселенной и параметр замедления qo для 
заданной современной плотности Ро. 

3. Рассмотрите космологию без вещества и излучения, с Ом= Ои = Ол =О. В такой космоло­
гической модели найдите фотометрическое расстояние и расстояние по угловому диаметру 

как функции от красного смещения. Каков возраст Вселенной как функция современного 

значения постоянной Хаббла? 

4. Допустим, что астрономы измеряют возраст некоторой галактики с красным смещением 

z = 2,5. Насколько старой должна бьmа быть эта галактика (на тот момент, когда она 
излучила видимый нами свет) чтобы исключить гипотезу того, что Ом = 1, а плотность 
энергии вакуума и излучения пренебрежимо мала? Считайте, что Но= 70 (км/с)/Мпк. 

5. Предположим, что Ом = 0,25 и Ол = 0,75, а Ои пренебрежимо мало. Каково значение 
красного смещения, при котором расширение Вселенной прекращает замедляться и начи­

нает ускоряться? 

6. Предположим, что гравитационная потенциальная энергия пары галактик, отстоящих друг 

от друга на расстояние r, вместо r- 1 убывает как r-n. Какую комбинацию массы вириаль­
ного скопления этих галактик и постоянной Хаббла можно вычислить на основе измерений 

расстояний по угловому диаметру и дисперсий скоростей двух составляющих галактик? 

7. Предположим, что флуктуации температуры реликтового излучения описываются изотроп­
ной, трансляционно-инвариантной гауссовой функцией распределения. Найдите величину 

((с;аб - Се) 3 )/С~ как функцию от f. 
8. Предположим, что существует некоторая новая безмассовая элементарная частица, которая 

эффективно отделяется от всего остального уже при температуре 1016 К. Предположим, 
что частицы, масса которых меньше (на самом деле, много меньше) 1 ТэВ, являются части­
цами Стандартной модели: три поколения кварков, лептоны, антикварки и антилептоны 

со спиральностью ±1/2; w± и zO со спиральностью ±1 и О; фотон и восемь безмассо­
вых глюонов со спиральностью ± 1 и единственный нейтральный бозон со спиральностью 
равной нулю; а также античастицы (в том случае, когда они отличны от частиц). Каково 
современное отношение температуры новых безмассовых частиц к температуре фотонов? 

9. Предположим, что энергия связи дейтерия была бы на 5 % меньше. Оцените, как это 
отразилось бы на содержании Не4 , образованного в ранней Вселенной. 

10. Предположим, что помимо обычных сохраняющихся величин Стандартной модели, вместо 

B-L, сохраняется только комбинация 3B-L барионного и лептонного чисел. Рассматривая 
частицы минимальной (не суперсимметричной) Стандартной модели, найти плотности 
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чисел барионов и лептонов в состоянии теплового равновесия при заданной плотности 

числа 3B-L. 
11. Предположим, что: масштабный фактор Робертсона-Уокера возрастает во время инфляции 

в е50 раз; масштабный фактор в начале эры доминирования излучения был таким же, как 
в конце инфляции; плотность энергии в конце инфляции составляла [2 х 1016 ГэВ]4 ; плот­
ность энергии в начале эры доминирования излучения составляла [2 х 10 15 ГэВ]4 . В каком 
диапазоне углов можно ожидать, что температура реликтового излучения будет практиче­

ски однородна? 

12. Воспользуйтесь приближением «медленного скатывания» и вычислите поле инфлатона 

ip(t) как функцию от времени для потенциала V(ip) = g<pn, где g и п - положительные 
константы. 

13. Найдите два независимых решения полевых уравнений и законов сохранения для ска­

лярных возмущений далеко за пределами горизонта в ньютоновской калибровке в случае 

идеальной жидкости, для которой р = wp, причем w - константа. Воспользуйтесь полу­

ченным результатом для вычисления величины n = -Ф + Н би для каждого решения. 
14. Рассмотрим уравнения скалярных возмущений в ньютоновской калибровке во Вселенной, 

в которой присутствует только холодная темная материя. Найдите два решения системы 

уравнений для Фq и биq. (Решения можно нормировать удобным, но простым способом.) 

Для каждого решения вычислите Rq, брq и (q. Никакие предположения о величине вол­
нового числа не допускаются. 

15. Рассмотрим векторное поле 

где невозмущенные пространственные компоненты Vi равны нулю, а невозмущенная вре­
менная компонента v0 является функцией только времени. Найти изменение бv° и б~ , 
индуцированное калибровочным преобразованием общего вида. 

16. Повторите анализ из разд. 5.2 в случае векторных флуктуаций. 
17. Предположим, что дифференциальное сечение рассеяния нейтрино в процессах со всеми 

остальными частицами постоянно, не зависит от направления или энергии. (На самом деле 
это не так.) Для заданной полной частоты столкновений нейтрино wc(t) вывести уравне­
ние Больцмана, которому будет подчиняться фазовая функция распределения нейтрино 

nv(x, р, t) для метрики пространства-времени с компонентами g00 = -1, 9io = О и произ­
вольными 9ij(x, t). Для случая 9ij(x, t) = a2 (t)бij + бgij(x, t) вывести уравнение Больцмана 
для возмущения фазовой плотности бnv(x, t), определенного уравнением (6.1.39), в первом 
порядке по бgij и бnv. 

18. Предположим, что Но удваивается, а Пи и !lм уменьшаются в четыре раза. К какому 

количественному эффекту это приведет на графике зависимости R.2Cg от R. при R. » 1? 

19. Предположим, что основной вклад в Ch t определяется сопутствующим волновым числом, 
равным R./rп. р. при последнем рассеянии, где rп. р. - это сопутствующая радиальная коор­
дината поверхности последнего рассеяния. Помимо этого пренебрежем эффектом Доплера 

и для передаточных функций выберем S = 5 и Т = 1. Имея это ввиду, найти приближен­
ную формулу для отношения высот первого и второго акустических пиков в Ch t. 

20. Какое значение мультипольного порядка R. соответствует сопутствующей длине волны, 

равной диаметру сопутствующей сферы, окружающей галактическое скопление суммарной 

массы 10 15 М0 (с учетом массы холодной темной материи)? 
21. Определите средний квадрат флуктуации плотности вещества в виде 

2 _ j ( 1 ! 3 -x2/R2)
2

) 
CJR = \ ( у'1Г R)З d х бм(х, t)e , 

где интеграл берется по всему пространству. В какой момент времени ст~ становится рав­
ным 0,1 при R равном диаметру сопутствующей сферы, окружающей большую галактику 
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суммарной массы 10 12 М0 (с учетом массы холодной темной материи)? Считайте, что име­
ется спектр первичных возмущений Зельдовича-Гаррисона с INI = 2 х 10-5

. 

22. Получите формулу для мультипольных коэффициентов в корреляционной функции между 

флуктуациями температуры реликтового излучения в направлении n и флуктуациями плот­
ности массы во Вселенной с красным смещением z и направлением n'. Воспользуйтесь 
любым уместным с вашей точки зрения приближением, но при этом внятно объясните 

свой выбор. 

23. Как влияет произвольное бесконечно малое вращение на тензор поляризаций eij(n, ±2) 
гравитационной волны, распространяющейся в направлении n вдоль 1-оси? 

24. Предположим, что распределение вероятности тензорных флуктуаций инвариантно отно­

сительно трансляций и вращений, но не инвариантно относительно пространственных 

инверсий. К чему это приведет для среднего (,В(q, >..),6* (q', >..')), где ,В(q, >..) - стохастиче­
ский параметр для волнового числа q и спиральности >..? Найдите в этом случае формулу 
для мультипольного коэффициента С~в. f. 

25. Предположим что проходящий сквозь галактику свет отклоняется в сторону центра га­
лактики на угол A/bn, где А и п являются константами, а Ь - минимальное расстояние 
от светового луча до центра галактики. Найдите уравнение линзы, т. е. соотношение между 

наблюдаемым углом ,в между лучами зрения от Земли к линзирующей галактике и к более 

удаленному источнику света и углом а, который бьш бы между этими лучами зрения в от­

сутствии отклонения. Найдите формулу для видимой светимости изображения источника 

в терминах угла ,6. 
26. Определите мультипольные коэффициенты С7в, f соотношением 

(a"f, fm а~. f'т') = бu1бтт'С7Е, f, 

где а7, fm и ав, fm - это коэффициенты парциального разложения параметров сдвига и 

параметров Стокса, определенных в разд. 9.5 и 7.4. Найдите формулу для корреляционных 
функций 

( 11 (n)Q(n')), ( 12(n)Q(n1
)), ( 11 (п)и(п')), ( 12(n)U(n1

)) 

параметров сдвига и параметров Стокса через введенные выше мультипольные коэффици­

енты. 

27. Предположим, что инфляция управляется одним полем инфлатона 1.р с потенциалом 

Каковы условия на >.. и 1.р, которые позволяют использовать приближение медленного 

скатывания? Предполагая, что данные условия выполнены, найдите значения скалярного 

и тензорного параметра наклона ns и nт. Во сколько е-кратностей расширяется Вселенная 
за время изменения 1.р в 100 раз? 

28. Какой будет зависимость возмущений скалярного поля от волнового числа за горизонтом 

в случае мультиполевой инфляции, если учесть небольшое изменение потенциала в эпоху 

пересечения горизонта? 
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