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4. J J. 

2-2 

E=ReH, 2 2 

ib, z = (4.1). 

:, = 2 [e:1 IMl2 - r 4 + 2a(IMl2 - l)r6. (4.9) 

:, = Re = Re{ z + z} = Re{IMl
2

.Z
2z(e:z + Mz2z2 + .Z3) + 

+ (IMl2z2.Z - 2M.Z3
) • + Mz2z + z3

)}. (4.10) 

(4.9). 

.... ......... 
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4.15 <-;• (;:::::4.11), lal « 1. 
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} 

Прочее см. на рис. 4.15' 

н-

Рис. 4.16. Случай (а, Ь) Е С и-;•< Ь < -1, !al « 1 

Лемма 4.12. Если вьтолнено по крайней мере одно из условий (4.2) 
и (4.3), то начало координат будет единственной особой точкой 
уравнения (4.1). 

Доказательство. Прямые вычисления показывают, что из условия 

( 4.3) вытекают включения (а, Ь) Е С U D (см. теорему 4.1 и рис. 4.1) и 
(Е 1 , Е2 ) ЕЛ U l, где l - луч, дополнительный к /1, а Л - плоский угол, 
образованный лучом l и отрицательной частью оси Е2 • 

Из условия (4.2) следует, что выполнено одно из условий 
(i) (а, Ь) Е А u В и (Е1, Е2) Е {(Е1, Е2): Е1 >О}\ {/1 u д, u /2}, 
(ii) (а, Ь) Е С u D и (Е1, Е2) Е {(Е1, Е2): Е1 >О}\ {д, u /2 u l U Л}. 
Поэтому по теореме 4.1 при условии (4.2) или (4.3) уравнение (4.1) не 

имеет ненулевых особых точек. D 
Лемма 4.13. Пусть вы.полнено условие (4.2) и (p(t), 0(t)) - перио­

дическая орбита уравнения (4.1). Тогда 
(i) ё(t)-::/:- О при всех t и, следовательно, орбита имеет вид p(t) = 

= r(0(t)); 
(ii) sign ё(t) = sign Im(€R) = sigп Im(€M), где R = М + N; 
(iii) если положить у= r/p - 1 и рассматривать у Е (-1, +оо), то 

в координатах (у, 0) решения уравнения (4.1) удовлетворяют урав-
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нению 

. = - 2p2lm(ЁR) + 2(3 2 + з)(ReR - ! dp ImR). 
у e2+p2lmRY р у ·у pd0 (4.11) 

Доказательство. Докажем утверждение (i). Пусть 

S = {(r, 6): е:2 + r 2 Im(M + N) =О}. 

Мы хотим показать, что {(p(t), 6(t))} n S = 0 (см. (4.8)). Если е:2 =О, то 
множество S состоит из конечного числа прямых, проходящих через начало 
координат, и множество S инвариантно относительно (4.1). Очевидно, что 
в этом случае {(p(t), 6(!))} n S = 0. Если же е:2 -:f:. О, то {О} tJ. S, и 

{ 
2 -е:2 } 

S = (r, 6): r = lm(M + N) . 

Каждая ветвь кривой S - это кривая Г: r = r(6), ограничивающая замкну­
тую неограниченную область U = {rei6 : r ~ r(6)}. По лемме 4.12 начало 
координат является единственной особой точкой уравнения (4.1). Следова­
тельно,;# О на Г. Это означает, что область И является положительным 
или отрицательным инвариантным множеством уравнения (4.1). Поэтому 
периодическая орбита {(p(t), 6(!)} не может попасть на кривую Г, т. е. 

{(p(t), 6(t))} n s = 0. 

Докажем утверждение (ii) Из (4.l) вытекает, что 

f:~ = е:Ё + r 2f:R 
z ' 

где R = М + N. С другой стороны, нетрудно видеть, что 

z ; .. 
- = - +t6. 
z r 

Из уравнений (4.12) и (4.13) следует, что 

f:~ + f:i0 = е:Ё + r 2f:R. r 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

Пусть пара (r, 6) в уравнении (4.14) соответствует периодическому ре­
шению уравнения (4.1). Проинтегрировав (4.14) по периоду Т (Т >О) и 
взяв мнимую часть, получаем 

т 

21te:1 sign (0(t)) = j r 2 Im(f:R) dt. 

о 

(4.15) 
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В силу того что "€.R ="€.М +"€.N и 1Im("€.M)I>1"€.1 (условие (4.2)), мы имеем 
не зависящее от t равенство sign Im("€.R) = sign Im("€.M). Поэтому из (4.15) 
следует, что 

sign ё(t) = sign Im("€.M) = sign lm(ЁR). 

Докажем утверждение (iii). Так как у = r /р - 1, мы получаем fJ = 
= (l/p2)(pt - гр)= (l/p2)(pt - r ~~ё). Используя равенства r = p(l +у), 
(4.8) и 

dp ре:1 + р3 ReR 
d0 = е:2 + р2 ImR' 

получаем 

fl = р~ {p[e:1p(l +у)+ р3 (1 + у)3 ReR] -

- p(l + g)Pe::1:fзl~e: (е:2 + р2(1 + у)2 ImR)} 

=2p2(ReR- e:i +р:~е~ ImR)y +р2 (3у2 + g3)(ReR- e:i +р:~е~ lmR) 
е:2 +р m е:2 +р m 

= - 2р2 Im(i.R) у + р2(3у2 +уз) (Re R - ! dp Im R). О 
e:2+p2ImR pd0 

Доказательство теоремы 4.3. Из (4.2) и (4.3) вытекает, что IMI > l. 
Следовательно, функция Е принимает положительные значения на С\ {О}, 

и E(z)-+ оо тогда и только тогда, когда lzl-+ оо, где функция Е = ReH 
определена в лемме 4.11. Из этой леммы следует, что можно выбрать та­
кое е >О, что dE/dt(z) <О на множестве {z: E(z) ~ е}. Поэтому множество 
{z: E(z) ~ е} компактно и положительно инвариантно. Любое решение z(t) 
уравнения (4.1) существует при всех t ~О, и его <..>-предельное множе­
ство n содержится в множестве {z: E(z) ~ е}. Единственная особая точка 
уравнения ( 4 .1) находится в начале координат (лемма 4 .12), причем при 
е: 1 >О она является отталкивающей. Тогда по теореме Пуанкаре-Бендик­
сона <..>-предельное множество любого нетривиального решения, лежащего 

в компакте {z: E(z) ~ е}, будет замкнутой орбитой. 
Рассмотрим случай, когда выполнено условие (4.2). Из утверждений 

(i) и (ii) леммы 4.13 получаем, что на любом цикле имеет место неравен­
ство lm("€.R)/(e:2 + р2 Im R) ~ d >О д,ля некоторого d. Тогда утверждение (iii) 
леммы 4.13 обеспечивает гиперболичность и устойчивость любой замкну­
той орбиты. Отсюда вытекает ее единственность. 

Теперь рассмотрим случай, когда выполнено условие (4.3). Те же рас­
суждения, что и в лемме 4.13(i), и условие е:2 <0 (см. (4.3)) показывают, что 
каждая замкнутая орбита лежит в области V = {rei6: ё <О}. Так как правая 
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часть уравнения ( 4. l) полиномиальна по z и z, а единственное положе­
ние равновесия, начало координат, является репеллером, любая замкнутая 

орбита изолирована, т. е. является предельным циклом. Предположим, что 

Г 1 с Г 2 - два предельных цикла в области V, заданные уравнениями 

и 

Из (4.7) и (4.8) получаем 

-21' -2Jt f div(f, g) dt - f div(f, g) dt = 2 ! е, +e~api dfJ, - 2 ! е, +в:ар~ d62 

Г1 Г2 О О 

-2Jt 

= 2 ! [е 1 (Ь - sin40~-:- 2ае2](р~ - PI) dfJ. (4.16) 
0162 

о 

Из условия (4.3) следует, что 

[ 
аЬ + v' а2 + ь2 - l ] 

Е 1 (Ь - sin46) -2аЕ1 ~ Ь - sin46 + 2а 
1 
-а2 Е1. (4.17) 

При Ь < -1 правая часть неравенства (4.17), очевидно, отрицательна. 
При -1 < Ь <О из неравенств а2 + Ь2 > l и -1 <а< О получаем 

Ь + 2 __!!!!__ Ь + 2а2Ь = 2а2 + ь2 а2 + ь2 - l 
а 1 - а2 < Ь2 ь < ь < ' 

и, следовательно, правая часть неравенства (4.17) также отрицательна. 
Таким образом, 

Е1 (Ь - sin 46) - 2аЕ2 <О. (4.18) 

По определению Р2 > р 1 и 0; <О, i = l, 2. Отсюда и из (4.16), (4.18) 
получаем 

f div(f, g)dt > f div(f, g)dt. (4.19) 

Так как начало координат является источником, существует ближай­

ший к нему предельный цикл. Пусть это будет Г1 • Тогда цикл Г 1 устой­
чив изнутри. Если бы цикл Г 1 был устойчивым, то было бы выполнено 
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неравенство f div(f, g) dt ::;;; О. Но тогда из неравенвства (4.19) следовало 
Г1 

бы, что f div(f, g) dt <О, а это означало бы, что цикл Г2 также устойчив, 
Г2 

что приводит к противоречию. Если же цикл Г 1 полуустойчив, то можно 

заметить, что при фиксированном е:2 и растущем (убывающем) е: 1 все векто­
ры нашего векторного поля поворачиваются в одну и ту же сторону. Тогда 

замена е: 1 на е: 1 + 8, где 8 достаточно мало по модулю и имеет подходящий 
знак, приведет к распаду цикла Г 1 по крайней мере на два предельных 

цикла, причем самый внутренний из них будет устойчивым. За подробно­
стями можно обратиться к работе Чжан и др., § 3 главы 4 (Zhang [ 1 ]). 
Так же как и в первом случае, приходим к противоречию. Следовательно, 

предельный цикл единствен. О 

Доказательство теоремы 4.5. Из теоремы 4.2 следует, что если урав­
нение (4.1) имеет предельный цикл, то е: 1 >О. Пусть z = rei6; положим 

Из (4.8) нетрудно видеть, что 
2 • е:1 е:1 

г. = illJП -а - cos40 > -2а при а< -l. 

Это означает, что при а < -1 внутри окружности r = Je:1/(-2a) выпол­
няется неравенство t > О, поэтому каждый предельный цикл должен про­
ходить вокруг окружности r = Je: 1/(-2a). По формуле (4.7) мы получаем, 
что на каждом предельном цикле Г выполняется неравенство 

и, следовательно, 

div(f, g) = 2(е: 1 + 2ar2
) <О, 

f div(fmg)dt <О. 
г 

Поэтому предельный цикл должен быть устойчивым, и, следовательно, он 

единствен. О 

Доказательство теоремы 4.6. Теорема 4.1 утверждает, что если 

(а, Ь) Е А U В U С U D и е: смещается с 11 внутрь Л 1 (см. рис. 4.2), то­
гда каждый из четырех седлоузлов уравнения (4.1) распадается на седло и 
узел (или фокус). Так как центральное многообразие седлоузла одномерно, 
существует орбита, соединяющая седло с узлом. Поэтому, если узел (или 

фокус) не меняет устойчивости, пока е; находится в Л 1 , не существует 

замкнутой орбиты, проходящей вокруг узла или фокуса. 
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Выясним, при каких условиях ненулевой фокус или узел будет устой­

чивым. Мы будем пользоваться обозначениями и выкладками теоремы 4.1. 
Предположим, что z0 = rе;в - ненулевой узел или фокус. Линеаризуя урав­
нение (4.1) в точке z0 , мы получаем уравнение (4.5). По лемме 3.2 устой­
чивость особой точки z0 определяется знаком числа Re р = r2 Re(M - N), 
если М + N Е Г 1 • Из рис. 4.17 и 4.2 ясно, что если (а, Ь) Е А U В U D, то 

(а) (Ь) (с) 

Рис. 4.17. (а) Случай (а, Ь) ЕЕ (Ь).(с) Случай (а, Ь) Е А U В U С u D · 

Re(M - N) <О. Поэтому особая точка z0 всегда устойчива. Предположим, 

что (а, Ь) Е С. Особая точка z0 меняет свою устойчивость, когда при дви­

жении точки М + N по Г 1 точка М - N пересекает мнимую ось. Граница 
множества тех точек {М}, в которых это происходит, задается следую­

щим условием: диаметр, проведенный через точку пересечения окружности 

Е с мнимой осью, перпендикулярен касательной, проведенной из начала 
координат. Прямое вычисление показывает, что граничная кривая имеет 

следующий вид: 

{ 
1 + а2 

} у4 = (а, Ь): Ь = - v'l=Ci2' -1 <а< О . 
1 - а2 

(4.20) 

Подводя итог, мы можем сказать, что если точка (а, Ь) лежит в третьем 

квадранте и над кривой у4 , то отличные от нуля узлы (или фокусы) всегда 

устойчивы и вокруг них нет периодических орбит. Если же точка (а, Ь) 

находится под кривой у4 , тогда существует такое <ро = tg-1 (e:g/e:?) Е (О, тt/2), 
' что ненулевой фокус (или узел) неустойчив при tg- 1 (е:2/е: 1 ) < <ро и устойчив 

при tg-1(e:2/e:1) > <ро (см. рис. 4.18). 
Устойчивость фокуса (или узла) z0 = rе;в при tg-1 (e:g/e:?} = <ро мы опреде­

лим по формуле (3.2.36). Нетрудно видеть, что М + N = 2а + i (Ь + vт=ti2). 
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M+N 

М - N (О, Ь - v'J="ii!) 

Рис. 4.18 

Тогда из (4.8) и равенств tl 20 = 6!20 =О получаем 

Eg _ _ lm(M + N) _ Ь + J 1 - zб 
&? - tgq>o - Re(M + N) - 2а (4.21) 

и 

(4.22) 

где Е? > О, Eg > О. 
Пусть z = z0w, тогда уравнение (4.l) превращается в уравнение 

W = E(W - wз) + r 2M(/w/ 2w - wз), (4.23) 

а точка w = l будет фокусом (или узлом) уравнения (4.23). 
Пусть w = х + iy, тогда уравнение (4.23) примет вид 

{ 
х = Е1Х - Е2У - Е1Хз - (3€2 + 4br2)x2y + (3€1 + 4ar2)xy2 + Е2уз, 

(4.24) 
fJ = Е2Х + Е1У - Е2Хз + (3€1 + 4ar2)x2y + (3€2 + 4br2)xy2 

- Е1Уз. 

где Е 1 = Е?, Е2 = Eg. Подставляя (4.21) и (4.22) в (4.24) и изменяя масштаб 
времени t--+ t/E? (Е? >О), получаем 

где 

{ 
х = х - 'С.у - хз - ТJХ2у + ху2 +~уз, 

(4.25) 
fJ = ~х +у - ~хз + х2у + ТJХУ2 - уз, 

:i: = ь + v1l=ti2 
"' 2а ' 

-Ь + Зv1Г=(i2 
ТJ = 2а (4.26) 
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Матрица линейной части системы (4.25) в точке (1, О) имеет вид 

[~ ~] ~ [ н?;= _2;]. (4.27) 

Обозначим (J}
2 = det [~ ~]. Тогда 

2 2(а2 + l + bvТ=ti2) 
(J} = - а2 . (4.28) 

По формуле (3.2.36) мы имеем 

Re(C1) = -4Р{Р - у+ ~2 [8(у + Бр) - 3~р2 + ((J}
2 + 382)ТJ]} (4.29) 

с точностью до положительного множителя. Подставляя (4.26), (4.27) 
и (4.28) в (4.29), получаем 

Re(C1) = -32~(Ь + vТ=ti2) . 
а(а2 + l + bvТ=ti2) 

Так как а< О, р >О (см. (4.27)), Ь + vr=a2 <О, а2 + l + bvr=a2 <О 
(см. (4.20)), а точка (а, Ь) находится под кривой у4 , мы заключаем, что 

Re(C1) >О. Доказательство теоремы 4.6 закончено. О 
За доказательством теоремы 4.7 мы отсылаем к статье Березовской и 

Хибника [ l]. Для доказательства используются как аналитические, так и 
численные методы. 

Теорема 4.8 вытекает из теорем 4.1, 4.2, 4.3, 4.5 и 4.7. 
Доказательство теоремы 4.1 О. Замена 

t -1 х 
<р= g -

у 

приводит уравнение (4.l) к следующему виду: 

{ 
р = 2р(Е1 + 2р(а + cos4<p)), 

ф = Е2 + 2р(Ь - sin 4<р), 
(4.30) 

где -1 <а< О, lal « l, Ь < -1, а Е1 и Е2 - малые параметры. Согласно 
теоремам 4.1, 4.2 и 4.3, а также замечанию 4.4 и лемме 4.12 достаточно 
рассмотреть лишь случай Е1 >О и Е2 >О. 

Пусть 

t 
t-+ -8' (4.31) 
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где 8 >О, а> О, ~>О; а и~ -новые параметры. Система уравнений (4.30) 
преобразуется к виду 

{ 
р = 4р2 cos 4<р + 8(2ар - 4~р2), 
ф = l + 2р(Ь - sin4<p). (

4
·
32

) 

При 8 =О система (4.32) будет гамильтоновой системой 

{ 
р = 4р2 cos 4<р, 

ф = l + 2р(Ь - sin 4ер). 
(4.33) 

с гамильтонианом -Н(р, ер), где 

Замкнутые линии 

Н(р, <р) = р + р2(Ь - sin 4<р). (4.34) 

уровня Г ь = { (р, ер): Н (р, <р) = h} изображены на 
рис. 4.19, причем 

{

O::o;;h<hs вобластиG 1 , 

- оо < h < hs в области G2, 

hs < h:::;; hc в области G~k)' k = l, 2, 3, 4, 

(4.35) 

где hs = l/(4(1- Ь)) и hc = -1/(4(1 + Ь)). При h--. hs кривая Гh стремится 
к одному из сеnаратрисных многоугольников с вершинами в четырех сед­

лах с координатами р = Ps = l/(2(1 - Ь)) и ер= тс/8 + kтс/2 (k = l, 2, 3, 4); 

Рис. 4.19 

при h--+ hc четыре симметричных ветви кривой Гh стя-
гиваются к четырем ненулевым центрам с координатами 

р=рс =-1/(2(1 +Ь)) и ер=3тс/8+kтс/2 (k= l, 2, 3, 4); 
а при h --+ О кривая Г h стягивается к центру р = О (в 
области G1). 

Как и в предыдущих параграфах, мы будем рассмат­

ривать систему (4.32) как возмущение системы (4.33) 
при малых 8 > О. Так как 

н. 
1 

ан . ан . \>(2 4А 2) . 
(4.32) = др р + дrр ер = о ар - t'P <р, 

где функция Н = Н(р, <р) определена в (4.34), бифуркационная функция 
периодических орбит системы (4.32) при 8 =О имеет вид 

G(h, 8, а, ~)ls=o = f (2ар - 4~р2) d<p = 2а/1 (h) - 4~12 (h), (4.36) 

где 

/1 (h) = ! р d<p, l2(h) = ! р2 d<p, (4.37) 
Гп Гп 
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а Г h - линия уровня Н (р, <р) = h, д.ля некоторого h, удовлетворяющего 
условиям (4.35). 

Очевидно, что в областях G2 и G3 / 1 (h) >О и /2(h) >О; в области G1 
при h >О выполняются неравенства /1 (h) >О и /2(h) >О, а /1 (О)= /2 (0) =О. 
Более того, 

. f2(h) 
J1m / (h) =О. 
ь-о+ 1 

Как и в §§4.1-4.3, мы введем функцию 

f2(h) 
P;(h) = /1(h)' 

где h удовлетворяет условиям (4.35) д,ля областей G; (i = 1, 2, 3) и 

Р1(О) =О. 

(4.38) 

Уравнения (4.36) и (4.38) показывают, что равенство Gl6= 0 =О равно­
сильно соотношениям 

~ = 2P;(h), i = 1, 2, 3. (4.39) 

Таким образом, при каждом фиксированном отношении <Х/Р (или, что 
то же самое, при фиксированном отношении Е2/Е 1 ; см. (4.31)) число перио­
дических орбит системы (4.32) (или уравнения (4.1)) равно числу решений 
уравнений (4.39), удовлетворяющих условиям (4.35). 

Аналогично тому, как это делалось в §4.1-4.3, из следующей теоремы 
мы получим теорему 4.10. 

Теорема 4.14. Для константы ~·, определенной в теореме 4.1 О, 
функции P;(h), заданной равенством (4.38), и i = 1, 2, 3 справедливы 
следующие утверждения: 

(1) Если Ь ~ -~·, то 

(1) P;(h) >О, P~(h) <О и PHh) >О; 
(2) lim P2 (h) = +оо; 

h--oo 

(3) Р1 (h.) < P2(hs) < Рз(h.). 
(II) Если-~·< Ь < -1, то 

(1) существует такое h,,, < h., что Р~(hт) =О, P~'(h,,,) >О и 
P~(h) #О при h # hm; 

(2) Р2(hт) > Р1 (hs); 
(3) все функции P;(h) (i = 1, 2, 3) ведут себя так же, как и в 

случае (I). 
Графики функций P;(h) (i = 1, 2, 3) изображены на рис. 4.20. 
Теорема 4.14 вытекает из следующих лемм. 
Лемма 4.15. Справедливо неравенство P~(h) >О. 

18 Нормальные формы 
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р р 

А> 
1 1 

1 
1 1 

1 
1 
1 
1 
1 

о hs hc 
h 

(а) случай Ь ~ -~· (Ь) случай - ~· < Ь < -1 

Рис. 4.20 

Доказательство. В соответствии с соотношением (4.34) для Гh в 
области Gз (мы будем рассматривать лишь ее подобласть G1'>, т. е. 
rt/8 < <р < 5rt/8) выполнено равенство 

(4.40) 

где 

и = -Ь + siп 4<р > О, и = 1 - 4hu ~ О. (4.41) 

Следовательно, 

'Р- 'Р-

12 = ! р2 d<p = ! (р~ - р~) d<p = ! v;. d<p, (4.42) 
гh 'Р+ 'Р+ 

где <i>± обозначают пределы, в которых на Г h меняется фунцкия <р, <i>- < <i>+· 
Из уравнений (4.1 О), (4.41) и (4.42) мы получаем 

'Р- 'Р+ 

1: = ! (р; - р;) d<p = ! .5v d<p, 

'Р-
(4.43) 

'Р- 'Р+ 

/~ = j 2(р2р; - р 1 р;) d<p = 2 j и~ d<p, 

'Р-
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где штрих обозначает производную по h. Из (4.38), (4.42) и (4.43) следует, 
что 

где и; =и(<р;), V; =v(<p;), i = 1, 2. Складывая эти дроби, находим, что подын­
тегральная функция равна 

(и1 - и2)(и2и1 - и1и2) = (и~ - и2)2 ~О 
иru~JVIV2 иru~JVIV2 "' ' 

неравенство следует из (4.41). Поэтому P~(h) >О. О 

Лемма 4.16. Справедливо неравенство Pf(h) >О. 
Доказательство. В соответствии с (4.34) для Гh в области 0 1 выпол­

нено равенство 

(4.44) 

где и и v те же, что и в (4.41). 
Так как Р1 (О)= О и Р1 (h) >О при О< h < hs, для того чтобы доказать, что 

Pf (h) >О, достаточно лишь показать, что если существует такое h0 Е (О, h5 ), 

что Pf (ho) =О, то Pf'(ho) >О. 
Так же как и при доказательстве леммы 3.8, мы обозначим 

(4.45) 

Если Pf (h0 ) =О, тогда Р1 (h0) = Q(h0) и 

P"(h ) = ![ (ho) Q'(h ) 
t о /1 (ho) о . (4.46) 

18* 
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Из (4.44), (4.41) и (4.37) получаем 

21t 21t 

1;
1
(h) = j р~ dq> = j v~~2 dq>, 

о о 

21t 21t 
(4.4 7) 

l~(h) = j 2pp~dq> = j (-~+и~) d~, 
о о 

21t 

l~'(h) = j v;/2 dq>. 
о 

Из (4.45) и (4.47) следует, что 

где и;= и(q>;), V; = v(q>;), i = 1, 2. 
Так как U2V1 - U1V2 = и2 - и~ (см. (4.41)), подынтегральную функцию 

можно переписать в виде 

где 

A(rp1, rp2) 
(v1 v2)312 ' 

А = -(и 1 - и2)2 + u~vT12 + u~vg12 = 
U1U2 

=2+ u2(vT12 -1) + ~(vg12 - 1) = 
U1 U2 

2 
и2 (vi - 1)(1 + v:12 + v1) и 1 (v2 - 1)(1 + v~l2 + v2) = + - + - ..;._ _ _;_;. _ __,,_ __ с.:,. 
и~ 1 + vil2 И2 1 + v~l2 
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Так как (v1 - l)и2 = (v2 - l)и1 (см. (4.41)), 

А 2 
(v2 - 1)(1 + v:12 + v1) (v1 - 1)(1 + v~l2 + v2) - + + -'-----'---~--

- 1+v:12 1+v~l2 

( VV2 + yГvl)( VV2 - уГv1)2 г.;-: г.;-
= (1 + yГvl)(l + vfV2) + V1yV2 + V2yV1 ~О. 

Поэтому Q'(h) >О, откуда P;(h) >О при h Е (О, h5 ]. О 
Лемма 4.17. Справедливы следующие утверждения 
(1) если Ь ~-~·.то P~(h) <О; 
(2) Если-~· <Ь <-1, то существует такое hm <h5 , что Р~(hт) =0, 

Р~'(hт) >О и P~(h) -1- О при h # hm; 
(3) lim P2 (h) = +оо. 

h-+-00 

Доказательство. В области G2 выполняется равенство 

где и и v те же, что и в (4.41). 

1 +vГv 
р=~· (4.48) 

Нетрудно видеть, что при h <О и <р Е (О, 21t] выполняются неравенства 

поэтому 

1+Jt-4h(-b-1) 1+J1-4h(-b+1) 
2(-b+l) <р< 2(-Ь-1) ' 

-2п 1 р2 d<p 

lim P2(h) = lim 0 = +оо. 
h-+-oo h-+-oo -2тt 1 pd<p 

о 

Далее, точно так же, как и в доказательстве леммы 4.16, можно по­
казать, что если существует такое h0 Е (-оо, h5 ), что P~(h0) =О, то вы­
полнено неравенство P~'(h0) >О. Ясно, что если такое h0 существует, то 

оно единственно. Его существование зависит от знака числа P~(h5 ). При 
PHhs) <О такого h0 не существует и PHh) <О для -оо < h < h., так как 

lim P2(h) = +оо. При P~(hs) >О такое h0 существует и единственно (обо-
h-+-оо 

значим его через hт). 

Рассмотрим теперь знак числа P~(h5 ). Согласно (4.48) и (4.42) мы име-
ем 

-2п -2п 

1;(h)= j(-)v)d<p, /~(h)= ! 2р(- )v)dcp. 
о о 
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Следовательно, 

2it 

= lim 12 (lh) f [2p/1 (hs) - f2(hs)] ~ dq>. 
h-+h,- I s- yV 

о 

В седловых точках (h = h" q> = rt/8 + krt/2, k = l, 2, 3, 4) интеграл стано­
вится несобственным, причем 

v-+ l - sin4q> = o(lq>- (~ + ~) 1
2

) при h-+ hs-. 

Поэтому 

P~(hs) = -оо, если 2р5 /1 (hs) - f2(hs) <О, 

P~(hs) = +оо, если 2р5 /1 (hs) - f2(hs) >О. 

Если же 2р5 /1 (hs) - /2(hs) =О, то P~(hs) будет конечным отрицательным 
числом. 

Наконец, нам нужно показать, что число 2р5 /1 (hs)...,. /2(hs) отрицатель­
но, положительно или равно нулю тогда и только тогда, когда Ь меньше, 

больше или равно -~* соответственно. 

Из (4.40) и (4.41) получаем 

и 

1 
т l - sin4cp 

-Ь + l 
Pi.2 (h"q>)= 2(-b+sin4cp) = 

Ps = 2(-Ь + 1) 

_ 1 v=ь+Т т J! - sin4cp _ 
-2v'-b+I (-b+l)-(l-sin4cp) -

1 1 
= 2\1'-Ь + 1 J=Ь+Т ± Ji - sin4cp · 

Отсюда 

(4.49) 

где 

Т) = J -Ь 2+ 1 < l. 
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В этом случае 

p(h"<p)=p2(<p)= 1 · P(s 1t)I" 
1 - 1} Stn 2<р - -

4 

Подставляя это выражение в равенство 

получаем 

" 
/[1-:sinф - (l -1}1sinф)2] dф=О. 
о 

(4.50) 

(4.51) 

Замена переменных·tg(ф/2) = s позволяет взять этот интеграл, и уравне­
ние (4.51) превращается в уравнение 

., агсt --·• + arct ., - ., = О 1 - 2У\2 [ ~-У\ У\ ] У\ 
(1 _ 1}2).JI=7j2 g 1 + 1} g .JI=7j2 2(1 -1}2) . 

(4.52) 

Положим 0 = 2 arcsin Т), 0 Е (О, тt). Тогда уравнение (4.52) принимает вид 

tan0- 0 = тt. 

Если 0* - корень уравнения (4.53), а Т) = sin(0* /2), то 

2 2 
-Ь= - 21} =(3+cos0*)(1-cos0*)=~*. 

1} 

(4.53) 

Лемма 4.17 доказана. О 

Лемма 4.18. Справедливы неравенства Р1 (h.) < P2(hs) < P3(hs) и 
P1(hs) < Р2(hт). 

Доказательство. Чтобы избежать путаницы, обозначим 

P·(h) = 12.;(h) 
1 11.;(h)' 
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где h удовлетворяет условиям (4.35) в области G;, i = 1, 2, 3. Тогда 

-2tt 2tt 2tt -2tt 

j fi~(qi) dqi j fi1 <Ф> dф - j tsт<Ф> dф j fi2(qi) dqi 
о о о о =----------------2tt 2tt 

/ p2(qi) dqi / р1 (ф) dф 
о о 

5tt/85tt/8 

/ / fi1 (ф)p2(qi)(p2(qi) - fi1 (ф)) dqi dф 
tt/8 tt/8 

= ------------
5"/8 5tt/8 

/ / р1 (ф)p2(qi) dqi dф 
tt/8 tt/8 

Из равенства (4.49) вытекает, что 

р1(ф) < Ps < р2(<р) 

при всех <р "f тс/8 + kтt/2 и ф "f тс/8 + kтt/2, k = l, 2, 3, 4. Следовательно, 

P2(h.) - Р1 (h.) >О. 

Заметив, что p2(hm, <р) > p2(h5 , <р) =р2 (<р) при всех <р, можно тем же способом 

доказать, что P2 (hm) > Р1 (h.). 
Наконец, рассмотрим разность 

27' -2tt -2tt 1 pi(<p) d<p + / р~ d<p 1 р~(<р) d<p 
о о = ----'-------- о 

2tt -2tt 

/ fi1 (qi) dqi + / p2(qi) dqi 
о о 

5"/8 5"/8 

/ / fi2(ф)(p2(qi) - fi1 (qi))(p2(qi) + р1 (qi) - р2(ф)) dqidф 
rc/8 rc/8 =-'----'-----------------5"/8 5"/8 1 1 (р2(<р) - PI (<р))р2(ф) d<p dф 

i./8 rc/8 
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Из соотношения (4.49) находим 

- - - ps(l+тJ2sin2 cp-2risinф) 
р2(<р) + Р1 (ер) - Р2(ф) = (l 2 · 2 -)(1 · ф-)' 

- Тj SIП <р -ТjSJП 

где ер= 2ср - Тt/4, ф = 2ф - Тt/4. 
Существует такая константа М, что 

0< (l -Тj2 Siпep) (1-Т)Siпф) <М, 

откуда 

" " 
Pз(hs) - P2(hs) > ~ J J (l + Т)2 siп ер - 2Тj siп ф) dep dф >О. О 

о о 

§ 4.5. Два нулевых собственных значения с симметрией 
порядка~ 5 

Семейство векторных полей на плоскости, инвариантное относительно 
поворотов плоскости на угол 2Тt/q (q ;;:: 3), имеет вид 

z = EZ + C1z2z + C2z3z2 + ... + Cmzm+i;zm + Azq-I + O(lzlq), (5.1) 

где m= ((q -1)/2), z, Е, cj. А ЕС, ReC110иА10. 
В §§ 4.1-4.4 мы разобрали случаи q:::;; 4, которые обычно называ­

ют сильными резонансами. В этом параграфе будут рассмотрены случаи 

q ;;:: 5 - слабые резонансы. При q ;;:: 5 член A:zq-I меньше, чем C1z2z, и 
поведение семейства (5. l) определяется в основном членом C1z2z (см. 
систему (5.4) ниже). Поэтому мы вправе ожидать, что случай слабых ре­
зонансов проще, чем сильных. 

Заменой масштаба z и t мы можем добиться выполнения равенств 
A=l и Re(C1)=-l. Пусть E=E1+ie2, Ci=ai+ibi (j=l,2, ... ,m, 
т = [(q - 1)/2)). Перепишем (5.1) в полярных координатах: 

{ 
~ = Е1Г - r3 + a2r5 + ... + amr2m+I + ,q-I cos q() + O(rq), (5.2) 

0 = Е2 + Ь1 r2 + b2r4 + ... + Ьтr2т - rq-2 sin q() + O(rq-I ). 

Очевидно, что при Е 1 =О и e2 I О в (5.2) происходит бифуркация Андро­
нова-Хопфа. Первое уравнение в системе (5.2) показывает, что при е 1 <О 
каждая точка в малой окрестности точки r = О стремится к единственной 
притягивающей особой точке r =О при t ___, +оо. При е 1 >О сделаем замену 
переменных 

t t ___, - (8 >О). 52 (5.3) 
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Система (5.2) превращается в систему 

где 

{ 
~ = p(I - р:) + of (о, р, 0), 

0=~+Ь1р +og(o, р, 0), 

f(o, р, 0) = а2ор5 + ... + а 1 82'- 3р2'+ 1 + вq-spq-i cosq0 + 0(8q-4pq), 

g(8, р, 0) = Ь28р4 + ... + Ь1821 -3р21 - 5q-spq-2 siп q0 + О(8ч-4 рч- 1 ). 

(5.4) 

При 8 =О система (5.4) принимает вид 

{ 
р = р( 1 - р2), 

6 =~ + Ь1р2 . 
(5.5) 

Система (5.5) обладает единственной притягивающей инвариантной ок­
ружностью Е = { (р, 0): р = l}, которая является предельным циклом при 
~ + Ь 1 -:/:-О и состоит из особых точек при ~ + Ь 1 =О. Обозначим через 
Ф8 сдвиг за единичное время вдоль поля (5.4). Тогда существует такое 
8 >О (соответственно €1 >О), что мя каждого О< 8 < 8 (соответственно 
О< е: 1 < Ё1) последовательность многообразий {Ф~(Е)}~0 сходится к инва­
риантному многообразию Е&, которое мя (5.4) является притягивающей 
окружностью (подробнее см. у Рюэлля и Такенса (Ruelle апd Takeпs [1 })). 
Поэтому фазовый портрет поля (5.4) полностью определяется поведением 
этого поля на инвариантных окружностях {Е;}. Если ~ + Ь 1 -:/:-О (или, что 
то же самое, точка (е: 1 , е: 2) не лежит на прямой !L': е: = -е:; см. (5.3)), то 
при достаточно малом 8 на Е& нет особых точек. Это означает, что все 

А 

Рис. 5.1 

бифуркации, кроме бифуркации Андронова-Хоп­
фа при е: 1 =О и е:2 -:/:- О, происходят около прямой 2. 
Точнее говоря, будет доказано, что существуют две 

бифуркационные кривые SN1 и SN2, касающиеся 
прямой !L' в начале координат и образующие во­
ронку n (см. рис. 5.1). Особые точки на Е& бифур­
цируют следующим образом. Пока (е: 1 , е:2 ) Е А, на 
Е; нет положений равновесия. При (е: 1 , е: 2) Е SN1 на 
Е& появляются q семоузлов. Когда точка (е:1, е: 2 ) 
смещается с SN1 внутрь n, каждый семоузел рас­
падается на семо и узел. При (е:1, е: 2 ) Е SN2 снова 

образуются q семоузлов. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты 
изображены на рис. 5.4. 

Поясним теперь, почему особая точка (р0 , 00) системы (5.4) на Е& обя­
зана быть семом, узлом либо семоузлом. Если точка (е: 1 , е: 2) принамежит 
SN1 или SN2, то siп(q00 ) = ± 1. Поэтому ё не меняет знака, когда в проходит 
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через 00 (см. второе уравнение системы (5.2)). При этом Е5 притягива­
ет траектории с обеих сторон. Следовательно, (р0 , 00) - седЛоузел (см. 

рис. 5.2). 
Если же (е:,, е:2) лежит в n, то jsin(q0o)I < 1. Поэтому О меняет знак, 

когда 0 проходит через 60. Тогда (ро. 60) - седЛО или узел. Вдобавок это 
означает, что седЛа и узлы на Е5 чередуются (см. рис. 5.3). 

~ 
Еа· 
~ / Еа· 

Рис. 5.2 Рис. 5.3 

(@ ® 
н+ 11 

G (е2 >О) 
J 

~ (с2:.; О) о 

1 о н- 111 

@) ~ @) $SN, @ 
(Е2 >О) (t2:.; О) 

н- IV 

Рис. 5.4. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты семейства (5.2) (q = 5, Ь 1 < 0) 

Теорема 5.1. Бифуркационная диаграмма семейства (5.2) состо­
ит из начала координат (е: 1 = е:2 =О) и кривых н±: = {е: 1 =О, е:2 =/.О}, 
SN, и SN2. SNi на плоскости е: 1 е:2 можно задать параметрически (с 
параметром s): SN;(s) = (s 2, h;(s)), j = 1, 2, s >О, причем 
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Кривым SN, и SN2 в пространстве параметров соответствует ро­

ждение и разрушение q седлоузлов на инвариантной окружности. 
Фазовые портреты систем семейства (5.2) показаны на рис. 5.4. 

Докажем существование кривых SN, и SN2 • Рассмотрим систему (5.4) 
в окрестности точки (р, С, 8) = ( 1, -Ь 1 , О). Прямые вычисления показывают, 

что 

det [3; ci] := q8q-4 
• D(p, 6, 8), 

др д0 

(5.6) 

где R и е- правые части системы (5.4). Заметим, что 

D(p, 6, 8) = (Зр2 - 1) cos(q6) + 2Ь 1 р siп(q6) + 0(8). (5.7) 

Лемма 5.2 (Takeпs [2]). Существует такая окрестность U мно­
жества W = {(·, е, -Ь,, О): О:::; е < 21t} в р6С8-пространстве, что пере­
сечение окрестности U с множеством {(р, 6, С, 8): D =О, R =О, е =О} 
состоит из 2q кривых. Проекция этих кривых на плоскость С8 со­
стоит из двух кривых вида {Mi(8), 8} (j =О, 1), причем М0(8) - М, (8) = 
= ~5q-4 + 0(8q-3), где~ - ненулевая константа. 

Доказательство. Из первого уравнения системы (5.4) нетрудно выве­
сти, что в окрестности множества W множество {(р, 6, С, 8): R =О} имеет 
вид {р(6, с. 8), е, с. 8)}, где р-гладкая функция, удовлетворяющая условию 
р = 1+0(8). 

Далее, DIR=&=o = 2 cos(q6) + 2Ь 1 sin(q6), и функция D имеет 2q нулей 
в W. Поэтому множество {(р, 6, С, 8): R =О, D =О} в окрестности множе­
ства W имеет вид 

2q-l 

U {Pi(C, 8), ёi(С, 8), С. 8}, 
i=O 

где ёi и Pi удовлетворяют следующим условиям: 
(1) ёi(С, 8) =Ро + j1t/q + 0(8), где Ро удовлетворяет уравнению (см. (5.7)) 

cos(qpo) + Ь, sin(qp0) =О; (5.8) 

(2) Рн2 = Pi и ён2 - ёi = 2тс/q (так как система (5.4) инвариантна от­
носительно поворота на 21t/q); 

(3) Pi = 1 + 0(8). 
Теперь сделаем оценку величины р 1 - р0 • Из равенства f>(Pi• ёi, С. 8) =О 

следует, что р 1 - ро = 0(8q-4
). Так как р(р0 , ё0 , ~. 8) = р(р 1 , ё 1 , С. 8) =О, мы 

получаем 

Ро - р3 + 5q-4 cos qpo = Р1 - р~ + 5q-4 cosфoq + 1t) + 0(8q-з), 
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то есть 

01'Куда 

(5.9) 

Наконец, рассмотрим функцию е на множестве {(р, 0, ~. o):R=O, D=O}. 
Она имеет вид 

e(pj(~. о), ёi(~. о),~. о)=~+ Ь1р7 + О(о). 

Тогда существуют такие функции Mi(o), j =О, 1, ... , 2q - 1, что в окрест­
ности нуля по о выполнено равенство 

e(pj(Mj(o), о), ёj(Mj(o), о), Mj(o), о)= о. 

По соображениям симметрии Mi+2 = Mi. Оценим М1(0) - М0(о). Из ра­
венства 

следует, что 

М1 (о)+ Ь1 (р1 (М1 (о), 8))2 
- оч-4 sin(qpo + тt) = 

= Мо(о) + Ь,(~о(М0 (о), о)) 2 - оч-4 sin(q~0) + О(оч-3), 

откуда по (5.9) следует, что 

М1 (8) - Мо(о) = 2оч-4 [Ь1 cos(q~0 ) - sin(qp0)] + О(оЧ-3). 

Равенство (5.8) приводит к сооношению 

~ = 2[Ь 1 cos(qpo) - sin(qpo)] = -2[(Ь~ + 1) sin qpo] =/.О. 

Доказательство закончено. О 

Доказательство теоремы 5. 1. Как уже упоминалось, достаточно рас­
смотреть лишь бифуркации, связанные с особыми точками на Е&. Они 

могут произойти только в тех точках, где R = е = D =О. При ~ = М0(о) это 
точки (pi(M0 (o), о), ёi(Мо(о), о)), где j =О, 2,. ", 2q - 2, а ёi+2 - ёi = 2тt/q, 
Pi+2 = Pi· При~= М1 (о) все точно так же, но j = 1, 3,. ", 2q - 1. С другой 
стороны, второе уравнение системы (5.4) показывает, что при таких (~. о), 
что R =О, е =О и sin(q!Э) = ±1, бифуркации особых точек обязаны про­
изойти. Это и есть объединение вышеупомянутых двух случаев. Наконец, 

по формулам (5.3) вернемся от (~. о) обратно к (Е1. Ez). Кривые (Мо(о), о) 
и М 1 {о), о) на плоскости ~о превращаются в кривые (о2 , о2М0 {о)) и 
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(82 , о2М 1 (о)) на плоскости е:1е:2. Обозначим h1(0) =о2Мо(о), h2(0) =о2М1(0). 
Тогда h1(0)-h2 (o)=o2(M0(o)-M 1 (o))=~oq-2 +0(oq- 1 ), ~#О (см. лем­
му 5.2). Эта оценка завершает доказательство теоремы. О 

Замечание 5.3. Рисунок 5.4 соответствует случаю Ь 1 <О. Случай Ь1 ~О 
ему аналогичен. 

Замечание 5.4. Все результаты этого параграфа получены для малой 
окрестности точки е: 1 = е:2 = О. Если не ограничиваться ею, то появляются 
дополнительные бифуркационные кривые L;; (i, j = 1, 2), а система (5.2) 
приобретает несколько новых фазовых портретов (см. рис. 5.5). Дополни­
тельные фазовые портреты были получены численно. 

Рис. 5.5 

§ 4.6. Пара чисто мнимых и нулевое собственные 
значения 

Как уже упоминалось в начале главы, для полей типа А2 и А3 мы будем 
использовать усеченные нормальные формы, а именно 

{ 
х = е:1х + аху + dix3 + d2xy2

, 

fJ = е:2 + Ьх2 + су2 + dзх2у + d4y 3
, 
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где Е 1 , Е2 - малые параметры, а, Ь, с, di Е IR1, причем аЬс =f. О, и 

{ 
х = х(Е1 + р,х2 + Р2У2 + Q1X4 + Q2X2Y2 + QзУ4), 

(Аз) 
fJ = У(Е2 + РзХ2 + Р4У2 + Q4X

4 + QsX
2y2 + q5y4

), 

где х ;;::: О, у ;;::: О, Pi• qi Е IR1, а Е1, Е2 - малые параметры (см. п. 2.11 ). 
В этом параграфе мы займемся качественным поведением системы (А 2), 

а в следующем разберем случай (Аз). Полные результаты для этих двух 
случаев получены Жолондеком (Zoladek [ 1, 2]). Мы, однако, применим 
более простой метод для доказательства единственности периодических 

орбит системы (А2 ). 
Так как система (А 2 ) симметрична относительно оси ординат, доста­

точно рассматривать ее в полуплоскости х ;;::: О. Чтобы упростить систему 
уравнений, положим 

t 
t--+ - clbl 1l2 ' 

Е1--+ -clbl 112E1, Е2--+ -clblE2. (6.1) 

Тогда система (А 2 ) превращается в систему 

{ 
х = Е1Х + Вху + d 1 хз + d2xy 2

, 

fJ = €2+1)Х2 - у2 + dзх2у + d4уз, 

где В= -а/с, 71 = - sigп(bc), di Е IR1. 
Если предположить, что 

Кз = 11(j + 2 )d1+jd2+7)dз + 3d4 =f. О, 

(6.2) 

то качественное поведение системы (6.2) вблизи точки (О, О) при малых Е 1 
и Е2 не отличается от поведения семейства 

{ 
х = Е1Х + Вху + ху2 , 

fJ = €2 + 1)Х2 - у2 
(6.3) 

(см. замечание 6.7 ниже). Основной результат этого параграфа составляет 
следующая теорема. 

Теорема 6.1. Для. семейства (6.3) возможны четыре различных 
случая: (1) 71 = 1, В > О; (11) 71 = 1, В <О; (Ш) 71 = -1, В >О; (IV) 71 = -1, 
В<О. 

1. В случаях (/) и (JV) бифуркационная диаграмма семейства (6.3) 
состоит из начала координат и следующих кривых в пространстве 
параметров: 

М = {(Е1, Е2): Е2 =О, Е1 =f. О}, N = { (Е1, Е2): Е2 = ~~ + О(Е~), Е1 =f. О}· 
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На кривых М и N происходят соответственно бифуркации сед­
лоузла и трезубца. Система (6.3) не имеет периодических орбит. 
Фазовые портреты для случаев (I) и (IV) показаны на рис. 6. l и 6.4 
соответственно. 

~ [[ ~ 
II IIIUN IV 

~t t2 ~( 
п\ II1)iN м- м+ 

'~ 
IV 

~ м- о м+r• 

1 

1 о 

Рис. 6.1. Случай (1): Т) = 1, В > О 

2. В случае (Ill) бифуркационная диаграмма семейства (6.3) со­
стоит из начала координат, кривых М, N, и следующих кривых: 

Н = {(е:,, е:2): е:, =О, е:2 >О} 

и 

5 = { (е:,, е:2): е:, = - 38
8+ 2 е:2 + O(le:21312), е:2 >О}. 

На кривых М и N бифуркации такие же, как и в случае (l). На 
кривых Н и 5 происходят соответственно бифуркация Андроно­
ва-Хопфа и гетероклиническая бифуркация. Если точка (е: 1 , е:2) ле­
жит между кривыми Ни 5, то семейство (6.3) имеет единственный 
предельный цикл. Этот цикл неустойчив и превращается в гете­
роклинический цикл, когда точка (е: 1 , е: 2 ) попадает на 5. Фазовые 
портреты для случая (Ш) показаны на рис. 6.3. 

3. В случае (II) бифуркационная диаграмма семейства (6.3) со­
стоит из начала координат, кривых М, N и следующей кривой: 

fJ = {(е:,, е:2): е:1 =О, е:2 <О}. 
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S- IV ~VUN ~ VI 

~ ~или~ ~ 1- <в< о в< -1 о 

м t2 м+ 

IR~u·-
1v\.v Jv~ 

~ С! 

м- ~ О',~.м+ 
Ш./ 11 lь \ 
R-5 Н R+ -------!!~В+ ~-----------

kё) 
Шь 

1'@ 
11 1 ~ ~uн-

Рис. 6.2. Случай (11): '1) = 1, В< О 
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Рис. 6.3. Случай (III): '1) = -1, В > О 
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Рис. 6.4. Случай (IV): 71 = -1, В< О 

На кривых М и N бифуркации такие же, как в случаях 1 и 2. На кри­
вой fJ происходит бифуркация Андронова-Хопфа. Если рассмат­
ривать семейство (6.3) лишь в области О< х < ~. /e: 1 j1/ 2 + /е:2 / 1 12 < ~. 
О < ~ « 1, то существует кривая 

- ~ S = {(е:1, е:2): е:1 = ср(р, е:2)е:2 + O(/e:2i ), е:2 <О}, 

где JJ xqy
2
dxdy 

ер(~, е:2) =rщ7/ , 
xq dxdy 

11(~.•2) 

а Пф, е:2)- область, ограниченная кривой 

2 в ( х2 2) 132/в ( 132 ) х 1 
l - В+ 1 +у = le:2i 1!2 l - le:2j(B + 1) при В+ 1 #0, 

и 

1 + у2 le:2I /3 
2Х2 + lnx = 2132 + ln le:21112 при В+ 1 =О. 

Если точка (е: 1 , е:2 ) лежит между кривыми fJ и S, то семейство (6.3) 
имеет единственный предельный цикл, расположенный целиком в 
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полосе О< х < ~. и касается прямой х = ~ при (е:,, е:2 ) -s. Фазовые 
портреты семейства (6.3) для случая (II) показаны на рис. 6.2. 

Доказательство. Доказательство теоремы 6.1 мы проведем в несколь­
ко шагов. 

Шаг 1. Бифуркации особых точек. Очевидно, что прямая х =О ин­
вариантна относительно системы (6.3), симметричной относительно оси 
ординат. Поэтому достаточно рассматривать лишь полуплоскость х ~ О. 

На оси ординат система (6.3) имеет две особых точки (0, ±у'Е2) при 
е:2 >О. Матрицы линеаризации системы в точках (О, ±у'Е2) имеют вид 

А = [Е1±Ву!ё2+Е2 о ·] (6.4) 
± о =F2у!ё2 . 

Заметим, что при е:2 > e:U 8 2 + O(e:f) (т. е. когда точка (е: 1 , е:2 ) нахо­
дится над кривой N) справедливо неравенство В · (det А±) <О, а при 

О< Е2 < e:U 8 2 + O(e:f) (т. е. когда точка (е: 1 , е:2 ) лежит между кривыми М 
и N, см. рис. 6.5) выполняется неравенство е: 1 х 
х (det А±) <О. Это означает, что, когда точка (е: 1 , е:2 ) 
расположена над N, обе особых точки (О, ±у'Е2) явля­
ются седлами в случаях (1) и (Ш) и узлами в случаях (II) 
и (IV). Когда же точка (е: 1 , е:2 ) лежит между Ми N, во 
всех случаях (1)-(IV) Qдна из особых точек (О, ±у'Е2) 
будет седлом, а вторая-узлом. При е:2 =О (е: 1 =F О) две 
особых точки сливаются в седлоузел. 

В открытой полуплоскости х > О у системы (6.3) 
есть две особые точки: 

ж
с2 

\ ' R 

Рис. 6.5 

х = [Yj (у2 - Е2)]112, у= ~[-В± (82 - 4е:1)1121. 

с1 

Очевидно, что при достаточно малых je:11 и je:21 только одна из этих особых 
точек находится в малой окрестности начала координат. Если обозначить 

ее через (хз, Уз). то 

{ Хз= [Yj(~~)-e:2+0(e:y)J
112 , 

Уз= - ~ + O(e:i) 
при Е1 -о (6.5) 

при условии, что Yj(e:i/B2 - е:2 + O(e:f)) >О. Это означает, что в случаях (1) 
и (II) точка (хз, Уз) существует, если точка (е: 1 , е:2 ) находится под кривой N, 
и в случаях (III) и (IV), если точка (е: 1 , е:2 ) находится над кривой N. Когда 
(Е1, Е2) Е N (т. е. Хз =О), точка (хз, Уз) сливается с одной из особых точек 
(О, ±у'Е2). Когда же (е: 1 , е:2) =(О, О), все особые точки сливаются в начале 
координат (х, у)= (О, О). 

19* 
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Матрица линеаризованной в точке (хз, Уз) системы имеет вид 

А = [ О Вхз ( 1 + j Уз)] . 
21)Хз -2уз 

(6.6) 

Знак детерминанта матрицы А совпадает со знаком величины -YJB (при 

Хз =/:-О), поэтому в случаях (1) и (IV) точка (хз, Уз) будет седлом, а в случаях 
(Il) и (III) может быть фокусом, узлом или центром. Можно лишь сказать, 
что 

(l) если в случае (Il) точка (е: 1 , е: 2 ) лежит между кривыми N и R, где 

то (хз, Уз) -узел; 
(2) если в случае (Il) точка (е: 1 , е: 2 ) находится ниже кривой R или в 

случае (III) точка (е: 1 , е:2 ) находится над N, то (х3 , у3) -фокус, меняющий 
устойчивость, когда точка (е: 1 , е:2) пересекает кривую fJ в случае (Il) или 
кривую Н в случае (Ш). 

Подводя итог, мы заключаем, что в случаях (1) и (IV) система (6.3) не 
имеет периодических орбит. Действительно, так как ось ординат инвари­

антна относительно системы (6.3), все периодичес1ше орбиты в полуплос­
кости х > О, если таковые существуют, должны обходить вокруг особой 
точки (хз, Уз). Но это невозможно, ведь в случаях (1) и (IV) точка (хз, Уз)­
седло. Бифуркационные диаграммы для этих случаев состоят из кривых N 
и М. На М происходят бифуркации седлоузла, а на N -трезубца. В случа­
ях (II) и (III) бифуркации на М и N такие же, ·как в (1) и (IV), но вдобавок 
на fJ и Н соответственно происходит бифуркация Андронова-Хопфа. 

Шаг 2. Устойчивость точки (х3 , у3) при (е: 1 , е:2 ) Е lI в случае (11) 
и (е: 1 , е:2 ) Е Н в случае (111). Из (6.5) и (6.6) нетрудно определить устой­
чивость точки (хз, Уз), когда точка (е: 1 , е:2) находится в каждой из двух 
областей, разделенных кривой Н (или fl), причем для этих областей ха­
рактер устойчивости различен. Следовательно, кривая Н (fl) соответствует 
бифуркации Андронова-Хопфа. Осталось понять, устойчива ли особая 
точка (хз, Уз), когда (е: 1 , е:2) Е fJ (или Н). Применяя формулу (3.2.34), по­
лучаем 

Re(C1) = ае:2 для некоторого постоянного а> О. 

Следовательно, фокус (хз, Уз) неустойчив при (е:1, е:2 ) Е Н (случай (Ш)) и 

устойчив при (е: 1 , е:2 ) Е fJ (случай (II)). Таким образом, в обоих случаях 
предельный цикл возникает, когда точка (е: 1 , е:2 ) пересекает Н или f/ справа 
налево, причем этот цикл устойчив в случае (II) и неустойчив в случае (III). 
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Шаг 3. Единственность периодических орбит. Как показано на шаге 
2, система (6.3) может иметь периодические орбиты, только если е;2 < О в 
случае (II) или е;2 >О в случае (Ш). Введем малый параметр 8 >О и сделаем 
замену координат 

х-+ 8х, у-+ 8у, 

где q + 1 = 2/ В и 71 = - sigп В. Тогда система (6.3) примет вид 

{ 
х = xq(Bxy + 8(схх + ху2)), 

fJ = Xq (-71+71х2 - у2), 
(6.7) 

где 71=1, В< О (случай (II)) или 71 = -1, В> О (случай (Ш)). При 8 =О 
система (6.7) превращается в гамильтонову систему вида 

{
х =Xq. Вху, 

fJ = Xq(-71+71х2 - у2) 
(6.8) 

с первым интегралом Н(х, у)= h, где 

Н( ) - В q+1 ( 2 х2 ) Х, у - 2Х -71 - у + 118 + 1 ' если В+ 1 =f:. О, (6.9) 

и 

1 +у2 
Н(х, у)= 2Х2 + lпх, если В+ 1 =О. (6.10) 

Заметим, что функция Н (х, у) является гамильтонианом системы (6.8). О 

Замкнутые линии уровня Г h = { (х, у): Н (х, у) = h} изображены на 

рис. 6.6, причем (а) соответствует случаю 71 = -1, В> О, (Ь) соответствует 

у 

х 

(а) В> О (Ь) -1 <В <0 (с) В~ -1 

Рис. 6.6. Линии уровня Н(х, у) 

случаю 71 = 1, -1 < В <О, а (с) - случаю 71 = 1, В ~ 1 (см. замечание 6.5 
ниже). На этих рисунках h Е l; (i = 1, 2, 3, 4), а l; в зависимости от В 
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имеет вид 

82 
h~ = 2(8 + 1)' если В> О, 

-82 
h; = 2(8 + 1) <О, 

h* 1 
3 = 2· 

если -1 <В <0, 
(6.11) 

13 = (h'З, +оо), если В= -1, 

в2 

h; = - 2(8 + 1) >О, если В< -1. 

При h - h7, (i = 1, 2, 3, 4) линия уровня Г h стягивается к особой точке 
(х•, у*) системы (6.8), а в случае В >О при h - О линия Гh стремится к 
гетероклиническому циклу. 

в силу того, что 

dH 1 _t. q( 2)dy dt (6.7) - ох <ХХ + ху dt' 

как и в §§4.1-4.3, д,ля изучения периодических орбит системы (6.7) мы 
можем построить бифуркационную функцию Ф(h, 8, Cl, В). При 8 =О эта 
функция имеет вид 

Фlа=о = j xq(ixx +xy2)dy = -(q + 1) j xq( ClY + ~у3) dx, (6.12) 

Гь Гь 

где h Е l;, а ориентация кривой Гh определяется направлением векторного 
поля (6.8). Условие Фlа=о =О равносильно равенству 

1 
С1 = - 3P(h, В), 

где 

P(h В) = Iз(h, В) 
' li(h,B)' 

li(h, В)= j xqyi dx, i = 1, 3. (6.13) 

Гь 

Аналогично тому, как это доказывалось в §§ 4.1-4.3, единственность 
периодических орбит системы (6. 7) равносильна монотонности функции 
P(h, В) по h. Следующие три леммы доказывают эту монотонность. 

Лемма 6.2. Если h Е l;, то P(h, В) >О и 

lim P(h, В)= О, i = 1, 2, 3, 4. 
h-+hj 

Доказательство. Обозначим д,ля краткости P(h, В) и f;(h, В) че­

рез P(h) и f;(h) соответственно. Применяя формулу Грина к интегралам 
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в (6.13), получаем, что 

при h El;, 

где пh - компактная область, ограниченная кривой rh, содержащаяся в 
открытой правой полуплоскости. Выразив P(h) таким образом, мы видим, 
что 

lim P(h) = lim 3у2 =О, 
h-+h* и-и* 

потому что П(h) стягивается к точке (х*, у*), если h стремится к h*, а 
(x*,y*)=(l,O). О 

Лемма 6.3. Если на множестве/; существует критическая точка 
функции P(h), то эта точка - строгий локальный минимум. 

Доказательство. Обозначим через у= у 1 (х, h) и у= у2 (х, h) функции, 
определенные уравнением Н(х, у)= h, где х и h удовлетворяют условиям 
h Е /; и а1 (h) < х < a2(h). Здесь а 1 (h) и а2 (h)-точки пересечения овала Гh 
с осью абсцисс. Ясно, что О< а 1 (h) < 1 < a2(h). Мы будем использовать 
обозначение у(х, h) или просто у вместо у 1 (х, h) или у2 (х, h) в тех случаях, 
когда понятно, о какой из функций идет речь. Используя формулы (6.9), 
(6.10) и (6.13), получаем 

(6.14) 

и 
a2(h) 

/1(h)= j xqydx=2(signB) j xqy1(x, h)dx. (6.15) 
гh a 1(h) 

Поскольку О< a1(h) < 1 < a2(h) для каждого h Е /;,мы видим, что 

1. u2 

1. 2 dy 2'1J<ar(h) - 1) _.. 0 x-l~h) х - a;(h) = x-l~h) У dx = Ba;(h) 1 · 
(х,у)ЕГь (x,g)EГh 

Следовательно, 

IYI = O(lx - a;(h)l 112) при х-+ a;(h), (х, у) Е Гh, i = 1, 2. (6.16) 

Легко видеть, что Y1(a1(h), h) =y2(a2(h), h) =0, а значит, из (6.14) и (6.15) 
следует, что 

(6.17) 
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Оценка (6.16) показывает, что этот интеграл сходится. Из (6.13) и (6.14) 
несложно вывести, что 

/~(h) = -~ j ~ dx. (6.18) 

Гь 

С другой стороны, из (6.13) следует, что 

P(h) _ P(ho) = /з(h) _ /з(hо) = ~(h) - ~(ho) 
/1 (h) /1 (ho) /1 (h)/1 (ho) ' 

где 

Отсюда 

_ ~'(6)(h - ho) _ h - ho 
P(h) - P(h0)- /i(h)/i(ho) = /i(h) Q(0), (6.19) 

где 0 - число между h и ho и 

(6.20) 

Из (6.20), (6.13) и условия P'(h0) =О заключаем, что 

Q(ho) =О. (6.21) 

Теперь рассмотрим два случая. 
(i) Пусть Т) = -1, В > О (случай (Ш)) Тогда векторное поле (6.8) на 

Г h направлено по часовой стрелке. Подставляя (6.17) и (6.18) в (6.20), 
получаем 

Q(h) = j P(h~x~ Зу2 dx. (6.22) 
гh 

Из уравнений (6.21) и (6.22) следует, что 

Q(h) = Q(h) - Q(h ) = ! P(ho) - Зу2 dx - ! P(ho) - Зу2 dx. (6.23) 0 Вху Вху 
гh гhо 
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Если h > ho, то Г h с Пhо, где nho - компактная область, ограниченная кри­
вой Гhо· Из (6.23) находим, что 

Q(h) = _!_ ! P(ho) - 3у2 dx = 
в ху 

av+ 

= ~ [ ! P(ho~; 3у2 
dx _ ! 

avtuavt av;uavt 

P(ho) - Зу2 dy] = 
1 - х2 - у2 

= _!_ [!r { P(ho) + 3у2 dx d + 
В } ху2 у 

1UD3 

+ j" { 2х (P(ho) - Зу:) dx dy] > О, 
} (1 - х2 - у2) 

D2UD4 

(6.24) 

где D = u:=I D; - кольцевая область, расположенная между гh и гhо• а 
D,, D2, D3 и D4 - части, на которые прямые у = ±(P(h0)/3) 112 разбивают 
область D. Отметим, что эти части попарно 
не пересекаются и обладают следующими 11 iJ = 0 
свойствами (см. рис. 6.7): 

{(х, у): х2 + у2 = l} n D с D1 u Dз, У= .fii.---+J.~~~ 
о 

{(х, у): у= О} n D с D2 U D4. D и= iffi---..-----""""__..~ 

Поскольку P(h0) > О (по лемме 6.2) и 

Q(ho) =О, прямые у= ±(P(h0)/3) 1!2 пере- (h > ho) 

секают кривую Гhо (см. (6.22)). Следо-

вательно, разбиение области D на части Рис. 6.7. (h > ho) 
D,, ... , D4 , описанное выше, всегда воз-

можно при О< Jh - hol « l. Ориентация кривых дD+ (и дDn задана по 
обычному правилу: если двигаться вдоль дD (или дD;) в направлении 

ориентации, то область D (или D;) остается слева. Для преобразования 
подынтегрального выражения при интегрировании по дDi U дDt в (6.24) 
мы использовали соотношения (6.8) и то, что это выражение равно ну­

лю вдоль граничных прямых у= ±(P(h0 )/3) 112
• В случае h < h0 мы имеем 

Гhо с nh, и тогда аналогичным образом выводится неравенство Q(h) <О. 
Следовательно, Q(h)(h - h0) >О при О< ih - ho/ ~ 1. Применяя соотно­
шение (6.19), получаем неравенство P(h) - P(h0) >О при О< lh - hol ~ 1, 
потому что / 1(h) >О. 
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(ii) Пусть YJ = 1, В< О (случай (II)). Доказательство проводится практи­
чески так же, как в случае i, поэтому мы просто укажем основные отличия 
между этими двумя случаями. Векторное поле (6.8) на Гh теперь направ­
лено против часовой стрелки. Если h > ho (случай h < h0 разбирается так 

же), то гhо с пh и из соотношения (6.23) следует, что 

Q(h) = _!_ [ j P(ho) - 3у2 
dx + j P(ho) - 3у2 

d ] 
В ху -1 + х2 - у2 у 

aotuaot aotuaot 

= _!_ [!r { P(ho) + 3у2 dx d -
В } ху2 У 

1UD3 

_ /r { 2x(P(ho) - Зу2 ) d d ] О 
} (-1 + х2 - у2)2 х у < , 

D2UD4 

где D-кольцевая область, ограниченная кривыми Гh и Гh0 , а D,, ... , D4 -

части, на которые прямые у= ±(P(h0)/3) 1!2 разбивают область D. Эти 
части не пересекаются друг с другом и об­

g А1=О , , 

Рис. 6.8. (h > ho) 

х 

ладают следующими свойствами (см. рис. 

6.8): 

{(х, у): х2 
- у2 = 1} n D с D1 U Dз, 

{(х, у): у= О} n D с D2 U D4. 

Из этого следует, что P(h) - P(h0 ) >О 

при О< lh - hol « 1, потому что / 1(h) <О. 
Лемма 6.4. Функция P(h) монотон­

на по h в каждой из областей /;, 
i = 1, 2, 3, 4. 

Доказательство. Из (6.13), (6.17), 
и (6.18) вытекает, что P(h) Е С 1 (/;). Рассуждая от противного, предпо­
ложим, что существует такое h0 Е /;, что P'(h0 ) =О. Лемма 6.3 показы­
вает, что такое h0 единственно. Значит, для любого h Е /;, h =/:- h0 , верно, 
что P(h) - P(h0) >О. Применив теперь лемму 6.3 и первую часть лем­
мы 6.2, мы видим, что для любого h Е /;, h =f:. h0 справедливо неравенство 
P(h) > P(ho) >О, откуда 

lim P(h) ~ P(ho) >О. 
h-hi* 

Это противоречит второй части леммы 6.2, значит, наше предположение 
было неверно. О 
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Замечание 6.5. Рассмотрим вместо системы (6.8) следующую систему: 

{ х=Вху, {J = -71+71х2 - у2, 
(6.25) 

где В #0, 71=±1, 71В <0. Легко видеть, что у системы (6.25) есть неподвиж­
ная точка P*(l, О) и что tr(A(P*)) =О, det(A(P*)) = -2871 >О, где А(Р*)­
матрица линейной части системы (6.25) в точке Р*. С другой стороны, 

уравнения (6.25) симметричны относительно оси абсцисс. Следовательно, 
Р* - центр. Применив формулы (6.9) и (6.1 О), получаем результат, изоб­
раженный на рис. 6.6. 

Замечание 6.6. Для того чтобы вывести уравнение кривой гетерокли­
нической бифуркации S в случае (III), нам требуется значение Р(О, В) при 
В > О. В этом случае 

1 1 J xqy3 dx J xq (1 -х2)3/2 dx J u(q-l)/2(1-u)з/2 du 

Р(О, В)=г0 о о 
= J xqydx 

1 1 J хч(l -х2) 1/2 dx J u(q-l)/2(1-u)1;2 du 
Го 

о о 

где В(а., (3)-обычная бета-функция. Применяя ее свойство 

В( А) = Г(е:t)Г(~) 
а., 1" Г(е:t + ~) 

и равенство Г(а) =(а - l)Г(а - 1), получаем 

3 зв 
Р(О, В)= q + 4 = ЗВ + 2· 

Поскольку 
1 е:2 ТJ 

а.= --P(h, В) и - = --, 
3 е:1 С1 

имеем 

!.!, = -~ = P(h, В) + О(/3). 
е:2 ТJ Зт~ 

вс+I ~) 
2 '2 

в(q+I ~) 
2 '2 

(6.26) 

В нашем случае 71 = -1, h =О и 8""' le2l112 при е2 ---+ О. Следовательно, кривая 
S задается уравнением 

е1 = - 38
8+ 2 е2 +О (le2l312). 

В случае (11) уравнение кривой S легко выводится с помощью фор­
мулы (6.26) при 71=1, h = Н(~. О) (функция Н(х, у) определена в (6.9) 
и (6.10)), ~ = f3/le2l 112 > 1 и 8""' le2jll2 при е2-+ О. 
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Замечание 6.7. Покажем теперь, почему уравнение (6.2) можно за­
менить на (6.3). Если у системы (6.2) нет периодических орбит, то ее 

поведение не зависит качественно от членов третьего порядка, поэтому 

достаточно рассмотреть (6.2) в случае (11) при е:2 < О и в случае (Ш) при 
е:2 > О. В этих случаях мы можем, введя малый параметр 8 > О, применить 
к (6.2) ту замену, которую раньше применяли к (6.3). При 8 =О мы полу­
чаем ту же самую гамильтонову систему (6.8). Бифуркационная функция 
имеет вид, схожий с (6.12): 

Фl&=о = j хч(сtх + dix3 + d2xy2) dy - хЧ(dзх2у + d4y 3
) dx = 

гh 

= -(q + l)ct/1 (h) - ( q; 1 
d2 + d4)1з(h) - [(q + 3)d1 + dз] j хч+2у dx, 

гh 

где функции / 1(h) и /3(h) те же, что в (6.13). 
В точках кривой Г ь выполнено условие 

Отсюда 

1) j хч+2 у dx = j хч (1) + у2)у dx + В j хч+ 1 у2 dy = 

~ ~ ~ 

Значит, 

где 

Это означает, что мы можем менять значения d1, d2, d3 и d4, заботясь толь­

ко о том, чтобы было выполнено условие Кз =f. О, и эти замены не повлияют 
на существование и единственность периодических орбит. В частности, ес­

ли d1 = dз = d4 = О, d2 = l, то 

а система (6.2) становится системой (6.3). 
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Как мы отметили в начале §4.6, для этого случая ус~ченная нормальная 
форма имеет вид 

{ 
х = х(е1 + PiX

2 + Р2У2 + ii1X
4 + ii2x

2y2 + iiзY 4 ), 
(7. l) 

fJ = У(Е2 + РзХ2 + р4у2 + ij4X
4 + iisX

2y2 + ij6y4
), 

где х;;::: О, у;;::: О, р;, iji Е Jl~}, i = l, 2, 3, 4, j = l, 2, ... , 6, и е 1 и Е2 - малые 
параметры. 

1 
После замены переменных (х2 , у 2 ) -+ (х, у) и t -+ 2 t уравнение (7. l) 

переходит в уравнение 

Мы предполагаем, что 

Пусть 

p;;f:O (i=l,2,3,4) и 1~~ ~:J1:0. 

х 

х-+ Т/J.Т' 
у 

у-+ ур;т· t-+ -(sign P2)t. 

Тогда уравнение (7.2) принимает вид 

{ 

х = х(µ1 + 1)Х - у + QiX
2 + Q2xy + q3y2

), 

. ( С1 + 1 С1 2 2) У =У /l2 - -(3-'l)X + (3 + ! У + Q4X + Q5xy + QбУ , 

где 1) = l при Р1 Р2 < О и 1) = - l при Р1 Р2 >О, 

С1+1 Рз 
-(3- -р;· 

и условие (7 .3) в этих обозначениях превращается в условие 

ар(сх + l)(p + l)(cx + р + l) i= О. 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

Достаточно рассмотреть случай а ~ р. В противном случае возьмем 

(х, у)-+ (у, х). Тогда при замене переменных 
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величины а. и ~ в уравнении (7.5) меняются местами 

(fl.1=µ2(signф/(a.+1)))11, fl.2=[.!1(signф/(a.+ 1)))11, 

~ = 11(sign(~(~ + l))/a.(a. + l))). 

Полуплоскость а.~~ разделяется на восемь областей (а, Ь, ... , h) пя­
тью прямыми: а.=0, ~=0, а.+ l =0, ~+ l =0иа.+~+1 =0 (см. рис. 7.1). 

cx+l=O 

cx+~+l=O 

Рис. 7.1. Разбиение полуплоскости ot ~ 13 

Обозначим через а+(а_) систему (7.5), если точка (а.,~) лежит вобла­
сти а и 11 = l (11 = -l). Для других областей введем аналогичные обозна­
чения Ь±, ... , h±. 

Хотя мы ввели шестнадцать обозначений а+, а_, ... , h+, h_, случаев с 
различным поведением системы (7.5) всего тринадцать. По сути, как будет 
показано позднее, Ь_"' f _, с_"' g_ и d_ "'h_. 

Для формулировки основной теоремы необходимо следующее опреде­
ление. 

Определение 7.1. Уравнение (7.5) называется невырожденным, если 
выполняются условия 

где 

(1) а.~(а. + 1)(~ + l)(a. + ~ + 1) #О; 
(2) q6 #О для случаев а_, d+ и h+, 
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В лемме 7.10 будет показано, что если уравнение (7.5) невырожденное, 
то вместо уравнения (7.5) достаточно рассматривать уравнение 

{ 

i = Х((.11 + У)Х - у), 

. а.+1 а. У= У((.12 - -~-YJX + ~ + l У+ vg(µ1 + У)Х, у)), 
(7.8) 

где v = sigп q6 для случаев а_, d+ и h+. v =О в остальных случаях и 

х2 2ху у2 

g(x, у)= /3 - ~ + 1 + ~ + 2. (7.9) 

Теорема 7 .2. 1. Для различных значений а,~ (а~~) и YJ = ± 1 невыро­
жденная система (7.5) имеет тринадцать различных типов бифур­
кации. Соответствующие бифуркационные диаграммы и фазовые 
портреты показаны на рис. 7.2-7.14. 

L ~ Ul 
L-u1uк+ IIuL+ IIIUM 

L 1.\2 

~ к+ 

1 11 
о L+ IVUH 

L 
о 

III 1.11 

~ 
VIII IV М 

~ :VI /1 Н 
к-V 1 HL 

N 
к-u VIII v 

tlь ~ ~ 
NuVII VI HL 

Рис. 7.2. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д;1я случая а_ 
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[;___ ~ ~ 
1 u !(+ 

µ 
пuм III 

t-~ 
1'2 ~ !(+ 

/(м 
@_ ф_ 

о I t+ t+uJV 
L о';\ 

µ1 

tt_ VI V 

ш 1<- N 

1<-uviuL- NUV 

Рис. 7.3. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д.11я случаев Ь_ и f-

~ tN: tZL_ 
1uк+ пuм ш 

~.,.fk µ2 kL_ 
tм ©- @_ 

о 
1 П Ш N 

NUIV 
о~ 

L- µ1 

~ 
L+ 

tv VI v 

к-

к-uviuL- L+uv 

Рис. 7.4. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д.11я случаев с_ и g_ 
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[;__ ~ ~ 
1uк+ IIUN III 

tg ~ 1.12 ~ 
',~м @_ ®-

о MUIV 

~ 
L-

VI у 
L+ 1.11 

и к-

к-uviuL- L+uv 

Рис. 7.5. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д.тtя случаев d'_ и h-

L ~ Ul 
L-u1uк+ 11 uL+ IIIUN 

~ 
1.12 

~ к+ 

1 11 
L+ 

1.11 L о III 
о IV 

VI IV N 

~ 
v 

~ 
м 

к-

к-uv1 мuv 

Рис. 7.6. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты дЛЯ случая е_ 

20 Норм11J1ьиые формы 
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!vл ~ ~ 
L-u1uN 11 к+uшuи 

k 1'2 ~ N~ к+ 
!11 

о L+ IV 
L-

о 
1'1 

IV 

~ 
VI у 

м 

~ к-

VI мuvuк-

Рис. 7.7. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты мя случая а+ 

~ ~ ~ 
IUN 11 к+ U III 

~ 1'2 ~ к+ 

N 

о'~ ~м MUIV 
у 

L-
о 

l'l 

li!_ 
L+ 

~ 
VI у 

к-

VIuL- L+uvuк-

Рис. 7.8. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты мя случая Ь+ 
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~ ~ ~ 
1 к+uп мuш 

ki_ 1'2 

~ к+ 
м 

11 

о 
1 III L+ L+u1vuк-

L-Xo 
1'1 

~ 
IV 

~ N 

к-

VIuL- VUN 

Рис. 7.9. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты мя случая с+ 

~ ~ rz:_ 
1 к+uпuм 111 

~ 
1'2 

~ к+ ~м 
1 1 

о L-~ 
1'1 L+u1vuк-

о и 
N 1 IV 

&_ !h S VI V 
н 

к-

N UVIII uL- vuн 

&__ ~ ~ 
VII s VI 

Рис. 7.10. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты мя случая d+ 

20* 
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k i1L ~ 
L-u1 NUII к+ u 111 u L+ 

~ 
1'2 

~ к+ 

N~ 111 
о 

L+ IVUM L- 1'1 

·к 
~ 

VI у 

~ к- м 

VI vuк-

Рис. 7.11. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д.пя случая е+ 
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Рис. 7.12. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты д.пя случая f+ 
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а ~ ~ 
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:Yv IV 

~ N 

к-

VluL- VUN 

Рис. 7.13. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты мя случая g+ 
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Рис. 7.14. Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты дпя случая h+ 
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2. В каждом из случаев, за исключением случаев а_, d+ и h+. би­
фуркационная диаграмма имеет вид 

Ф =к+ u к- u L + u L - u М U N u {О}, 

где 

к+:µ1=О,µ2>0, 

к-:µ1 =О, µ2 <О, 

L +: µ2 =О, µ1 >О, 

L - : µ2 = О, µ1 < О, 

М:µ2=-~: 1 µ1 + O(µi), µ1 >0, 

N:µ2 =-~µ1 + O(µi), µ1 >О при 'l)=-l и µ1<Опри1)= l. 

(7.1 О) 

На кривых К±, L±, М, N возникает седлоузловая бифуркация. В ука­
занных случаях система (7.5) не имеет предельного цикла. 

3. В случае а_ бифуркационная диаграмма состоит из объеди­
нения 

HUНLUФ, 

где Ф определено в (7.10), а 

Н:µ2 = -~µ1 +О(µ~). µ1 >О, 

НL· сх v(~ + 1) 2 О( з) О 
.µ2 = -~µ1 - ~2(ct+~+ l)(ct+~+2)µ1 + µ1 'µ1 > . 

На кривой Н возникает бифуркация Андронова-Хопфа. Когда точ­
ка (µ1, µ2) находится между кривыми Н и НL, уравнение (7.5) имеет 
единственный предельный цикл, вырождающийся при (µ1, µ2) Е НL в 
гетероклиническую петлю. 

4. В случаях d+ и h+ бифуркационная диаграмма имеет вид ФuН, 
где 

Н: µ2 = -~µ1 +О(µ~). µ1 >О для случая h+ и µ 1 <О для случая d+. 

На кривой Н возникает бифуркация Андронова-Хопфа. Если ло­

кализовать уравнение (7.5) ограничениями О< х < Е и /µ 1 / + /µ2/ < 
< -Е~а/(а + ~ + l), Е >О, то будет существовать кривая S, облада­
ющая следующими свойствами. Во-первых, 
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где µ1 > О для случая h+ и µ 1 <О для случая d+, 

J J x"- 1 yf:l-I(~ + х - y)2dxdy 

о •. "1 

Здесь n ...... 1 - область, ограниченная замкнутой кривой 

( 
е: )"( е: )f:l+I 

"f:l(~+x __ У_)- ~ ~+~ 
х у ~ ~ + l - ~~ + l) ' 

~ = 1 для случая h+ и~= -1 для случая d+, причем 

~О[ 
а+~+ 1 >О. 

Во-вторы.х, когда точка (µ1, µ2) находится между кривы.ми Н 
и S, уравнение (7.5) имеет единственны.й предельны.й цикл. Этот 
цикл целиком лежит в области О< х < е: и касается прямой х = е: при 
(µ1, µ2) Е S. 

Доказательство. Доказательство проведем в четыре шага. 

Шаг l. Фазовы.е портреты. при µ 1 = µ2 =О. Сначала рассмотрим си­
стему 

{ 

Х =Х(µ1 + Т)Х - у), 

. ( a+l а ) 
у =у µ2 - -~-rix + ~ + 1 У , 

(7.11) 

где х ;;;<:О, у;;;<: О, У)= ±1, а~~ и а~(а + l)(p + l)(a + ~ + 1) rf О. 
Пусть 

х = rcosв, у= rsin0, dt --+ dt 
r ' 

1t 
где r >О и О~ 0 ~ 2. Система (7.11) при µ 1 = µ2 =О превращается в систему 

{ 
; = r ( Т} cos3 0 - cos2 0 sin 0 - а ; 1 У) cos 0 sin2 0 + ~ : 

1 
sin3 0), 

(7.12) 
0 = (а + ~ + l) cos 0 sin 0 ( - ~ cos 0 + ~ ~ 1 sin 0). 
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Система (7 .12) имеет следующие положения равновесия со следующими 
матрицами линейной части: 

(О, О), [~ -·+'.]; 
(О, ё), ( 1 + (~ ~ 1) ') sin' ё [-~о~ 1 •+~+!]; 

р+1 

(7.13) 

[ . ] (о.~). 
р+1 о 
о _а+р+1 . 

р+1 

Положения равновесия (О, О) и (О, ~) всегда существуют, но вот поло­

жение равновесия (О, ё) существует только при (р ~ l)7J >О. Заметим, что 
- 1t 

при таком условии выполняется неравенство О < 0 < 2. 
Из выражений (7.13) можно построить фазовые портреты систем (7.12) 

и (7.11) (при µ 1 =µ2 =0) в r0-плоскости (г~О. 0~0~ ~)и в ху-плоскости 
(х ~О, у~ О) для каждого из случаев а±,.", h±; см. рис. 7.15 и рис. 7.16. 
Как нетрудно увидеть, при µ1 = µ2 =О фазовые портреты системы (7.5) и 
системы (7 .11) совпадают. 

Шаг 2. Фазовые портреты при µi + µ~ ':f О. В малой окрестности 
точки х =у =О фазового пространства система (7.11) имеет следующие 
положения равновесия с такими линейными частями: 

р 1 =(О, О), 

Рз = (-1)µ1, О), 

р+1 
при - --µ2 ~ О; 

c:t 

при -11µ1 ~ О; 

(7.14) 



§4.7. Две пары чисто мнимых собственных значений 313 

Yl~~(tanё)x 

OlZ:_Ьx 
У' ~~(tanё)x 

О~х 
у . i / / у = (tan ё)х 

О~х 
У! /; = (tanё)x 

О~х 

Рис. 7.15. Фазовые портреты возле точки х =у= О мя случая µ 1 = µ2 =О и 'IJ = 1 

где 

{ 

~(~+l)Y)( а ) 
Х4 = а+~ + l ~ + l µ1 + µ2 , 

~(~+!) (a+l ) 
У4 = а+~+ 1 -~-µ1 + µ2 . 

(7.15) 

Из (7.14) и (7.15) нетрудно получить следующие свойства системы (7.11). 
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плоскость т - в плоскость х - у 

:~. 1L, 
:~, :~, 
:~, 1g_, 
:~, 
:Е. 

Yl J /У= (tanё)x 

О~Х 
Yi д=(tапё)х 

о~х 
Рис. 7 .16. Фазовые портреты вo3Jle точки х = у = О для случая µ 1 = µ2 = О и 1} = -1 

1. Положение равновесия р2(р3) возникает или исчезает при пересе­
чении точкой(µ,, µ2) кривых L±(K±); при (µ,, µ2) Е L±(K±) оно сливается 
с р 1 =(О, О). При пересечении точкой (µ 1, µ2) кривой M(N) положение 
равновесия Pz(p3) превращается из седловой особой точки в узловую; р4 
совпадает с Р2(Рз) при (µ,, µz) Е M(N). 

2. Положение равновесия р4 существует тогда и только тогда, когда 
выполняется одно из следующих условий: 

(i) точка (µ 1, µ2) находится между кривыми М и N (µ 1 > О) для случая 
Т) = -1 (т. е. для случаев а_, ь_, ... ' h_); 
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(ii) точка (µ1, µ2) находится выше кривых М и N для случаев а+, Ь+, 
С+, f+ И g+. 

(iii) точка (µ1, µ2) находится ниже кривых МиN для случаев d+, е+ и 
h+. 

Более того, положение равновесия р4 определяется системой 

(7.16) 

Пусть р4 является фокусом, сохраняющим устойчивость при изменении 
(µ1, µ2) в некотором подмножестве малой окрестности точки (О, О). То­
гда в малой окрестности точки фазового пространства (х, у)= (О, О) ка­
чественное поведение системы (7.5) такое же, как у системы (7.11) (см. 

Баутин [2]). 
Предположим теперь, что р4 - фокус. Условие 

det(A(p4)) >О и tr(A(p4)) =О (7.17) 

обеспечивает возможность существования бифуркации Андронова-Хоп­
фа. Из (7.16) и (7.17) следует, что µ2 = -(ct/~}µ 1 и 

~(сх + р + 1) >О. (7.18) 

Заметим, что должны выполняться неравенства сх ~ р, х4 > О. Тогда по-
лучаем только три случая, удовлетворяющие условию (7.18): 

(1) сх >О, р >О, 1J = -1 и µ1 >О (т.е. случай а_ при µ1 >О); 

(2) р <О, -1 < сх + р <О, 1J = 1 и µ1 >О (т. е. случай h+ при µ 1 >О); 
(3) р > О, сх + р < -1, 1J = 1 и µ1 < О (т. е. случай d+ при µ1 <О). 
Положения равновесия р 1 , р2 и р3 всегда лежат на инвариантных пря-

мых х =О и у= О. Следовательно, если система (7.5) имеет предельный 
цикл, то точка р4 лежит внутри этого цикла. Во всех случаях, за исклю­
чением а_, h+ и d+, особая точка р4 является седлом или узлом, который 
возникает при седлоузловой бифуркации, сохраняет устойчивость и дви­

жется в другой седлоузел. Это означает, что у системы (7.5) нет периоди­
ческих орбит во всех случаях, за исключением случаев а_, d+ и h+· Таким 
образом, при µi + µ~ f= О бифуркационные диаграммы и фазовые портреты 
системы (7.5) (а также системы (7.11)) в этих (неисключительных) слу­

чаях полностью определяются знаками выражений (~ + 1)/сх, (сх + 1)/р и 
(сх+{З+ 1)/(р(р+ 1)) (см. (7.14), (7.15) и (7.16)). Следовательно, система в 
случаях Ь_ и f- ведет себя одинаково, то же верно для с_ и g_, d_ и h_, 
Ь+ и !+.с+ и g+. С другой стороны, как мы видели на первом шаге, фазо­
вые портреты системы (7.5) при µ1 = µ2 =О топологически эквивалентны 
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для случаев Ь_, с_, d_, f _, g_ и h_, но различаются в случаях Ь+ и f+. а 
также С+ и g+ (см. рис. 7.15 и рис. 7.16). Поэтому для системы (7.5) число 
частей полуплоскости сх ~~с различной динамикой равно тринадцати (см. 

рис. 7.2-7.14). 
Шаг 3. Единственность периодических орбит системы (7.5) в слу­

чаях а_, d+ и h+. Вместо системы (7.5) будем рассматривать систему (7.8) 
в слерующих 'трех случаях: а_ при µ1 > О, d+ при µ1 < О и h+ при µ1 > О 
(почему это можно сделать, будет объяснено на четвертом шаге). Пусть 

CIL-1 fj-1 

f.L1 =~о. µ2 =-~~о - ао2 , х - ох, у - оу, dt - х i dt, (7.19) 

где о > О, о и а - новые параметры, ~ = 1 для случаев а_, h+ и ~ = -1 для 
случая d+. 

Тогда система (7.8) перейдет в систему 

{ 

Х = x"'yfЭ-I (~ + У)Х - у), 

( 
+ 1 ) (7.20) 

f/ = x"'-lyfЭ -~~ - т'У)Х + ~: l у+ о(-а + g(~ + У)Х, у)) , 

где ~ = 1, У) = -1 для случая а_, ~ = -1, У)= 1 для случая d+ и ~ = 1, У) = 1 
для случая h+. 

При о= О система (7.20) становится гамильтоновой системой 

{ 

Х = х"' yfЭ-I (~ + У)Х - у), 

• OL-1 а а+ 1 а у = Х уfЭ ( -~ ~ - -~-У)Х + ~ + 1 у) 
(7.21) 

с первым интегралом 

Н(х у) =х"'у~э(~+Т)Х - _У_) 
' ~ ~+ 1 . 

(7.22) . 

Замкнутые линии уровня {Н = h} показаны на рис. 7.17. 

о~х о~х о~ 
случай@_ случай@+ случай®+ 

71=-l,~=l,C1L>0,(3>0 71=1,~=1,-1<«+(3<0 71=1,~=-1,«+(3<-1 

Рис. 7:17. Замкнутые линии уровня уравнения (7.21) 
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Замкнутым кривым соответствуют следующие значения h: 

{ О< h < hT ДJIЯ случаев а_ и d+. 

h2 < h <О ДJIЯ случая h+, 
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(7.23) 

где Н = h7 соответствует положению равновесия (х4, у4), а Н =О- трем 
прямым (они образуют треугольник из гетероклинических орбит в случае 

а_). 

Аналогично §4.6 ДJIЯ изучения периодических орбит системы (7.8) при­
влечем бифуркационную функцию Ф(а, о, h, сх, ~). которая при о= О зада-

ется равенством 

Фl&=О = J х"'-'уР(-а + vg(~ + 't)X, y))dx, (7.24) 

гh 

где Гh -линия уровня {Н = h}. Ориентация кривой Гh определяется на­
правлением векторного поля (7.21). Заметим, что 

равенство Фl5=0 =О эквивалентно равенству а= vP(h), 

где 

P(h) = /z(h) / (h) ! "' 1 Pd /i(h)' 1 = х-у Х, 

(7.25) 
Для доказательства единственности периодических орбит системы (7.8) 
нам достаточно показать, что ДJIЯ значения h, удовлетворяющего условию 
(7.23), выполняется неравенство P'(h) =f. О. 

Из формулы (7.22) получается, что на кривой Гh выполняется равен-
ст во 

Следовательно, 

Введем функцию 

ду=------­
дh x"'yP-l (~ + 1)Х - у)' 

l~(h) = j ~ + ~ - У dx. 

гh 

G(h) = ~P(h). 

(7.26) 

(7.27) 

(7.28) 
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Теорема 7.3. Если значение h удовлетворяет условию (7.23), то 
G'(h) #О. 

Из выражений (7.28), (7.25), (7.26) и (7.27) легко увидеть, что условие 
G'(h) #О эквивалентно условию 

/'(h) - P(h)l'(h) = ! (~ + 1JX - у) - G(h) dx # 0. (7.29) 
2 ' х(~+1)Х-У) 

гh 

Возьмем z=~+Т}х -у и Z; =z;(x) =~ +Т}Х -y;(x)(i = 1, 2), где {у =у;(х)}­
ветви кривой Гh, лежащие ниже и выше прямой z=O, тогда z1(x) >0>z2(x) 
при х, < х < Х2. Здесь х, и Х2 -это х-компоненты пересечения кривой rh 
и прямой z =О. Таким образом, для доказательства соотношения (7.29) 
достаточно доказать, что 

х2 

j[z, - z2 - G(h)C, - :J] d: >О. (7.30) 

XJ 

Нам понадобятся следующие леммы (Жолондек [2]). 
Лемма 7.4. Если теорема 7.3 верна для ~ ~ 1, то она верна и в 

остальных случаях. 

Лемма 7.5. Пусть Хо Е (х 1 , х2 ) - такая точка, что функция 

(z1z2)(x) <О достигает в точке х0 минимального значения. Тогда 
существуют такие у >О и х5 > х0 , что 

z1 (х) ~ а 1 [ (xJ' - xJ) 2 
- (xJ' - хт)2] ' 12 = а 1 и(х), z2(x) ~ а2и(х) (7.31) 

при х, ~ х ~ х0 , где а;= Z;(хо)/и(хо). i = 1, 2. 
Лемма 7.6. Существуют такие 8 >О и х6 > х2 , что 

при Хо< х < Х2, где д; = z;(xo)/w(xo). i = l, 2. 
Лемма 7.7. Если значение h удовлетворяет условию (7.23) и~~ l, 

то 

О< _ G(h) $:. ~ 
(z1 z2)(xo) ""' 3 · 

(7.33) 

Лемма 7.8. Верно следующее неравенство: 

хо 

/[ ( ) _ и2 (хо)] dx О 
их Зи(х) х > · (7.34) 
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Лемма 7.9. Верно следующее неравенство: 
х2 

![ () _w
2(xo)]dx О 

w х Зw(х) х > · (7.35) 

Доказательство теоремы 7.3. Из неравенств (7.31), (7.33) и (7.34) 
имеем 

~ ~ 

J[
z1-Z2-G(h)(_!_ _ _!_)] dx ~J[(a 1 -a2)и(x)-G(h)(_!_ _ _!_)-1 

] dx = 
z1 z2 х а, а2 и(х) х 

Xt XJ 

~ ~ 

![ G(h)u
2
(x0) ]dx j[ u

2
(x0)]dx 

=(а, - а2) и(х) + (z1z2)(xo)u(x) х ~(а, - а2) и(х) - Зи(х) х >О. 
~ ~ 

Аналогично из соотношений (7.32), (7.33) и (7.34) имеем 
Х1 

j[z, - z2 - G(h)C, - :J] d: >О. 
Таким образом, получено неравенство (7.30), и теорема 7.3 доказана. О 

Шаг 4. Редукция системы (7.5) к системе (7.8). Рассмотрим систему 
(7.5). Для случаев а_, d+ и h+ сделаем замену переменных по формулам 
из (7.19). Тогда система (7.5) перейдет в систему 

{ 

х = x"'y~-i [~ + Т)Х - у+ 8(q,x2 + Q2XY + QзУ2)], 

, а.-1 ~ [ CL CL + J CL 2 2 ] У= Х У -~~ - -~-. Т)Х + ~ + l У+ 8(-а + Q4X + QsXU + Q&Y) . 

(7.36) 
При 8 =О система (7.36) превращается в гамильтонову систему (7.21) 

с первым интегралом вида (7.22). Следовательно, для изучения перио­

дических орбит системы (7 .5) можно ввести бифуркационную функцию 
G(a, 8, h, ct, ~. {q;}), которая при 8 =О равна 

G/&=o= j x"'y~-'(-q,x2 -Q2XY-QзY2)dy+ 
гh 

+х"'-' yP(-a+q4x2 +QsXY +Q&Y2)dx=-ala.-1.p +fi4la.+1.p+Qsla.м1 +ii&la.-1.13+2. 
(7.37) 

где 

la.b = ! xaybdx, 

гk 
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Г h - кривая линии уровня Н = h и 

- ot + 2 - ot + l - ot (7 38) 
q4=q4+-~-q1, q5=q5+~+lq2, qв=qв+~+ 2 qз. · 

Вдоль кривой Г h выполняется равенство 

_ 1 р ( ot ot + l ot ) р-1 х" у -~~ - -~-71х + ~ + 1 у dx - х"у (~ + 71х -y)dy =О. (7.39) 

Умножая равенство (7.39) на х и затем интегрируя его вдоль кривой Гh, 
получим 

(7.40) 

Умножая равенство (7.39) на у и затем интегрируя его вдоль кривой Гh, 
получим 

ot~ Y)(ot+ l) ot 
-13'ci-ЦHI - ~ lci,Jз+I + ~ + 2'ci-l,P+2 =О. (7.41) 

Уравнения (7.40) и (7.41) составляют систему 

{ 

/ ~Y)ot / У)~ / 
ci,Jз+I = - ot + l ci-1.Jз+I + (ot + l)(~ + 2) ci-l,p+2• 

- ~ot~ ot~2 
/ci+l.P - -~Jjfa..p - (ot + 1)(~ + l) /ci-1,Jз+I + (ot + 1)(~ + 1)(~ + 2) /ci-1.P+2· 

(7.42) 
Подставляя (7.42) в (7.37), получим 

Gls=o = -a/ci-1,p + Y1lci,p + Y2lci-1.rн1 + q5/ci-1.rн2, (7.43) 

где 

r - "[ ot~ _ Y)Cl _] 
Y1=-1o1Jq4, У2=1о -(ot+l)(~+l)q4-(ot+l)q5 • 

= - ~2 
- Y)Cl~ - - (7 44) 

q6 - (а+ 1)(~ + 1)(~ + 2) q4 + (ot + 1)(~ + 2) q5 + q6. · 

Как нетрудно заметить, соотношения (7.44) и (7.38) вместе дают (7.7). D 
Лемма 7.10. Пусть система (7.5) - невырожденная. Тогда суще­

ствуют такие малые окрестности ..,1/ начала координат в фазовом 
пространстве (х, у)= (О, О) и Л начала координат в пространстве 
параметров (µ1, µ2) =(О, 0), что система (7.5) имеет не более од­
ной периодической орбиты в ..,1/ при всех (µ1, µ2) ЕЛ тогда и только 
тогда, когда то же верно для следующей системы: 

{ Х =X((J.1 +Т}Х -у), 

fJ = у(µ2 - 71ах + Ьу + vg(µ1 + 'f)X, у)), 
(7.45) 
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где 
а+ 1 

а=---
~ ' 

а 

b=~+l' 
х2 2ху у2 

g(x,y)=13-~+1 +~+2· 
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Константа v определяется следующим образом: v =О тогда и толь­
ко тогда, когда не выполняются уr;ловия случаев а_, d+ и h+; 
v = sigп(q6) тогда и только тогда, когда условия случаев а_, d+ 
и h+ выполняются. 

Доказательство. В этом доказательстве можно брать различные 

окрестности JV и д ДJIЯ различных систем. Тогда через JV и д будет 

обозначаться пересечение таких окрестностей. 

Из предыдущих рассуждений следует, что достаточно рассмотреть си­

туацию, когда выполнены условия либо случая а_, либо d+, либо h+. В 
частности, считаем, что v #О. Более того, ДJIЯ доказательства единственно­
сти периодической орбиты системы (7.5) в окрестности JV при (µ1, µ2) Ед 
достаточно доказать единственность периодической орбиты системы (7.36) 
на ху-плоскости. Кроме того, мы показали, что единственность периоди­

ческой орбиты системы (7.36) эквивалентна единственности решения би­
фуркационного уравнения 

Gl&=O =О, 

где G\8= 0 задается формулой (7.43). 
С другой стороны, рассмотрим следующую систему: 

{ .Х=х(µ1 +1)х-у), 

fJ = у(µ2 + (1Ja + ~У1µ1)Х + (Ь + ~у2µ1)У + QвУ2 ) 

(7.46) 

(7.47) 

в окрестности JV при (µ1, µ2) Е д, где ~ = ± l выбирается в соответствии 
с условиями а_, d+ и h+ (см. замену переменных (7.19)). Заменой пере­
менных (7.19) система (7.4 7) превращается в систему 

{ 

Х = Х"у(Н (~ + 1JX - у), 

. ca-I ~[ r<X а+ 1 а 1:>( = 2)] У= Х У --.~ - -~-1)Х + ~ + l У+ о -о+ У1Х + У2У + QвУ · 
(7.48) 

Итак, единственность периодических орбит системы (7.47) в области JV 
при (µ1, µ2} Ед эквивалентна единственности периодических орбит си­

стемы (7.48) на ху-плоскости. Если 8 =О, то система (7.48) сводится к 
гамильтоновой системе (7.21). Кроме того, единственность периодической 
орбиты системы (7.48) на ху-плоскости эквивалентна единственности ре­
шения бифуркационного уравнения (7.46), т. е. система (7.36) имеет (не 
более чем одну) периодическую орбиту на ху-плоскости тогда и только 

тогда, когда то же верно ДJIЯ системы (7.48). Другими словами, система 

21 Нормальныеформы 
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(7.5) имеет не более одной периодической орбиты в окрестности ,А/ при 
(µ 1, µ2) Ед тогда и только тогда, когда то же верно для системы (7.47). Для 
такого отношения эквивалентности между системами будем использовать 

обозначение (7.5)~(7.47). 

Поскольку система (7.5) невырожденна, q6 =f:. О. Тогда пусть 

l 
Х-+ /qб/Х' 

Эти преобразования приводят систему (7.47) к следущему виду: 

{
i=x(µ1 +rix-y), ' 

(7.49) 
fJ = у(µ2 + (Yja + ~Y1i.J.1)X + (Ь + ~Y21l1)Y + vy2) 

Следовательно, (7.47)~(7.49). 

Теперь рассмотрим систему (7.45). По определению функции g, систе­
му (7.45) можно переписать в виде 

{ 
Х = х(µ7 + YjX - у), 
у= у(µ2 + Т)а•х + Ь*у + vg*(x, у)), 

(7.50) 

где 

• vµт • 2v1) 
µ; =µ1. µ2 =µ2+ т· а =а+ 13µ1. 

ь· = ь - f3 ~ 1 µ1, v = sign(q5), 

• _ х2 2vxy у2 

g (х' у) - /3 - f3 + 1 + f3 + 2 · 

Таким образом, система (7.50) является частным случаем системы (7.5) при 
q1 = q2 = qз =О, но а• и ь· зависят от µТ = µ1• При помощи рассуждений, 
аналогичных проделанным для системы (7.5), получим, что система (7.50) 
эквивалентна следующей системе: 

где 

• ~V(Ot + 2) 
У2 =-(0t+ l)(f3+ !)' 

число ~такое же, как в (7.47), а 

=·- v(0t+f3+l) 
qб - (0t + l)(f3 + l)(f3 + 2)" 
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Поскольку 

v = sigп(qб) и a+f3+1 
(а+ 1)((3 + 1)((3 + 2) >О 

(см. условия случаев а_, d+ и h+ при сх ~ р), qб и q6 - величины одного 
знака. Пусть 

1 1 
х-+ l1761x' у-+ lqбly, t-+ lc761t. 

Тогда система (7.51) перейдет в систему 

{ х =х(11 1 + Т)Х -у), 
(7.52) 

[J = У(11; + (Т)а + ~У~11 1 )х + (Ь + ~У211 1 )у + vy2). 

Итак, доказаны эквивалентности (7.5) ::::= (7.47) ::::= (7.49) и (7.45) ::::= (7.51) 
::::= (7.52). Очевидно, что (7.49) ::::= (7.52). Поэтому (7.5) ::::= (7.45). О 

Замечание 7.11. Поскольку P(h*)=O и o=vP(h), уравнение кри­
вой бифуркации Андронова-Хопфа Н получается из (7.19) и имеет вид 
112 = -(сх/Р)11 1 + 0(11~). Кривая гетероклинической бифуркации получается 
из Р(О) в случае а_. Вычисления показывают, что 

1 

1 ! at-1(1 )(3+2d [32((3 + 2) х - х х 

Р(О) = ' о = 

j х"'- 1 (1 - x)r>dx 

о 

= l В(а, (3 + 3) _ (3 + 1 
[32([3 + 2) В(сх, f3 + 1) f32(a + f3 + l)(a + f3 + 2) · 

Наконец, чтобы получить уравнение кривой S для случаев d+ и h+ 
(Т) = 1), заметим, что координаты центра (х4 , у4 ) в системе (7.21) задаются 
равенством 

{

- ~а 
~4 = - а~ f3 + 1 ' 
у=~ +х4. 

Если взять е:/11111 > Х4, h,,111 = Н (е:/11111, ~ + е:/1111 j), то замкнутая линия 
уровня Н (х, у) = h,,11 касается кривой х /11111 = е:. Возвращаясь при помо­
щи преобразований (7.19) к системе (7.5), получим, что если (111, 112) Е S, 
S: µ2 = -(сх/р)µ1 - q>(E, µ,)v117 + 0(1111 \3), где q>(E, µ1) = P(h •. 111 ), то предель­
ный цикл касается кривой х = е:. Конечно, предельный цикл может быть 

больше, когда точка {µ 1, 112) пересекает кривую S и все еще находится 

в малой окрестности точки (О, О). Но поведение предельного цикла будет 

зависеть от глобальных свойств векторного поля. 

21* 
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§ 4.8. Библиографические замечания 

Семейства векторных полей на плоскости, инвариантные относительно 

поворота 2тt/q, q = l, 2, ... , изучались многими авторами, например, в ра­
ботах Афраймовича и др. [l] (q = l, 2, 3, 4), Арнольда [4] (q = l, 2, 3, 4), 
Березовской и Хибника [l] (q = 4), Богданова [ 1-3] (q = l ), Карра (Carr 
[l·]) (q =2), Чоу и Хейла (Chow, Hale [l]) (q = 1), Чоу, Ли и Вана (Chow, Li, 
Wang [2]) (q = 3), Гукенхеймера (Guckenheimer (3]) (q = l, 2), Гукенхейме­
ра и Холмса (Guckenheimer, Holmes [ l ]) (q = l, 2), Хорозва [ 1] (q = 2, 3), 
Нейштадта [ l] (q = 4), Такенса (Takens [ 1 ]) (q = l, 2 и q ~ 5), Вана (Wan 
[l ]) (q == 4), Вана (Wang [l ]) (q = 4) и т. д. 

Теорема 1.13 и леммы 1.5, 1.20, 1.21 и 1.22 доказаны Богдановым 
[l,2]. Леммы 1.6 и 1.7 в основном взяты из статьи Кушмана и Сандерса 
(Cushman, Sanders [l ]), а также из статьи Дюмортье, Руссари и Сото­
майора (Dumortier, Roussarie, Sotomayor [ 1 ]). У Ли, Руссо и Вана (Lie, 
Rousseau, Wang [ 1 ]) есть альтернативное доказательство единственности 
периодических орбит в системе Богданова-Такенса ( 1.5), причем ими по­
лучен глобальный результат. Лемма 2.2 была предложена Хорозвым [l]. 
Лемма 6.2 заимствована из книги Карра (Carr [ l ]). Имеется также другой 
подход к изучению числа предельных циКJJов системы (2. l )±, приводимый 
у Ли и Руссо (Li, Rousseau [2]). Первую часть § 3 мы излагаем по ста­
тье Хорозва [l], лемма 3.2 принадлежит Арнольду [2,4], а доказательство 
единственности периодических орбит при q = 3 взято из статьи Чоу, Ли и 
Вана (Chow, Li, Wang [2)). Случай q = 4 полностью не решен. Арнольд 
в [5] высказал предполжение, что это, возможно, единственный случай 
в задачах (l : q)-резонанса, когда не действуют методы современной ма­
тематики. Доказательства теорем 4.1, 4.5 и 4.10 могут быть найдены у 
Арнольда [4]. Теорема 4.6 взяты из статьи Вана (Wang [l]). Теорема 4.7 
была доказана Березовской и Хибником [!).Леммы 4.11 и 4.13 приводят­
ся у Вана (Wап [l]). Теорема 4.14 получена Нейштадтом [1]. Лемма 5.2 
заимствована из книги Такенса (Takens [2]). 

Если линейная часть (невозмущенного) векторного поля имеет соб­

ственными значениями чисто мнимую пару и простой нуль, то уравнение 

нормальной формы может быть сведено к двумерной системе, инвариант­

ной под действием группы диэдра, порожденной симметрией относительно 

прямой. Теорема 6.1 была впервые получена Жолондеком [l]. Также этот 
случай изучался в работах Карра, Чоу и Хейла (Carr, Chow, Hale [l]), 
Чоу и Хейла (Chow, Hale [l ]), Чоу, Ли и Вана (Chow, Li, Wang [ l ]), 
Гаврилова [l ], Гукенхеймера (Guckenheimer [l ]), Гукенхеймера и Холм­
са (Guckenheimer, Holmes [ l ]), Лангфорда (Langford [ 1 ]) и Ван Гиллса 

(van Gills [ l ]). Рисунок 6.6 может быть найден у Ли (Li [2]). 
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Если линейная часть невозмущенного векторного поля имеет две раз­

личные пары чисто мнимых собственных значений, удовлетворяющие усло­

вию нерезонансности, то уравнение нормальной формы может быть све­

дено к двумерной системе, инвариантной под действием группы диэдра, 

порожденной двумя симметриями относительно двух ортогональных осей. 

Этот случай был рассмотрен в работах Чоу и Хейла (Chow, Hale [ l ]), 
Гаврилова [2], Гукенхеймера и Холмса (Guckenheimer, Holmes [ l ]), Хол­
мса (Holmes [ 1 ]), Йосса и Лангфорда (Iooss, Langford [ 1 ]). Жолондек [2] 
провел д,ля этого случая первое полное исследование бифуркации кораз­

мерности два. В статьях Карра, Ван Гиллса и Сандерса (Сагг, van Gils, 
Sanders [ l ]), Ван Гиллса и Хорозва (van Gils, Horozov [ l ]), Ван Гиллса 
и Сандерса (van Gils, Sanders [ l ]) даны более простые доказательства 
единственности периодической орбиты в некоторых специальных случаях. 

При обсуждении бифуркаций сингулярных векторных полей важной 
задачей является вычисление числа периодических орбит. Она связана 
с задачей нахождения числа нулей абелевых интегралов. Хованский [ l], 
Ильяшенко [l, 2], Петров [l,2] и Варченко [l] дали оценки числа нулей 
д,ля некоторых абелевых интегралов. Используя эти результаты, Ли и Ху­

анг (Li, Н uang [ 1 ] ) построили пример кубической системы на плоскости, 
имеющей по крайней мере одиннадцать предельных циклов. См. также ра­

боты Чоу и Сандерса (Chow, Sanders [ l ]), Чоу и Вана (Chow, Wang [ l ]) 
и Вана (Wang [6]). 

При изучении существования, устойчивости и числа периодических ор­

бит векторного поля на плоскости мы ссылаемся на Андронова и др. [1], 
Сотомайора (Sotomayor (2]), Такенса (Takeпs (3]), Ие (Уе [ l ]) и Чжана и 
др. (Zhang et al. [ l ]). 

Дополнительные результаты по бифуркациям коразмерности два мо­

гут быть найдены в работах Дюмортье, Руссари, Сотомайора и Жо­

лондека (Dumortier, Roussarie, Sotomayor, Zoladek (2]), Гукенхеймера 
(Guckenheimer [1, 3, 4]), Хейла (Hale [l-4]) и Холмса (Holmes [2]). 



Глава 5 

Коразмерности выше 2 

В первых двух параграфах этой главы мы рассматриваем бифурка­

цию Андронова-Хопфа и гомоклиническую бифуркацию коразмерности 
выше 1. В двух следующих параграфах мы рассмотрим бифуркации Бо­
гданова-Такенса коразмерностей 3 и 4. 

§ 5.1. Бифуркация Андронова-Хопфа коразмерности 
больше 1 

Классическая теорема о бифуркации Андронова-Хопфа, изложенная 
в §3.1,-это локальный результат о рождении (или исчезновении) перио­
дической орбиты в неподвижной точке системы 

{ 
i. = f(x, у,µ), m1 

Х, у E.ll'i., 
у= g(x, у,µ), 

f, gEC 00
, (l. l) 

в момент, когда пара собственных значений Л 1 .2 = сх(µ) ± i~(µ) линейной 
части системы ( 1.1) пересекает мнимую ось. Более точно, мы делаем сле­
дующие предположения: 

сх(О) = О, ~(О) =~о # О, 
сх' (О) #О (для µ Е IR.1) и 

ReC, #О, 

где С, - старший коэффициент в нелинейной части нормальной формы 

уравнения ( l .l ) 11=о· Эта нормальная форма имеет следующий вид (см. § 2.11 
или лемму 1.1 этого параграфа): 

w = i~ow + C,w2w + C2w3w2 + ... + Ckwk+•wk + O(lwl2
k+

3
), (1.2) 

В этом параграфе мы покажем, что бифуркация Андронова-Хопфа 
может происходить, даже если какие-либо из условий (Н2), (Н3) не вы­
полнены. В этом случае бифуркация называется вырожденной бифурка­

цией Андронова-Хопфа. Она рассматривалась многими авторами (см. 
параграф 5.5). Доказательство теоремы 1.3 настоящего параграфа при­
надлежит Руссо и Шломюк (Rousseau, Schlomiuk [ 1 ]). 
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Лемма t. t. Пусть Л1,2 =а(µ) ± i~(µ) - пара собственных значений 
линейной части системы (1.1) в точке (х, у)= (О, О), причем а(µ),~(µ) 
удовлетворяют условию (Н1 ). Тогда для любого целого k >О найдут­
ся такая а > О и такая полиномиальная замена переменной, гладко 
зависящая от параметра µ при lµI < а, что в комплексных коор­
динатах после этой замены семейство (1.1) выглядит следующим 
образом: 

w =(а(µ)+ i~(µ))w + С1 (µ)w 2w + C2(µ)w 3w2 + ... 

. . . + Ck(µ)wk+lwk + O(lwl2k+з), (1.3) 

где С"(-) Е С00 и С"(О) =С" (С" - коэффициенты нормальной фор­
мы (1.2)). 

Доказательство. Как и в § 2.1, положим т = (т 1 , т2), где mi ~О 
(j = 1, 2)-целые числа, .А" ={тJ2 ~ т1 +т2 ~2k +2}, Л(µ) = (Л 1 (µ), Л2 (µ)) 
и 

(т, Л(µ)) = т1Л1 (µ) + тzЛ2(µ). 

Из (Н1 ) следует, что резонанс порядка не выше 2k + 2 вида 

Л 1 (О) = (т, Л(О)) 

имеет место тогда и только тогда, когда 

т Е .А*= {т: т 1 = тz + 1, тz = 1, 2, ... , k} с ..Ak· 

Тогда в силу теоремы 2.1.5 найдется полиномиальная замена переменной, 
приводящая при µ = О систему ( 1.1) к ее нормальной форме ( 1.2) вплоть 
до членов порядка 2k + 2. 

Поскольку Лi(µ) является гладкой функцией (j = 1, 2), найдется такое 
а > О, что при 1µ1 < а выполняется равенство 

Л1 (µ) =/:- (т, Л(µ)), если т Е .А"\ .А*. 

Следовательно, используя те же рассуждения, что и в доказательстве те­

оремы 2. 1.5, мы можем найти полиномиальную замену переменной, гладко 
зависящую от µ, которая позволит нам избавиться от всех членов вида 
wm 1 wm2 , (т1 , т2) Е .А" \ .А*. Тем самым, семейство ( 1.1) для О < 1µ1 < 't 
будет приведено к виду (1.3). D 

Определение t .2. Будем говорить, что в семействе ( 1.1) в начале ко­
ординат происходит бифуркация Андронова-Хопфа порядка k (k ~ 1), 
если а(О) = О, ~(О) = ~о =/:- О и 

Re(C1) = Re(C2) = ... = Re(Ck-1) =О, Re(C") =f. O, (1.4) 
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где С1, ... ,Сk-коэффициенты нормальной формы (1.2) уравнения (l .l)µ=o· 
В этом случае мы также будем говорить, что начало координат является 

медленным фокусом порядка k для уравнения (l.l)µ=o· 
Теорема 1.3. Рассмотрим С00 -гладкую систему 

{ 
i = f (х, у), 1 (х, у Е 1R. ). 
fJ = g(x, у) 

(1.5) 

Пусть ее неподвижная точка (О, О) является медленным фокусом 

порядка k. Тогда справедливы следующие утверждения. 
1. Если в семействе (1.1) число параметров п ~ k и (1.l)µ=o = (1.5), 

то найдется такое а> О и такая окрестность д начала коорди­

нат, что при lµI <а уравнение (1.1) имеет в области д не более k 
предельных циклов. 

2. Для любого j, 1 :::;; j :::;; k, и для любой окрестности д • с д точ­
ки (х, у)= (О, О) найдутся такая система вида (1.1)µ для которой 
(l.l)µ=o = (1.5), и такое число а•> О, что у уравнения (1.1)µ в д• есть 
ровно j предельных циклов при µ Е S. Здесь S - некоторое открытое 
подмножество множества{µ: О< lµI <о*}, причем О Е S. 

Доказательство. 1. Пусть ( 1.2) - нормальная форма уравнения ( 1.5). 
Тогда условие (1.4) в полярных координатах принимает следующий вид: 

{
; = Re(Ck)r2н1 + O(r2k+з), 
0 =~о+ O(r2

), 

(1.6) 

Учитывая, что ~о -:/:- О, в малой окрестности r = О мы можем получить из 
системы ( 1.6) следующее уравнение: 

· dr = Re(Ck) 2н1 + О( 2k+з) 
d0 f3o r r · (1.7) 

Из леммы 1.1 следует, что мы можем привести систему ( 1.1) к виду 

dr - 1Х(µ) h (Э ) з h (Э ) 5 h (Э ) 2k+I О( 2k+з) (1.8) de - f3(µ) r + 1 , µ r + 2 , µ r + ... + k , µ r + r , 

где hi(Э, µ) Е С00 при Э Е [О, 2it] и µ, близких к О, и сх.(О) = h1 (Э, О)= ... 
. . . = hk-1 (Э, О)= О, hk(Э, О)= Re(Ck)/~0 -:/:- О. 

Пусть 

R(ro, 0, µ)=и~ (0, µ)ro + и2(Э, µ)rб + ... + и2k+I (Э, µ)гбk+ 1 + ... , (1.9) 

где R(ro, 0, µ)-решение уравнения ( 1.8) с начальным условием R(r0 , О,µ)= 
= r0 ; обозначим 

ф(rо, 0) = R(ro, Э, О). ( 1.1 О) 
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Тогда ф(г0 , 6) - решение уравнения ( 1. 7) с начальным условием ф(г0 , О)= г0 • 
Отсюда следует, что 

д ff / { О при 1 ~ i < 2k + 1, 

{)(J дrЬ ro=O ф(го, 6) = [ (2k + 1 )!] R;~k #О при i = 2k + 1. 

Следовательно, вариация tf /8гЬj,0=0tJ!(г0 , 6) постоянна при i < 2k + 1 и рав­
на [ (2k + 1 )!](Re Ck/~0)6 при i = 2k + 1. Подставляя 6 =О и учитывая, что 
ф(г0 , О) = г0 , имеем 

ff 1 ·'·(г 2 )-{ %,ьl,=оф(го,О)={~ ~::~::·<2k+I, 
fji 't' о. 1t - о 

Го ro=O 21t[(2k + 1)!] R;~k при i = 2k + 1. 

( 1.11) 

Как и в доказательстве теоремы 3.2.4, определим отображение Пуан­
каре Р(х, µ)для системы (1.8) на оси Ох [ 14

) в окрестности точек х =О и 
µ = О, и положим 

V(x, µ) = Р(х, µ) - х. 

Количество периодических орбит системы ( 1.8) вблизи точки х = О для 
малых 1µ1 определяется числом положительных нулей функции V(x, µ) с 
х >О в окрестности точки (О, О). Когда х >О, мы имеем 

V(x, µ) = R(x, 21t, µ) - х 

и 

V(x, О) =ф(х, 21t)-x. 

Отсюда легко видеть, что 

{ 

ддV (О, О)= ддР (О, О) - 1 = 
8
8 

1 ф(г, 21t) - 1, 
х х Го ro=O 

ff v ff р ff . ( 1.12) 
-
8 

; (О, О)= -
8 

; (О, О)= -
8

; 1 ф(г, 21t) при i > 1. 
х х r0 ro=O 

Из уравнений ( 1.11) и ( 1.12) следует, что 

ff v { О при 1 ~ i < 2k + 1, 

дх;(О,О)= 21t[(2k+l)!]R;~k пpиi=2k+l. (l.l 3) 

Используя подготовительную теорему Мальгранжа (см. теорему 3.1.1 О), 
получаем, что V(x, µ) = Q(x, µ)-Тj(Х, µ),где Q-многочлен степени 2k + 1 
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по х, а функция Т}(Х, µ) обратима в окрестности точки (х, µ)=(О, О). За­
метим, что Q делится на х (поскольку r =О- неподвижная точка урав­

нения ( 1.8) ), а остальные корни многочлена Q разбиваются на пары: один 
положительный и один отрицательный (поскольку каждая периодическая 

орбита, охватывающая начало координат, должна пересечь как положи­

тельную, так и отрицательную полуось). Следовательно, найдется такое 

а > О и такая окрестность д точки r = О, что уравнение ( 1.8) имеет не 
больше k предельных циклов в области д. 

2. Предположим, что начало координат является медленным фокусом 
порядка k для системы (1.5). Приведем уравнение (1.5) к нормальной фор-
ме 

(1.14) 

Пусть j, 1 ~ j ~ k, задано и зафиксировано. Рассмотрим возмущение урав­
нения ( 1.14) следующего вида: 

· -F( -) k-i+l-k-i k-k-1 Z - Z, Z + (lk-jZ Z + ... + (lk-1Z Z , ( 1.15) 

где µ1 Е JR., k - j ~ l ~ k - 1. В полярных координатах это дает уравнение 

; = !lk-ir2<k-n+1 + ... + !lk-1r2k-1 + Re(Ck)r2н1 + O(r2k+з) = 
= G(µk-i• ... , !lk-2. !lk-1; r). (1.16) 

Чтобы получить возмущение вида (1.16), в котором рождается j пре­

дельных циклов, будем последовательно выбирать !lk-i, ... , !lk-i следу­
ющим образом. Предположим для определенности, что Re(Ck) >О (случай 
Re(Ck) <О рассматривается аналогично). Выберем О< rk < 1 так, что 

G(O, ... ,О, О; rk) >О. 

Число !lk-1 выбирается отрицательным с l!lk-i I « Re(Ck), так, чтобы вы­
полнялось неравенство 

G(O, ... , О, !lk-1; rk) >О. 

Найдется такое rk-1 Е (О, rk), что -----

G(O, ... , Q,~k-1; rk-1) <О. 

Выберем !lk-2 положительным с l!lk-21 « l!lk-1 I, так, чтобы знаки преды­
дущих неравенств не изменились: 

G(O, ... , !lk-2, !lk-1; rk) >О, G(O, ... , !lk-2, !lk-1; rk-1) <О. 

Далее, найдется такое rk-2 Е (О, rk-1), что 

G(O, ... '!lk-2. !lk-1; Гk-2) >О. 
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Продолжая так же, находим µk-3. 'k-3 •... , µk-i• 'k-i• причем после­
довательность Re(Ck), µk_ 1, ... , µk-i знакопеременная, О< lµk-il « ... 
. . . « lµk-1 I « Re(Ck) и О< 'k-i < ... < 'k-1 < rk. В итоге имеем 

t > О при r = rk, 'k-2, ... , 

t <О при r = 'k-1. 'k-3 •.... 

Это дает нам j областей Пуанкаре-Бендиксона; следовательно, найдутся 
по меньшей мере j предельных циклов. Докажем, что найдутся такое а* >О 
и такая окрестность д * начала координат, что при описанном выше выбо­
ре µk-1• ... , µk-j уравнение (1.15) имеет В д• рОВНО j Предельных ЦИКЛОВ 
при lµI < а*. Действительно, пусть это не так. Тогда для любого выбора д 
и а мы можем найти систему вида (1.15) (lµI <а) с более чем j предельны­
ми циклами в д. Тогда мы можем выбрать последовательно µk-i-I • ... , µ1 
и получить еще k - j предельных циклов в д. Но это значит, что общее 
число предельных циклов будет больше чем k, что противоречит уже до­
казанному заключению 1. О 

Замечание 1.4. Для практического применения этой теоремы важно 
уметь определять порядок медленного фокуса у уравнения ( 1.1 )11-=о• то есть 
находить номер первого ненулевого коэффициента Re(Ck) в нормальной 

форме (1.2). Мы приведем здесь краткое изложение другого метода, а 
именно метода коэффициентов Ляпунова, который больше подходит для 

практических вычислений. 

Предположим, что система (1.1)11-=О имеет следующий вид: 

{ 
~ = -~оУ + р(х, у), 
у= ~ох+ q(x, у), 

( 1.17) 

где р, q = O(lx, yl2
), ~о =1 О. Известно (см., к примеру, работу Чжана и 

др. [ 1] или Блоуза и Ллойда [ 1 ]), что для любого т ~ 1 найдется такая 
гладкая функция F, 

F(x, у)= ~ (х2 + у2) + O(lx, Yl3
), 

что 

( 1.18) 

Коэффициенты {Vi} называются коэффициентами Ляпунова системы 
(1.17). Отметим, что в общем случае такая функция F не единственна. 
Однако знак и номер k первого ненулевого коэффициента один и тот же 
для всех функций F. Коэффициенты Ляпунова эквивалентны коэффици­
ентам нормальной формы (1.14) в следующем смысле. 
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Теорема 1.5 (Bonin, Legault (l]). Первые k - l коэффициентов Ля­
пунова равны О, а k-й коэффициент положителен (отрицателен) 

тогда и только тогда, когда то же самое верно в отношении пер­

вых k коэффициентов {Re(Ci): j = 1, .. " k}. 
Пример 1.6 (Ли (1,3]). Рассмотрим квадратичную систему 

Положим для нее 

А= а2о + ао2, В= Ь20 + Ьо2, CI = а11+2Ьо2, ~ = Ь11+2а20, 

у= Ь20А 3 
- (а20 - Ь11)А 2В + (Ьо2 - а11)АВ2 - ао2В3 , 

8 = а~2 + Ь~0 + ао2А + Ь20В. 

Тогда (с точностью до положительного множителя) мы имеем 

(i) V1 = ACI - В~; 
(ii) V2 = [~(5А - ~) + CI(5B - CI)]y, если V1 =О; 
(iii) V3 = (А~+ BCI)y8, если V1 = V2 =О; 

( 1.19) 

(iv) Vk =О для всех k > 3, если V1 = V2 = Vз =О; в этом случае си­
стема ( 1.19) интегрируема (тем самым, максимально возможный порядок 
медленного фокуса для квадратичной системы равен 3.); 

(v) медленный фокус порядка 3 для системы ( 1.19) не содержится вну­
три предельного цикла. 

Пример 1. 7 (Сибирский ( l ]). Рассмотрим кубическую систему, сво­
бодную от квадратичных членов: 

(l.20) 

Если 8 21 + С12 =О (а этого всегда можно добиться поворотом системы 
координат), то мы можем переписать систему (1.20) в следующем виде: 

{ 

х =-у+ (а - <и - 6)х3 + (3µ - ri)x2y + 
+(36 + ~ - 3ы - 2а)ху2 + (v - µ)у3 , 

fJ = х + (µ + v)x3 + (3ы + 36 + 2а)х2у + (ri - 3µ)ху2 + (w - 6 - а)у3 • 
(1.21) 

Тогда (с точностью до положительного множителя) мы имеем 

(i) V1 = ~. 
(ii) V2 = -av, если V1 = О, 
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(iii) Vз = a6(J), если V1 = V2 = О, 
(iv) V4 = а26Т), если V1 = V2 = Vз = О, 
(v) V5 = -а26[4(µ2 + 62) - а2 ), если V1 = V2 = V3 = V4 =О, 
(vi) Vk =О дЛя всех k ~ 6, если Vi =О, i = l, 2, 3, 4, 5. В этом случае си­

стема (l.21) интегрируема. (Тем самым, максимально возможный порядок 
медЛенного фокуса дЛЯ системы ( 1.20) равен 5.) 

Пример 1.8. Рассмотрим бифуркацию Андронова-Хопфа дЛЯ урав-
нения 

{ 
i = у, ( 1.22) 
fJ = -1 + х2 + µ1У + µ2ХУ + µзх3у + µ4х4 у. 

Поскольку у уравнения (1.22) есть ровно две неподвижные точки (± l, О), 
причем точка ( 1, О) всегда является седЛом, нам достаточно рассмотреть 
точку (-1, О). Замена переменной Х = l + х переводит ( 1.22) в систему 

{
Х=у, 

.У= -2Х + у(µ1 - µ2 - µз + µ4) +Х2 + (µ2 + 3µз - 4µ4)Ху + 

+(-3µз + 6µ4)Х 2у + (µз - 4µ4)Х3у + µ4Х4у. 

(1.23) 

Линейная часть системы ( 1.23) в точке (О, О) имеет пару чисто мнимых 

собственных значений тогда и только тогда, когда 

( 1.24) 

Пусть условие (1.24) выполнено. Сделаем замену переменной у= -J2Y; 
тогда ( 1.23) перейдет в систему 

{
Х = -J2Y, 
. Гn 1 2 2 
У= v2X - ../2Х + (µ2 + 3µз - 4µ4)ХУ + (-3µ3 + 6µ4)Х У+ 

+(µз - 4µ4)Х3 У + µ4Х4 У. 

( 1.25) 

Используя метод коэффициентов Ляпунова (замечание 1.4), получаем 

1 
Vi = 16(µ2 - 3µз + 8µ4), 

1 
V2 = Гn(5µ3 - 14µ4), если V1 =О, 

96v2 
14 

Vз = 5µ4, если V1 = V2 =О. 

Тем самым, если µ4 =f:. О, то бифуркация Андронова-Хопфа происходит 
при 
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У системы ( 1.22) есть три предельных цикла, если точка (µ 1, µ2, µ3) нахо­
дится внутри области, заданной условиями 

µ4(5µз - 14µ4) <О, µ4(µ2 - 3µз + 8µ4) >О, µ4(µ1 - µ2 - µз + µ4) <О 

и О < /µ, - µ2 - µз + µ4 / « / V1 1 « / V2 / « / Vз /. 
Если µ4 =О, µ3 =f. О, то бифуркация Андронова-Хопфа порядка 2 про-

ИСХОДИТ при 

µ1 = 4µ.з, µ2 = 3µ.з. 

У системы ( 1.22) есть три предельных цикла, если точка (µ 1, µ2, µ3) нахо­
дится внутри области, заданной условиями 

µз(µ.2 - Зµз) <О, µз(µ.1 - µ2 - µз) >О 

и О< /µ1 -µ2 -µз/ « /V1I « /V2/ « 1. 

§ 5.2. Гомоклинические бифуркации высших порядков 
Рассмотрим семейство 

{ ~ = f(x, у,µ), 
у= g(x, у,µ), 

где х, у Е JR.1, параметрµ принадлежит JRn и f, g Е С2(п+о. 

(2.1) 

Пусть точка (х, у)= (О, О) является гиперболическим сед.лом для си­
стемы (2.1). Тогда существует линейная замена координат, приводящая 
матрицу линейной части в точке (0,0) к виду 

А(µ)= [ао(µ) Ьо(µ)]. 
Ьо(µ) ао(µ) 

Тогда матрица А(µ) имеет собственные значения Л. 1 ,2 = а0 (µ) + jb0(µ), 
j = ±1; кроме того, а5(µ) - Ь5(µ) <О. Устойчивым и неустойчивым много­
образиями линейной части в точке (О, О) являются прямые х ± jy =О. 

Поскольку след матрицы А(µ) равен tr А(µ)= 2а0 {µ), условие а0 (0) =f. O 
должно выполняться для того, чтобы бифуркация была типичной бифур­

кацией коразмерности один (см. §3.2). Теперь мы предположим, что 

а0(0) =О, Ьо(О) =1- О. (2.2) 

При µ=О выполнено условие Л. 1 + Л2 =О; поэтому резонансы матрицы 
А(О) имеют следующий вид: Л; = k(Л 1 + Л2) + Л;, i = 1, 2, k;::: 1. Следова­
тельно, если µдостаточно близко к О, то все остальные резонансы матрицы 

А(М) имеют порядок, больший 2п + 1. Положим 

{
w_ =x+j.y, 
W =Х- JY 

(j2=1). 
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Тогда в силу рассуждений, аналогичных лемме l. l, мы можем сделать по­
линомиальную замену переменной, приводящую систему (2.1) к виду 

! 
w = (ао(µ) + ibo(µ))w + (а 1 (µ) + jb1(µ))w 2w + ... 

. . . + (ап(µ) + jЬп(µ))wп+•шп + A(w, w), 
(2.3) w = (ао(µ) - jbo(µ))w + (а 1 (µ) - jb1(µ))w2w + ... 

. . . + (ап(µ) - iЬп(µ))wп+•wп + A(w, w), 

где A(w, w), A(w, w) = O(lw, ш1 2п+2). 
Замечание 2.1. Поскольку j2 = 1, как w, так и w вещественны. «Со­

пряженное число» w, введенное Жуаялем (Joyal [l]), отличается от обыч­
ного комплексного сопряжения, но весьма удобно для вычислений в этом 

параграфе. 

Прежде чем продолжать рассуждения, изложим кратко задачу, метод, 

применяемый для ее решения, и результат этого параграфа. 

Пусть при µ=О в системе (2.1) есть гомоклиническая петля Г. Нас 
интересует возникновение периодических орбит в малой окрестности петли 

Г при возмущении системы, то есть при О< lµI « 1. Мы попытаемся найти 
выражение для отображения Пуанкаре этого потока на трансверсали к Г в 

малой окрестности петли Г, а затем исследовать число неподвижных точек 

этого отображения при малых µ. 
Мы найдем координаты z = w + члены высше­

го порядка, в которых устойчивое и неустойчивое 

многообразия совпадают локально (т. е. в малой 

окрестности седла) с z- и z-осями координат со­

ответственно. Определим отображение F""(p0) как 
отображение соответствия с отрезка трансверса­

ли z = а на отрезок трансверсали z = а вдоль ор­
бит, проходящих мимо седла (о> О- малое чис­

ло); здесь р0 =О соответствует точке пересечения 
петли Г и отрезка z =а. Затем определим отобра­
жение G""(p0) как отображение Пуанкаре с отрезка 
z =а на отрезок z =а (см. рис 2.1). Тем самым, 

z 

Z =о 

z=a 

Рис. 2.1. Петля сеnаратри­
сы, трансверсалн и отобра­

жение Пуанкаре 

отображение Пуанкаре с отрезка трансверсали z =а на себя (отображение 
первого возвращения) есть Р"" = G"" о F"", и неподвижные точки отображе­
ния Р"" соответствуют периодическим орбитам системы. 

Пусть разложение G""(po) в ряд Тейлора имеет вид 

G""(po) = ро + Ро(µ) + Р1 (µ)ро + Р2(µ)р~ + · · · 
· · · + ~п(µ)р~ + ср(ро, µ), -1 < ~1 (µ), (2.4) 
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где q>(p0 , µ) = О(р~+'). Тогда у нас есть последовательность чисел: 

~о(µ), ао(µ), ~' (µ), а,(µ), ... , ~k(µ), ak(µ), ... , (2.5) 

где а;(µ) и~;(µ) взяты из (2.3) и (2.4) соответственно. 
Сформулируем основной результат этого параграфа. 

Если ~k(O) - первый ненулевой коэффициент в последовательно­

сти (2.5) при µ = О, то 

и система при малых µ имеет не больше 2k предельных циклов в окрест­
ности петли Г; если же первый ненулевой коэффициент-аk(О), то 

Ро(ро) - Ро ""ak(O)p~+' lп ро, 

и система при малых µ имеет не больше 2k + l предельных циклов в 
окрестности петли Г. 

Чтобы доказать это утверждение, нам нужно найти выражение для 

отображения Fµ(p0) (сингулярной части отображения Р). Насколько нам 

известно, эта задача была решена Руссари (Roussarie [ l ]) и Жуаялем 
(Joyal [ l ]) независимо, а Леонтович [ l] анонсировала тот же результат 
значительно раньше. Большинство результатов этого параграфа, так же 

как и некоторые обозначения, взяты из работы Жуаяля (Joyal [ l ]). 
Лемма 2.2 (Joyal [l]). Существует с2п+2-гладкая замена коор-

динат, приводящая систему (2.3) к виду 

. . . + (ап(µ) + ibп(µ))wn+lwn + wn+lwnE(w, w), ! 
w = (ао(µ) + jbo(µ))w +(а,(µ)+ jb1(µ))w 2w + ... 

w = (ао(µ) - jbo(µ))w + (а 1 (µ) - jb, (µ))w 2w +... <
2

·
6
) 

... + (ап(µ) - ibп(µ))wп+iwп + wп+iwпE(w, w), 

где E(w, w), E(w, w) Е С0 и E(w, w), E(w, w) --t О при (w, w) --t (О, О). 
Поскольку а0 (0) =О, Ь0(0) =1 О (см. (2.2)), мы можем предположить, 

что jbo(O) >О. Тогда ехо(µ) = ао(µ) + jbo(µ) > О, ао(µ) = ао(µ) - ibo(µ) <О 
при малых µ. Из (2.6) легко видеть, что в малой окрестности n начала 
координат линии w = О и w = О являются соответственно устойчивым и 
неустойчивым многообразиями системы (2.6). Без ограничения общности 
мы можем предположить, что область {(w, w):w >0, w >O}nf! содержится 
внутри существующей при µ=0 гомоклинической петли Г. Следовательно, 
чтобы найти отображение последования Fµ(p), нам достаточно рассмотреть 
случай, когда w > О и w > О. Положим 

{
p=ww 

q> = lп~. (2.7) 
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Тогда система (2.6) примет вид 

{ 
р. = 2 (ао(µ)р + а1 (µ)р2 + ... + ann(µ)pnn+I + pn+I А(р, ер)) ' 

(2.8) 
ер= ао(µ) + ct1 (µ)р + ... + сtп(µ)р + р В(р, ер), 

где ct;(µ) =а;(µ)+ jb;(µ), рп+~ А Е с2п+ 1 , рпВ Е C2n в области р;;::: 0, функ­
ции А и В непрерывны и стремятся к О, когда точка (р, ер) стремится к седлу 

(О, -оо). 

Поскольку ct0 (0) = jb0(0) >О, правая часть второго уравнения систе­
мы (2.8) положительна при малых р и µ. Тем самым, из (2.8) получаем 

~: = Со(µ)р + С1 (µ)р2 + ... + Cп(µ)pn+I + pn+I А(р, ер), (2.9) 

где pn+I А(р, ер) Е с2п+I и А(р, ер)-+ о при (w, w)-+ о (р-+ О, ер-+ -оо). При 
этом между а;(µ) и с;(µ) есть следующее соотношение: 

ао = а1 = ... = ak-1 =О, ak i= О# 
(2. 1 О) 

и sign(ak) = sign(ckb0). 
Пусть решение р = р(ер; р0 , µ) уравнения (2.9) с начальным услови­

ем р(еро; ро, µ) = Ро имеет вид 

р = h1(ep)po + h2(ep)p~ + ... + hn+1(ep)p~+I + Н(ро, ер), (2.1 l) 

где Н (р0 , ер) удовлетворяет условию 

lim Н (ро, ер) =О. 
PQ-0 p~+I 

Тогда функции h;(ep) удовлетворяют следующим уравнениям: 

h; = Coh1, 

h~ = coh2 + 2c1hi, 

h~ = соhз + 2c1h1h2 + C2hf, 

h~+I = Cohп+I + С1 ( L h;, h;2 ) + "· 
i1+i2=n+I 

"· + Cn-1 (. ~ h;1 ... h;п) + Cпh7+I, 
•1+".+•п=n+I 

кроме того, h1(ep0 ) = 1 и h;(ep0 ) =О при i;;::: 2. 

22 Ноомальные dюnмы 

(2.12) 
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Рассмотрим отображение Пуанкаре р = F11 (p0 ) с трансверсали {w =а} 
на трансверсаль {w =а}, переводящее точку (р0 , rp0) Е {w =а} в точку 
(р, rp) Е { w = а}. Как легко видеть, в этом случае rp0 = ln р0 - ln а и rp = ln а. 
Измененив масштаб с помощью преобразования w---+ a- 1w, мы можем 
считать, что д.ля точек (р0 , rp0) и (р, rp) выполнены равенства rp0 = ln р0 и 
rp=O. 

Пусть exp(c0 (rp - rp0)) = с0у + 1. Тогда из (2.12) мы получаем 

{ 
h1=СоУ+1, 

hk+1 = (cor + l)pk(y, со, с1, ... , ck). 1 ~ k ~ п, 
(2.13) 

где Pk -полином степени k по у, равный О при у= О, с линейным членом 
CkY· Выразим у: 

у= (exp(c0 (rp - rp0)) - 1)/со = (р;;-со - 1)/со при Со =F О, 

у = rp - rp0 при с0 = О. При малых µ функция у всегда положительна в 
некоторой окрестности начала координат (w, w) =(О, О) (см. рис. 2.3). Тем 
самым, подставляя (2.13) в (2.11), получаем 

.::! 
<о 

у 

w 

W=o 

W=o 

Рис. 2.2. Отображение Пуанкаре с w = а на w = а 

Со< 0 

Ро Ро 

.::! 
<о 

Рис. 2.3. Различные типы поведения у 

со> о 

F11 (po) = р = ро + со[РоУ + Ро(ро, у, Со, С1, ... , Сп)]+ 

+ С1 [р~у + Р1(ро, у, Со, С1, ... , Сп)]+ ... + Сп(Р~+lу + Pn(po, µ)], (2.14) 
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где р; (i<п)-многочлены и Рп=Н/сп (Н определено в (2.11), причем 
Pk = о(р~+ 1 ), k =О, 1, ... , п. 

Теперь предположим, что отображение Gµ: {w =а} --+ {w =а} имеет 
вид (2.4). Тогда 

Рµ(ро) = Gµ о Fµ(po) = Ро + (1 + Р1НР0 + Со(ро +у)+ .. ·]+ 

+ Р2[ро + Со(ро +у)+··· ]2 + · ·. 

· · · + Рп[Ро + Со(Ро +у)+ ... ]п + R(po, µ). 

Разложим Рµ(р0 ) - р0 в ряд, разобрав два случая, соответствующие двум 
возможным вариантам поведения функции у в окрестности точки р0 = О 
(см. рис. 2.3): 

(а) с0 ;;:<:О, р~ = о(р~у): 

Рµ(ро) - ро = Ро + Co[(l + Р1)1'0У + qo(po, у, Со, ···,Сп, Ро. · · ·, Рп)] + 

+ Р1Ро + · · · + Сп-1 [(1 + Р1)р~у + qп-1(ро, у, Сп-1• Сп, Рп)] + 

+ Рпl'~ + Сп[(I + Р1)р~+ 1 у + qп(f>o, µ)]; (2.15а) 

(Ь) со< О, [ро(СоУ + l)]k = о(р~у): 

Рµ(ро) - ро = Ро + Со(РоУ + i/o) + Р1Ро(соу + 1) + ... 

· · · + Сп-1 [ ( 1 + Р1)р~у + i/п-1] + Рп [ро(СоУ + l)п] + 

+ Сп[(I + P1)p~+ly + i/п(f>o, µ)], (2.15Ь) 

где qk, ijk = о(р~+ 1 у) при О~ k ~ п - 1. Пусть 

{ 

~2i =Р;, 
~2;+1 =С;, 

i = О, 1, 2, ... , п, 

i = О, 1, 2, ... , п, 
(2.16) 

где Ь; и С; - коэффициенты из (2.4) и (2.14) соответственно. 
Определение 2.3. Пусть линейная часть системы (2.1) в точке (0,0) 

имеет собственные значения а0 (µ) + jb0(µ), j = ± 1, причем а6 - ьg <О. Бу­
дем говорить, что в системе (2.1)11-=О происходит гомоклиническая бифур­

кация порядка т, если при µ=О в системе (2.1) имеется гомоклиническая 
петля и 

~о(О) = ... = ~m-1 (О)= О, ~m(O) =1 О. 

Теорема 2.4. Если в системе (2.1)11-=о происходит гомоклиническая 
бифуркация порядка т (т ~ 2п + 1), то 

1. при достаточно малыхµ система (2.1 )""имеет не больше т пре­
дельных циклов в окрестности петли сепаратрисы системы (2.1 )µ=о· 

22* 
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2. для любого k, О ~ k ~ т, найдется такое возмущение (2.1 )
11 
си­

стемы (2.1 )
11
= 0 и такая окрестность И петли, что возмущенная 

система имеет ровно k предельных циклов в И. 
Чтобы доказать теорему 2.4, нам понадобятся следующее обозначение 

и лемма. 

Обозначение 2.5. Пусть функции f;(x, µ) принадлежит классу сп 

( 1 ~ i ~ п) при х >О и непрерывны вплоть до х =О. Определим следующие 
функции: 

где' означает д/дх и 1 ~ i1 < i2 < ... < ik ~ п. 
Если f; 1 (О, µ)=О и f;2 = o(f;,) при х--. О, то lim f; 1;2 =О. 

х--+0 

Лемма 2.6. Пусть fi(x, µ), ... , fп(х, µ)-функции, непрерывные в 
точке х =0 и сп-гладкие при х >О,µ Е JRп. Если f;(O, µ)=О, f;

2 
=o(f;,) 

при i2 > i 1 и f:. .. k >О при О< х < е:, µ Е JRm, 1 ~ k ~ п, то функция 

Р(х, µ)=со(µ)+ С1 (µ) f1 (х, µ)+ ... +Сп(µ) fп(х, µ) 

имеет не больше п нулей при О~ х ~ е:, где с;(µ) Е JR, i =О, ... , п, и 
Сп(µ)# 0. 

Доказательство. Пусть функция Р имеет больше чем п нулей на от­

резке [О, е:]. Тогда ее производная 

~~ = f[(ci + C2f12 + · · · + Спf1п) := f[P1 

имеет не меньше п нулей на интервале (О, е:). Поскольку f[ > О при х > О, 
функция Р1 также имеет не меньше п нулей на интервале (О, е:). Повторяя 
предыдущее рассуждение, мы видим, что дР1 /дх имеет не меньше п - 1 
нуля на (О, е:), столько же, сколько и функция 

Р2(Х, µ) = С2(µ) + Сз(µ)f123(Х, µ) + ... + Сп(µ)f12п(Х, µ). 

Продолжая рассуждения по индукции, получаем, что функция дРп-~/дх = 
= Спf[2 ... п имеет хотя бы один нуль в интервале (О, е:), что противоречит 
условию леммы. О 

Доказательство теоремы 2.4. 
1. Покажем, что выражения (2.15а) и (2.15Ь) имеют не больше т нулей 

при О ~ р0 ~ е:. Чтобы применить лемму 2.6, нам достаточно показать, что 
последовательность 

(2.17а) 
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или 

РоУ. ро(СоУ + 1), ... , р~у, [ро(СоУ + l)]n (со< О) (2.17Ь) 

удовлетворяет свойствам последовательности {f;} из леммы 2.6. 
Из (2.10) имеем с0 =О{::}- а0 =О. В дальнейшем мы считаем число lcol 

достаточно малым. Обозначим последовательность (2.17 а) или (2. l 7b) че­
рез {f;(p, µ)}. Поскольку при с0 -:f-0 выполнено равенство с0у + l = р~'0 , обе 
последовательности (2.17 а) и (2. l 7b) имеют следующий вид: 

(2.18) 

где х =р0 , у= (х-со - l)/c0 и k;, m; EIR. При этом последовательность (2.18) 
удовлетворяет следующим условиям: 

если с0 ~О, то k; ~ ki при i < j, причем при k; = ki, имеем m; > mi; если 
с0 <О (модуль lcol мал), то k; < ki при i < j; 

k; >О и m; ~О. Отсюда следует, что f;2 = o(f;1) при х --+О и i1 < i2 и 

(xkym)' = (k - com)xk-lym + o(xk-Iym), 

причем k - с0т >О при малых значениях lcol- Следовательно, 

f .. = ff2 = Mxk2-k1ym2-m1 + o(xk2-k1ym2-m1) 
/1112 f' ' 

•1 

где М >О. Отсюда f/
1
;
2 
>О на интервале (О, е:) для фиксированного доста­

точно малого е; > О. Продолжая аналогичные рассуждения, получаем, что 
N. .. k > 0 на интервале (0, е;) для достаточно малого фиксированного е; > 0. 
Тем самым, условия леммы 2.6 выполнены. 

Докажем утверждение 2. Предположим для начала, что k = т. Без 
ограничения общности можно считать, что т = 2п + 1. Тогда 

~о(О) = ~1 (О)= ... = ~2п(О) =О, ~2п+1 (О)# О. 

Найдем возмущенную систему (2.1\,, в которой в окрестности петли ро­
ждаются ровно 2п + l предельных циклов. 

Используя (2.16) и (2.9), получаем, что систему (2.1 )
11
= 0 можно преоб­

разовать в систему 

(2.19) 

Мы построим требуемую систему в малой окрестности Т гомоклиниче­

ской петли. Пусть 

{ 

j; = й, 

fJ = ii, 
(2.20) 
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где 

Й = U + (й1 - U)(J)1, 

Й1 = U2 + (Й2 - U2)(J)2, 

й2 =из + (йз - из)(J)з, 
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V = V + (ti1 - V)(J)1, 

V1 = V2 + (й2 - V2)(J)2, 

й2 = Vз + (йз - Vз)(J)з, 

а (и, v) - исходная система (2.1 ).,.=о• имеющая вид (2.19) в координа­
тах (р, ер). При этом системы (u2, v2), (из, из) и (йз, йз), записанные в 

координатах (р, ер), имеют соответственно вид 

и 

dp 2 п S( ) dcp = µ2р + µ4р + · .. + µ2пР + р, ер , 

:: = S(p, ер) 

dp _ 2 п S( ) 
d<p - µзр + µsp + · · · + µ2п+1Р + р, ер . 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Здесь функция S(p, ер) та же, что и в (2.19), а µ2п+1. µ2п, ... , µз, µ2 -малые 
параметры, удовлетворяющие условиям 

Наконец, С00 -гладкие функции (1)1, (1)2 и (J)з определяются следующим об­
разом: 

(1)1 (х, у) =О на участке кривой Т от w = а 1 до w = а1 , не содержащем 

начало координат; (1)1 (х, у)= 1 от w = а2 до w = 02 (О< 02 < а1 ); на остав­
шейся части кривой Т функция (1) 1 заключена между О и 1 и постоянна на 
любом отрезке w =а (т. е. ер= ln о) при о2 <о< о 1 ; 

(!)2(Х, у)=: 0 ОТ W = 01 ДО W = 04, (!)2(Х, у)=: 1 ОТ W = Оз ДО W = 01 
(О< 04 <аз< а2 < 01); кроме того, функция (!)2(х, у) заключена между О 
и l и постоянна на любом отрезке w = о при о4 < о < оз; на оставшейся 
области неважно, как именно доопределить (,)2 • 

(J)з(х,у)=:О от w=o, до w=оз, (!)з(х,у)=:l от w=a2 до W=o1; 
кроме того, функция (J)з(х, у) заключена между О и l и постоянна на любом 
отрезке w =а при аз< а< 02; на оставшейся области неважно, как именно 
доопределить (J)з (см. рис. 2.4). 

Очевидно, что система (2.20) является возмущением системы (2.19). 
Уравнения 

:: = (µ2р + µ4р2 + ... + µ2пРп)(J)1 (р) + S(p, ер) (от W = 01 до W = 04), 

:: = (µзр + µsp2 + ... + µ2n+1Pn)(l - (,)2(р)) + S(p, ер) (от w = 04 до w = оз) 
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Рис. 2.4. Функции Ыj 

1 
1 

\ ". \ 
\ 

' ' ' 

343 

задают отображение соответствия F: {w = а 1 } - {w =аз}, которое имеет 
вид (2.14), причем q> - q>o = - ln р0 + ln аз - lп а 1 = - ln(a 1 /poaз) и С; имеет 
тот же знак, что и µ;+2. Отображение последования Е: {w =аз}- {w = а1} 
строится по уравнениям 

~: = (µзр + µ5р2 + ... + µ2п+1Рп)(~)з(р) + S(p, q>) (от W =аз до W = az), 

~: = (µзр + µsp 2 + ... + !-12п+1Рп)(~)1 (р) + S(p, q>) (от W = az до W = а1). 

Отображение Е имеет вид (2.14), причем q> - q>o = - ln аз/а 1 >О (и значение 
q>-q>0 конечно). С другой стороны, отображение Е имеет вид (2.4) с Ро =О 
(это означает наличие гомоклинической петли). В силу (2.13) коэффици­
енты р; из выражения для Е имеют вид 

р, =µзr. 

Р2=(µзr+ l)µs(~зr2 +r). 

где Pi (j ~ l) - многочлен от у степени j с линейным членом !-12н1У· 

Следовательно, при выполнении условия l!-12н I « l!-12н1 I (2 ~ j ~ п) знак 
коэффициента р; совпадает со знаком числа µ2;+1. 

Поскольку значения µ; (2 ~ i ~ 2п + l) могут быть выбраны независимо 
друг от друга и они являются непрерывными функциями от коэффициентов 
разложения системы в ряд Тейлора в нуле, из условия (2.24) следует, что 
у системы (2.20) есть по меньшей мере 2п предельных циклов в кольце Т. 

Вплоть до этого момента условие Ро = О выполнялось, то есть в си­
стеме (2.20) по-прежнему есть гомоклиническая петля. Из условия µ2 -/-О 
следует, что с0 =!=О (а0 =/=О), и, значит, след матрицы системы в начале коор­
динат не равен О. Следовательно, существует возмущение системы (2.20) -
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система 

{ i=й-µ1й. у=µ1й+й, 
(2.25) 

при jµ 1 I « jµ2 j и правильном выборе знака коэффициента µ1 (см. при­
мер 3.9) имеющая на один предельный цикл (родившийся при разрушении 
петли) больше. 

Из заключения l теоремы 2.4 мы знаем, что у системы (2.25), как у 
возмущения системы (2. l )1L=O• не может быть больше 2п + l предельного 
цикла. Значит, система (2.25) имеет в точности 2п + l = т предельных 
циклов. 

Для случая k < т мы можем использовать то же рассуждение, что и 
при доказательстве части 2 теоремы 1.3. Мы воспользуемся ,теми же воз­
мущениями (2.25) и (2.20), но теперь положим первые т - k элементов 
последовательности µm, µm_ 1, ... , µ1 равными нулю. Тогда возмущенная 
система будет иметь не менее k предельных циклов. Заметим, что мы по­
лучаем систему, имеющую ровно k предельных циклов - иначе мы можем 

возмутить полученную систему, изменив µm, µm_ 1, ... , µm-k так, чтобы они 
удовлетворяли неравенствам (2.24), породив еще (т - k) предельных цик­
лов, после чего новая система будет иметь больше чем т предельных 

циклов, что противоречит уже доказанному заключению l. О 

Замечание 2.7. Для применения этой теоремы важно уметь определять 
первый ненулевой коэффициент в последовательности (2.5) при µ=О, тем 
самым устанавливается порядок бифуркации. Мы приведем здесь метод, 

известный как метод двойственных констант Ляпунова, который позволяет 

определить первый ненулевой коэффициент среди а 1 (О), а2 (0), ... , если 
а0 (0) =О и Ь0 (0) = l (см. (2.5)). Затем мы приведем несколько результатов 
и примеров, не вдаваясь в подробное их обсуждение. 

Если а0 (0) = О (т. е. след матрицы А (О) равен О), то система (2. l )IL=o с 
особой точкой - сед.лом в начале координат может быть преобразована к 

виду: 

{
i =у+ р(х, у), 

y=x+q(x,y). 

Мы пытаемся найти такую функцию 

F(x, у)= (х2 
- у2) + F3(x, у)+ ... + Fk(x, у)+ ... , 

где Fk(x, у)-однородный многочлен степени k, что 

(2.26) 

d
dt F\ = v~(x2 _ у2)2 + v;(x2 _ у2)з + ... + v;(x2 _ y2)k+1 + .... 

(2.26) 
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Теорема 2.8 (Joyal, Rousseau [l]). Рассмотрим систему (2.l) с 

а0 (0) =О, Ь0 (0) = l и последовательность (2.5). Тогда при µ=О усло­
вие а 1 =а2 = ... =ak-I =0 и ak =rf O выполняется тогда и только тогда, 
когда и~= и;= ... = и;_ 1 =О и и;# О. Более того, sign(ak) = sign(u;). 

Определение 2.9. Начало координат для системы (2. l) с а0 (0) =О 
Ь0 (0) = l называется медленным седлом порядка k, если uj =и; = ... 
. . . = u;_ 1 =О и и;# О. Величина и; называются k-й седловой величиной. 

Пример 2.10. Для системы (2.26) первая седловая величина равна 

'U~ = Uxxx - fxyy + gxxy - gyyy)+ 

и 

+ [fxy(fyy - fxx) + fxy(gyy - gxx) - fxxgxx + fyygyy]. (2.27) 

Пример 2.11 (Cai [l], Zhang, Cai [l]). Для квадратичной системы 

{ х =х +Ах
2 + Вху + Су2 , 

iJ = -у - Кх2 
- Lxy - Му2 

Справедливы следующие утверждения. 

(i) Первые три седловые величины равны 

и~ =LM -АВ, 

и; = КВ(2М - В)(М + 2В) - CL(2A - L)(A + 2L), если и~ =О, 

(2.28) 

и;= (СК - LB)[ACL(2A - L) - ВКМ(2М - В)], если и~= и;= О, 

и; =О при всех k > 3, если и~ =и; =и; =О. 

(ii) Если и; =О при всех k и система имеет петлю сепаратрисы седла 
(или сепаратрисный многоугольник, вершины которого - седла) с верши­

ной в седле, то система интегрируема внутри петли (многоугольника). 

(iii) Неинтегрируемая квадратичная система, для которой uj =О, немо­
жет иметь ни предельного цикла, ни гомоклинической петли. 

Из теоремы 2.4 и примера 2. l l (iii) немедленно выводится следующая 
теорема. 

Теорема 2.12. При бифуркации гомоклинической петли в неинте­
грируемой квадратичной системе может возникнуть не более трех 

предельных циклов. 
Пример 2.13 (Joyal и Rousseau [l ]). Рассмотрим гомоклиническую би­

фуркацию системы 

(2.29) 
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с седлом в точке (1, О). При 8 =О система (2.29) является rамильтоновым 
уравнением (см. рис. 4.1.2) 

{
х=у, 

fJ = -1 + х2 , 
(2.30) 

с гамильтонианом 

у2 хз 
Н(х, у)= 2" + х - З· (2.31) 

Линии уровня { Н (х, у)= h, -~ ~ h ~ ~} замкнуты. Множество Н = -2/3 

соответствует положению равновесия (-1, О), а Н = 2/3 соответствует го­
моклинической петле. 

Рассмотрим систему (2.29) как малое возмущение системы (2.30). Из 
рассуждений § 4.1 (лемма 4.1.4), нам известно, что неподвижные точки 
отображения Пуанкаре соответствуют нулям следующей бифуркационной 

функции: 

M(h) = j (v,y + v2xy + vзх3у + V4X
4y)dx. (2.32) 

H=h 

Отсюда следуют такие утверждения: 

i. В системе (2.29) происходит бифуркация rомоклинической петли 

(HLB), если М(2/3) =О. 
ii. Бифуркация HLB имеет порядок 1, если М (2/3) =О и производная 

М'(2/3) бесконечна. Последнее эквивалентно тому, что div(F, G)l(l.O) :/:-О. 
Ш. Бифуркация HLB имеет порядок 2, если М(2/3) = div(F, G)l(l.O) =О 

и М'(2/3) :/:-О. 
iv. Бифуркация HLB имеет порядок 3, если М(2/3) = div(F, G)l(l.OJ = 

= М'(2/3) =О и производная М"(2/3) бесконечна. Последнее условие рав­
носильно тому, что v~ :/:-О. 

Проделав вычисления, мы получаем 

1 

М(2/3) = 4J2/3 j (v1 + v2x + v3x3 + v4x4)(1 - x)v' х + 2 dx. 

-2 

Следовательно, условие М (2/3) = О равносильно соотношению 

(2.33) 
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Из (2.32) и (2.31) мы получаем, что 

1 

М'(2/3) = 2 j ~(v 1 + v2x + v3x 3 + v4x4) dx = 

-2 

1 

= (3/ 2)1/2 j ("1 + v2 + vз + \14 _ v2 + vз(х2 + х + l) + v4(x
2 + l)(x + l)] d 

(1 - х)(х + 2)1/2 (х + 2)1/2 х. 
-2 

Ясно, что утверждение о том, что производная М'(2/3) конечна, рав­
носильно тому, что 

~ div(F, G)l(l.O) = v1 + v2 + vз + V4 =О. (2.34) 

При div(F, G)l<1.o) =О равенство М'(2/3) =О равносильно соотношению 

9 8 
v2 + 5vз - 7v4 =О. (2.35) 

Наконец, преобразовав систему (2.29) к виду (2.26) и используя фор­
мулу (2.27), мы получаем 

vj = ~(-v2 + 3vз + 8v4). 

Легко видеть, что если равенства (2.33), (2.34) и (2.35) выполнены, то 
vj = c8v4 , где с >О- константа. 

Следовательно, если v4 -:/:-О и О< 181 « l, то в системе (2.29) при усло­
виях (2.33), (2.34) и (2.3q) происходит бифуркация гомоклинической петли 
порядка 3. Если же v4 =О, v3 -:/:- О, О< 181 « l и выполнены равенства (2.33), 
(2.34), то в системе происходит бифуркация гомоклинической петли по­
рядка 2. 

§ 5.3. Бифуркация коразмерности 3: острие третьего 
порядка 

В § 4.1 мы показали, что система Богданова-Такенса 

{
х=у, 

fJ = е:1 + е:2У + х2 ± ху 

является версальной деформацией векторного поля 

{ х=у, fJ = ах2 + Ьху, 
где а и Ь - константы, удовлетворяющие условию аЬ -:/:- О. 

(3.1) 

(3.2) 
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Если а# О (без потери общности можно считать, что а= l), то фа­
зовый портрет системы (3.2) показан на рис. 3.1. Заметим, что фазовый 

портрет одинаков д,ля всех значений Ь, в том 

числе д,ля Ь = О. Поскольку сепаратрисы осо­
бой точки образуют острие, касаясь в начале 

координат, говорят, что система (3.2) имеет осо­
бенность типа острие (а cusp type). Если Ь #О, 
то это острие коразмерности 2; если Ь =О, то это 
острие более высокой коразмерности. В част-

ности, семейства векторных полей с остриями 

Рис. 3.1. Поток возле положе- коразмерности 3 и 4 имеют вид 

ния равновесия типа острие 

и 

{ 
ic =у, 

fJ = Е1 + Е2У + Е3Ху + Е4Х3у + х2 ± х4у 

соответственно, где Е, (i = l, 2, 3, 4)-малые параметры. В этом параграфе 
мы изучаем системы (3.3)±; описываемые результаты взяты из работы Дю­
мортье, Руссари и Сотомайора (Dumortier, Roussarie and Sotomayor [ l ]). 

Следующая лемма объясняет, почему во втором уравнении систем 

(3.3)± и (3.4)± не присутствует член вида х2у. 
Лемма 3.1. В малой окрестности начала координат следующие 

два семейства векторных полей С00-эквивалентны: 

(3.5) 

и 

{ 
ic =у, 

fJ = х2 + ~х3у + o((lxl + IYl)4
). 

(3.6) 

Доказательство. Пусть 

Тогда 

dH =у dy - x 2dx. (3.7) 

Следовательно, 

(3.8) 
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Уравнение (3.5) эквивалентно уравнению 

dH - [у(схх 2 + ~х3) + o((lxl + IYl)4)]dx =О. (3.9) 

Подставляя (3.8) в (3.9), получим 

dH - _!!:!L_dy - ~ухз + o((lxl + IYl)4) dx =О. 
1 +а.у 1 +а.у 

(3.1 О) 

Нетрудно видеть, что в малой окрестности точки (х, у)= (О, О) суще­
ствует такая замена координат вида 

{;::·+O(l(x, y)l 2)' 

что [j d[j =(у -сху2 /(1 + cxy))dy. Следовательно, при этой замене координат 
уравнение (3.1 О) переходит в уравнение вида 

dft - [~[ji3 + o((lil + lйl)4)]di =О, (3.11) 

где ft = ~[j2 - ~i3 • Поскольку уравнение (3.11) эквивалентно (3.6), лемма 
доказана. О 

Используя методы §4.l, можно показать, что семейство векторных по­
лей (3.3) является версальной деформацией векторного поля 

{ х=у, [J=х2±ухз. 
(3.12) 

Легко видеть, что заменой координат 

(х, у, t, е:1, е:2, е:з)-+ (х, -у, -t, е:1, -е:2, -е:з) 

система (3.3)- приводится к виду (3.3)+. Следовательно, нам достаточно 
рассмотреть следующую систему: 

{ х=у, fJ = е:1 + е:2У + е:зХУ + х2 + х3у. 
(3.13) 

Сначала мы сформулируем основной результат (теорема 3.2), а затем 
дадим детальное доказательство. 

Очевидно, что положение равновесия системы (3.13) задается уравне-
ни я ми 

у =О, х2 + е:1 =О. 
Следовательно, у системы (3.13) нет положений равновесия при е: 1 >О. 
Плоскость {е: 1 =О}, за исключением начала координат в е: 1 е:2 е:3 -простран­
стве, является бифуркационной поверхностью седлоузлового типа. Когда 
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е: 1 становится отрицательным, седлоузловая точка системы (3.13) распада­
ется на седло и узел. Прочие бифуркационные поверхности расположены 

в полупространстве {е: 1 < О}. Мы опишем эти поверхности с помощью их 
пересечений с полусферой S" = {(е: 1 , е:2 , е:3 ): е: 1 <О, e:i + е:~ + е:~ = а2 , а> 0-
достаточно малое число}. Бифуркационная диаграмма системы (3.13) -
конус, опирающийся на это пересечение, состоящее из трех кривых на S": 
кривой Н бифуркации Андронова-Хопфа, кривой HL бифуркации гомо­
клинической петли и кривой С бифуркации удвоения периода. Точки h2 на 

кривой Н и h/2 на кривой HL являются концами кривой С (см. рис. 3.2 
и 3.3). 

s 

Рис. 3.2. Пространство пара­

метров 

Рис. 3.3. След бифуркационной диа­
граммы на S(E1 ~О) 

С другой стороны, обе кривые Н и HL касаются границы дS" = 
= {(е: 1 , е:2 , е:3): е: 1 =О, е:~ + е:~ = а2} в точках Ь 1 и Ь2 (касания первого порядка). 
В некоторых малых окрестностях точек Ь, и Ь2 можно обнаружить бифур­
кацию острия коразмерности 2 (бифуркацию Богданова-Такенса, см. 

§4.1). Система (3.13) имеет единственный неустойчивый предельный цикл, 
если точка е: = (е: 1 , е: 2 , е:3 ) лежит между кривыми Н и HL в малой окрестно­
сти точки Ь 1 • Система (3.13) имеет единственный устойчивый предельный 
цикл, если точка е: = (е: 1 , е:2 , е:3 ) лежит между кривыми Н и HL в малой 
окрестности точки Ь2. 

Вдоль кривой Н, за исключением точки h2 , возникает бифуркация Ан­
дронова-Хопфа первого порядка. В системе (3.13) возникает неустой­
чивый__!Редельный цикл, когда точка е: переходит справа налево через 

дугу Ь 1 h2 с Н, соединяющую точки Ь, и h2 • В этой системе появляется 

устойчивый предельный цикл, когда точка е: пересекает слева направо дугу 

~сн. 
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Точка h2 соответствует (вырожденной) бифуркации Андронова-Хоп­
фа порядка 2. Вдоль кривой НL, за исключением точки h/2 , возникает 

бифуркация гомоклинической петли первого порядка. Когда точка е: слева --направо переходит через дугу b1hl2 с НL, две сепаратрисы седла сближа-

ются, сливаются и расходятся. При этом рождается неустойчивый пре­

дельный цикл. Сходное явление имеет место, когда точка е: справа на-

лево пересекает дугу ~с HL, и появляется устойчивый предельный 
цикл. Точка hl2 соответствует (вырожденной) бифуркации гомоклиниче­

ской петли порядка 2. Кривые Н и HL трансверсально пересекаются в 
единственной точке d, соответствующей одновременному возникновению 
бифуркации Андронова-Хопфа первого порядка и бифуркации гомокли­
нической петли первого порядка. 

Если параметр е: находится внутри криволинейного треугольника 
dh2hl2, то система (3.1) имеет ровно два предельных цикла. При этом 
внутренний цикл устойчив, а внешний неустойчив. 

Эти два предельных цикла сливаются в один, когда точка е: пересекает 
кривую С слева направо. На самой кривой С существует единственный 
полуустойчивый предельный цикл. 

Теорема 3.2. Пусть 

Ё=дS0 UHUHLUC, 

где дS0 и кривые Н, HL и С описаны выше. 
Бифуркационная диаграмма системы (3.13) внутри шара 

Во = {е:: e:i + е:~ + е:~ ~ 0 2
} 

является конусом, гомеоморфным множеству 

{84€1, 8
6€2, 84€3): 8 Е [О, о],(€,, €2, Ёз) Е Ё}. 

Топологический тип фазовых портретов системы (3.13) в фиксиро­
ванной окрестности точки О Е IR2 одинаков для каждой из шести 
компонент связности {D;} дополнения к бифуркационной диаграм­
ме и одинаков на каждой поверхности или кривой бифуркационной 
диаграммы (таких поверхностей {S;} девять, а кривых {Г;} пять). 

Конусы D,, ... , D5 опираются на открытые области 1, 11, ... , V, 
соответственно (см. рис. 3.4), а область D6 является половиной ша­

ра {е:: е: Е Во, е:, >О}. При е: Е D, U ... U D5 фазовые портреты системы 
(3.13) показаны на рис.3.4. --Поверхности S1, ••• , 59 опираются на дуги Ь 1 дSЬ2 (левая часть}, 
ь---:JiLd ... , h;ёbl2 соответс"твенно. При ЕЕ 5 1 u ... u S9 фазовые пор­
треты системы (3.13) показаны на рис. 3.5. 
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•1 >о 

•1 <о 
11 111 IV 

v 

Рис. 3.4. Фазовые портреты коразмерности О системы (3.13) 

Кривые Г,, ... , Г5 оканчиваются в точках Ь 1 , h2, d, hl2 и Ь2 соот­
ветственно. При е: Е Г 1 U ... U Г5 фазовые портреты системы (3.13) 
показаны на рис. 3.6. 

Остальная часть этого параграфа посвящена доказательству теоремы 

3.2. Начнем с раздутия при е: 1 < О. Пусть 

Х--+ 82Х, у--+ 83у, Е1 = -84
, 

1 t --+ -t 
о ' 

где 8 >О. Система (3.13) переходит в систему 

{
х=у, . 
fJ = -1 + х2 + 85

(v, + v2x + х3)у. 

(3.14) 

(3.15) 
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•1 =0 ~ ~ 
Ь1 дSЬ2 слева Ь1 дS~ справа 

~ Ь1 ~ 
Ь1 HLd Ь1 Hh2 

•1 <о ~ Ь2 ~ 
dHb2 h2Hd 

~ ~ ~ 
dHLh/2 hl2 HLb2 h2 с hl2 

Рис. 3.5. Фазовые портреты коразмерности 1 системы (3.13) 

•1 =0 ~ ~ 
Ь1 ~ 

(/)~ @Xt 
•1 <0 h2 

®« ~( 
d hl2 

Рис. 3.6. Фазовые портреты коразмерности 2 системы (3.13) 

23 Нормальные формы 
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Пусть 

µ3 =85
, µ;=85v;, i=l,2. (3.16) 

Система (3.15) принимает вид 

(3.17) 

где µз >О. 
Система (3.17) имеет положения равновесия (-1, О) и ( 1, О). Точка ( 1, О) 

всегда является семовой точкой, тогда как точка (-1, О) - фокус. 

(i) Бифуркация Андронова-Хопфа и бифуркация гомоклиниче­
ской петли. Используя результаты §§ 5.1 и 5.2 (примеры 1.8 и 2.13), 
получаем следующую лемму. 

Лемма 3.3. Положение равновесия (-1, О) системы (3.15) является 
стоком (источником) при v1 - v2 - 1 <О (>О). Бифуркация Андроно­
ва-Хопфа порядка 1 происходит на кривой Fl:{(v1, v2): v1 -v2 - 1 =0}, 
за исключением точки h2: (v1, v2) = (4, 3), в которой имеет ме­
сто бифуркация Андронова-Хопфа порядка 2. Более того, вокруг 
точки (-1, О) существуют два предельных цикла при условиях 
V2 - 3 <О, V1 - V2 - 1 >О и О« lv1 - V2 - 11 « lv2 - 31 « 1. 

Лемма 3.4. В семействе (3.15) на кривой HL: { {v1, v2): v1 - ~v2 -
-

1
7°; + 0(8) =О} происходит бифуркация гомоклинической петли 

порядка 1 всюду, за исключением точки hl2: (v1, v2) = ( :
1 
+ 0(8), 

- 1~ + 0(8)), в которой име~т ме:_то бифуркация гомоклинической 
петли порядка 2. Кривые Н и HL пересекаются трансверсально 

- (24 13 ) в точке d: (v1, v2) = lТ + 0(8), lТ + 0(8) , которая соответству-

ет одновременному возникновению бифуркации Андронова-Хопфа 

порядка 1 и бифуркации гомоклинической петли порядка 1. 
(ii) Бифуркация двукратного предельного цикла. Аналогично гл. 4, 

представим систему (3.15) с малым 8 как возмущенную гамильтонову си­
стему. При 8 =О система (3.15) принимает вид 

{ х=у, !i=-1+x 

с гамильтонианом Н(х, у), где 

у2 хз 
Н(х,у)= 2 +х- 3 , 
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и это выражение в точности совпадает с выражением (4.1.9) § 4.1. По 
лемме 4.1.4 мы можем найти бифуркационную функцию для периодических 
орбит системы (3.15) следующего вида: 

F(h, о, v1 v2) = J (v1 + v2x + х3)у dx. (3.18) 
y(h,&,•1.•2) 

Кривая y(h, о, v1, v2) определяется так же, как в §4.l. Функция F(h, о, v1, v2) 

хорошо приближается функцией M(h) = Fl6= 0 , задаваемой выражением 

M(h)= /(v1 +v2x+x 3)ydx, (3.19) 

гh 

2 2 
где Гh - линия уровня гамильтониана Н(х, у)= h, - 3 ::::; h::::; 3. Зна-

2 
чение Н(х, у)= - 3 соответствует положению равновесия (-1, О), а 

Н(х, у)=~ - гомоклинической петле (см. параграф 4.l и рис. 4.1.2). 
Число периодических орбит системы (3.15) равно числу решений уравне-

2 2 
ния M(h) =О, - 3 < h < 3. 

Аналогично § 4.1 определим 

lk(h) = j xky dx, k =О, l, 3, 4. (3.20) 

гh 

Лемма 3.5. Имеют .место соотношения 
6 15 21 12 

/3 = -пhfo + пf1, /4=13/0 - 13hf1. 

Доказательство. Вдоль линии уровня Гh выполняются равенства 

у2 хз 
2 + х - 3 = h (3.21) 

и 

у dy + ( l - x 2)dx = О. 

Из равенств (3.22) и (3.21) имеем 

2 
x 3ydx =xydx + xy 2 dy =xydx + 2xhdy- 2x2 dy + 3x 4 dy. 

(3.22) 

Интегрируя это выражение и применяя формулу интегрирования по частям, 

получаем соотношение 

28* 
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из которого следут первое из доказываемых равенств. Второе равенство 
доказывается аналогично. О 

Используя лемму 3.5, перепишем уравнение (3.19) в виде 

M(h) = (v1 - 1
6
1 h)lo(h) + (v2 + :~)l1(h). (3.23) 

Как в §4.l, определим функцию 

{ 

/1 (h) 

P(h) = lo(h)' 

. l, 

2 2 
--<h~-3 "'З' 

2 
h=-3· 

Тогда P(h) Е С0 [-2/3, 2/3] U С 1 [-2/3, 2/3) и равенство (3.23) превраща­
ется в соотношение 

- ( 6 ) .( 15) M(h) = v1 - пh - v2 + п P(h), (3.24) 

где 

- M(h) 
M(h) = fo(h)' 

Очевидно, что M(h) = M'(h) = ... = M(k)(h) =О, M<k+I)(h) -1 О тогда и 
только тогда, когда M(h) = M'(h) = ... = JЙ<k>(h) =О, JЙ<k+O(h) -1 О, где 
h Е (-2/3, 2/3]. 

Напомним следующие свойства функции P(h) (см. леммы 4.1.6 и 4.1.7 
в §4.1): 

(1) Р([~. ~])с [;. l], Р(-~) = l и Р(~) = ;; 

(2) P'(h) <О при-~< h < ~, Р'(-~) =-~и Р'(~) = -оо; 
(3) функция P(h) удовлетворяет уравнению 

(9h2 
- 4)Р' = 7Р2 + 3hP - 5. (3.25) 

Перепишем свойство (3) в следующем виде: пара (h, Р) является ре-
шением системы 

{ 

dP = - 7 Р2 - 3hP + 5 
dt ' 

dh = 4-9h2 
dt ' 

удовлетворяющим условию 

2 lim h = --, lim Р = 1. 
1--+-оо 3 1--+-оо 

(3.26) 



§ 5.3. Бифуркация коразмерности 3: острие третьего порядка 357 

Эта система имеет сед,ло (-~, 1) и устойчивый узел (~. ~) (рис. 
4.1.5). Графиком функции P(h) является неустойчивая сепаратриса поло-

жения равновесия (-~, 1) системы (3.26). Она соединяет точку (-~, 1) 
u (2 5) с точкои 3, 7 . 

2 2 
Лемма 3.6. При - 3 :::;;; h:::;;; 3 верно неравенство P"(h) <О. 

Доказательство. Из равенства (3.25) получаем Р" ( - ~) = -
1 
~~2 , 

Р"а) = -оо и 
(9h2 

- 4)Р" = Р'(14Р - 15h) + 3Р, 
(9h2 

- 4)Р"' = Р"(14Р - 33h) + Р'(14Р' - 12). 

(3.27) 

(3.28) 

2 2 
Докажем, что P"(h) <О при - 3 < h < 3. Если это не так, положим 

h* =iпf{ h:P"(h) =0, -~ < h <~}·Тогда P"(h*) =0 и P"'(h*) ~О, потому 

что Р"(-~) <О. 
С другой стороны, подставляя h = h* в обе части равенства (З.28) и 

учитывая условия P"(h*) =О и P'(h*) <О (лемма 4.1.7), имеем P"'(h*) <О. 
Это противоречие доказывает требуемый результат. О 

Теперь вернемся к бифуркации расщепления предельного цикла. Усло­

вие существования кратного предельного цикла определяется уравнением 

M(h) = M'(h) =О, которое задает кривую ё на v 1 v2 -плоскости. 
Лемма _i!: 7. Кривая ё является выпуклой, соединяет '!!_Очку h2 Е fJ 

с точкой hl2 Е НL (см. леммы 3.3 и 3.4) и касается кривых Н, НL в этих 
точках. Вдоль кривой ё для уравнения (3.15) возникает бифуркация 
расщепления предельного цикла. 

Доказательство. Из равенства (3.24) получаем 

M(h) = (v1 - 1
6
1 h)- (v2 + :~)P(h), 

M'(h)=- 1
6
1 -(v2+ :~)P'(h), M"(h)=-(v2+ :~)P"(h). 

- - 15 -
Если M(h) =M'(h) =0, то v2 + П f О. По лемме 3.6 имеем M"(h) f О. Сле-

довательно, по теореме о неявной функции из уравнения M'(h) =О можно 
выразить функцию h=h(v2). Точно так же из уравнения M(h) =0 находится 
функция v1 = '111 (h, v2) = v1 (h(v2), v2). Это означает, что кривая ё задает­
ся уравнением v1 = v1 (v2). Следовательно, ё - регулярная кривая, вдоль 
которой возникает бифуркация расщепления предельного цикла. 
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Далее, из соотношений M(h) = M'(h) =О имеем 

{ 

6 6 P(h) 
vi = Пh- П P'(h)' 

15 6 l 
'112 = -п - П P1(h)" 

(3.29) 

2 l 
При h-t - 3 получаем P(h)-t l, P'(h)-t - 8. Следовательно, (v1, v2)-t 

- 2 5 
-t (4, 3) = h2• При h -t З имеем P(h) -t 7, P'(h) -t -оо. Значит, (v 1, v2) -t 

( 
4 15) --t п· -п = hl2 (для удобства опускаем слагаемое 0(8), см. детали в 

§4.l). Из системы (3.29) получаем, что вдоль кривой C:v1 =v 1(v2) верно 
равенство dv1/dv2 =!(h). Отсюда с~ду~, что по леммам 3.3 и 3.4 кривая 
С касается кривых Н, НL в точках h2, hl2 соответственно. 

Наконец, докажем выпуклость кривой С. Поскольку кривая С опреде­
ляется равенствами M(h) = M'(h) =О, она является огибающей семейства 
прямых {Lh} на v 1 v2 -плоскости, которые задаются уравнениями 

6 15 
Lk: v1 - P(h)v2 - Пh - ПР(h) =О, 

где параметр h принадлежит [-~, ~]. Поскольку функция P(h) обрати­
ма, ее значения можно так выбрать в качестве параметров, чтобы прямые 

{Lh} параметризовались своими углами наклона РЕ [ ~, l]. Таким образом, 
прямые Lh имеют вид 

Lp: v1 - Pv2 - Н(Р) =О, 

6 15 
где Н(Р) = пh(Р) - Пр и функция h(P) является обратной к P(h). 
Нетрудно видеть, что 

11 P"(h) 
н (Р) = - (Р'(h))З <О, 

так как P'(h) <О, P"(h) <О (лемма 3.6). 
Известно (см, например, гл. l в книге Арнольда [4]), что огибающая 

семейства прямых (такого как Lh(Lp)), параметризованного своими углами 
наклона и заданного уравнениями v1 = Pv2 - (-Н) с выпуклой функци­

ей -Н, является графиком выпуклой функции v1 = v1 (v2) - образа функ­
ции -Н при преобразовании Лежандра. О 

(iii) Число предельньtх циклов. Как и в §4.l, для заданной пары (v 1, v2) 

число предельных циклов уравнения (3.15) определяется числом нулей 
- 2 2 

уравнения M(h) =О при -3 < h < 3· 
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15 -
Предположим, что v2 + 1I =О. Тогда M(h) =О в том и только том 

6 
случае, когда v1 = 1lh (см. уравнение (3.24)). От.сюда следует, что при 

4 4 --11 < "1 < 11 уравнение M(h) =О имеет единственный корень. 
15 

Если же v2 + 1I =f:. О, то перепишем уравнение (3.24) в виде 

- ( 15) M(h) = v2 +11 (A(h) - P(h)), (3.30) 

где 

( 
15)-1 ( 6 ) A(h) = v2 + 11 "1 - Тlh 

-линейная функция от переменной h. Очевидно, что нули функции M(h) 
отвечают точкам пересечения прямой LA: Р =А (h) и кривой ГР: Р = P(h) на 
hР-плоскости. Поскольку P'(h) <О и P"(h) <О (леммы 4.1.7 и 3.6), кривая 
ГР строго выпукла. С другой стороны, кривая ГР не зависит от переменных 

v1, v2, Р(-~) = 1, Р(~) =~-Прямая LA зависит от переменных v1 ,v2, но 
u 15 о 

она имеет следующие своиства при "2 + П > : 

(l 0 ) А ( - ~) = 1 (> 1 или < 1) тогда и то~ко тогда, когда (v 1, v2) Е ii 
(точка (v 1, v2) лежит ниже или выше кривой Н соответственно); 

(2°) А(~)=~ (>~или<~) тогда и тол~о тогда, когда (v1, v2) Е HL 

(точка (v1, v2) лежит ниже или выше кривой HL соответственно); 
(3°) прямая LA касается кривой ГР тогда и только тогда, когда (v1, v2) Е 

Е С (то есть M(h) = M'(h) =О при некотором h Е (-~, ~)). 
15 

В случае v2 + П <О нужно лишь заменить знак «>» (соответственно 

знак«<») н~ «~ (~оответственно «>»)в свойствах (1°), (2°). 
Кривые Н, HL, С делят v 1 v2-плоскость на 5 областей (см. рис.3.7). 
Поскольку LA - прямая линия и Гр - выпуклая кривая, все различ­

ные возможные их пересечения показаны на рис. 3.8. Штриховые линии 
на рис. 3.8 обозначают различные положения прямой LA в зависимости от 

15 
знака суммы "2 + 11 · 

Обобщая результат, полученный для случая 8 = О, на случай 8 > О с 
помощью теорем о неявной функции, о бифуркации Андронова-Хопфа и 

о бифуркации гомоклинической петли (см. §§3.2, 4.1, 5.1 и 5.2), получаем 
следующую лемму. 
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Рис. 3.7. Бифуркациоиная диаграмма уравнения (3.15) в v 1 v2-плоскости мя малых 11 

(-f.1) (И) 

16dl~I N N ~1 
CJdULJU 
(•1, 112) s d (•1. 112) Е 11 (•1. 112) Е IV (•1. 112) Е III (•1, 112) Е 1 

(а) (Ь) (с) (d) (е) 

t::J ~ tj в [j 
(•1. "2) е ё (•1. 112) е v <•1.•2) ей (•1• "2) е ii2 (•1. "2) е ii2Hd 

(выше h2) 
(1) (g) (h) (i) (j) 

~ [j tJ Ej"'~ 
(•1."2) ей (•1."2) е ЙL (•1."2) е dHLhi2 (•1.Y'l) s hi2 (•1.•2) Е ЙL 
(ниже 3) (выше d) (нюке hi2) 

(k) (1) (m) (n) (о) 

Рис. 3.8. Взаимное расположение кривой р = p(h) н прямой Р = A(h) (сплошная линия при 
15 15 

v2 + li' > О; штриховая линия при "2 + li' < О) 
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Лемма 3.8. П УС"!:,1?.._ К - компактная окрестность криволинейно­

го треугольника dh2hl2 на v1v2-плоскости. Пусть N - компакт-

ная окрестность сингулярного диска { Н (х, у)~ ~} n {х;;::: 1} на 
(х, у)-плоскости. Существует такое число Л >О, что если (8, v1, v2) Е 
Е С(К) :=(О, Л) х К с IR.3 , то бифуркационная диаграмма уравнения 
(3.15) состоит из трех поверхностей и трех кривых, которые 

.можно описать (с точностью до диффеоморфизма конуса С(К), 

тождественного !!Ри ~=О) следующим образом: 

Sн = (О, Л) х (Н \ {h2}) - поверхность бифуркации Андронова­

Хопфа коразмерно.f_ти ~ 

SнL =(О, Л) х (HL \ {h/2}) - поверхность бифуркации гомоклини­
ческой петли коразмерности 1; 

Sc = (О, Л) х С - поверхность бифуркации расщепления предель­
ного цикла; 

(О, Л) х {h2}- кривая бифуркации Андронова-Хопфа коразмер­
ности 2; 

(О, Л) х {hl2}-кривая бифуркации гомоклинической петли кораз­
мерности 2; 

(О, Л) х {d} (т. е. Sн n SНL)- кривая бифуркации Андронова-Хоп­
фа и бифуркации гомоклинической петли. 

При 8 Е (О, Л) через I:a обозначим пересечение бифуркационной диа­
граммы системы (3.15) и плоскости 8 = 8. Тогда множество I:5 имеет вид, 
показанный на рис. 3.7. Фазовые портреты системы (3.15) для (8, v1, v2) 
в областях 1-V совпадают с портре­
тами 1-V на рис. 3.4 (€1 <О) соот­
ветственно. Фазовые портреты системы 
(3.15) для (8, v1, v2) вдоль каждой части 
множества I:5 совпадают с портретами 
на рис. 3.5 и 3.6 (€1 <О) для каждой из 
соответствующих частей поверхностей 

Н, HL, С соответственно. 
Замечание 3.9. Поскольку система 

(3.15) получена из системы (3.13), мы 
можем описать бифуркационную диа-

•з 

грамму системы (3.13) при €i <о. Рис. 3.9. Конус с. 1 (К) при е: 1 <О 

Формулы (3.14) задают преобразо-
вание Ф: (8, v1, v2) --t (€1, €2, €3). Это преобразование Ф переводит цилиндр 
С(К) =(О, Л) х К в конус С. 1 (К) ={(-84

, 86v1, 84v2):8E (О, Л), (v1, v2) ЕК}. 
Более подробно, с.1 (К) - конус в €1€2€3-Пространстве вокруг €1-ОСИ при 
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е: 1 <О (см. рис. 3.9). Бифуркационные диаграммы системы (3.13) в конусе 
С. 1 (К) являются образами при отображении Ф диаграмм, описанных в лем­
ме 3.8. Следовательно, они гомеоморфны конусам, опирающимся на кри­
вые Н, Н L, С, h2 , hl2 и d, образующие которых - кривые о-+ (84

, o6v1, o4v2) 

или (что эквивалентно) кривые е: 1 -+ (е: 1 , (-e:1)312v1, (-e:1)v2) при Е1 <О. 
(iv) Поведение системы (3.13) вокруг е:3-оси при е: 1 ~О. Рассмотрим 

замену координат и параметров 

(3.31) 

Для того чтобы рассмотреть параметры в конусе, содержащем ось е:з, 

фиксируем v2 = ±1 в формулах (3.31) и возьмем (о, €1, v1) в качестве новых 

параметров. При v2 = 1 получим конус вокруг е:3 -оси, е:з >О, а при v2 = -1-
конус вокруг е:3 -оси, е:3 <О. Мы разберем только случай v2 = 1. Случай 
v2 = -1 анализируется точно так же. 

Под действием замены переменных (3.31) при v2 = 1 система (3.13) 
принимает вид 

{
х=у, 

fJ = €1 + х2 + o5(v1 + х + х3)у. 
(3.32) 

При каждом фиксированном о Е (О, Т], где Т >О, второй раз применяем 
процесс раздутия: 

{

- 4 
Е2 = -1: ' 

2-
V1 = 1: V1, {

Х-+1:2Х, 

у-+ ,зу, 

f-+"t- 1t. 

Тогда система (3.32) преобразуется к виду 

{
х=у, 

fJ=-1 +x2+o5[1:(v1 +х)у+0(1:5)]. 

(3.33) 

(3.34) 

Сравнивая (3.34) с уравнением (4.1.7) и используя метод из §4.1, можно 
получить следующую лемму. 

Лемма 3.10. В полуплоскости {(€1, v1, v2):v2 = 1, €1 ~ 0} существу­
ет компактное подмножество в+, диффеоморфное диску, имеющее 

касание первого порЯдка с v 1 -осью в точке iJ; =(О, О, 1) и такое, что 
для уравнения (3.32) результаты Богданова-Такенса (см. теорему 
4.1.2) выполняются для любых (&1, v1) Ев+ и каждого о Е [О, 1:]. 

Замечание 3.11. Аналогично замечанию 3.9 система (3.31) при v2 = 1 
задает отображение (о, €1, v1)-+ (е: 1 , е:2 , е:3 ), которое переводит множество 
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(О, "tj х В+ в С~= {(84 ё: 1 , 86
\1 1, 84): 8 Е (О, "t], (Ё 1 , \11) ЕВ+}. Множество С~ -

конус в е:1е:2е:3-Пространстве вокруг Е3-ОСИ, опирающийся на в+. Бифур­

кационная диаграмма системы (3.13) в конусе С~ состоит из конусов, 

опирающихся на кривые Н, HL и {Ь 1 }, образующие которых - кривые 
о-+ (84 ё: 1 , 86

\11, 84
), где Ни НL-кривые бифуркации Андронова-Хопфа и 

бифуркации гомоклинической петли соответственно (см. рис. 3.1 О и 3.11 ). 
Точно так же, взяв \12 = -1, мы можем получить конус с;; вокруг е:3 -оси 
при е:3 <О. 

•з 

Рис. 3.10 Рис. 3.11 

Доказательство теоремы 3.2. Пусть С~ и с.~ - два конуса, постро­
енные в лемме 3.1 О и замечании 3.11. По лемме 3.8 можно выбрать такое 
компактное множество К в \1 1 vгплоскости, что 

(1) множество с.,(К) u С~ u с;; содержит конус C(D), опирающийся 
на диск D, принадлежащий полусфере 

е: 1 ~О и а> О достаточно мало, 

где конус С., (К) описан в замечании 3.9; 
(2) диск D содержит полуокружность S0 n {е:2 =О}; граница дD касается 

дS0 в точках Ь 1 , Ь2 , где Ь 1 = (О, О, а), Ь2 =(О, О, -а); это касание имеет 
порядок 1; 

(3) диск D содержит кривые Н =Sн nS0 , HL=SНL nS0 и С =Sc nS0 , 

где поверхности Sн, SнL. Sc те же, что и в лемме 3.8. 
Условие (3) следует из того, что кривая бифуркации Андронова-Хоп­

фа и кривая гомоклинической бифуркации в пересечении D n С~ соеди­
нены с Н, HL соответственно. Чтобы показать это, рассмотрим уравнения 
для кривых Н = Sн n S0 , HL = SнL n S0 • Из леммы 3.3 получаем уравнение 
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для Н: 

Из (3.14) имеем 

{ 

/) = (-е:)'/4, 

V1 = Е2/(-е:1)312 , 
V2 = е:з/(-е:,), 

где е: 1 < О. Подставляя (3.36) в (3.35) получаем 

где 

{ 
/(е:,, е:2, е:з) =::_О, 

g(e:1, е:2, е:з) - О, 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

Отсюда следует, что при е: 1 -+О кривая Н стремится к точкам Ь 1 , Ь2 со­
ответственно. Это означает, что кривая Н связана с кривой бифуркации 

Андронова-Хопфа в D n С~ в силу единственности кривой бифуркации 
Андронова-Хопфа в окрестности точки Ь 1 или Ь2 (см. §4.l). 

Аналогично можно рассмотреть уравнение ДЛЯ кривой НL = SнL n Sa. 
Таким образом, можно выбрать множества К, D, удовлетворяющие усло­
виям (l ), (2) и (3). Теорема 3.2 при е: 1 <О и (е: 1 , е:2 , е:3 ) Е С (D) следует из 
лемм 3.8 и 3.,1 О. Случаи е:1 >О или е:1 =О для (е:,, е:2 , е:з) =f:. (0, О, ±а) оче­
видны. Последний оставшийся варинат- это е: 1 <О и (е:,, е:2 , е:3) (j. C(D). 
В этом случае с помощью методов доказательства леммы 4.1.12 можно 
проверить, что уравнение (3.13) не имеет периодических орбит. О 

§ 5.4. Бифуркация коразмерности 4: особая точка типа 
острие 

В этом параграфе мы рассмотрим особую точку типа острие с выро­

ждением коразмерности 4. Семейство векторных полей для этого случая 
задается уравнениями (3.4)±. Большая часть приведенных ниже резуль­
татов принадлежит Ли и Руссо (Li, Rousseau [ l ]). Мы обсудим подробно 
лишь семейство (3.4)+, случай (3.4)- вполне аналогичен. Итак, рассмот­

рим семейство 

(4.1) 
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Очевидно, что при е: 1 >О семейство (4.1) не имеет особых точек; при 
е: 1 =О происходит бифуркация седлоузла. Если е: 1 <О, то мы произведем 
ренормализацию 

(4.2) 

где 8 >О. При этом семейство (4.1) примет следующий вид: 

(4.3) 

Мы изучим бифуркационную диаграмму ренормализованного семейства 

(4.3) (в v"112v3 -пространстве), а затем «вклеим» ее в е: 1 е: 2 е:3 е:4 -пространство, 
где при е: 1 =О происходит бифуркация седлоузла, при е: 1 = е:2 =О, е:з =f. 0-
бифуркация особой точки типа острие коразмерности 2, а при е: 1 = е: 2 = е: 3 = 
= О, е:4 =f. О- бифуркация особой точки типа острие коразмерности 3. Тем 
самым, при построении бифуркационной диаграммы для семейства (4.1) 
мы воспользуемся тем же способом, что и для семейства (3.13) из преды­
дущего параграфа. 

Из результатов §§5.1-5.2 (примеры 1.8 и 2.13) следуют две леммы, 
приведенные ниже. 

Лемма 4.1. Пусть 

(4.4) 

Тогда для каждого k= 1, 2, 3 в семействе (4.3) происходит бифурка­
ция Андронова-Хопфа порядка k (обозначаемая HBk), если выпол­
няется одно из следующих условий с соответствующим номером k: 

(1) V0 =О, 8V1 =f. О; 
(2) V0 = V1 =О, 8V2 =f. О; 

(
11 2 14) (3) V0 = V1 = V2 =О, 8 =f. О (то есть (v1, v2 , v 3) = S' 5' 5 и 8 =f. О). 

Семейство (4.3) имеет три предельных цикла вблизи фокуса в области, 
определенной неравенствами 

{ 
V2 < О, V1 > О, Vo < О, 
О< /Vo/ « /V,/ « /V2/ « 1. 

(4.5) 
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Лемма 4.2. Пусть 

{ 

5 103 187 
Wo = V1 - 7"2 - 77"з + 91• 
W1 = v 1 + v2 + v3 + 1, 

9 8 
W2 = -v2 - 5"з + 7· 

(4.6) 

Тогда для каждого k = 1, 2, 3 в семействе (4.3) происходит бифур­
кация гомоклинической петли сепаратрисы седла порядка k (обо­
значаемая HLBk), если выполняется одно из следующих условий с 
соответствующим номером k: 

(1) W0 =О, 8W1 i= О; 
(2) Wo = W1 = О, 8 W2 i= О; 

( 
107 94 110) (3) W0 = W1 = W2 =О, 8 i= О (то есть (v1, Vz, vз) = -91. - 91 , 91 

и 8 i= О). 
Семейство (4.3) при 8 i= О имеет три предельных цикла вблизи петли Га 

сепаратрисы сема в области, определяемой неравенствами 

Из этих двух лемм следует, что одновременная бифуркация Н LB2 nНВ 1 
происходит при 

( 
22 22) (v 1 ,v2,vз)= -1,- 13 .13 

и что семейство (4.3) имеет три предельных цикла, если д/IЯ (v1, v2, vз) 
выполняются условия 

Vo < О, W1 > О, Wa > О, 
О < 1Vo1 « 1, и О < 1 Wo \ « \ W1 1 « l. 

Также из лемм следует, что одновременная бифуркация HLB2 n НВ2 npo-

(
31 58 154) u 

исходит при (v1, v2, v3) = 
65

, - 65 , б5 и семеиство (4.3) имеет три пре-
дельных цикла, если д/IЯ (v1, v2, v3) выполняются условия 

V1 > О, Vo < О, Wo > О, 
O<IV0\«IV1l«l и 0<\Wo\«l. 

Для того чтобы исследовать периодические орбиты семейства (4.3), мы 
рассмотрим это семейство как возмущение гамильтоновой системы 

{ х=у, fJ = -1 + х2 , 
(4.8) 
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гамильтониан которой равен -Н(х, у), где 

у2 хз 
Н(х, у)= 2" +х - з· (4.9) 

По лемме 4. I .4 условие существования периодических орбит для се­
мейства (4.3) имеет вид: 

F(h,o,v1,v2,vз)= j (v1+v2x+vзx3 +x4)ydx=0, (4.10) 

y(h,&,v 1 ,vz,v3) 

где y(h, о, v1, v2, v3) определяется таким же образом, как в §4.l и функция 
F(h, о, v1, v2 , v3) хорошо приближается функцией M(h) = Fl&=O· При о= О 
условие (4.10) имеет вид 

M(h)= /<v1 +v2x+vзx3 +x4)ydx=0, (4.11) 

гh 

2 2 
где Гh -линия уровня Н(х, у)= h, - 3 ~ h ~ З• гамильтониана Н. Ли-

2 
ния уровня Н(х, у)= - 3 соответствует положению равновесия (-1, О), а 

кривая Н(х, у)=~ соответствует петле сепаратрисы седла. 
Мы найдем количество решений уравнения (4.11) при h Е (-~,~)для 

заданных (v1, v2, v3). Оно совпадает с числом периодических орбит семей­

ства (4.3). 
Также, как и в §§ 4.1 и 5.3, положим 

lk(h)= J xkydx, k=O, 1, 2, 3, 4. (4.12) 

гh 

Тогда M(h) разлагается в сумму 

M(h) = v1/o + v2/1 + vз/з + /4. (4.13) 

По лемме 3.5 выполнены следующие соотношения: 

{ /з=-lбlhlo+ ~~!,, 
21 12 

14 = 13 10 - lЗh/1 • 
(4.14) 

Подставляя (4.14) в (4.13), мы получим, что 

M(h) = A(h)lo(h) - B(h)/1 (h), (4.15) 
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где 

{ 

6 21 
A(h) =v1 - 11hvз + 13 , 

15 12 
B(h) = V2 + пvз - 13h. 

(4.16) 

Как и в §5.3, рассмотрим вместо M(h) функцию M(h) = M(h)/!0 (h). Тогда 
в силу (4.15), мы получаем 

M(h) = A(h) - B(h)P(h), (4.17) 

где функция P(h) та же, что и в §§4.1 и 5.3. Напомним свойства функции 
P(h) (см. леммы 4.1.6, 4.1.7 и 3.6). 

Лемма 4.3. Функция P(h) обладает следующими свойствами: 

(1) Р([-~, ~])с[~, 1], Р(-Л = 1 и Р(~) = ~; 
(2) P'(h) <а, Р'(-Ю =-~и Р'а) = -оо; 
(3) P"(h) <О и Р"(-~) = - 1 ~~2 ; 
(4) функция Р = P(h) удовлетворяет дифференциальному урав­

нению 

(9h2 
- 4)Р' = 7Р2 + ЗhР - 5, (4.18) 

или, что равносильно, пара функций (h, Р) удовлетворяет системе 
уравнений 

{ 

dP = - 7 Р2 - 3hP + 5 
dt ' 

dh = 4 - 9h2 
dt 

с асимптотикой Iim h = -2/3 и lim Р = 1. 
t---+-oo /--..-оо 

(4.19) 

Рассмотрим теперь бифуркацию рождения нескольких предельных 

циклов. Для появления сразу нескольких предельных циклов необходимо, 

чтобы при заданном h выполнялось условие М (h) = М' (h) =О, которое вы­
деляет в пространстве параметров поверхность 5. Точки этой поверхности, 
удовлетворяющие у,,еловию M"(h)-::/:- О, соответствуют бифуркации рожде­
ния двух предельных циклов. Мы покажем, что поверхность 5 регулярна 
в таких точках, а также что точки поверхности 5, в которых M"(h) =О, 
образуют гладкую кривую С, причем M"'(h)-::/:- О на С. Таким образом, 
кривая С отвечает точкам рождения трех предельных циклов. Из ( 4.17) и 
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(4.16) следует, что 

M'(h) = - 1
6
1 v3 + :~P(h) - B(h)P'(h), 

M"(h) = ~~P'(h) - B(h)P"(h), 

M 111(h) = ~~P"(h) - B(h)P111(h). 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

Лемма 4.4. Поверхность S регулярна в точках, где M"(h) =f О. 
Доказательство. Из условия M'(h) =О и в силу того, что M"(h) =f О, 

мы получим по теореме о неявной функции, что h = h(v2, v3). Поскольку 

дМ/дv1 :f О (см. (4.17) и (4.16)), из уравнения M(h) =О также по тео­
реме о неявной функции следует, что v1 = v1 (h, v2, v3). Подставляя сюда 
h = h(v2, v3), мы получим утверждение леммы. О 

Лемма 4.5. На кривой С= {(v 1, v2, v3): M(h) = M'(h) = M"(h) =О} вы­
полняется условие M111 (h) =/о при -2/3 < h < 2/3. 

Доказательство. Сначала мы покажем, что при M"(h) =О условие 
M"'(h) #=-О равносильно тому, что 

3[P"(h)]2 
- 2P'(h)P111 (h) =/О. (4.23) 

Затем мы выясним, что левая часть уравнения (4.23) всегда отрицательна 
при h Е [-2/3, 2/3). 

Из (4.21) следует, что условие M"(h) =О эквивалентно следующему: 

24 P'(h) 
B(h) = Jз P"(h)' (4.24) 

где P"(h) :f O для h Е [-2/3, 2/3] по лемме 4.3. Подставляя (4.24) в (4.22), 
мы получим 

М111 
(h) = 1 ~~" [З(Р")

2 
- 2Р' Р111 ]. 

Следовательно, условие M"'(h) :f О равносильно условию (4.23). 
Покажем теперь, что выполнено условие (4.23). Из (4.18) следует, что 

(9h2 
- 4)Р' = 7Р2 + 3hP - 5, (4.25) 

(9h2 
- 4)Р" = P'(l4P - l5h) + 3Р, (4.26) 

(9h2 
- 4)Р"' = P"(l4P - 33h) + P'(l4P' - 12), (4.27) 

(9h2 
- 4)Р(4) = P"'(l4P - 5lh) + Р"(42Р' - 45). (4.28) 

Положим 

F(h) = З(Р"(h))2 
- 2P'(h)P"'(h). (4.29) 

24 Нормальные формы 



370 Глава 5. Коразмерности выше 2 

Из леммы 4.3 вытекает, что Р'(-2/3) = -1/8 и Р"(-2/3) = -55/1152. Из 
уравнения (4.18) легко следует, что Р"'(-2/3) = -3685/73728, поэтому 
F(-2/3) <О. Мы хотим показать, что F(h) <О при h Е (-2/3, 2/3). Если 
это неверно, то положим h* = iпf{h: F(h) =О, h Е (-2/3, 2/3)}. Тогда оче­
видно, что F(h*) =О и F'(h*);:;:: О. Мы же покажем, что если F(h*) =О, то 
F'(h*) <О, и это приведет нас к противоречию. 

Итак, допустим, что F(h*) =О и h* Е (-2/3, 2/3). Из формул (4.25)­
(4.29) получим 

(9h
2 

-4)F'(h) = (gh2 _ 4)(2P"Pm _ р'р<4)) = 
2 

= 2Р"2(14Р - 33h) - Р' pm (14Р - 51h) + Р' Р"(-14Р' + 21). (4.30) 

Так как F(h*) =О, из (4.29) и (4.30) следует, что 

(9h*
2 

-;)F'(h*) = ~Р' Р"'(14Р + 21h) + Р' Р"(-14Р' + 2l)lh=h" (4.31) 

Нам уже известно, что P'(h) <О и P"(h) <О при h Е (-2/3, 2/3). Мы про­
верим также, что при h Е (-2/3, 2/3) выполняются неравенства l4P(h) + 
+ 21h >О и P"'(h) <О. Тогда, поскольку 9h*2 

- 4 <О, из равенства (4.31) 
будет следовать, что F'(h*) <О. 

Для того чтобы показать, что G(h)=14P(h)+2lh>0 при h Е (-2/3, 2/3), 
достаточно отметить, что G(-2/3) =0, G(2/3) >О, G'(-2/3) >О и G"(h) = 

= l4P"(h) <О при заданных h Е (-~; ~). 
Для доказательства того факта, что P"'(h) <О при h Е (-2/3, 2/3), 

мы снова используем тот же способ, что и для F(h). Известно, что 

Р"'(-2/3) <О. Возьмем ii =iпf{h:P"'(h) =0, h Е (-2/3, 2/3)}. Тогда p<4)(ii);:;:: 
;:;:: О. Из уравнения (4.28) и из того, что P111(h) =О, однако, следует, что 
(9h2 - 4)PH)(ii) = Р"(42Р' - 45)lii >О, откуда p<4)(h) <О. Полученное про­
тиворечие доказывает, что такого ii не существует. О 

Лемма 4.6. Крива.Я С соответствует бифуркации рождения трех 
предельных циклов и является гладкой кривой. 

Доказательство. Из определения кривой С как множества тех зна­

чений параметров {(v 1, v2, v3)}, для которых M(h) = M'(h) = M"(h) =О, а 
также из леммы 4.5, в силу которой M"'(h) f. О на С, сразу следует, что 
кривая С отвечает бифуркации рождения трех предельных циклов. 

Докажем гладкость кривой С. Из соотношений (4.17), (4.20), (4.21) и 
(4.16) следует, что равенства M(h) = M'(h) = M"(h) =О равносильны еле-
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дующей системе: 

З ( Р'2 РР' ) 
v 1 = ТЗ 4hP - 8h Р" + 8F - 7 , 

З ( Р'2 Р') 
v2 = ТЗ 4h - l ОР + 20 Р" + 8 Р" , (4.32) 

22 ( 2Р'2 ) 
"'3 = ТЗ р - Р" . 

По лемме 4.5 неравенство M"'(h) =f=. О равносильно неравенству (4.23). 
Из третьего уравнения системы (4.32) следует, что 

дvз 22 Р' (ЗР"2 
- 2Р' Р") 

дh =-тз р112 

Последнее выражение отлично от нуля в силу (4.23). Поэтому третье урав­
нение (4.32) разрешимо относительно h =h(v3) по теореме о неявной функ­
ции. Первые два уравнения системы (4.32) определяют гладкие функции 
v1 = v1 {h(v3)) и v2 = v2 {h{vз)). Поэтому С -регулярная гладкая кривая. О 

Лемма 4.7. При достаточно малых 8 существует гладкая кри­
вая (НВ, 5) в пространстве параметров, соответствующая одно­
временному возникновению бифуркаций НВ 1 и HLB 1• Эта кривая 

(
11 2 14) соединяет точку {v1, v2, v3) = 5 , 5, 5 , отвечающую бифуркации 

НВз, с точкой (v1, v2, v3)= (-1, - ~~·~~).отвечающей одновременной 
бифуркации НВ 1 n HLB2 {координаты концов кривой даны с точ­

ностью до 0(8)). Кривая {НВ, 5) является выпуклой огибающей се­
мейства прямых в плоскости Н В, задаваемого равенством М (h) =О, 
h = (-2/3, 2/3). 

Доказательство. Делаем замену координат (v1, v2, v3) -+ (т 1 , т2 , тз), 

которая переводит прямые Н2 и Н n HL в координатные оси (см. (4.4) и 
(4.6)): 

{ 

т1 = v1 - v2 - vз + 1, 

т2 = v2 - 3vз + 8, 

5 103 187 
тз= \11 - 7"'2 - 77"'з + 9[· 

(4.33) 

Уравнение M(h)=O (см. {4.17) и (4.16)) при дополнительном условии 
m1 =О (т. е. на плоскости Н В; см. лемму 4.1) переписывается в виде 

- 1 7 
M(h) = \о(Зh + 14Р - I2)m2 + 

20
(-3h - 24Р + 22)т3 + 

+ 6~ (l5hP - 2lh - 38Р + 34) =О, 
24* 
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где Р = P(h). Это уравнение равносильно следующему: 

7 8 
т2 = 2 Q(h)mз + тзR(h), (4.34) 

где 

Q(h) = 3h + 24Р - 22 
Зh + 14Р-12 (4.35) 

и 

R(h) = 38Р + 21h - 15hP - 34 
3h + 14Р - 12 . 

(4.36) 

Поскольку Q <О и R >О, мы покажем, что dQ/dh =/.О и d2R/dQ2 <О. 
Значит, -R - выпуклая функция по Q, и в силу аргументов из леммы 3. 7 
кривая (НВ, S) является графиком преобразования Лежандра от -R, то 
есть, выпуклой кривой. Из (4.35) следует, что 

dQ _ 10[3(1 - Р) + (3h + 2)Р'] О 
dh - (3h + 14Р - 12)2 < ' (4.37) 

за искючением точки h = -2/3, поскольку числитель в (4.37) обращает­
ся в О в точке h = -2/3 и его производная 10(3h + 2)Р" меньше О при 
h Е (-2/3, 2/3) по лемме 4.3. 

Дифференцируя (4.36) по h, мы получим 

dR 5[-30 + 72Р - 42Р2 + (4 - 9h2)P'J (
4

.38) 
dh (3h + 14Р - 12)2 

В силу уравнений (4.37) и (4.38) выполняется равенство 

2 
dR = -30 + 72Р - 42Р2 - (4 - 9h2)P' 
dQ 3(1 - Р) + (3h + 2)Р' 

Следовательно, 

2 d 2R = [(1 - P)(3h + 2)Р" + 6(1 - Р)Р' + 2(3h + 2)Р'2 ] 3(12 _ 3h _ 14Р) 
dQdh [3(1 - Р) + (3h + 2)Р']2 х · 

Так как d2R/dQ2 = d/dh(dR/dQ) · dh/dQ и поскольку при h Е (-2/3, 2/3) 

dQ 
12 - 3h - 14Р <О и dh <О (см. (4.37)), 

нам нужно лишь показать, что 

G(h) = (1 - P)(3h + 2)Р" + 6(1 - Р)Р' + 2(3h + 2)Р'2 <О, (4.39) 

откуда будет следовать, что d 2R/dQ 2 <О при h Е (-2/3, 2/3). Поскольку 
G(-2/3)=0'(-2/3) = G"(-2/3) =0 и G"'(-2/3) =3(3Р"2 -2Р' P"')lh=-2; 3 < 
<0 (см. объяснение, следующее за формулой (4.23)), достаточно показать, 
что G =/.О при h Е (-2/3, 2/3). 
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Предположим, что G(h) обращается в О на интервале (-2/3, 2/3). Мы 
применим прием, уже использованный нами при доказательстве леммы 4.5, 
чтобы прийти к противоречию. Допустим, что h* = iпf{h: G(h) =О, -2/3 < 
< h < 2/3}; тогда G(h*) =О и G'(h*) ~О. 

С другой стороны, из вида (4.39) д.ля функции G(h) следует, что 

G'(h) = 3(3h + 2)Р' Р" + 9(1 - Р)Р" + (1 - P)(3h + 2)Р111 , (4.40) 

а в силу того что G(h*) =О, мы получаем 

(3h* + 2)Р' (h*) = -
1

2~; [ (3h + 2)Р" + бР'] lh=h·. 

Подставляя последнее выражение в (4.40), мы получим, что 

G'(h*) = - 2~, (1 - P)(3h + 2)(3Р"2 
- 2Р' P 111 )lh=h* <О, 

поскольку -2/3 < h* < 2/3, P(h*) < 1, P'(h*) <О, и (3Р"2 - 2Р' Р111 ) <О. По­
лученное противоречие доказывает, что G(h) <О при h Е [-2/3, 2/3). О 

Лемма 4.8. При достаточно малых 8 существует гладкая кривая 
(НLВ, S) в пространстве параметров, отвечающая одновременному 
возникновению гомоклинической бифуркации порядка 1 (HLB 1) и ро­

ждению пары предельных циклов из петли сепаратрисы седла. Эта 

( 
107 94 110) 

кривая соединяет точку (v1, v2, vз} = - 91, - 91 , 91 , отвечающую 

бифуркации HLB3, с точкой (v 1, v2, v3) = (~~· - ~~· 1
:;). отвечающей 

одновременной бифуркации Н LB 1 n Н В2 (координаты соответству­
ющих точек даны с точностью до 0(8)). Кривая (HLB, S) является 
выпуклой огибающей семейства прямых в плоскости HLB, заданных 
условием M(h) =О, h Е (-2/3, 2/3). 

Доказательство этой леммы проводится подобно доказательству леммы 

4. 7, и мы его здесь опустим. 
Лемма 4.9. Область !:2 в пространстве параметров, где уравне­

ние (4.3) имеет три предельных цикла, представляет собой «топо­
логический 3-симплекс» (рис. 4.1). 

Доказательство. Рассмотрим 3-симплекс -2/3 < h 1 < h2 < h3 < 2/3 
(рис. 4.2) и отображение F этого 3-симплекса в пространство параметров 
v = (v1, v2, v3}, заданное формулой h = (h 1, h2, h3}-+v(h), где v(h)-решение 
системы уравнений M(h 1} = M(h2} = M(h3} =О. Это решение единственно. 
Действительно, из (4.17) и (4.16) следует, что 

- ( 6 15 ) 21 12 M(h) = v1 - P(h)v2 + -пh - l!P(h) '113+13+13hP(h), 
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и определитель системы M(h 1) = M(h2) = M(h3) =О с неизвестными 
(v1, V2, vз) равен 

поскольку Р' <О, Р" <О при h Е (-2/3, 2/3). 

а'(НВз) 

Рис. 4.1 

(НВ2) n (HLB) h1 = -i. hз = i 
ь 

а 

(НВз) 

Рис. 4.2 

(4.41) 

(НВ) n (HLB2) 

с 

Отображение F является локальным диффеоморфизмом 3-симплекса 
в h-пространстве. Ранг отображения F равен 2 на гранях h 1 = h2 =f h3 и 
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h 1 =f h2 = h3 , поэтому ограничение отображения F на эти грани также яв­
ляется локальным диффеоморфизмом. Аналогично ранг отображения F 
равен 1 на ребре h 1 = h2 = h3 и ограничение отображения F на это ребро 
будет тоже локальным диффеоморфизмом. Мы докажем, что F задает гло­
бальный диффеоморфизм 3-симплекса, если сумеем показать, что система 

не может иметь больше трех предельных циклов, то есть что четыре плос­

кости M(h;) =О, h 1 < h2 < h3 < h4 , не могут пересечься в одной точке. Это 
показано в следующей лемме. О 

Лемма 4.10. При достаточно малых 8 система (4.3) имеет небо­
лее трех предельных циклов при каждом значении параметров v1,v2 

и \13. 

Доказательство. Для фиксированных v1, v2 и v3 определим число нулей 

функции 

M(h) = A(h) - B(h)P(h) 

на интервале h Е (-2/3, 2/3), где линейные по h функции A(h) и B(h) 
заданы формулами (4.16). Пусть h* Е (-оо, +оо) таково, что B(h*) =О. 

Допустим, что M(h*) =О. Тогда A(h*) =О и M(h) = D(h - h*)(P - Р*) 
с некоторой константой D. Поскольку функция Р = P(h) монотонна, M(h) 
имеет не более двух нулей. 

В дальнейшем мы будем полагать, что M(h*) =f О. Тогда 
M(h) = B(h)(Q(h) - P(h)), 

где h Е (-2/3, 2/3), h =f h* и 

Q(h) = A(h) = 143v1 - 78hv3 + 231 
B(h) 143v2 + 195v3 - 132h · 

(4.42) 

(4.43) 

Нам нужно определить число пересечений кривой Р = P(h) с кривой 
Р= Q(h) (назовем эти кривые Гр и ГQ соответственно) при h Е (~2/3, 2/3) \ 
{h*}. Кривая Г Q является гиперболой (см. рис. 4.3), и 

Q'(h) = в2~h)' 
где 

<Х = -78v3 (143v2 + 195v3) + 132(143v1 +231). 

Если <Х ;;:::: О, то очевидно, что кривые Г Q и ГР пересекаются не более 

чем в двух точках. Поэтому осталось рассмотреть случай <Х < О. 
(i) Если h*::::; -2/3, то Гр и ГQ имеют, очевидно, не более двух пересе­

чений (рис. 4.4(а)). 

(ii) Если -2/3 < h* ::::; 2/3, то правая ветвь Гt кривой Г Q пересекается 
с Гр максимум два раза (см. рис. 4.4(Ь) и (с)). При этом ровно одна точ­

ка пересечения имеется лишь тогда, когда Q(2/3) < 5/7. Если кривая Гt 
пересекается с Гр, то леваЯ ветвь Гi5 кривой Г Q находится ниже уровня 
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_) ~ 
ь· h 

11<0 

Рис. 4.3 

р• 

(d) ь· (!) 

Рис. 4.4 

Р = 5/7 и поэтому не имеет пересечений с Гр. Теперь пусть Q(2/3) > 5/7. 
Найдем число точек пересечения кривых ГQ" и Гр (рис. 4.4(d) и (е)). 

Для этого посчитаем число точек касания кривой Г Q с векторным полем 

(4.19), то есть число нулей производной 

G=da 1 =P-Q'(h)h 
dt (4.19) 

функции G = Р - Q(h). Простое вычисление показывает, что 

(; = (-7 Р2 
- ЗhР + 5) - 8а2 ( 4 - 9h2

) 1 = 
· Р=А/В 

= ~2 [-7А2 
- ЗhАВ + 58 2 

- сх(4 - 9h2
)]. 

Числитель последней дроби является многочленом степени 3 по h (см. 
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(4.16)); поэтому он имеет не более трех корней. Несложно видеть, что левая 
ветвь ГQ имеет по крайней мере столько же точек касания с векторным 

полем (4.19), сколько и пересечений с кривой Гр (рис. 4.4(d) и (е)). Между 
любыми двумя точками пересечения кривых всегда есть точка касания с 

векторным полем. Кроме того, существует одна точка касания левее самого 

первого пересечения. Это следует из того, что на прямой h = -2/3 вектор 
поля (4.19) направлен вверх при РЕ [О, 1) и вниз при р > 1. Поэтому число 
точек пересечения также не больше трех. 

(iii) Случай h* > 2/3 может быть разобран по аналогии со случаем ii. 
Ему соответствует рис. 4.4(f). D 

Замечание 4.11. Из соотношения (4.43) и из лемм 4. l и 4.2 мы заклю­
чаем, аналогично тому, как это делалось в §5.3, что Q(-2/3) =2=Р(-2/3), 
если и только если (v 1, v2, v3) ЕНВ (т.е. v1 -v2-v3 +1 =0) и Q(2/3) =5/7= 
=Р(2/3), если и только если (v1, v2, v3) Е HLB (т.е. v1 -5/7v2 - l03/77v3 + 
+ 187 /91 =О). Положим (v1, V2, vз) Е n, где n -топологический 3-сим­
плекс, образованный плоскостями НВ, HLB, двумя кусками поверхно­
сти S, отвечающей бифуркации рождения двух предельных циклов (см. 
лемму 4.9), и кривой С. Допустим, что выполнено условие (4.5). По лемме 
4.1 уравнение (4.3) имеет три предельных цикла. В этом случае Q(-2/3) < 1 
и Q(2/3) > 5/7 в силу леммы 4.10. Взаимное расположение кривых Гр и 
Г Q показано на рис. 4.4(f). Когда (v1, v2, v3) меняется внутри области n, 
число точек пересечения между ГР и Г Q остается равным трем. Уменьше­

ние этого числа соответствует возникновению по крайней мере одной из 

следующих ситуаций: 

(1) Q(-2/3) становится больше 1; 
(2) Q(2/3) становится меньше чем 5/7; 
(3) две точки пересечения кривых ГР и Г Q сливаются в точку касания 

и затем исчезают; 

(4) три точки пересечения кривых fp и ГQ сливаются в точку касания. 

Эти случаи соьтветствуют подходам к границе области n (к ее частям 
НВ, НLВ, S и С соответственно) и дальнейшему выходу из n. Таким об­
разом, мы можем описать фазовый портрет семейства (4.3) при любых 
значениях параметров (v2, v2, vз). 

Суммируя приведенные выше леммы и замечание 4.11, мы получим сле­
дующую теорему. 

Теорема 4.12. Для достаточно малых 8 бифуркационная диа­
грамма семейства (4.3) показана на рис. 4.5. Она состоит из сле­
дующих компонент: 

(1) поверхности НВ 1 , НLВ 1 и S (S состоит из двух гладких ком­
понент, разделенных кривой С), отвечающие бифуркациям кораз­

мерности 1; 
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(2) кривые НВ2 , НВ 1 n HLB1, HLB2, (НВ, S), (HLB, S) и С, отвеча­
ющие бифуркациям коразмерности 2; 

(3) точки НВз, HLB3 , НВ2 n HLB1 и НВ1 n HLB2, отвечающие би­
фуркациям коразмерности 3. 

{О) 

{S) 

{S) 
г---

/ 

/ 
(2) ,/ 

(1) 

, , , 

(1) 

{НВ) 

{О) 

Рис. 4.5 

Если точка \1 = (v1, V2, Vз) принадлежит области n, ограничен­
ной поверхностями НВ1 , HLB1 и 5 вместе с кривой С, то семейство 
(4.3) имеет в точности три предельных цикла. Когда v покидает 
область П через поверхность 5, то два из трех предельных циклов 
сливаются в полуустойчивый предельный цикл и затем исчезают; 

когда v покидает область П через поверхность НВ 1 , то самый вну­

тренний из предельных циклов вырождается в фокус (х, у)= (-1, О), 
который при этом меняет характер устойчивости на противопо­

ложный; наконец, когда v покидает область П через поверхность 
HLB 1, то самый внешний предельный цикл вырождается в петлю 

сепаратрисы седла, которая затем разрывается и исчезает. 



§ 5.4. Бифуркация коразмерности 4: особая точка типа острие 379 

Вернемся теперь от уравнения (4.3) к первоначальному уравнению 

(4.1). Мы опишем бифуркационную диаграмму семейства (4.1), проиллю­
стрировав ее пересечения с трехмерной сферой около начала координат 

в е:-пространстве параметров. Семейство (4.l) имеет неподвижные точки 
лишь в замкнутой половине трехмерной сферы {(Е 1 , Е2, е:3, е:4 ): е:~ + е:~ + е:~ + 
+ Е~ = l, е: 1 ~О}, которая взаимно однозначно проецируется в замкнутый 
трехмерный шар (рис. 4.6). Бифуркационная диаграмма внутри шара 

____ _,(SN) 

Рис. 4.6 

подобна бифуркационной диаграмме семейства (4.3) в v-пространстве 

параметров (рис. 4.5), где имеется топологический 3-симплекс П, отвеча­
ющий трем предельным циклам. Граница шара, двумерная сфера, отвечает 

бифуркации седлоузла (е: 1 =О, е:2 ":f О). На ·окружности е: 1 = е:2 =О, е:3 ":f О 
на границе шара происходит бифуркация Богданова-Такенса. Две точки 

окружности е; l = е:2 = е:3, е:4 ":f О, одна при е:4 > О и другая при е:4 < О, соот­
ветствуют особым точкам типа острие порядка 3 и разделяют два варианта 
бифуркации Богданова-Такенса (при е:3 <О и при е:3 >О). Поверхность, 
отвечающая бифуркации Андронова-Хопфа (НВ), и поверхность, отвеча­

ющая гомоклинической бифуркации (HLB), расположенные внутри шара, 
ветвятся вдоль окружности, соответствующей бифуркации Богданова­

Такенса. Кроме этого, различные кривые внутри шара, соответствую­

щие бифуркациям коразмерности два, встречаются на границе шара 

в двух особых точках типа острие коразмерности три, определяя тем 

самым коническую структуру, описанную в § 5.3. На рис. 4.6 мы для яс­
ности не изобразили полностью поверхности, отвечающие бифуркации 
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Андронова-Хопфа (НВ) и бифуркации гомоклинической петли (HLB). 
Изображены лишь продолжения кривых, отвечающих бифуркациям ко­

размерности 2 вплоть до точек на границе шара. 
Для того чтобы проверить правильность приведенного выше описания, 

нам нужно, как и в предыдущем параграфе, построить объединение кону­

сов: 

(1) полупространство Е 1 >О; 
(2) конус К4 вокруг оси Е4 , построенный над малой окрестностью в 

Е1 Е2Е3 -пространстве; 

(3) конус К3 вокруг оси Ез, построенный над произведением малой 

окрестности в Е 1 Е2 -пространстве на произвольное компактное множество 

в Егпространстве; 

(4) конус К2 вокруг оси Е2 , построенный над произведением малой 

окрестности в Et -пространстве на произвольное компактное множество в 

ЕзЕ4-пространстве; 

(5) конус К1 вокруг оси Е 1 (Е 1 <О), построенный над произвольным 
компактным множеством в Е2ЕзЕгпространстве. 

Выбирая подходящим образом произвольные компактные множества, 

мы покроем полностью окрестность начала координат. 

Последний конус К1 получается из теоремы 4.12 переходом (v1, v2, v3)-> 
-> (Е2 , Ез, Е4 ) (см. (4.2)). Для других конусов Ki мы должны использовать 
универсальную развертку для особых точек типа острие порядка j - 1 ::::; 3; 
острие порядка 1 - это просто седлоузел. 

§ 5.5. Библиографические замечания 
Существует по крайней мере шесть различных методов для исследо­

вания вырожденной бифуркации Андронова-Хопфа. Мы перечислим эти 
методы и приведем некоторые ссылки ниже: метод Пуанкаре нормаль­

ных форм, см. у Арнольда [ 1] и у Гукенхеймера и Холмса (Guckenheimer, 
Holmes [ 1 ]); метод усреднения, см. у Чоу и Хейла (Chow, Hale [ 1 ]), у Гукен­
хеймера и Холмса (Guckenheimer, Holmes [ 1 ]) и у Сандерса и Верхюльста 
(Sanders, Verhulst [ 1 ]); метод функции последования, см. у Андронова и 
др. [2); метод ляпуновских фокусных величин, см. у Бонина и Лага (Bonin, 
Lagault [ 1 ]) и у Гоббера и Виллиамовски (Gobber, Williamowski [ 1 ]); метод 
Ляпунова-Шмидта, см. у Голубицкого и Ленгфорда (Golubltsky, Langford 
[ 1 ]), у Голубицкого и Шеффера (Golubltsky, Schaeffer [ 1 ]) и Вандербауведе 
(Vanderbauvhede [ 1 ]); метод внутреннего гармонического уравновешива­
ния, см. у Оллрайта (Allwright [ 1 ]), Гусейна и Ю (Hussein, Yu [ 1 ]) и у 
Миса (Mees [ 1 ]). В статье Фарра и др. (Farг et а!. [ 1 ]) приведен обзор 
этих методов, а также даны некоторые явные формулы первых трех фокус-
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ных величин для вырожденной бифуркации Андронова-Хопфа в случае 

общего положения в размерности п ;;:;:: 2. 
Теорема 1.3 была доказана Руссо и Шломюк (Russeau, Schlomiuk [ l ]). 

Они использовали нормальную форму Пуанкаре и подготовительную те­

орему Мальгранжа, что сделало доказательство более простым. Теорема 

1.5 принадлежит Бонину и Лага [ l]. Результаты из примера 1.6 взяты у Ли 
(Li [ l, 3]). В примерах l .6 (i)-(iii) обобщены некоторые хорошо известные 
формулы Баутина [2]. Пример 1.7 был приведен Сибирским [l]. 

Вырожденая гомоклиническая бифуркация была изучена гораздо мень­

ше вырожденной бифуркации Андронова-Хопфа, несмотря на то что Пу­
анкаре (Poiпcare [ l ]) и Дюлак (Dulac [ l ]) представили некоторые идеи 
и подходы к ее изучению много лет назад. Первый результат в этой об­

ласти, по нашим сведениям, был представлен Леонтович [ l] без четкого 
доказательства и позднее был доказан Руссари (Roussarie [ l ]) - это пер­

вая часть теоремы 2.4 - и Жуаялем (Joyal [ 1 ]) - обе части теоремы 2.4. · 
Большая часть результатов § 5.2 принадлежат Жуаялю (Joyal [ 1 ]) и Руссо 
(Rousseau [ 1 ]). 

Проблема конечной цикличности для положения равновесия или вы­

рожденной периодической орбиты тесно связана с 16-й проблемой Гиль­

берта и бифуркациями Андронова-Хопфа и гомоклинической петли сепа­

ратрисы. Здесь читателю можно порекомендовать следующую литературу: 

Дюмортье, Руссари и Руссо (Dumortier, Roussarie, Rousseau [ 1 ]), Дюмор­
тье, Руссари, Сотомайор и Жолондек (Dumortier, Roussarie, Sotomayor, 
Zoladek [1]), Экаль (Ecalle [l]), Ильяшенко [3], Ли и Лиу (Li, Liu [1]), 
Руссари (Roussarie [2, 3]) и Шломюк (Schlomiuk [ 1 ]). 

Рассмотрим следующее уравнение на плоскости: 

{ х=у, (5.1) 
fJ = ах2 + Ьху. 

Хорошо известно, что если аЬ i- О, то бифуркация векторного поля (5.1) 
имеет коразмерность 2 и его версальной деформацией будет семейство 

Богданова-Такенса (см. параграф 4.1). Если Ь =О и а i- О, то происхо­

дит бифуркация особой точки типа острие большей размерности. В §§ 5.3 
и 5.4 мы обсудили бифуркации коразмерности 3 и 4, изученные Дюмор­
тье, Руссари и Сотомайором (Dumortier, Roussarie, Sotomayor [ 1 ]) и Ли и 
Руссо (Li, Rousseau [ 1 ]) соответственно. Жуаяль (Joyal [2]) изучал осо­
бые точки типа острие коразмерности п. Максимальное число предельных 

циклов в этом случае равно (п - 1). Доказательства лемм 3.6 и 4.5 бы­
ли предложены Руссо, а идея была предложена Драхманом, ван Гилсом и 

Зангом (Drachman, van Gils, Zhang [ 1 ]). См. также Дюмортье и Фидде­
лаерса (Dumortier, Fiddelaers [ 1 ]). 
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Если а = О и Ь f:. О, то происходят бифуркации большей коразмерно­
сти других типов. Здесь выделяются три случая: сед.лавой, фокусный и 

эллиптический. Дюмортье, Руссари и Сотомайор (Dumotrier, Roussarie, 
Sotomayor [2]), Дюмортье и Руссо (Dumortier, Rousseau [ 1 ]), Медвед 
(Medved [ 1 ]), Ксиао (Xiao [ 1 ]) и Жолондек (Zoladek [3]) изучили эти 
бифуркации в коразмерности 3. Вопросы для фокусного и элиптического 
случаев до сих пор открыты, и бифуркационные диаграммы для них были 

предложены Дюмортье, Руссари и Сотомайором (Dumortier, Roussarie, 
Sotomayor [2]) в качестве гипотез. 
Мы рассмотрели бифуркацию коразмерности 2, отвечающую резонансу 

1 : 2, в § 4.2. Невырожденная система имеет вид 

{ .х =у, 

fl = ах3 + Ьх2у, 
(5.2) 

где аЬ f:. О. В случае Ь = О и а f:. О, бифуркации коразмерности 3 и 4 для 
резонанса 1 : 2 были рассмотрены Ли и Руссо (Li, Rousseau [2]), Руссо 
(Rousseau [2]), а также Руссо и Жолондеком (Rousseau, Zoladek [ 1 ]). 
В случае а = О и Ь f:. О бифуркации коразмерности 3 для резонанса 1 : 2 
были изучены Дангельмайром, Армбрустером и Невелингом (Dangelmayr, 
Armbruster, Neveling [ 1 ]). 

Дангельмайр и Гукенхеймер (Dangelmayr, Guckenheimer [ 1 ]) изучили 
бифуркационную задачу для системы (5.2), введя 4 параметра. Их резуль­
тат был улучшен Жолондеком (Zoladek [4]). 

Можно привести много ссылок относительно гомоклинической (или ге­

тероклинической) бифуркации в фазовых пространствах большей размер­

ности. Шильников [ 1, 2] привел эффективный способ изучения подобных 
задач. Чоу, Хейл и Малле-Паре (Chow, Hale, Mallet-Paret [1]), Чоу и 
Лин (Chow, Lin [ 1 ]), Ден (Deng [ 1 ]), Ли, Ли и Чжан (Li, Li, Zhang [ 1 ]) 
и Шехтер (Schekter [ 1 ]) занимались изучением гомоклинической орбиты 
с вырожденной особой точкой. См. также работы Чоу, Дена и Фидле­

ра (Chow, Deng, Fiedler [1]), Чоу, Дена и Термана (Chow, Deng, Terman 
[1, 2]), Дена (Deng [ 1, 2]), Фидлера (Fiedler [1 ]), Кисака, Кокубу и Ока 
(Кisaka, Kokubu, Oka [ 1, 2]) и Лина (Lin [ 1 ]). 
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Примечания редактора перевода 

( 1] с. 23. Всюду в доказательстве леммы 2.2 ~ фиксировано, и реше­
ние х*(·, ~) предполагается известным. Поэтому в формулах (2.5), (2.6) 
значение ~ определяется по и: ~ = itcиl1=o + ~ и операторы L : Су -+ Су и 
N: Су -+ СУ+& (зависящие от ~) корректно определены. 

( 2 ) с. 41. Уместно добавить сюда формулировку принципа сведения Шо­
шитайшвили ([l], [2]*). 

Теорема. Росток Сk-гладкого векторного поля при k ;;;i: 2 топо­
логически эквивалентен прямому произведению ограничения этого 
ростка на его центральное многообразие и стандартного седла: 

х =х, fJ =-у. Размерность х-пространства совпадает с числом соб­
ственных значений линеаризации ростка, лежащих в правой полу­

плоскости, а у-пространства - в левой. 

Эта теорема следующим образом применяется к исследованию локаль­

ных бифуркаций. Рассмотрим семейство векторных полей, зависящее от 

параметра t: х = v(x, t). Превратим его в одну систему, добавив уравнение 
Ё = О. Ограничение полученной системы на ее центральное многообразие 
и представляет собой редуцированное семейство. Шошитайшвили [2]• по­
лучена следующая 

Теорема. Деформация ростка векторного поля в особой точке 

версальна тогда и только тогда, когда редуцированное семейство 
является версальной деформацией ограничения исходного ростка 

на его центральное многообразие. 
[3] с. 43. Соотношение (4.4), определяющее устойчивый слой, является 

отношением эквивалентности, если формулировать его в виде: 

х ,..,_х *>i(-, x)-i(·, х) Е с:. 

Следовательно, устойчивые слои двух различных точек либо не пересека­

ются, либо совпадают. Из теоремы 4.3 следует поэтому, что отображение 

является непрерывным и взаимно однозначным. Следовательно, оно - го­
меоморфизм. 

(4 ] с. 52. Устойчивые слоения не гладки. Точнее, гладки их слои, но 
зависимость слоя от начального условия лишь непрерывна. Поэтому при­

веденное рассуЖдение доказывает лишь топологическую сопряженность 

фазовых потоков на разных центральных многообразиях. 

[5 ] с. 62. Дальнейшее изложение не совсем ясно, и мы предлагаем дру­
гой вариант, следующий, впрочем, плану оригинала. С этоrо места и до 

слов «Значит, А ... » предлагается следующий текст. 



Примечания редактора перевода 407 

Наша цель - решить систему ( 1.23) в пространстве векторных одно­
родных многочленов фиксированной степени, скажем т. Обозначим через 

д д v поле х 1 -
8 

+ х2-8 и через v~ - производную многочлена ~ вдоль по-
х2 Х3 

ля и. Дифференцирование вдоль поля и сохраняет степень однородного 

многочлена. Система ( 1.23) имеет вид 

v~1 =О, V~2 = ~1. V~3 = ~2· ( 1.23') 

Поле v имеет два независимых первых интеграла Р1 = Х1 и Р2 = 2х1Хз -
-х~. Первое из уравнений (1.23') имеет общее решение ~1 =Ф(р1, Р2), ~1 -
однородный многочлен степени т. 

Докажем, что второе уравнение v~2 = Ф(р 1 , р2) имеет полиномиаль­
ное решение, если и только если Ф делится на р 1 . Действительно, если 

р = (р1, Р2), Ф = Ф(р) = Р1Ф1(р), то ~2 =х2Ф1(Р) удовлетворяет уравнению 
v~2 = Ф. Обратно, если Ф не делится на Р1. Ф = Р1Ф1 + Ф(р2), и уравнение 
и~2 = Ф имеет полиномиальное решение, то и уравнение v~2 = Ф(р2) имеет 

полиномиальное решение. В области р 1 =1- О это уравнение имеет частное 

решение ~2 = х2 Ф(р2) и общее решение ~2 = х2 Ф(р2)+Ф1 (Р1). Ни д,ля каких 
Х1 Х1 

многочленов Ф и Ф 1 эта функция не имеет полиномиального продолжения 
на плоскость х 1 =О. Итак, из разрешимости уравнения v~ = Ф(р) следует, 
что Ф делится на р1 • Поэтому уравнение v~2 = ~ 1 имеет частное решение 
~2=х2Ф1 (р) и общее решение ~2 =х2Ф1(Р) +Ф(р). Пусть уравнение V~3=~2 
разрешимо. Тогда функция ~ = ~3 - х3Ф 1 (р) является решением уравнения 
и~= Ф(р). Как доказано выше, это уравнение разрешимо если и только 
если Ф(р) = р 1 Ф2 (р). При этом~= х2Ф2 (р) + Ф3(р). 

Отсюда следует, что общее решение системы ( 1.23) имеет следующий 
вид: ~1 =х1Ф1(Р1, Р2), ~2 =х2Ф1(Р1, Р2) +х1Ф2(Р1, Р2), ~3 =Х3Ф1(Р1, Р2) + 
+ Х2Ф2(Р1, Р2) + Ф3(р1, Р2), . ·. 

[
6

] с. 134. Не миниверсальность деформации А2 следует из того, что 
сопряженные матрицы имеют одинаковые спектры. В силу (9.2) матрицы 
В(µ) и А 2 (ср(µ)) имеют одинаковые собственные значения. Все матрицы 
А2(Л) имеют одно из собственных значений 1. Поэтому в левой части со­
отношения (9.2) не может появиться матрица с собственными значениями 
(1 + Л1, Л2) при lч (Л2 - 1) =/:-О. 

[7 ] с. 135. Два подмногообразия объемлющего многообразия транс­
версальны в точке их пересечения, если прямая сумма касательных про­

странств к подмногообразиям в этой точке дает касательное пространство 

к объемлющему многообразию в той же точке. 

В дальнейшем используются также определения J .3 и J .4 главы 3. 
В лемме 9.10 ниже предполагается, что А(О) = А0 • 
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[ 8 ] с.199. Вторая формула для матрицы А 1 соответствует вырождению 
коразмерности 2 в системах с симметрией. 

[9 ] с.207. Вывод формулы (1.17) из (1.9) требует применения формулы 
Лере-Гельфанда. Эта формула состоит в следующем. Пусть, как и выше, 

Г h - овал многочлена Н, на котором Н = h, (,) - ! -форма, / (h) = j (,). Тогда 
гh 

/'(h) = j а, где а- !-форма, такая что dH Ла=d(,). Отсюда следует, что 
гh 

у2 хз х; 
если (,) = xiydx Н = - + х - - то а= -dx ' 2 3' у . 

[ 10 ] с. 209. Эта и последняя фраза доказательства леммы нуждаются. 
2 2 

в пояснении. Прямые h = - 3 и h = З инвариантны относительно систе-
мы (1.23) и содержат в области р >О две особые точки (соответственно, 

(-2/3, 1) ... 

-2/3 

седло S = ( - ~, 1) и узел N = 
= ( - ~, ~) . Единственное по­
ложительное решение, имею­

щее конечный предел при h -+ 
------,.....,..,.--..:i(2; 3, 5; 7) -+-(~)+ - это сепаратриса 

о 2/3 

седла S. Приведенное в тексте 
вычисление показывает, что она 

выходит из седла в область, ле­

жащую над изоклиной Cq. В этой 
области все решения монотон­

но убывают; наклон изоклины 

Cq также отрицателен. Следова-

тельно, все орбиты из этой области входят в узел N при h -+ - ( ~ )-
Узел N - жорданов (т. е. вырожденный). Матрица линеаризации по-

ля в точке N равна (~~: -~ 2). Все траектории, входящие в N слева, 
имеют вертикальный наклон; производные соответствующих функций P(h) 

стремятся к -оо при h -+ ( ~ )-. 
[ 

11
] с. 212. Здесь, видимо, опечатка, так как / '0 ( ~) = оо. Это легко 

следует из (1.23) и леммы 1.7. В доказательстве леммы 1.9 есть и другие 
неясности, которые обсуждаются ниже. 

Теорема о неявной применяется в тексте к функции F(h, ~. 8), опреде­
ленной в области с кусочно гладкой границей. Доказывается, что функция, 
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заданная неявно, определена вплоть до границы области. Чтобы это дока­

зать, нужно потребовать регулярности поведения функции F и некоторых 
ее производных вплоть до границы. Эти требования в тексте отсутствуют, 

как показано в следующем абзаце. 

Функция F рассматривается в области 

R = { (h, 8, ~. ): h Е а= [h,, ~]. 8 Е [О, 80], ~ Е [P(h)-e:, P(h) + е:] }. 

Некоторые производные функции F терпят разрыв на части границы 

Г = {h = ~}. С другой стороны, при каждом фиксированном h Е а функция 
F аналитична по (8, ~). Неравенство F~(h, О, P(h)) >О выполняется для 
каждого h Е а. Теорема о неявной функции для каждого h Е а, включая 

2 
h = 3• дает решение ~ = ~ 1 (h, 8) уравнения F =О, определенное на отрезке 

Л(h) =[О, 8(h)]. Однако без дополнительной информации о функции F 
нельзя утверждать, что объединение отрезков Л(h) по h Е а содержит 
прямоугольник П =а х [О, 81] для какого-либо положительного 81• 

То же замечание относится и к доказываемому ниже неравенству 

~' 1 < о в п. ( 1) 

Известно, что ~ 1 (h, О)= P(h), причем P'(h) <О при h Е [-~. ~).и P'(h) ~ 
2 

~ -оо при h ~ з· Но отсюда не следует неравенство (1). Чтобы его обос-
новать, нужно исследовать непрерывность или стремление к бесконечности 

производных Fh, F~ всюду в П, вплоть до границы Г. Это исследование от­
сутствует в тексте. 

Приведем доказательство единственности предельного цикла вблизи 
петли сепаратрисы, как оно дано у Богданова [l]. 

2 2 
Лемма. Для всех h < З• достаточно близких к h0 = З• и всех доста-

точно малых положительных 8 и малых~'=~ - ~·предельный цикл 
системы (1.7), проходящий через точку (х, О) Е [В, А), такую, что 
Н(х, О)= h (если он существует) является грубым и неустойчивым. 

Доказательство. Найдем мультипликатор предельного цикла, поль­

зуясь теоремой Флоке. Логарифм мультипликатора равен интегралу от 

дивергенции поля v в правой части системы ( 1. 7) за период. Эта диверген­
ция равна 8(~у + х). Цикл, проходящий вблизи седла А= [l, О], проводит 
большую часть времени в окрестности этого седла. Следовательно, среднее 

значение интеграла от дивергенции за период, деленное на 8, близко к 1. 
Отсюда следует, что мультипликатор рассматриваемого цикла больше 1. 
Следовательно, цикл груб и неустойчив. О 
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Два неустойчивых цикла, один из которых лежит внутри другого, не 

могут ограничивать область фазового пространства, не содержащую осо­

бых точек или устойчивого цикла. Поэтому вблизи петли сепаратрисы цикл 

единственный. 

Это рассуждение доказывает также, что в достаточно малой окрестно­

сти графика функции Р уравнение циклов F =О задает замкнутую поверх-
2 

ность. Точнее, рассмотрим параллелепипед П = {(h, ~. 8): lhl ~ З• ~ Е [О, 2), 
8 Е [О, 80 )}. Тогда при достаточно малом положительном 80 уравнение F =О 
задает в этом параллелепипеде замкнутую поверхность, граница которой 

2 
расположена на гранях h = ±з и 8 =О, 8 = 80 • На 8 =О это- график функ-

ции~= P(h). 
2 

Для любого h1 < З существует такое 80 = 80(h1}, что поверхность F =О 

замкнута в области П(h') = { (h, ~. 8) Е П: h Е [- ~, h1]}. Это следует из 
леммы 1.7. 

Действительно, из приведенной выше леммы легко следует, что по­

верхность F = О не может иметь границы внутри П при достаточно малом 
фиксированном 80 > О. Это следует из того, что внутри П соответствую­
щий цикл груб, а значит, не исчезает при малом возмущении. Это обстоя­

тельство и влечет замкнутость поверхности F внутри П, изображенной на 
рисунке ниже. 

Богданов доказал, что поверхность F =О взаимно однозначно проек­
тируется вдоль оси h на свой образ в плоскости (~. 8). В книге сделана 
попытка доказать, что эта поверхность взаимно однозначно проектируется 

на (h, 8)-грань П n (~=О). Это утверждение очень правдоподобно, но, на 
мой взгляд, остается недоказанным. 

(
12

) с. 234. Это вычисление можно провести с помощью линеаризации 

выписанной ниже системы (2.24) в особых точках (-~. 1) и (О, g)· Рас­
суждения такие же, как в примечании 9, и мы их здесь не повторяем. 

Укажем только, что точка (О, g) -жорданов узел системы (2.24) с мат-
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рицей линеаризации (6 244). При h-+ о-, все решения входят в этот узел 
слева и сверху. Соответствующие фазовые кривые являются графиками 
функций Р от h, производные которых стремятся к -оо при h -+ о-. Это 
влечет третье из равенств (2.25). 

[ 13 ] с. 238. Следует указать еще точку h =О, соответствующую бифурка­
ции двух петель сепаратрисы. Пове~ение предельных циклов вблизи этих 

петель можно провести так же, как это сделано в примечании 1 О. 
( 14 ] с. 329. До сих пор функция V была определена только при х ~О. 

Однако ее можно канонически продолжить в область х < О следующим 
образом. Отображение (r, 6) ~ (r cos 6, r sin 6) = (х, у) является двулист­
ным накрытием, переводящим разрезаннуЮ окрестность окружности r =О 
на цилиндре (выбрасывается окружность r =О) в проколотую окрестность 
нуля на плоскости (выбрасывается точка r =О); точки (r, 6) и (-r, 6 + 7t) 
переходят в одну и ту же точку (х, у). Система (1.5) из окрестности нуля 
поднимается до системы ( 1.8) в окрестности окружности r =О. Функция 
Р при х ~ О совпадает с преобразованием монодромии системы ( 1.8) при 
r ~ О. Это же преобразование монодромии доставляет каноническое про­
должение отображения Пуанкаре в область х ~ О. К нему и применяется 

ниже подготовительная теорема Мальгранжа. 

[ 15 ] с. 385. Он же Zoladek. 
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