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11.24. 2) 11.20. 

11.26. t) 1--+ (1 - t)J(x) + tg(x)). 

11.27. -

-
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11.28. 

11.29. 

11. 30. 
11. 27. 
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f: --> 
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11.35. Пространства Z, Q счётны, остальные три - нет. Z ~ Q, поскольку 
в первом из них топология дискретна, во втором - нет. Только в 1Rт1 нет 
бесконечных замкнутых множеств, не совпадающих со всем пространством. 

В стрелке два любых открытых множества пересекаются. 

11.36. Пусть Х = {k}=~ U U;::0 [2k; 2k + 1), У= Х U {1}. Рассмотрите сле­
дующие биекции Х ~ У: 

{х+1 при х"-2, {i;' 
при х<О, 

х 1-+ 1 при х = -1, 
при х Е [О; 1], 

х 1-+ 

х при х ~О; 
при хЕ[2;3), 

х-2 при х~4. 

Похожий трюк называется «гостиницей Гильберта». Как Вы думаете, почему? 

11.37. Возьмите [О; 1] и JR. 
11.38. Топология в Q не дискретна. 
11.39. 1), 2) Если они не одноточечны, то нельзя. 

11.40. См. 11.35. 

12.1. Да, в каждом из них два любых непустых открытых множества име­
ют непустое пересечение. 

12. 2. Пустое и одноточечное. 

12.3. Несвязное двухточечное пространство, очевидно, является дискрет­
ным пространством. 

12.4. 1) Нет, не связно, так как 

Q = (Q n (-оо; h)) u (Q n (h; +оо)). 
2) 1R 'Q несвязно по таким же (и даже более простым) соображениям. 

12.5. 1) Да, так как, если х =и u v, где и, v Е ni, ТО и, v Е n2. 2) Нет, 
не обязательно: рассмотрите ситуацию, в которой топология nl тривиальна, 
топология П2 дискретна, а множество Х состоит более чем из одной точки. 

12. 6. Множество А несвязно, если существуют открытые множества И и V, 
такие, что А с И u V, Иn VnA= 0, Иn А=/. 0 и V n А# 0. 

12. 7. 1), 3) Нет, так как индуцированная иа {О, 1} топология является дис­
кретной. 2) Да, так как индуцированная топология не дискретна (см. 12.3). 

12.8. 1) Всякое подмножество стрелки связно. 2) Подмножество простран­
ства 1Rт1 связно, согда оно пусто, является одноточечным или бесконечным. 

12.9. Покажите, что отрезок [О; 1] и открыт, и замкнут в [О; 1] U (2; 3]. 

12.10. Если х, у Е А С JR, z Е (х; у) и z ф_ А, то на какие открытые в А под­
множества можно разбить множество А? Ср. 12.4. 

12.11. Используйте такое соображение: если В n Clx С= 0, то 

В= А n (Х, Clx С). 

12.12. Пусть Х = А U { х.}, а n. состоит из пустого множества и всех мно­
жеств, содержащих точку х •. Проверьте, что n. - топологическая структура. 

Какова топологическая структура Пл? 
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12.13. Пусть А несвязно, а множества В и С удовлетворяют утверждениям 
задачи 12.11. Множества 

И= {х Е IRn \ р(х, В)< р(х, С)}, V = {х Е IRn \ р(х, В)> р(х, С)} 

являются искомыми. Заметим, что утверждение этой задачи останется вер­

ным, если вместо IRn рассмотреть произвольное пространство, любое открытое 
подмножество которого нормально, см.§ 15. 

12.Ц.. Очевидно. (Ср. 12.6.) 

12.15. Множество А плотно в В, снабженном относительной топологией. 
Осталось применить теорему 12. В. 

12.16. Предположим противное, что множество А U В несвязно. Тогда в 

объемлющем пространстве найдутся открытые подмножества И и V, такие, 
что А u в с и u v, и n (А u В)# 0, v n (А u В)# 0 и и n v n (А u В)= 0 
(см. решение задачи 12.6). Так как А U В С И U V, то множество А пересе­
кается по крайней мере с одним из множеств И или V. Пусть, для опреде­
ленности, А n И # 121. Тогда А n V = 0 в силу связности множества А, значит, 

А С И. Так как множество И является окрестностью любой точки из пересече­

ния А n Cl В, то И n В # 0. Множество V также пересекается с В, поскольку 
V n (А U В)# 121, а А n V = 0. Мы получили противоречие со связностью В, 
так как В n И и В n V - два непустых открытых в В и непересекающихся 

множества, объединение которых даёт В. 

12.17. Если множество А U В несвязно, то найдутся такие открытые в Х 

множества И и V, для которых: ИUV::.)AUB и UnVn(AUB)=0. Поскольку 
множество А связно, то оно содержится в одном из множеств И или V, для 
определенности, пусть А С И. Положим В1 =В n V. Так как В открыто в Х' 
А, а V С Х 'А, то В1 открыто в V, значит, оно открыто в Х. Далее, так как 
В1 С Х' ИСХ' А, то В1 замкнуто в Х' И, значит, замкнуто в Х. Таким 
образом, множество В1 открыто и замкнуто в Х, что противоречит связности 
этого пространства. 

12.18. Нет, не следует. Пример: А= Q, В= IR' Q. 

12.19. 1) Если А и В открыты и А несвязно, тоА=ИUV, где И и V-непу­
стые, не пересекающиеся и открытые в А множества. Так как А n В связно, то 
либо А n В с И, либо А n В с V. Для определенности считаем, что А n В с И. 
Тогда множества V, И U В составляют разбиение А U В на два непустых откры­
тых множества. Действительно, И и V открыты в А U В, так как открытое 
подмножество открытого множества открыто в объемлющем пространстве. 

Мы получили противоречие со связностью А U В. 
2) Замените везде в предыдущем рассуждении слова откр'Ьlто, откръ~тое на 
слова замкнуто, замкнутое. 

12.20. Нет, не обязательно. Рассмотрим связные множества 

Кп={(х,у)\х:,;::0, yE{-1,l}}U{(x,y)jxEN, x:,;::n, уЕ[-1;1]}, nEN. 
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(Множество К1 - это бесконечный забор, железная дорога, балюстрада- что 

вам больше нравится.) Пересечением этих множеств является объединение 
лучей {у = 1, х ~ О} и {у = -1, х ~ О}. 

12.21. Пусть С - компонента Х. Рассмотрим точку х Е С, пусть Их - её 

связная окрестность. Тогда Их целиком содержится в С, значит, х - внутрен­

няя точка множества С. Таким образом, у множества С все точки - внутрен­

ние, следовательно, оно открыто. 

12.22. Переформулируем утверждение, после чего оно станет очевидным. 
Именно, если множество М связно, а А открыто и замкнуто, то либо М с А, 

либо М С Х "- А. 

12.23. См. следующую задачу. 

12.24. Докажите, что никакие две точки канторова множества не могут 
принадлежать одной его компоненте связности. 

12.25. Если Fr А= eJ, то А= ClA = Int А - нетривиальное открытое и за­

мкнутое множество. 

12.26. Если F n Fr А= eJ, ТО F = (F n ClA) u (F n Cl(X "А)), причём 
F n Cl А n Cl(X" А)= QJ. 

12.27. Если ClA - несвязное множество, то ClA = F1 U F 2 , где F1 , F2 -

замкнутые и непересекающиеся в Х множества. По 12. 25 имеем Fr F1 , Fr F 2 :/=- Q5 

и Fr Cl А = Fr F1 U Fr F2 , что противоречит связности Fr А. 

12.30. Сопоставьте 12.Nи 12.10. 

12.31. Пусть М - компонента единицы. Для каждой точки х ЕМ мно­

жество хМ связно и содержит точку х = хе. Таким образом, множества хМ 
и М пересекаются, следовательно, хМ СМ, т. е. М является подгруппой Х. 

Далее, для каждой точки х Е Х множество х- 1 М х связно и содержит единицу. 
Следовательно, х- 1мх СМ, так что М - нормальная подгруппа. 

12.32. Пусть множество И С~ открыто. Для всякой точки х Е И рассмот­
рите максимальный интервал (тх; Мх) С И, содержащий эту точку. Любые 
два таких интервала либо совпадают, либо не пересекаются, таким образом, 

они составляют разбиение множества И. 

12.33. 1) Конечно, связно, поскольку, если f - спираль, то Clf = f, U 8 1
. 

2) Разумеется, ответ не изменится, если к спирали добавлена только часть 
предельной окружности. 

12.34. 1) Несвязно, к примеру, потому что несвязна его проекция на ось 
абсцисс. 2) Связно, поскольку любые две точки этого множества соедине­
ны (не более чем) двухзвенной ломаной. 3) Связно. Рассмотрим множество 
Х С ~2 , являющееся объединением прямых у= kx, где k Е Q. Ясно, что ко­
ординаты (х,у) всякой точки множества Х или обе рациональны, или обе 
иррациональны. Осталось заметить, что это множество связно, а данное в 

задаче ~ножество лежит в его замыкании (совпадающей со всей плоскостью). 
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12.35. Пусть А С ~n - связное множество. Воспользуйтесь тем, что шары 

пространства ~n связны (см. 12. И или 12. V), и примерите утверждение 12.Е 
к семейству {А} U {В,(х)}хЕА· 

12.36. Для каждой точки х Е А рассмотрим шаровую окрестность Vx С И 
этой точки. Окрестность UxEA Vx множества А является искомой (см. рассуж­
дение предыдущей задачи). 

12. 37. Пусть 

Х ={(О, О), (1, О)} U { (х, у) 1хЕ[О;1], у=~, п Е N} С ~2 • 
Докажите, что любое одновременно и открытое, и замкнутое в Х множество 

содержит точки А(О, О) и B(l, О). 

13.1. Действительно, всякий многочлен нечётной степени принимает как 
положительные, так и отрицательные значения (при достаточно больших по 
модулю значениях аргумента), следовательно, он принимает и нулевое значе­

ние. 

13.2. Сопоставьте 12. У, 13.В и 13.Е. 

13.3. Имеются девять топологических типов, именно: 1) А, R; 2) В; 3) С, 
G, 1, J, L, М, N, S, U, V, W, Z; 4) D, О; 5) Е, F, Т, У; 6) Н, К; 7) Х; 8) Р; 9) Q. 
Заметим, что ответ зависит от принятых начертаний букв. К примеру, можно 

так нарисовать букву R, что она будет гомеоморфна не А, а Q. Попарную 
негомеоморфность букв разных типов можно доказать, используя аналоги 

рассуждения, проведённого в 13.Е. 

13.4. Это так, поскольку квадрат без любой своей точки связен (докажите 
это!). Подчеркнем, что часто произносимая фраза: «Потому что его нельзя 

разбить на два открытых» доказательством отнюдь не является. Проще всего 

воспользоваться утверждением 12.I. 

13.5. Поскольку sп "- point ~ ~n. 

13. 7х. Потому что для всякой точки х0 Е Х множество {х 1 f(x) = f(x 0 )} и 
открыто, и замкнуто (докажите это). Или по-другому: прообраз 1- 1 (у) любой 
точки у - открытое множество. 

13. 9х. Зафиксируем h Е Н и рассмотрим отображение х r--+ xhx- 1
• Посколь­

ку Н - нормальный делитель, то образ группы G лежит в Н. Поскольку то­
пология в Н дискретна, то это отображение является локально постоянным, 

значит, в силу 13. 7х, оно постоянно. Так как единица отображается в h, то 
тем самым xhx- 1 = h для всякого элементах группы G, откуда и следует, что 
gh = hg для любых элементов g Е G и h Е Н. 

13.10х. Рассмотрите то, что естественно назвать компонентой точки 

в смысле свойства [, т. е. объединение всех множеств, обладающих этим свой­
ством. Докажите, что из условия задачи следует, что любая компонента от­

крыта. Поэтому, если пространство связно, то компонента любой точки сов­

падает со всем пространством. 

13.12х. Для удобства введём систему координат, осью ординат которой 

является данная прямая €, и рассмотрим функцию, значение f(t) которой 
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равно площади части множества А, лежащей левее прямой х = t. Докажите, 
что функция f непрерывна. Осталось заметить, что множеством её значений 
является отрезок [О; В], где В - площадь А, и применить теорему о промежу­
точном значении. 

13.13х. Если множество А связно, то определенная в решении задачи 

13.12х функция будет строго монотонной на множестве 1-1 
( (О, В)). 

13.14х. Фиксируем на плоскости некоторую систему координат и для вся­

кого числа r.p Е [О; 7r] будем рассматривать также систему координат, получае­
мую поворотом исходной на угол r.p. Введём функции !А и fв следующим об­
разом: прямая х = f A(r.p) (х = fв(r.p)) делит фигуру А (соответственно фигуру 
В) на две части равной площади (конечно, для каждого угла r.p прямая задана 
уравнением в соответствующей системе координат). Положим g(r.p) = f A(r.p) -
- fв(r.p). Ясно, что g(7r) = -g(O), поэтому, если мы докажем непрерывность 
функций fA и fв, то найдётся такое значение r.p0, что g(r.p0) =О, таким обра­
зом, прямая х = f А ( r.p0 ) делит каждую из фигур на две части равной площади. 
Докажите непрерывность функций f А и f в! 

13.15х. Идея решения близка к идее решения предыдущей задачи. 

Ц.1. Сопоставьте 12.R и 12.N. 

Ц.2. Сопоставьте Ц.1и12.26. 

14.3. 1:::}-1 Это очевидно, поскольку включение inA непрерывно. 
1 ~ 1 Не менее очевидно; отображение и непрерывно как подотображение 

непрерывного отображения inA ои. 

14.4. Из перечисленных пространств линейно связными являются: одното­
чечное дискретное, антидискретное, стрелка, 1Rт1 • Заметим также, что в про­

странстве V точки а и с можно соединить путём! 
Ц. 5. Следствие Ц.3. 

Ц.6. См. формулу в Ц.Си Ц.5. 

Ц. 7. Воспользуйтесь формулой в Ц.С, Ц.А и Ц.5. 

14.8. Действительно, пусть и: I -+ Х - путь. Тогда любые две точки 

и(х), и(у) Е u(I) можно соединить путём, являющимся композицией отобра­
жений и и I -+ I: t 1--+ (1 - t)x + ty. 

14.9. Путём в пространстве многоугольников является непрерывная де­
формация многоугольника. Покажем, что произвольный выпуклый много­

угольник Р можно продеформировать в правильный треугольник Т. Выберем 

некоторую вершину V многоугольника и станем сдвигать её по направлению 
к, например, середине диагонали, соединяющей смежные с V вершины Р. Тем 
самым мы уменьшим число вершин на единицу. Продолжая в том же духе, 

мы в результате получим некоторый треугольник, который легко продефор­

мировать в правильный треугольник Т. Также нетрудно видеть, что всякий 

выпуклый п-угольник можно продеформировать в правильный в простран­

стве выпуклых п-угольников. 
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14.11. Приведём рассуждение для случая, когда А и В - открытые мно­

жества. Пусть х, у Е А и и - путь, соединяющий эти точки в А U В, причём 
:3t0 : u(t0 ) \l' А. Положим t = sup{t 1 и([О; t]) С А}. Ясно, что u(t) ЕВ'-. А. Пока­
жите, что 3 t 1 < f: u(t1 ) Е А n В. Аналогично построим t 2 • Осталось заметить, 
что точки u(t 1 ) и u(t2 ) можно соединить путём в А n В. 

14.12. 1), 2) Утверждение относительно границы очевидно. Пример легко 
найти в Ш. 1 , а в Ш.2 нетрудно найти линейно связное множество, внутренность 

которого не является связной (так сказать, не «размерностно-однородное» 

множество). 

14.13. Пустьх, уЕ ClA. Предположим, что х, yElntA (в противном случае 
рассуждение станет лишь проще). Соединим х и у отрезками с точками х', у' Е 
Е Fr А, которые, в свою очередь, соединим друг с другом путём в Fr А. 

14.16. Всякое связное подмножество прямой является выпуклым, значит, 
и линейно связным. 

Ц .11. Сопоставьте задачу 12. 35 и теорему Ц. И. 

14.18. Сопоставьте задачу 12.36 и теорему Ц.И. Приведём также другое 
рассуждение. Если И - окрестность связного подмножества ш.п, то существу­

ет такая непрерывная функция r: А_, (О;+оо), что V=UxEABr(x)(x) СИ. 
В любой компоненте линейной связности множества V найдутся точки из 
множества А, поэтому если V не линейно связно, то множество А не может 
быть связным. 

14.19х. Используйте произведение путей. 

Ц.20х. Очевидно. 

Ц.21х. Очевидно. 

14.22х. Введите понятие компоненты соответствующей связности и дока­

жите, что для открытых подмножеств ш.п такие компоненты являются откры­

тыми множествами. 

Ц.23х. Например, 8 1
• 

14.24х. Пусть х, у Е Ш.2 '-- Х. Изобразите две непараллелыrые прямые, про­
ходящие через точки х и у и не пересекающие множество Х. 

14.25х. Сведите эту задачу к предыдущей задаче, показав, что для любых 

точек х, у Е ш.п найдётся плоскость, содержащая эти точки и пересекающаяся 

с любым заданным подпространством не более чем по одной точке. 

14.26х. Всякая комплексная прямая, проходящая через точки w1 , w2 Е 

Е С '-- Х, пересекается с каждым из алгебраических множеств в конечном чис­
ле точек, поэтому общее число точек пересечения счётно, так что утверждение 

задачи является следствием Ц.25х. 

14.27х. При решении этой задачи следует использовать два соображения. 

Первое связано с тем, что функция det : А г-> det А непрерывна, откуда сразу 
следует, что множества GL(n;JR), О(п;Ш.), Symm(n;JR) n GL(n;Ш.) и {А 1 А2 = 
= Е} связными не являются. Далее, множество Symm(n; JR) ={А/ лт =А} яв­
ляется линейным подпространством пространства всех матриц, значит, оно 
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линейно связно. Осталось показать, что, к примеру, множество GL+(n; JR) = 
= {А 1 det А > О} линейно связно. Здесь и далее полезно использовать следу­
ющее утверждение (докажите его). Для всякого базиса {ei} в JR.n существуют 
такие непрерывные отображения ei(t), t Е [О; 1], что: а) для любого t Е [О; 1] 
множество { ei ( t)} есть базис; б) ei (О) = ei; в) { ei ( 1)} - ортонормированный 
базис. 

14.28х. GL(n, С) связно, поскольку уравнение det А =f. О является алгебра-
2 

ическим в сп , значит, в силу 14.2бх, оно даже связно посредством ломаных. 
Остальные пространства также связны (и даже линейно связны). 

15.1. Только дискретное пространство является хаусдорфовым (и, с фор­
мальной точки зрения, ещё одноточечное с тривиальной топологией). 

15.2. Прочитайте следующее выражение с кванторами: 

15.4. Рассмотрим два непрерывных отображения f, g: Х----+ У. Предполо­
жим, что пространство У хаусдорфово. Для того чтобы доказать, что мно­

жество совпадения C(f, g) является замкнутым, докажем, что его дополнение 
открыто. Если х Е Х "- С(!, g), то f ( х) =f. g( х). Так как пространство У являет­
ся хаусдорфовым, то у точек f(x) и g(x) имеются непересекающиеся окрест­
ности И и V. Ясно, что для каждой точки у Е W = 1-1 (U) n g- 1 (V) верно, 
что J(y) =f. g(y). Таким образом, W С Х "- C(f, g). Так как отображения f и g 
непрерывны, то W является окрестностью точки х, следовательно, множество 
Х "- C(f,g) открыто. 

15.5. Рассмотрите следующие отображения из I в пространство стрелки: 
х f-> 1 их f-> signx. (Здесь sign - это функция, отображающая отрицательные 

числа в -1, положительные числа в 1 и О в О.) 

15.6. Следует 15.4, так как множество неподвижных точек отображения 
f - это множество C(f,idx). 

15. 7. Пусть Х - пространство стрелки. Рассмотрим отображение f: Х ----+ 

----+ Х: х f-> х + sin х. Что представляет собой множество неподвижных точек 
этого отображения? Является ли оно замкнутым? 

15.8. В силу 15.4, множество совпадения C(f, g) замкнуто в Х. По условию 
оно содержит всюду плотное в Х подмножество, значит, оно совпадает со всем 

пространством. 

15.10. Только первые два свойства являются наследственными. 

15.11. {х} = Пиэх И, согда для любой точки у =f. х найдётся окрестность И 
точки х, такая, что у!/:- Их, а это и есть в точности аксиома Т1 • 

15.12. Очевидно. 

15.13. См. 15.J. 

15.14. Рассмотрите прообраз той окрестности точки f(a), которая не со­
держит точку J(Ь). 
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15.15. Сле,цует из преды,цущей задачи. 

15.16. Эта топология является полным аналогом топологии 1Rт1 : в таком 

пространстве замкнуты лишь конечные множества и всё пространство. 

15.17. Рассмотрите слабейшую топологию, содержащую обычную топо­
логию прямой и такую, в которой множество А = { ~} ';° замкнуто. В этой 
топологии О нельзя отделить от А. 

15.18. Во-первых, антидискретное. Более содержательный пример: 

Здесь топологии состоит из интервалов, однако интервалы (а; Ь), где а< О< Ь, 
бывают двух типов: одни содержат 01 , а другие - 02 . Проверьте, что это дей­

ствительно база. Третья аксиома отделимости выполнена, однако «различные 

нули» нельзя отделить друг от друга. 

15.19. 1 =>1 Предположим, что в пространстве Х выполнена аксиома Тз. 
Если Ь Е Х и W - окрестность Ь, то, применяя Тз к точке Ь и множеству 

Х '- W, получаем, что най,цутся непересекающиеся открытые множества И и 
V, такие, что Ь Е И и Х '- W С V. Ясно, что Cl(U) С Х '- V С W. 1 ~1 Пусть 
Х - топологическое пространства, F С Х - замкнутое множество и Ь Е Х '- F. 
Тогда Х '- F - окрестность точки х, следовательно, найдётся окрестность И 

точки х, такая, что Cl(U) С Х '- F. Тогда Х '- CI(U) - искомая окрестность 
множества F, не пересекающаяся с И. 

15.20. Пусть Х - пространство, А - его подпространство, В - замкнутое 

в А множество. Если х ~В, то х ~ F, где F замкнуто и F n А= В. Далее 
очевидно. 

15.21. Например, антидискретное пространство или пространство стрел-
ки. 

15.22. Сравните с доказательством задачи 15.19. 1 =>1 Пусть в простран­
стве Х выполнена Т4 • Если множество F С Х замкнуто и W - окрестность 

F, то, применяя Т4 к F и Х '- W, мы получим, что имеются непересекаю­
щиеся открытые множества И и V, такие, что F С И и Х '- W С V. Ясно, что 
Cl(U) С Х '- V С W. 1 ~ 1 Пусть Х - пространство, F, G С Х - два замкнутых 

непересекающихся множества. Тогда Х '- G - окрестность F, следователь­
но, найдётся окрестность И множества F, такая, что Cl(U) С Х '- G. Тогда 
Х '- Cl(U) - искомая окрестность F, не пересекающаяся с И. 

15.23. Используйте то, что замкнутое множество замкнутого подпростран­
ства замкнуто во всём пространстве. 

15.24. Рассмотрите, к примеру, множества А= N и В= { п + ~} ';° в JR.. 

15.26. Пусть F1 и F2 - дизъюнктные замкнутые подмножества простран­

ства У. Так как f непрерывно, то их прообразы 1-1 (F1 ) и 1-1 (F2 ) замкнуты, а 
так как Х нормально, то они отделимы друг от друга посредством окрестно­

стей W 1 и W 2 • Положим Ai = Х '- Wi, i = 1, 2. Множества Ai замкнуты, значит, 
замкнуты и их образы Bi. При этом В1 U В2 = f(A 1 U А2 ) =У, следовательно, 
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открытые множества И1 = У "- В1 и И2 = У "- В2 не пересекаются. Докажите, 
что Ui::; Fi, i = 1, 2. 

15.27х. Для всяких точек х, у Е L найдутся непересекающиеся круги Dx и 
Dy· Если же хотя бы одна из точек лежит в Н, то существование их непере­
секающихся окрестностей совсем очевидно. 

15.28х. Убедитесь, что если открытый круг D касается L в точке х Е L, 
то Cl ( { х} U D) = Cl D; далее используйте 15.19. 

15.29х. Дискретная. 

15.30х. Поскольку L является замкнутым в N множеством, а топология 
на L дискретна, то всякое подмножество L замкнуто в N. Докажем, что под­
множество множества N, состоящее из рациональных точек L невозможно от­
делить от подмножества, состоящего из иррациональных точек L. Пусть И -
окрестность в пространстве Немьщкого множества L "- QI. Для каждой точки 
х Е L "- Qi фиксируем число r(x) таким образом, что открытый круг Dr(x) С И 
радиуса r(x) касается прямой L в точке х. Пусть Zп = {х Е IR1 1r(x)>1/n}. 
Так как, очевидно, что QI u u:=l Zп = IR1' ТО из утверждения б.44 следует, 
что для некоторого (достаточно большого) n множество Zп не является ни­
где не плотным. Следовательно, Cl Zп содержит некоторый отрезок [а; Ь] С IR1

. 

Значит, И U [а; Ь] содержит окрестность [а; Ь], которая пересекается с каждой 
окрестностью произвольной рациональной точки из [а; Ь] в N. Следовательно, 
И пересекается с каждой окрестностью множества Qi, поэтому пространство 
N не является нормальным. 

15.32х. См. 19.Jx и 17.N. 
р(х,А) 

15.34х. Положите l(x) = ( А) ( В). 
р х, + р х, 

15.35х.1. Положим А= 1- 1 ([-l; -~]) и В= 1- 1 ([~; 1]). Используйте 
15.34х, чтобы показать, что найдётся такая функция g': Х ----+ [-~; ~], что 
g(A) = -~ и g(B) = ~-

15.35х. В силу 15.35х.1 существует функция g1 : Х ----+ [-~; ~] такая, что 
lf(x) - 91(x)I ~~при всех х Е F. Положим fi(x) = l(x) - g1(x). Если слегка 
изменить доказательство утверждения 15.35х.1, то мы покажем, что найдётся 

функция 02: Х----+ [-~;~],такая, что jfi(x)-g2 (x)j ~~при всех xEF, так 
что ll(x) - g1(x) - g2 (x)j ~ ~· Продолжая конструкцию, мы построим после-

[ 
2п-l 2п-1] 

довательность функций 9п: Х ----+ -зn; зn , такую что 
2п 

jf(x) - 91(х) - ... - 9п(х)j ~ зп при х Е F. 

Используйте 25.Нх для того, чтобы показать, что сумма g1 (x) + ... + 9п(х) 
сходится к непрерывной функции g: Х----+ [-1; 1]. Ясно, что olF = 1. 

16.1. Очевидно. 

16.2. Сопоставим каждой восьмерке пару точек с рациональными коор­
динатами, лежащих внутри каждой из её половин. Таким образом, каждой 
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восьмерке сопоставлена четвёрка рациональных чисел. Нетрудно видеть, что 

непересекающимся восьмеркам сопоставляются различные пары, значит, их 

имеется не более, чем есть четвёрок рациональных чисел, т. е. счётное коли­

чество. 

16.3. Стрелка удовлетворяет второй аксиоме счётности: набор {(х; +оо) 1 

х Е IQ} является её счётной базой (используйте 16.С). Используйте 16.Е, чтобы 
показать, что в пространстве 1Rт1 не существует счётной базы топологии. 

16.4. Да, сепарабельны: множество N всюду плотно и в стрелке, и в 1Rт1 • 

16.5. Рассмотрите пример пространства из задачи 2.6. 

16.6. Рассмотрите несчётное множество (например, JR), расстояния между 
различными точками которого равны 1 (см. 4.А). 

16. 7. Сопоставим каждому открытому множеству из данной совокупности 
некоторую лежащую в нём точку всюду плотного множества. В результате мы 

получим инъекцию заданной совокупности в счётное множество. 

16.8. Следует из предыдущей задачи, поскольку компоненты открытого 
подмножества ]Rn открыты и не пересекаются. 

16.9. Рассмотрите отображение id: JR-+ 1Rт1 и воспользуйтесь 16.К и ре­
зультатом 16.3. 

16.1 О. Пусть Х - пространство, :Е0 - счётная база топологии простран­

ства Х, а :Е - произвольная база топологии в Х. В силу теоремы Линделё­

фа 16. М, каждое множество из :Е0 является объединением счётного множества 
элементов базы :Е. Осталось воспользоваться 16.D. 

16.12. Ясно, что надо доказать лишь последнее утверждение. Если множе­
ство И открыто и а Е И, то найдётся шар Br(a) С И. Далее, существует такое 
число k, что rk < r, поэтому Brk (а) С И. 

16.13. В дискретном пространстве минимальной базой в точке х является 
одноточечное множество { х}. В антидискретном пространстве Х минималь­
ной базой в точке является всё это пространство. 

16 .14. Все, кроме пространства 1Rт1 • 

16.15. Прямая, базой топологии которой является множество промежут­
ков вида [а; Ь). 

16.16. Если {vi}~ 1 - счётная база в точке, то можно положить Ui = 

= n~=l v;. 
16.17. В этом пространстве Xn -+ а, согда Xn =а при всех п, начиная с неко­

торого номера. Таким образом, SCl А = А для всякого А С JR. С другой сто­
роны, к примеру, отрезок [О; 1] не является замкнутым множеством, поэтому 
SCl[O; 1] = [О; 1] -1- Cl[O; 1] = JR. 

16.18. Рассмотрите тождественное отображение пространства из задачи 
16.17 в JR. 

17.1. 1) Если пространство (Х, П2 ) компактно, то очевидно, что про­

странств (Х, П 1 ) также является компактным. 2) Обратное утверждение, во­
обще говоря, неверно. 
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17.2. Стрелка компактна (какое множество обязано принадлежать вся­
кому её покрытию?). Пространство 1Rт1 также компактно, поскольку, если 
рассмотреть всякий непустой элемент произвольного открытого покрытия, то 

останется непокрытым лишь конечное число точек этого пространства. 

17.3. Это множество не компактно в JR, так как, например, из покрытия 
{ ( -оо; 2

n -
1

) }nEN невозможно выделить конечное подпокрытие. 
п 

17.4. Множество [1; 2) компактно в стрелке, так как одним из элементов 
покрытия [1; 2) является луч (а; +оо), где а< 1. 

17.5. А компактно в стрелке, согда inf А Е А. 

17.6. См. решение задачи 17.2. 

17. 7. 1) Если {Иа} - покрытие множества А U В, то оно одновременно 
покрытие А и покрытие В, следовательно, из него можно выбрать конечное 

подпокрытие множества А и конечное подпокрытие В, объединение которых 

будет конечным покрытием объединения А U В. 2) Множество А n В не обя­
зано быть компактным (используйте 17. 5 для построения соответствующего 
примера). К сожалению, часто приходится слышать от студентов на экзаме­

нах и зачетах такое вот, с позволения сказать, «доказательство» компактности 

А n В. «Так как А компактно, то у него есть конечное покрытие, аналогич­
но оно имеется и у В. Взяв попарные пересечения элементов этих покрытий, 

получим конечное покрытие пересечения множеств А и В.» Почему из этого 

рассуждения никоим образом не следует компактность пересечения компакт­

ных множеств? 

17.8. Пусть И0 - элемент покрытия, содержащий О. Осталось заметить, 

что вне И0 лежит конечное число точек множества А. 
17. 9. Рассмотрите двухточечное пространство с антидискретной тополо­

гией и его одноточечное подмножество. 

17.10. Сопоставьте 17.К, 2.F и 17.J. 

17.11. {Х '-Ка} - покрытие компактного множества Као'- И. Если 

{Х '- Ki} - его конечное подпокрытие, то И::::> ПК;. 

17.12. Набор {Kn} образует центрированную систему, значит, пересечение 
П Kn непусто. Если П Kn несвязно, то П Kn = F1 U F 2 , где F1 , F 2 - непересе­
кающиеся замкнутые множества. Рассмотрите их непересекающиеся окрест­

ности И1 , И2 , используйте предыдущую задачу и придите к противоречию со 

связностью множеств К n. 

17.13. Только конечные. 

17.14. Из 17.S следует, что компактны 8 1
, sп, эллипсоид. Множества [О; 1) 

и [О; 1) n Q не компактны, так как не замкнуты, а некомпактность луча и 
гиперболоида следует из того, что они не ограничены. 

17.15. Замкнуто и ограничено в R.n
2 
лишь множество О(п), значит, только 

оно и компактно. 

17.16. В силу 13. С и теорем 17. О и 17. Т, множество f ( I) является ком­
пактным промежутком, значит - отрезком. 
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17.17. ( => 1 Это утверждение 17. И. ( ~ 1 Так как функция А ---+ IR: х f-+ 

р(О, х) ограничена, то множество А ограничено. Докажем, что оно замкнуто. 
Предположим противное, пусть х0 Е ClA"' А. Тогда функция А---+ IR: х f-+ 

f-+ 1/ р(х, х0) не является ограниченной - противоречие. Значит, А замкнуто 
и ограничено, поэтому в силу 17.S оно компактно. 

17.18. Рассмотрим функцию f: К---+ IR: х f-+ p(x,F). В силу 4.35, функ­
ция f непрерывна. Поскольку р(К, F) = inf,,EK J(x), то осталось приме­
нить 17.U. 

17.19. Следствие предыдущего утверждения, примененного к множествам 
А и Х '-...И, где И - окрестность А; положите е = р(А,Х"' И). 

17.20. Докажите, что если А замкнуто в IRn, то для всякой точки х Е 
Е IRn найдётся у Е А, такая, что р(х, у)= р(х, А), откуда следует, что V = 
= UxEA D0 (x). Множество UxEA В0 (х) линейно связно как связное открытое 
подмножество IRn, откуда и следует линейная связность множества V. 

17.22. Рассмотрим функцию ер: х f-+ р(х, J(x)). Если f(x) /= х, то ep(f(x)) = 
= p(f(x), f(f(x))) < р(х, f(x)) = <р(х). Ясно (докажите это), что ер непрерывна. 
Поскольку пространство Х компактно, то <р достигает своего наименьшего 

значения в некоторой точке х0 • Если f ( х0 ) /= х0 , то значение ер в х0 не будет 
наименьшим. 

17.23. Пусть U1 , ••• , Иn - конечное подпокрытие данного покрытия. По­

ложим f;(x) = р(х,Х '-...И;). Покажите, что функция ер: х f-+ max{f;(x) 1 i = 
= 1, ... , п} непрерывна и положительна; так как Х компактно, то она дости­
гает своего наименьшего значения r >О. 

17.24. Очевидно. 
17.25. Если Х не компактно, см., к примеру, 11.В; если У не хаусдор­

фово, рассмотрите, к примеру, тождественное отображение id отрезка [О; 1] 
с обычной топологией в него же с топологией Зариского, или же просто тожде­

ственное отображение пространства с дискретной топологией в пространство 

с антидискретной топологией. 

17.26. Нет, не существует. Пусть А С IRn. Если А не замкнуто, то отобра­
жение in: А ---+ IRn не замкнуто. Если А = IRn, то существует гомеоморфизм 
IRn ---+ {х Е IRn 1 х1 >О}. Если А замкнуто, но не ограничено, то возьмем Хо$. А 
и рассмотрим инверсию относительно этой точки. 

17.27. Используйте 5.F: замкнутые подмножества замкнутого подпро­
странства замкнуты в объемлющем пространстве. 

17.29х. Пусть р: IRn ---+ IR - норма. Из неравенства 

р(х) ~ L lxilp(ei) = L Л;lxil 
следует, что р непрерывна в нуле (здесь {е;} - базис IRn). Покажите, что р 
непрерывна и в любой другой точке IRn. 

17.30х. Поскольку сфера компактна, то найдутся такие числа с, С> О, 

что clxl ~р(х) ~ Clxl, где 1·1- обычная евклидова норма. Далее воспользуй­
тесь 4.27. 
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17.31х. Конечно же, нет! 

17. 32х. Рассмотрите покрытие пространства Х окрестностями, на кото­
рых f ограниченна. 

18.1. Очевидное следствие 18.Е. 

18.2. По лемме Цорна существует максимальное множество, попарные рас­
стояния между точками которого не меньшее; оно и будет искомой е-сетью. 

18.3х. Замкнутые шары пространства f 00 некомпактны. Действительно, 

рассмотрим последовательность {en}, где еп - орт. Каковы попарные рассто­
яния между этими точками? 

18.4х. Это множество компактно, поскольку множество 

является его 2-k-сетью. 

18. бх. Нет, не существует. Докажите, что если Е - конечномерное подпро­

странство нормированного пространства (Х,р), х ~ Е и у ЕЕ является бли-

жайшей к х точкой Е, то точка х0 = lx -yl такова, что р(х0 - z);;::: 1 (это так 
х-у 

называемая .лемма о перпендику.л.яре). Используя её, можно по индукции по­
строить такую последовательность Хп Е Х, что р(хп) = 1, р(хп - xk) ;;::: 1 при 
п -=1- k. Ясно, что у неё нет никакой сходящейся подпоследовательности. 

18. 7х. См. 4. Их. 
18.8х. Если х = а0 + а1р+ .. . , а у= а0 + а1р + ... + akpk, то р(х,у) ~p-k-1 • 

18. 9х. Да, является. Для доказательства используйте следующее утвер-
ждение: если х=а0 +а1р+ ... , у=Ь0 +Ь1р+ . .. и р(х,у) <р-\ то ai =bi при 
всех i = 1, ... , k. 

18.10х. Поскольку конечное множество А= {у= а0 + а1р + ... + akpk} яв­
ляется р-k- 1-сетью в ZP, то из доказанной в 18.9х полноты этого пространства 
следует его компактность. 

18.11х. Рассмотрите метрику Хаусдорфа. 

18.12х. Рассмотрим JR2
n как пространство (упорядоченных) наборов п то­

чек плоскости. У каждого набора точек рассмотрим его выпуклую оболочку, 

которая будет представлять собой многоугольник с не более, чем п верши­

нами. Пусть К С JR2
n - множество наборов из п точек, выпуклые оболоч­

ки которых являются многоугольниками, принадлежащими пространству Р п. 

Нетрудно видеть, что множество К ограничено и замкнуто, значит, компакт­

но. Ясно, что отображение К---> Pn, переводящее набор точек в его выпуклую 
оболочку, сюръективно и непрерывно, откуда и следует, что множество Р п 

компактно. 

18.13х. Используйте то, что множество Р п компактно, а площадь является 

непрерывной функцией S: Р п ---> JR. 

18.14.х. Достаточно показать, что если многоугольник Р С D не являет­
ся правильным, то найдётся такой многоугольник Р' С D, что его периметр 
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не превосходит р, а его площадь больше площади многоугольника Р, или 

же такой, 'fТО его периметр меньше р, а площадь не превосходит площади Р. 

1) Прежде всего, удобно считать, что Р (так же как и Р') содержит центр кру­
га D. 2) Если у Р имеются две соседние стороны, длины которых различны, 
то легко построить многоугольник той же площади и меньшего периметра. 

3) Если все стороны Р имеют одну и ту же длину, но его углы различны, то 
мы, опять-таки легко можем построить многоугольник большей площади и 

меньшего периметра. 

18.15х. Так же как в 18.llx, рассмотрите метрику Хаусдорфа. 

18 .1 бх. Рассмотрим последовательность правильных многоугольников пе­
риметра р с увеличивающимся числом вершин. Покажите, что эта последова­

тельность не имеет предела в пространстве Р00 • Более того, у неё нет сходя­

щейся подпоследовательности. Следовательно, пространство Р = не является 
даже секвенциально компактным. 

18.17х. Опять-таки, как в 18.llx и 18.15х, можно рассмотреть метрику 
Хаусдорфа. 

18.18х. В силу 18.N, достаточно показать, что: 1) для каждого (достаточ­
но малого) Е: >О в пространстве Р имеется компактная е-сеть и 2) простран­
ство Р является полным. Итак, 1) таковой сетью является пространство Рп 
при достаточно больших п. (Какие конечные Е:-сети вы можете предложить?) 

2) Пусть К1 , К2 , ••. - последовательность Коши пространства Р. Покажи­

те, ЧТО к*= ClU:'=l n:п К; является выпуклым множеством и К; ---+к* при 
i ---+ 00. 

18.19х. Следует из 18.18х и непрерывности площади. (Ср. 18.13х.) 

18.20х. Аналогично решению задачи 18.Цх, достаточно показать, что мы 

можем увеличить площадь компактного множества Х, отличного от круга без 

увеличения его периметра. 1) Рассмотрим точки А, В Е Fr Х, которые делят 
Fr Х на две дуги равной длины. 2) Отрезок АВ делит множество Х на две 
части, Х1 и Х2 • Предположим, что площадь Х1 не меньше площади Х2 • Если 

мы заменим Х2 зеркальным образом Х1 , мы не уменьшим площадь множе­

ства. Так как Х 1 не является полукругом, то найдётся точка С Е Х 1 n Fr Х, 
такая, что L:AC В # 1Г /2, так что мы сможем увеличить площадь множества. 

19.1х. Очевидно. 

19.2х. Все, за исключением Q. 

19.3х. Пусть А= U:'=i (п~ 1 ; ~),В= {О}. Множества А и В локально ком­
пактны, однако у точки О Е А U В нет окрестности с компактным замыканием 
(в А U В). 

19.4х. См. 19.Lx. 

19. 7х. Это очевидно, так как если открытое множество И пересекается 
с А Е Г, согда И пересекается с Cl А. 

19.8х. Прямое следствие утверждения 19.Qx. 

19.9х. Воспользуйтесь 19.8х. 
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19.11х. Пусть Х - локально компактное пространство. Тогда у Х имеет­

ся база, состоящая из открытых множеств с компактным замыканием. В силу 

теоремы Линделёфа, из этой базы (которая является открытым покрытием 
of Х) можно выделить счётное подпокрытие пространства Х. Осталось вос­
пользоваться утверждением 19.Хх. 

19.12х. Доказательство аналогично сходному факту о компактности. 

19.13х. Очевидно. (Всё, что нужно - это вспомнить определения.) 

19.14.х. Рассмотрим покрытие Г' = {Х" F, Иа} пространства Х. Пусть 
{Va} - вписанное в Г' локально конечное покрытие. Тогда Л = {Va / V"' n F =/= 
=/= 125} - покрытие множества F. Положим W = Uv" ЕЛ V"'. Так как покрытие Л 
локально конечно, то множество К= UvaEЛ Cl V"' является замкнутым. Сле­
довательно, W и Х "К - искомые окрестности множеств F и М. 

19.15х. Непосредственно следует из 19.Цх (или 19.lбх). 

19.16х. Немедленно следует из 19.Цх. 

19.17х. Поскольку Х хаусдорфово и локально компактно, у каждой точ­

ки х Е И"' Е Г существует окрестность Va,x, замыкание которой компактно и 
содержится в И"'. Поскольку Х также является паракомпактным, в нём су­

ществует локально конечное покрытие Л, вписанное в покрытие {Va,x}, что и 
требовалось доказать. 

19.18х. Рассуждение опирается на лемму Цорна. Рассмотрим множество 

М всех открытых покрытий Л пространства Х, таких, что для каждого V ЕЛ 
верно, что V Е Гили же Cl V содержится в некотором элементе покрытия Г. 
Сопоставим каждому покрытию Л ЕМ подмножество Ал= {V"' 1 Cl V"' с Иа} с 
С Г. Введём порядок на множестве М, считая, что Л ~ Л', если Ал С Ал' и 
V"' = V~ для каждого а Е Ал. Можно доказать, что в этом множестве суще­
ствует наибольший элемент Л0 , при этом Ал0 - всё множество индексов Г, 

таким образом, Л0 является искомым покрытием. 

19.20х. Практически очевидно. 

20.1. pry:1(B) = Х х В. 
20. 2. Имеем: 

pry (Г f n (Ах У)) = pry ( {(х, f(x)) 1 х Е Х} n (Ах У))= 
= pr у ( { ( х, !( х)) 1 х Е А}) = {! ( х) / х Е А} = f (А). 

Докажите второе тождество самостоятельно. 

20.3. Действительно, (Ах В) ПЛ= {(х, у) 1 х ЕА, у ЕВ, х=у} ={(х,х) 1 хЕ 
Е AnB}. 

20.4. prx /гf: (х, f(x)) <--+ х. 

20.5. Действительно, f(x1) = f(x2), согда pry(x1, f(x1)) = pry(x2, f(x2)). 

20.6. Очевидным образом следует из равенства Т(х, f(x)) = (!(х), х) = 
=(у, 1-l(y)). 
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20. 7. Воспользуйтесь формулой 

(Ах В) n W =(Ах В) n U И"' х V"' = 
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= U((A х В) n (И°' х Va)) = U((A n И") х (V n V")). 
а а 

20. 8. Воспользуйтесь третьей формулой из 20.А: 

Х х У" Ах В= ((Х "-А) х У) U (Х х (У" В)). 

20.9. Как обычно, проверим два включения. Ю Воспользуйтесь 20.8. 
DJ Если х и у - точки прикосновения множеств А и В соответственно, то 
очевидно, что (х, у) - точка прикосновения Ах В. 

20.10. Да, верно. С2] Это очевидно. Ю Если z = (х, у) Е Int(A х В), то 
у точки z существует элементарная окрестность W = И х V С А х В, значит, 
х Е И С А и у Е V С В, следовательно, х Е IntA и у Е IntB, так что z Е IntA х 
х IntB. 

20.11. Конечно, нет! К примеру, границей квадрата I х I С IR2 является 
контур этого квадрата, тогда как произведение. Fr I х Fr I состоит из четырёх 
точек. 

20.12. Нет, не верно: рассмотрите множество (-1; 1) х (-1; 1) с !R2
• 

20.13. Верно. Если множества А и В замкнуты, то Fr А=А '-.lntA и Fr В= 
=В " Int В. Множество А х В также замкнуто, поэтому 

Fr(A х В) = А х В "Int(A х В) =А х В "Int А х Int В = 

=((А" IntA) х В) U (Ах (В" IntB)) = (FrA х В) U (Ах FrB). 

20.Ц. Имеем: 

Fr(A х В)= Cl(A х В) "Int(A х В) = (Cl А х Cl В) " (Int А х Int В)= 

= ((CIA "IntA)) х ClB) U (ClA х (ClB "- IntB)) = 
= (Fr А х Cl В) U (Cl А х Fr В)= 

= (FrA х (BUFrB)) U ((AUFrA) х FrB) = 
= (Fr Ах В) u (Fr Ах Fr В) u (Ах Fr В). 

20.15. Достаточно показать, что всякое элементарное множество в тополо­
гии произведения есть объединение множеств данного вида. Действительно, 

и х v = u Иа х u V,в = u Иа х V,в. 
<> ,в а,,В 

20.16. [ =? 1 Сужение pr х /г / - непрерывная биекция. Обратное отоб­
ражение Х _, Г f: х f-+ (х, f(x)) непрерывно, согда отображение g: Х -+ 

-+ Х х У : х f-+ ( х, f ( х)) непрерывно, что имеет место в силу равенства 

g-1 (U х V) =Иnf- 1 (V). I <=1 Воспользуйтесь равенством f =pry o(prx lг 1 )-
1

. 

20.17. Действительно, 

prx(W) =prx(UU" х V") =Uprx(И"' х V"') =UИ". 
<> 

(Мы предполагали, что Vo: =1- 0.) 
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20.18. Нет, не является. К примеру, рассмотрите проекцию множества А= 
= {(х, у) 1ху=1} С IR2 на ось абсцисс. 

20.19. Рассмотрим замкнутое множество FcX х У и точку x~prx(F). То­
гда (х х У) n F = !21 и для всякой точки у Е У найдётся элементарное множество 
И% х Vy С Х х У" F. Поскольку слой х х У компактен, то существует конечное 
подпокрытие {VvJ?=1 · Окрестность и= n~=l и:' такова, ЧТО и n prx(F) = !21. 
Значит, дополнение проекции prx(F) множества F открыто, таким образом, 
само множество prx(F) является замкнутым. 

20.20. Несложное и полезное упражнение на использование теоретико-
множественных определений. 

20.21. Проведите прямое вычисление. 

20.22. Опять-таки, проведите прямое вычисление. 

20.23. Вспомните определение произведения топологий и воспользуй­

тесь 20.21. 

20.24. Проще всего доказать непрерывность функции р в каждой точке 
(х1 , х2 ) Е Х х Х. Действительно, пусть d= р(х1 , х2 ), Е: >О. Тогда из неравенства 
треугольника сразу следует, что 

20.25. Проведите прямую проверку. 

20.26. 1=>1 Пусть (х, у)~ д. Тогда х =f-y, значит, у них существуют непе­
ресекающиеся окрестности: Их n Vv = !21. Тогда (Их х Vv) n д = !21 в силу 20.3, 
таким образом, Их х Vy С Х х Х" д. Следовательно, множество (Х х Х) "д 
открыто, а д, тем самым, замкнуто. [ -<== 1 Пусть х и у - две различные точки 

пространства Х. Тогда (х, у) Е (Х х Х) "д, и так как множество д замкнуто, 
у точки (х, у) имеется элементарная окрестность Их х Vy С Х х Х" д. Значит, 
множество Их х Vy не пересекается с д, так что Их n Vy = !21 в силу 20.3, что 
и требовалось доказать. 

20.27. Сопоставьте 20.26 и 20.25. 

20.28. В силу 20.19 проекция prx: Х-+ У является замкнутым отображе­
нием. Следовательно, её сужение prx lг: Г -+ Х также замкнуто (см. 11.21), 
в силу 11.24 - это гомеоморфизм, так что из 20.16 следует, что отображение 
f непрерывно. Или по-другому: воспользуйтесь 20.19 и равенством J- 1 (F) = 
= pr х (r 1 n (Х х F)). 

20.29. Да, существенно. Рассмотрите отображение 

m 1fl) {О при х =О, Jl'>.-+Jl'l.:xi-; 1 
- при х =/:-О. 
х 

20.32. Только из линейной связности. Контрпример к остальным утвер­
ждением дают функции из задачи 20.31. 

20.36. Нет, не верно. 
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20.37. Удобно использовать следующее свойство, эквивалентное определе­
нию регулярности пространства (см. 15.19). Для всякой окрестности W точки 
( х, у) найдётся такая её окрестность И, что Cl И С W. Достаточно рассмотреть 
случай, когда W - элементарная окрестность. Воспользуйтесь регулярностью 

пространств Х и У и задачей 20. 9. 

20.38.1. Пусть А и В - непересекающиеся замкнутые множества. Для 

каждой точки а Е А найдётся открытое множество Иа = [а; Ха) С Х '-.. В. По­
ложим И= UaEA Иа. Окрестность V :J В определяется аналогичным образом. 

Предположим, что И n V -=1- !О. Тогда [а; ха) n [Ь; Уь) -=1- 1О для некоторых точек 
а Е А и Ь ЕВ. Пусть, для определенности, а< Ь. Тогда Ь Е [х; ха), что противо­
речит выбору Ха· 

20.38.2. Множество У' замкнуто в JR.2, тем более оно замкнуто в R х R. По­
скольку {(х, -х)} =У' n [х; х+ 1) х [-х; -х+ 1), то каждая точка множества У' 
открыта в нём. 

20.38.3. См. 15.30х. 

20.39. Модифицируйте рассуждение, использованное при доказательстве 
утверждения 20.S. 

20.40. Следует из 20.И и 20.9. 
20.44. JRn "JRk ~ (JRn-k " О) х JRk ~ (sп-k-1 х JR) х JRk ~ sп-k-1 х JRk+1. 

20.46. Пространство О(п) является объединением 80(п) и не пересека-
ющегося с ним открытого подмножества, гомеоморфного 80(п), значит, оно 
гомеоморфно SO(n) х {-1, 1} ~ 80(п) х 0(1). 

20.47. Достаточно показать, что GL+(n)={A/detA>O} гомеоморфнопро­
изведению 8L(n) х (О; +оо). Искомый гомеоморфизм сопоставляет матрице 
А Е GL+(n) пару, состоящую из матрицы п~А и числа detA. 

vdetA 
20.49. Существование подобного гомеоморфизма непосредственно связа­

но с существованием кватернионов (см. последний раздел в § 23), поэтому 
и в доказательстве мы будем использовать свойства кватернионов. Пусть 

{х0 ,х1 ,х2 ,х3 } - четвёрка попарно перпендикулярных единичных кватер­

ниона, определяющая точку 80(4). Искомый гомеоморфизм сопоставляет 
этой четвёрке пару, состоящую из единичного кватерниона х0 Е 8 3 и тройки 
{х0 1х 1 ,х0 1х2 ,х0 1 х3 } попарно перпендикулярных векторов пространства 1R3

, 

определяющей элемент 80(3). Предупреждаем, что, к примеру, 80(5) не го­
меоморфно 8 4 х 80(4)! 

21. 2. Отображение pr относит каждой точке содержащий её элемент разби­
ения (рассматриваемый как элемент фактормножества), поэтому прообразом 
pr- 1 (point) = pr- 1 (pr(x)) и является элемент разбиения, содержащий точку 
хЕХ. 

21.3. Пусть Х/ 8 ={а, Ь, с}, где р- 1 (а) =[О;~], р- 1 (Ь) = (~; ~], р- 1 (с) = (~; 1]. 
Тогда Пх;8 ={!О, {с}, {Ь, с}, {а, Ь, с}}. 

21.4. Все элементы этого разбиения являются открытыми в Х множества­
ми. 

11 Элементарная топология 
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21.6. Пусть Х = N х J, одним из элементов разбиения S является мно­
жество N х О, а остальные его элементы - одноточечные множества. Пусть 

pr(N х О)= х. Е Х/ S· Докажем, что в точке х. не существует счётной базы. 
Доказательство проведём от противного. Предположим, что {Uk} - это счёт­

ная база в этой точке. Каждое из множеств pr-1 (Uk) открыто в Х и содержит 
каждую из точек Xn = (п, О) Е Х. Для каждой из этих точек найдётся такое 
открытое в Х множество Vn, что Xn Е Vn С рг- 1 (Ип)· Осталось заметить, что 
множество W = pr(UVn) является окрестностью точки х., в которой не содер­
жится ни одна из окрестностей Иn этой точки, что противоречит предполо­

жению. 

21. 7. Для всякого открытого в Х / s множества И его образ (f / s) (И) = 
= f (ре 1 (И)) открыт, поскольку он совпадает с образом открытого множества 
pr- 1 (U) при открытом отображении f. 

21. 9х. 1 =;.-J Если F - замкнутое в Х множество, рг- 1 (pr(F)) - насыщение 
множества F. По условию оно замкнуто, значит, множество pr(F) замкнуто. 
[ ~] Для всякого множества F, замкнутого в Х, множество pc1 (pr(F)), во­
первых, замкнуто, так как pr непрерывна, во-вторых, является насыщением F. 

21.1 Ох. Пусть А - замкнутое множество, являющееся неодноточечным 

элементом данного разбиения. Насыщением любого замкнутого множества F 
будет либо само F, либо объединение F U А, т. е. замкнутое множество. 

21.11х. Аналог утверждения 21.9х. 

21.12х. Если множество А насыщено, то для всякого множества И с А 

насыщение И также является подмножеством А, следовательно, насыщение 

множества Int А лежит в А и, поскольку это насыщение является открытым, 
должно совпадать с Int А. Так как множество Х "- А, также насыщенное, то 

насыщено Int(X "-А)= Х "- ClA, следовательно, насыщено и множество ClA. 

22.1. Опишем, к примеру, разбиение отрезка, для которого соответствую­
щее факторпространство гомеоморфно букве А. Оно состоит из двухточечных 

множеств { i, ~}, { ~ - х, ~ + х} при х Е (О; i]; остальные его элементы одно­
точечны. Идея доказательства та же, что будет далее использована в 22.2, 
именно, надо построить непрерывную сюръекцию отрезка на букву А. Рас­

смотрим отображение, определенное формулами 

(Зt, бt) при ХЕ [О;~]' 
(Зt, 4 - 6t) при ХЕ [~; ~]' 

f(t) = (~-6t,1) при ХЕ [~; ~]' 
(6t - ~' 1) при ХЕ [2. 5] 

3' 6 ' 
(Зt - 1, 6 - 6t) при ХЕ [~; 1]. 

Покажите, что f ( I) - это и есть буква А, а разбиение на прообразы f -
это в точности разбиение, описанное в начале решения. Инъективный фактор 

отображения f является искомым гомеоморфизмом. 
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22.2. Пусть и: I -+ I х I - кривая Пеано, т. е. непрерывная сюръекция. 

Тогда инъективный фактор отображения и и будет гомеоморфизмом некото­

рого факторпространства отрезка на квадРат. 

22. 3. Пусть 8 - это разбиение подпространства А на А n В и одноточечные 
множества, состоящие из точек х Е Х "- В = А "- В, а Т - разбиение· Х на В и 
одноточечные подмножества из Х "-В. Включение А'----+ Х индуцирует непре­

рывное факторотображение in / (8, Т): А/ А n В -+ Х/ в, являющееся непре­
рывной биекцией. Осталось доказать, что эта биекция открыта. Рассмотрим 

открытое множество И С А/ А n в и его прообраз V с А относительно проек­
ции. Если V n В= 125, то W = V открыто в Х, так как множества А, В образуют 
фундаментальное покрытие пространства Х. Если V n В =1- 125, то V :J А n В, 
таким образом, множество W = V U В открыто в Х. В любом случае W явля­
ется открытым насыщенным относительно разбиения Т множеством, значит, 

открыт и его образ в Х/ в, совпадающий с (in / (8, Т)) (И). 

22.4. Рассмотрите отображение 

2х, 

f:I-+I:xf-+ ~' 
{

3 

Зх -1 
-2-, 

х Е [О;~], 
х Е [~; ~], 
х Е [~; 1] 

и докажите, что 8(!) - заданное разбиение. Таким образом, f / 8(!): I / 8(!) ~ 
~ I. Какое отображение надо взять, чтобы доказать второе утверждение? 

22.5. Рассмотрим функцию <р: lR+ -+ lR+, равную О при t Е [О; 1] и рав-

( 'Р(r) tp(r) ) 
ную t - 1приt~1, и отображение f: 1R2 -+ 1R2

, где f(x,y) = -r-x, -r-y , 

здесь, как и ранее, r = Jx2 + у2 . По построению, JR2 
/ v2 = JR2 

/ 8(!)· Отображе­
ние f / 8(!) является непрерывной биекцией. Для того чтобы установить, что 
оно - гомеоморфизм, следует воспользоваться утверждением 19.Ох (19.Рх). 
Для проверки гомеоморфности JR2 и других пространств, воспользуйтесь кон­
струкциями, описанными в решениях задач 11.20-11.22. 

22. 6. Обозначим через 8 разбиение пространства Х на множество А и 
одноточечные подмножества его дополнения Х "- А. Пусть Т - это разбиение 

У на !(А) и точки У" f (А). Покажите, что f / (8, Т) - гомеоморфизм. 

22. 7. Нет, эти пространства не гомеоморфны; в пространстве 1R2 /А не вы­
полнена первая аксиома счётности (ер. 21.б). 

22. 8. Разбиение 8( <р), где <р: 8 1 -+ 8 1 С С: z f-+ z 3
, совпадает с заданным, 

поэтому 8 1 
/ 8 ~ 8 1

• 

22.9. В первом случае рассмотрите отображение <p(z) = z2
• 

22.1 О. Предостережение: факторпространство Dп по отношению эквива­
лентности х "" у {==} Xi = -yi не гомеоморфно Dп ! 

22.11. Рассмотрите отображение f: JR-+ 8 1
: х f-+ (cos2JГx,sin2JГx). Ясно, 

что х"" у {==} f(x) = f(y), таким образом, разбиение 8(!) совпадает с задан­
ным. К сожалению, прямая JR некомпактна, поэтому мы не можем просто 

11· 
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сослаться на теорему 17.Х. Докажите, что, тем не менее, данное факторпро­

странство является компактным. 

22.12. Факторпространство цилиндра по отношению эквивалентности 

(х,р) "'(у_, q), если х +у= 1, р = -q (здесь х, у Е [О; 1], р, q Е 8 1 
), гомеоморфно 

ленте Мёбиуса. 

22.13. Следует использовать транзитивность факторизации (теорема 

22.Н). Пусть S - разбиение квадрата на пары расположенных на одной гори­
зонтали точек его вертикальных сторон, все остальные элементы разбиения 

одноточечны. Получаем, что факторпространство I2 / s гомеоморфно цилин­
дру. Пусть теперь S' - разбиение цилиндра на пары точек его оснований, 

симметричные относительно прямой, параллельной основаниям цилиндра и 

пересекающей его ось симметрии; остальные элементы одноточечны. Тогда 

Т - разбиение квадрата на прообразы при отображении р: I2 --+ I2 / S прооб­
разов элемента разбиения S' - совпадает с разбиением, факторпространство 

по которому есть бутылка Клейна. 

22.17. Первое утверждение следует из того, что множества, открытые в 
индуцированной из UaEA Ха на образе iщз(Х/3) топологии, имеют вид {(х,,В) \ 
х Е И}, где И - это множество, открытое в пространстве ХfЗ, таким образом, 

ab(in/3): Х/3 ---+ in,в(Х,в) - гомеоморфизм. Более того, каждый из этих образов 
открыт в сумме пространств (поскольку каждый из его прообразов при ina 
либо пуст, либо же равен Х/3), значит, и замкнут. 

22.18. Аксиомы отделимости и первая аксиома счётности передаются. Для 
сепарабельности или же существования счётной базы необходима счётность 

индексного множества. Пространство UaEA Ха несвязно, если число слагае­
мых больше единицы. Оно будет компактным, если число слагаемых конечно 

и каждое из рассматриваемых пространств компактно. 

22.19. Инъективность композиции '-Р = pr о in2 следует из того, что в каж­

дом элементе разбиения в Х1 U Х2 имеется не более одной точки из in2 (X2). 

Её непрерывность очевидна. Рассмотрим открытое множество И с Х2 • Множе­

ство in1 (Х1 ) U in2 (U) открыто в Х1 U Х2 и является насыщенным, поэтому его 
образ W открыт в Х2 U 1Х1 • Так как пересечение W n ЧJ(Х2 ) = ЧJ(U) открыто 
в <,0(Х2 ), то (f' - топологическое вложение. 

22.20. Итак, У= {х.}. Положим Х' = Х U {х.} и А'= А U {х.}. Ясно, что 
фактор g: Х/ А---+ Х' /А' инъекции in: Х--+ Х' является непрерывной биек­
цией. Докажите, что отображение g открыто. 

22. 21. Разрежем квадрат так, как изображено на рисунке. Произведя скле­
ивание сторон а1 и Ь1 , а2 и Ь2 , получим две ленты Мёбиуса, которые надо 

· склеить по окружности. 

22.22. Рассмотрите отображение 

(ids1 Xi+) u (ids1 xi_): (81 х I) u (81 х I) ___, 8 1 х S1, 

где i± вложения отрезка I в 8 1 как верхней и, соответственно, нижней 
полуокружности. 
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22.23. См. 22.М и 22.22. 

22. 24. Если квадрат, факторпространством которого является бутылка 
Клейна, разрезать вертикальным отрезком на два прямоугольника, то после 

склеивания его горизонтальных сторон мы получим два цилиндра. 

22.25. Пусть 8 3 = {(z1 , z2 ) \ lz1 12 +iz2 \
2 =1} с С2 • Подмножество этой сфе­

ры, определяемое уравнением \z1 / = /z2 \, состоит из всех пар (z1 ,z2 ), таких, 

что iz1 \ = \z21 =~'таким образом, оно является тором. Теперь рассмотрим 
подмножество Т1 , заданное неравенством /z1 / ~ /z2 /, и отображение, сопостав-

ляющее точке (z1 ,z2 ) Е Т1 точку (u,v) = ( 1 :~ 1 , 1 :~ 1 ) Е С
2 . Покажите, что это 

отображение является гомеоморфизмом Т1 на D 2 х 8 1
, и закончите рассуж­

дение самостоятельно. 

22.26. Цилиндр или лента Мёбиуса. Рассмотрим гомеоморфизм g между 
вертикальными сторонами квадрата, пусть g: (О, х) f---+ (1, f(x)). Отображение 
f - это гомеоморфизм I -+ I, значит, оно является (строго) монотонной функ­
цией. Предположим, что функция f - возрастающая, в частности, f(O) =О 
и f(l) = 1. Покажем, что существует такой гомеоморфизм h: 12 -+ !2, что 
h(O, х) = х и h(l, х) = (1, f(x)) при всех х Е J. Для этого разобьём квадрат его 
диагоналями на четыре части, и определим h на правом треугольнике посред­
ством формулы 

На остальных трёх треугольниках h тождественно. Ясно, что при указан­
ном гомеоморфизме элемент { (О, х), ( 1, х)} разбиения переходит в элемент 
{(О, х), (1, f(x))}, значит, существует непрерывная биекция цилиндра (следо­
вательно, гомеоморфизм) на результат склейки квадрата посредством гомео­

морфизма g его вертикальных сторон. Если же функция f является убываю­
щей, то, рассуждая аналогичным образом, получим, что результат склеивания 

будет лентой Мёбиуса. 

22. 27. Тор и бутылка Клейна; рассуждение аналогично 22. 26. 

22.28. Покажите, что любой гомеоморфизм граничной окружности ленты 
Мёбиуса можно продолжить до гомеоморфизма всей ленты Мёбиуса. 

22.29. См. 22.27. 

22. 30. Покажите, что любой автогомеоморфизм граничной окружности 
ручки можно продолжить до автогомеоморфизма всей ручки. ( Ср. с задачей 
22.28. При решении обеих задач полезно воспользоваться следующим фак­
том: любой автогомеоморфизм внешней граничной окружности кольца мож­

но продолжить до автогомеоморфизма всего кольца, который на внутренней 

граничной окружности был бы неподвижен или задавал бы её осевую симмет­

рию.) 

22.31. См. решения задач 22.28 и 22.30. 
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22.32. Можно считать, что дыры разбиты на пары «близких» дыр, со­
единенных «трубками». (Ср. решение задачи 22. V.) Вместе с кругом, окру­
жающим такую пару, каждая трубка образует ручку или бутылку Клейна 

с дырой. Если все трубки образуют ручки, то перед нами - сфера с ручками. 

В противном случае мы превращаем все ручки в бутылки Клейна с дырами 

(см. решение задачи 22. V), и перед нами - сфера с пленками. 

23 .1. Существует естественное взаимно однозначное соответствие между 
прямыми на плоскости, заданными уравнением вида ах+ Ьу +с= О, и точками 

(а: Ь: с) пространства JRP2
• При этом дополнением образа множества всех 

прямых является множество, состоящее из единственной точки (О: О: 1). 

24.1х. Да, является. Число а всегда делит само себя (даже О делит О). 
Далее, если а делит Ь и Ь делит с, то а делит с. 

24.2х. а'"" Ь, согда а=± Ь. 

24.3х. Утверждение очевидно, поскольку включение А С Cl В имеет место, 
согда ClA С ClB. 

25.1х. Очевидно. 

25.2х. Сопоставив каждой точке у Е У постоянное отображение fy, образом 
которого является эта точка, мы и получим инъекцию У --+ С(Х, У). 

25.4х. Соответствие f 1-+ 1-1 (0) определяет биекцию С(Х, У) --+ Пх. 

25.5х. Поскольку топология в пространстве Х дискретна, то всякое отоб­

ражение f: Х--+ У непрерывно. Если Х = {х1 ,х2 , ... ,хп}, то отображение f 
однозначно определяется набором {f(x1), ... , f(хп)} Е уп. 

25.бх. Множество Х состоит из двух компонент связности. 

25. 7х. Ясно (докажите это), что топологические структуры C(I, I) и 
C(pw) (I, J) различны, и, следовательно, тождественное отображение множе­
ства C(J, I) не есть гомеоморфизм. Чтобы доказать, что рассматриваемые 
пространства не гомеоморфны, нужно найти такое топологическое свойство, 

которым одно из них обладает, а другое - нет. Покажите, что C(J, I) удовле­
творяет первой аксиоме счётности, а C(pw)(I,I) - нет. 

25.Вх. Отождествим У с Const(X, У) посредством отображения, сопостав­
ляющего точке у постоянное отображение fy: х 1-+ у. Рассмотрим пересечения 

множеств из предбазы с образом пространства У при указанном отображении. 

Имеем W(x, И) n Const(X, У)= И, значит, пересечение с У всякого предбазо­
вого множества из топологии поточечной сходимости открыто в У. Обратно, 

для всякого открытого в У множества И и для всякой точки х Е Х выполня­

ется равенство И= W(x, И) n Const(X, У). То же рассуждение справедливо и 
в случае компактно-открытой топологии. 

25. 9х. Отображение f 1-+ (! ( х 1), f( Х2), ... , f ( Хп)) переводит предбазовое 
множество W(x1, И1 ) n W(x2, И2 ) n ... n W(хп, Ип) в базовое множество И1 х 
х И2 х ... х Ип топологии произведения. Наконец, ясно, что если пространство 
х конечно, то топологии nc0 (X, У) и npw(x, У) совпадают. 
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25.1 Ох. ( :::;,. ] Воспользуйтесь 25. Тх. [ ~] Если Х - линейно связное про­

странство, то в нём любые два пути свободно гомотопны. Рассмотрим гомо­
топию h: I х I--> Х. В силу утверждения 25.Sx, отображение h: I--> C(I, Х), 
определенное формулой h(t)(s) = h(t, s), непрерывно. Таким образом, любые 
два пути в пространстве Х соединены путём в пространстве путей, что и 

означает, что пространство C(I, Х) линейно связно. 

25.11х. Пространство C(pw)(J,I) не компактно, поскольку последователь­
ность функций f n ( х) = xn не имеет в нём точки накопления. Та же последо­
вательность не имеет в C(I, I) предельных точек, и, следовательно, это про­
странство также не является компактным. 

25.12х. Пусть 

dn(f, g) = max{lf(x) - g(x)\ I х Е [-п; п]}, п Е N. 

Положим 

Нетрудно доказать, что d - метрика. Покажите, что индуцированная ею то­

пология является компактно-открытой. 

25.13х. Доказательство аналогично доказательству утверждения 25.12х. 

Надо лишь заметить, что поскольку, очевидно, Х = u:,1 Int Xi, то для всякого 
компактного множества К С Х найдётся такое n, что К С Xn. 

27.1х. Отметим, что: 1) (З(х, у)= w(x, а:(у)); 2) а:(х) = (3(1, х) и w(x, у)= 
= (З(х, а(у)). [ :::;,.j Отображение (3 непрерывно как композиция непрерывных 
отображений в силу равенства 1). [ ~1 Используйте равенства 2). 

27.2х. В обозначениях из доказательства утверждения 27.Jx, а является 
непрерывным и обратным самому себе отображением, значит, оно - гомео­

морфизм. 

27. 3х. Непрерывность указанных отображений вытекает из того, что пер­
вое из них является композицией w о (! х g), второе - композицией а о f (в обо­
значениях из доказательства 27.Jx). 

27. 5х. В тех случаях, когда топология в группе индуцируется стандартной 
топологией евклидова пространства, для проверки непрерывности отображе­

ний (х, у) ,__.. ху их,__.. х- 1 достаточно убедиться, что они задаются непрерыв­

ными функт~иями. Если х =а+ ib и у= с+ id, то ху =(ас - bd) + i(ad + Ьс), 
значит, умножение задаётся функцией (а, Ь, с, d) ,__.. (ас - bd, ad + Ьс), которая 
очевидно непрерывна. Переход к обратному элементу также задаётся непре-

рывной (на IR.2 " О) функцией (а, Ь) ,__.. ( а2 : ь2 , - а2 ~ ь2) · 
27. бх. Да, являются. Используйте идею рассуждения из решения задачи 

27.5х. 

27. 7х. Возьмите, к примеру, топологию из задачи 2.5. 



318 Указан,и.я,, ко.м.мептарии, советъt и ответъt 

27.8х. Любые две неизоморфные (в алгебраическом смысле) и состоящие 
из одинакового числа элементов конечные группы, наделенные дискретной то­

пологией. Более интересный пример: топологическая группа GL+(2, IR) обра­
тимых (2 х 2)-матриц с положительным определителем гомеоморфна 8 1 х !R3 . 

Однако первая из них неабелева, тогда как вторая - абелева. 

27.1 Ох. Да, справедливо. 

27.11х. Утверждение следует из равенств UV = UxEV Их и VU = UxEV хИ 
в силу 27.Ех. 

27.12х. Нет, не останется. Если И= {О} и V =(О; 1) Е IR, то И+ V = V. 
Контрпример, в котором оба множества замкнуты, дан в 27.13х. 

27.13х. Первые две. Докажите, что третья подгруппа всюду плотна в IR и 
не совпадает с ней (хотя бы потому, что она счётна, а IR - нет). 

27.14х. Из 27.Ix следует, что найдётся окрестность V' единицы, такая, 
что V'V' С И, а в силу 27.Нх существует симметричная окрестность единицы, 
такая, что V2 С V'. Значит, V2V2 С V'V' С И. Проведём рассуждение по индук­
ции. Если Vn - симметричная окрестность единицы, такая, что Vnn- 1 с V2 , то 

Vnn = Vn Vnn- 1 с V2 V2 с И (обратите внимание, что VV с V). 

27.15х. Ясно, что н = U:'=l vn открытое множество, 1 Е н, нн с н и 
н-1 с Н (в силу симметричности окрестности V). Значит, Н - открытая 
подгруппа. То, что всякая открытая подгруппа одновременно является и за­

мкнутой, будет доказано в 28.Зх. 

27.17х. Пусть N - пересечение всех окрестностей единицы. Так как груп­

па G конечна, то N - окрестность единицы. Из 27.Нх и 27.Ix следует, что 
N = N- 1 и № = N, значит, N - подгруппа. Из построения N следует, что 
N с gN g- 1 для любого элемента g Е G. Поскольку оба множества содержат 
одинаковое число элементов, то N = gN g- 1

, следовательно, N - нормальная 
подгруппа. Одноэлементный набор {N} является базой в единице, значит, на­
бор {gN 1 g Е G} - база топологии на группе G. 

28.2х. 1 =* 1 Очевидно. 1 ~ 1 Пусть Н - подгруппа, И - открытое множе­

ство и g Е И С Н. Тогда h Е hg-1U С Н для любого h Е Н, значит, всякая точка 
подгруппы Н - внутренняя. 

28. 3х. Если Н - подгруппа и g ф_ Н, то множества Н и g Н не пересекаются. 
Следовательно, множество G"' н = ug~H(gH) открыто, поэтому множество н 
замкнуто. 

28.4х. Если Н - подгруппа конечного индекса, то множество G "'- Н = 

= U:1 giH замкнуто, значит, подгруппа Н - открытое множество. 

28.бх. 1) Z с IR; 2) Q с IR. 

28. 6х. 1 =* 1 Очевидно. 1 ~ 1 Если в подгруппе имеется изолированная точ­

ка, то все её точки - изолированные. 

28. 7х. 1 =* l Очевидно. 1 ~ 1 Пусть И С G - открытое множество, такое, 

ЧТО и n н =и n ClH =!=- ro. Если g ф_ ни gH n и=!=- ro, то g Е uhEH h(U"' Н) -
открытое и не пересекающееся с Н множество. Если gH n И= ro, то выберем 
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точку h' Е Н n И и симметричную окрестность V единицы, такую что V h' С И. 
Множество V g - окрестность элемента g, не пересекающаяся с Н (в против­
ном случае из равенства vg = h следовало бы, что gh- 1 h' = v- 1h' Е Vh'). 

28. 8х. В силу 28. 7х замыкание множества Cl Н "- Н содержит подгруп­
пу Н. 

28.9х. Это следует из равенств (ClH)- 1 =CIH-1 и ClH · CIH cCI(H ·Н) = 
=С1Н. 

28.10х. Это так, если внутренность подгруппы непуста, ер. 28.2х. 

28.12х. Отождествим элементы группы SO(n) с положительно ориентиро­
ванными ортонормальными базисами в JR.п. Отображение р: ВО( п) __, sп- 1 со­

поставляет каждому базису его последний вектор. Прообразом каждой точки 

х Е sп- 1 является правый класс смежности по подгруппе SO(n-1) (докажите 
это). Ясно, что отображение р непрерывно. Его фактором является непре­

рывная биекция fi: SO(n)/SO(n -1) ---. sп- 1 • В силу компактности SO(n) и 
хаусдорфовости sп- l, р - гомеоморфизм. 

28.13х. Компактность групп SO(n), И(п), SU(n), Sp(n) следует из того, 
что они являются замкнутыми и ограниченными подмножествами в соответ­

ствующем пространстве матриц. Связность групп SO(n) доказывается по ин­
дукции при помощи 28.12х. Заметим, что группа 80(2) ~ 8 1 связна. Для того 
чтобы проверить связность И(п), SU(n) и Sp(n), сформулируйте и докажи­
те утверждение, аналогичное 28.12х. В группе О(п) имеются две компонен­

ты: SO(n) и её дополнение (единственный нетривиальный класс смежности 
подгруппы SO(n)). При p>O,q>O в группе O(p,q) имеется 4 компоненты. 
Проведите доказательство индукцией по р и q, используя утверждения 28. Gx 
и 19.Ох. 

28.14.х. См. решение задачи 28.Ix. 

28.15х. Пусть Н -- дискретная нормальная подгруппа, h Е Н. Рассмот­
рим образ группы G при отображении сопряжения g г-+ ghg- 1

• Поскольку Н 
нормальна, то этот образ лежит в Н; в силу связности группы G и дискрет­
ности топологии на Н, он состоит из единственной точки. Так как h является 
образом единицы, то ghg- 1 = h при всех g Е G. Таким образом, элемент h ком­
мутирует со всеми элементами группы G. 

28.1 Вх. Рассмотрите стандартное отображение (см. 28. Тх) и открытый ин­
тервал в JR, содержащий О и ~. 

28.19х. Пусть 1: И ---. V - гомеоморфизм окрестности И единицы группы 

G на окрестность единицы группы Н, такой, что l(xy) = l(x)l(y) для всех 
х, у Е И. В силу 27.Ix существует окрестность fJ единицы группы G, такая, что 
fJ2 С И. Так как fJ С И, то f(xy) = f(x)f(y) для всех х, у Е fJ, таких, что ху Е 
Е fJ. Положим V = l(U) и рассмотрим z, t Е V, такие, что ztE V. Тогда z=l(x) 
и t = l(y), где х, у Е fJ, значит, ху Е И, поэтому l(xy) = l(x)l(y) = zt. Таким 
образом, х = 1-1 (z), у= 1-1 (t), следовательно, 1-1 (z)l- 1 (t) = ху = 1-1 (zt). 
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28.20х. Сле,пует из 28.Рх, так как проекция р0 : G х Н --+ G является от­
крытым отображением. 

28.22х. Первое утверждение очевидно, так как указанное отображение 

есть сужение непрерывного отображения G х G --+ G: ( х, у) 1-+ ху. Для по­
строения требуемого примера пусть G = JR, А= Q, а группа В порождена эле­
ментами h tf- Q базиса Гамеля пространства JR (базиса JR, рассматриваемого 
как векторное пространство над Q). Так как пространство Ах В несвязно, 
оно не может быть гомеоморфно JR. 

28.23х. Изоморфизм S 0 х JR~ задаётся правилом (s, r) 1-+ rs. 
2s.24x. Замените в решении задачи 28.23х S 0 на S 1

• 

28.25х. Замените в решении задачи 28.23х S 0 на S 3
• 

28.26х. Утверждение очевидно, так как трёхмерная сфера связна, а двое­

точие - нет. Однако подгруппа S 0 = {1, -1} не является прямым фактором 
группы 8 3 = {z Е JНI l lzl = 1} даже в алгебраическом смысле. Для доказатель­
ства используйте то, что i

2 = i = k 2 = -1. 

28.27х. Таковой является факторгруппа S 3 /S0 (см. 28.2бх). 

29.1х. В случаях 1) и 2) отображение G--+ HomeoX непрерывно (см. ре­
шение 29. Gx). Тем не менее, если мы требуем, чтобы множество Homeo Х было 
топологической группой, необходимы дополнительные условия, к примеру та­

кие как хаусдорфовость и локальная компактность. 

29.2х. Ясно, что величины углов такого треугольника должны быть рав­

ными 1Г/n, п Е N. В действительности решений всего два: (1Г/2,7Г/3,7Г/6) и 

(1Г/3,7Г/3,7Г/3). 

29.3х. Рассмотрите иррациональный поток (29.1х6)) или же действие 
группы Z + V2 Z с дискретной топологией на JR посредством сдвигов. В по­
следнем случае G = G/Gx, но группа G(x) не дискретна (ер. 21.13х). 

29.4х. Если А - компактное множество, то его орбита G(A) компакт­
на как образ компактного множества G х А при непрерывном отображении 
G х Х--+ Х. Предположим, что множество А замкнуто, и рассмотрим некото­
рую орбиту G(x), не лежащую в G(A). Для каждого элемента g Е G возьмем 
окрестность U(g) точки х Е Х и окрестность V(g) элемента g Е G, такие, что 
множество V (g) И (g) не пересекается с G (А). В силу компактности G, найдётся 
такой конечный набор элементов 9k Е G, что множества V(gk) образуют по­
крытие группы G. Насыщение множества n U(gk) будет окрестностью орбиты 
G(x), не пересекающей множество G(A). Таким образом, G(A) замкнуто. 

29.бх. Существуют всего две различные орбиты: {О} и JR" О. Соответ­
ствующими изотропными подгруппами являются G и 1. Пространство орбит 
состоит из двух точек, к примеру, {О, 1}, в котором множество {1} является 
открытым. 

29. бх. Пространство орбит гомеоморфно самому этому треугольнику, при­
чём гомеоморфизм ин,пуцирован его вложением в JR2 (являющемуся, тем са­

мым, непрерывным сечением для отображения факторизации). Группа G опи­
сана в решении задачи 29. 1х. 
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29. 7х. Воспользуемся транзитивностью факторизации и заменим про­

странство орбит 1R2 / G на результат склеивания объединения двух треуголь­
ников с общей стороной по двум парам оставшихся сторон посредством осевой 

симметрии. В результате мы получим пространство, гомеоморфное 8 2 
( точ­

нее, «Подушку»). Группа G есть прямое произведение С х С, где С= Z2 * Z2 , 

Н - её подгруппа, состоящая из элементов чётных степеней. 

29.8х. Две точки принадлежат одной и той же орбите, согда пропорцио­

нальны модули их однородных координат. Другими словами, существует вза­

имно однозначное соответствие между орбитами и выходящими из начала ко­

ординат лучами, лежащими в первом ортанте JR~+i = {(х1 , ... , Хп+~) 1 xi;;::: О)}. 
Изотропными подгруппами являются координатные торы меньшей размерно­

сти. В силу транзитивности факторизации пространство орбит гомеоморфно 

проективизации JR~+i /R+ первого ортанта, т. е. п-мерному симплексу. 

29. Ух. Две точки принадлежат одной и той же орбите, согда совпадают 
значения элементарных симметрические многочленов от их координат. Поэто­

му, по крайней мере с теоретико-множественной точки зрения, формулы Вие­

та отождествляют каждую орбиту с множеством всех унитарных многочленов 

степени п, которое есть сп. Поскольку оба пространства локально компактны, 

а группа G = Symm(n) конечна (значит, компактна), то X/G ~сп. 

29.10х. Две такие матрицы принадлежат одной и той же орбите, согда у 

них совпадает набор их собственных чисел (с учётом их кратностей). Значит, с 
теоретико-множественной точки зрения, сопоставив орбите набор собственных 

чисел матрицы, расположенных в порядке убывания, А1 ;;::: А2 ;;::: Аз, мы получим 

взаимно однозначное соответствие между пространством орбит и подмноже­

ством JRз, заданным указанными неравенствам и уравнением А1 + А2 +Аз= О. 
Поскольку у данного отображения имеется непрерывное сечение - сопостав­

ление такому набору диагональной матрицы, - то пространство орбит Х / G 
гомеоморфно указанному подмножеству :!Rз, представляющему собой плоскую 
область, ограниченную двумя лучами, угол между которыми равен 27Г /3. Для 
всякой точки внутри этой области изотропная подгруппа изоморфна 2 2 ЕВ 2 2 . 

Для внутренних точек на граничных лучах изотропной подгруппой является 

нормализатор группы 80(2), а орбиты гомеоморфны проективной плоскости. 
Если А1 = А2 =Аз= О, то орбитой является точка, а её изотропная группа есть 
вся группа SО(З). 

29.11х. Сфера sп с JRп+i (s2п- 1 с сп) является однородным хаусдорфо­

вым С-пространством на котором естественным образом действует группа 

G = О(п + 1) (соответственно G = И(п)). Для каждой точки х Е sп (соответ­
ственно х Е s2п- 1 ) соответствующей изотропной подгруппой является группа 

О(п) С О(п + 1) (соответственно И(п -1) с И(п)). Осталось применить утвер­
ждение 29.Мх. 

29.12х. Описанное выше действие группы О(п + 1) (группы И(п)) пере­
носится на lRPп (соответственно с_рп- 1 ). Для каждой точки х Е sп (соответ­

ственно х Е S2п- 1 ) соответствующей изотропной подгруппой является группа 
О(п) х 0(1) (соответственно И(п - 1) х U(l)). 
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29.13х. Как и в случае задачи 29.Jlx, утверждение следует из представле­
ния сферы 34п- 1 с IН!п как однородного С-пространства с группой G = Sp(n). 

29.14.х. Тор гомеоморфен факторпространству (в данном случае - фак­
торгруппе) R2 

/ Н плоскости по лежащей в ней целочисленной решетке Н = 
= 'I} С R 2

• Чтобы аналогичным образом получить бутылку Клейна, достаточ­
но к группе Н добавить осевые симметрии (х, у) 1---t (1 - х, у). 

29.15х. 1) Пространство наборов из п попарно ортогональных прямых в 
Rn. 2) Грассманово многообразие k-мерных плоскостей в Rп. 3) Грассманово 
многообразие ориентированных k-мерных плоскостей в ffi.n. 4) Многообразие 
Штифеля ( п - k )-мерных ортонормированных реперов в ffi.n. 

29.16х. Воспользуйтесь тем, что произведение однородных пространств 

является однородным пространством. С другой стороны, это произведение 

изоморфно пространству ориентированных двумерных плоскостей в ffi.4 (по­
пробуйте доказать это!). 

29.17х. По своему определению, группа SO(n, 1) действует транзитивно на 
квадрике в Rn+1

, заданной уравнением -х~ + xi + ... х~ =О. Для каждой точки 
на этой квадрике соответствующей изотропной подгруппой является образ 

SO(n) при её стандартном вложении в SO(n, 1). В силу 29.Мх, пространство 
орбит гомеоморфно указанной квадрике, таким образом, оно гомеоморфно 

несвязному объединению двух открытых п-мерных шаров. 

30.1. Для любого непрерывного отображения f: Х ---+ I отображение 

Н : Н ( х, t) = ( 1 - t) f ( х) является гомотопией между f и постоянным отобра­
жением h0 : х 1---t О. 

30.2. 1 =>1 Пусть f 0 , fi: Z---+ Х - постоянные отображения, х0 = f 0 (Z) и 
х1 = fi(Z). Если Н - гомотопия между fo и f 1 , то для произвольной точки 
z. Е Z путь и: t 1---t H(z" t) соединяет х0 с х 1 • Значит, эти точки лежат в одной 
компоненте линейной связности пространства Х. 1 -{::::) Если путь и: I ---+ Х 

соединяет точку х0 с х1 , то формула H(z,t) =и(t) задаёт гомотопию Н: Z х 
х I ---+ Х между fo и f1· 

30. 3. Рассмотрим произвольное отображение f: I ---+ У и покажем, что оно 

гомотопно нулю. Действительно, если H(s, t) = f(s(I - t)), то H(s, О)= f(s) и 
H(s, 1) = f(O). Рассмотрим два непрерывных отображения f,g: I ---+У. По­
кажем, что если f(I) и g(I) лежат в одной и той же компоненте линейной 
связности пространства У, то эти отображения гомотопны. Каждое из отоб­

ражений f и g гомотопно нулю, следовательно, они являются гомотопными в 

силу транзитивности отношения гомотопности и результата задачи 30.2. Для 
полноты картины предъявим в явном виде гомотопию, соединяющую f и g: 

{
f(s(I-Зt)) при tE (О;~), 

H(s,t)= и(Зs-1) при tE а;~), 
g(s(3t - 2)) при t Е [~; 1]. 
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30.4. Докажите, что всякое непрерывное отображение в звёздное множе­
ство гомотопно постоянному отображению, образом которого является центр 

звезды. 

30.5. Пусть f: С~ Х - непрерывное отображение. Если а - центр 

множества С, то искомая гомотопия Н: С х I ~ Х определяется формулой 
Н(с, t) = f(ta + (1 - t)c). 

30. 6. Пространство Х линейно связно. 

30. 1. Воспользуйтесь утверждением 30.F и тем, что sп '- point 3'! m;п. 

30.8. Если путь и: I ~ m;п '-О соединяет х = f(O) с точкой у= g(O), то он 
определяет гомотопию междУ f и g, так как Ох I 3'! I. 

30.9. Рассмотрим отображения f и g, определенные формулами f(O) = -1, 
g(O) = 1. Они не гомотопны, так как точки 1 и -1 лежат в разных компонентах 
линейной связности пространства IR '-О. 

30.10. Если п > 1, то существует ровно один гомотопический класс. При 
п = 1 имеется (k + l)m таких классов. 

30.11. Поскольку для всякой точки х Е Х и любого числа t Е I справедливо 
неравенство 

j(l - t)f(x) + tg(x)j = !Лх) + t(g(x) - f(x)) 1?:: !f(x)J - lg(x) - f(x)I >О, 

то образ прямолинейной гомотопии, соединяющей f и g, лежит в m;п '-О, сле­
довательно, эти отображения гомотопны. 

30.12. Для простоты будем считать, что у многочленов р и q коэффи­
циенты при старшей степени равны 1. Воспользуйтесь 30.11 для того чтобы 
показать, что отображения, задаваемые многочленом p(z) степени п и одно­
членом zn, гомотопны. 

30.13. Искомая гомотопия задаётся формулой 

(1 - t)f(x) + tg(x) 
Н(х, t) = 11(1- t)f(x) + tg(x)JI' 

ПодУмайте, для чего нам нужно условие lf(x) - g(x)j < 2? 

30.14. Это непосредственно следУет из 30.13. 

31.1. ! ~ 1 Для краткости записи положим а= ( uv )w и {3 =и( vw); по усло­
вию a(s) = fЗ(s) при всех s Е [О; 1). В доказательстве утверждения 31.Е.2 будет 
построена такая функция r.p, что а о r.p = {3. Следовательно, a(s) = a(r.p(s)), по­
этому a(s) = a(r.pn(s)) при всех s Е [О; 1] и п Е N (здесь через r.pn обозначена 
п-кратная композиция функции r.p). Поскольку r.p(s) < s при s Е (О; 1), то по­
следовательность r.pn ( s) является монотонно убывающей, при этом нетрудно 
видеть, что её предел равен нулю для каждого s Е (О; 1). По предположению 
а: I ~ Х, значит, a(s) =a:(r.pn(s)) -> а:(О) = х0 при всех s Е [О, 1), следователь­
но, и a(s) = х0 при всех s Е [О; 1). Следовательно, и a(l) = х0 • ! -<=! Очевидно. 

31.2. Из решения задачи 31.D следУет, что надо построить пути и, v и w 
в некотором пространстве, такие, что a(r.p(s)) = a(s) при всех s Е (О; 1] (здесь, 
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как и в 31.D, а:= (uv)w). Рассмотрим, к примеру, пути I--+ [О; З], заданные 

формулами: и( s) = s, v( s) = s + 1 и w( s) = s + 2; путь а:: [О; 1] --+ [О; З] является 
биекцией. Введём в [О; З] следующее отношение эквивалентности: х '""у, если 
существуют п, k Е N, такие, что х = a:(tpk(s)) и у= a:(tpn(s)). Пусть Х - это 
факторпространство отрезка [О, 3] по этому отношению. Для путей и' = pr ои, 
v' = prov и w' = prow как раз и имеет место равенство (u'v')w' = u'(v'w'). 

31.4. Если u(s) = eau(s), то 

u(s) ={а 
u(2s - 1) 

при s Е (О; !J, 
при s Е [ ~; 1) . 

Таким образом, u(s) =а при всех s Е [О;~]. Далее, если s Е [~; 1J, то 2s - 1 Е 
Е [О;~], откуда следует, что u(s) =и(2s-1) =а и при всех sE [~; 1J. Рассуждая 
далее аналогичным образом, в результате получим, что u(s) =а при всех s Е 
Е [О; 1). Если на пространство Хне накладывать никаких условий, то вполне 
возможно, что u(l) =х #а (покажите это). И покажите, что из условия задачи 
следует, что u(l) =а (ер. 31.1). 

31.5. Совсем очевидно. 

32.1. Такие гомотопии h, при которых h(O, t) = h(l, t) для всех t Е J. 

32.2. См. следующую задачу. 

32.3. Если z = e2тcis, то 

{ u(e4тcis) при s Е [0; ~], 
uv(e2тcis) = . 

v( e4тcis) при sE [~;1), 
т. е. 

uv(e2тcis) = { U(z2) при Im z?: О, 
V(z2) при Im z ~О. 

32.4. Следует рассмотреть множество гомотопических классов круговых 
петель в некоторой точке х0 , операция в котором определена так, как в зада­

че 32.3. 

32.5. Она тривиальна, так как всякое отображение в такое пространство 
является непрерывным, следовательно, всякие две петли (в одной и той же 
точке) гомотопны. 

32.6. Эта группа тривиальна, так как описанное факторпространство го­
меоморфно кругу D 2

• 

32. 7. На двухточечном пространстве существуют (с точпостью до гомео­
морфизма) ровно три топологические структуры: тривиальная, дискретная 

и топология, в которой открыта только одна точка из двух. Первый случай 

очевиден; дискретное пространство не является линейно связным, поэтому 

следует рассмотреть случай, когда Пх = {0, Х, {а}}. Пусть и - петля в точ­
ке а. Формула 

h(s, t) = {u(s) при t =О, 
а приtЕ(О;l] 
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определяет гомотопию между и и постоянной петлёй. Действительно, непре­

рывность h следует из того, что множество h-1 (a) = (и- 1 (а) х I) U (I х (О; 1]) 
открыто в квадрате I х I. 

32.9. Воспользуйтесь теоремой 32.Н, тем, что JRп 'O~JR х 3п- 1 , и теоремой 

32.G. 

32.1 О. Дискретное пространство односвязно, согда оно одноточечно. Ан­
тидискретное пространство, JRn, выпуклое множество, звездное множество од­
носвязны. Сфера sп односвязна, согда п) 2. Пространство JRn 'О односвязно, 
согда п) 3. 

32.11. Пусть Х =И U V, где И и V - открытые множества, причём оба 

они односвязны, а их пересечение И n V линейно связно. Заметим, что, по­
скольку пространство Х линейно связно, то И n V =f 0. Рассмотрим петлю и, 

для определенности пусть и(О)=и(1)=х0 ЕИ. В силу 32.G.3, найдётся по­
следовательность точек а1 , ... aN Е J, где О= а1 < а2 < ... < aN-1 < aN = 1, та­
кая, что для всякого i образ u([ai; ан1 ]) содержится в одном из множеств И 
или V. При этом (за счёт укрупнения отрезков) мы вправе считать, что если 
u([ak-1; ak]) с/. И (или V), то u((ak; ak+1]) С И (соответственно И), таким обра­
зом, u(ak) Е И n V при всех k = 1, 2, ... , N -1. Рассмотрим отрезок [ak; ak+1], 

такой, что u([ak; ak+1]) С V. Точки u(ak) и u(ak+i) можно соединить путём 
vk: [ak; akнJ -> И n V. Поскольку множество V односвязно, то существует го­
мотопия hk: (ak;ak+1] х I-> V, соединяющая иl[ak;akн] и vk, следовательно, 
петля и гомотопна петле v: I -> И. Так как множество И также односвязно, 

то v гомотопна нулю, таким образом, пространство Х является односвязным. 

32.12. В действительности, в настоящий момент эту задачу полностью 
решить невозможно, так как у нас до сих пор не было ни одного примера 

неодносвязного пространства. В дальнейшем будет доказано, что таким про­

странством является, к примеру, окружность. Пусть 

И = { ( х, у) Е 8 1 
1 у > 0} U (1, 0), V = { ( х, у) Е 8 1 

\ у ~ 0}. 

Каждое из этих множеств гомеоморфно промежутку, значит, оно односвяз­

но, их пересечением является точка - линейно связное множество, однако 

пространство и u v = 8 1 односвязным не является. 

32.13. Рассмотрим произвольную петлю s: I-> И. Так как пространство 
И U V односвязно, то эта петля гомотопна нулю в И U V, значит, существует 
гомотопия Н: I х I -> И U V между путём s и постоянным путём. Разобьём 
единичный квадрат I х I отрезками, параллельными его сторонам, на мелкие 
квадраты Кп так, чтобы образ каждого из этих квадратов содержался цели­

ком в одном из открытых множеств И или V. Рассмотрим объединение К 
квадратов разбиения, образ каждого из которых содержится в множестве V. 
Пусть L - это контур, состоящий из границ квадратов множества К, охваты­

вающий некоторую часть этого множества. Ясно, что L С И n V С И, значит, 
гомотопию Н можно продолжить с контура L на ограниченное им множество 
так, чтобы его образ содержался в И. Рассуждая подобным образом далее, 

получим гомотопию Н': I х I -> И. 
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33.1. Нетрудно описать семейство петель at, составляющее свободную го­
мотопию между петлёй а и петлёй, представляющей элемент Т.(о:). Именно, 

петля at начинается в точке s(t), далее за время ~ она доходит до точки 
х0 = s(O), затем за время 1 - ~ мы пробегаем по пути а и, наконец, вновь за 
время ~ мы возвращаемся в точку s(t). В таком случае петля а0 совпадает с 
исходной петлёй а. Петля а1 задана формулами 

{

s(l - 3т), если т Е [О;~], 
а1 (т) = а(3т -1), если т Е [~; ~], 

s(3т - 2), если т Е [~; 1], 

и, следовательно, её гомотопический класс совпадает с классом петли а- 1 о:а. 

Для полноты рассуждения приведём формулу для описанной выше гомото-

пии: 

{

s(t - 3т), 

Н(т,t) = а(~т--2~), 
s(3т + t - 3), 

если т Е [О;~], 

[ t 3-t] 
если т Е 3 ; - 3- , 

[
3 - t ] если т Е - 3-; 1 . 

33.2. Рассмотрите гомотопию, определенную формулой 

{

s(l - 3т), 

Н'(т,t)= H( 372-:-~~1,t), 
s(3т - 2), 

если 

если 

если 

[ 
1 - t] 

ТЕ О;-3-' 
E[l-t.t+2) 

т 3 ' 3 ' 

[
t + 2 ] ТЕ -

3
-;1, 

и убедитесь в том, что Н'(т, 1) = Ь(т), а соответствие т f--+ Н'(т, О) определяет 
путь из гомотопического класса [s- 1as]. 

33.3х. Прямое следствие утверждения 33.Lx. 

34.2. См. доказательство утверждения 34.F; накрытия р и q называются 
изоморфными. 

34.3. Следствие 34.Н и 34.Е в силу того, что С"- О~ 8 1 х JR, и р': JR ----> 

----> JR: х г-; nx есть тривиальное накрытие. Нарисуйте также правильно на­
крытую окрестность какой-либо точки z Е С "- О. 

34.4. Рассмотрим два следующих разбиения прямоугольника К= [О; 2] х 
х [О; 1]. Разбиение R состоит из двухточечных множеств {(О, у), (2, у) 1 у Е 
Е [О; 1]}, все остальные его элементы одноточечны. Разбиение R' состоит из 
двухточечных множеств { (х, у), (х + 1, 1 - у) 1 х Е (О; 1 ), у Е [О; 1]} и трёхточеч­
ных множеств {(О, у), (1, 1 - у), (2, у) 1уЕ[О;1]}. Поскольку каждый элемент 
первого разбиения содержится в некотором элементе второго разбиения, то 

определено факторотображение р: К/ R ----> К/ R', которое и является накры­
тием ленты Мёбиуса цилиндром. Можно было поступить проще. Введём отно­

шение эквивалентности на 8 1 х I: (z, t)"' (-z, 1-t). Убедитесь в том, что фак­
торпространство по этому отношению гомеоморфно лепте Мёбиуса, а отобра­

жение факторизации есть накрытие. 
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34.5. Решение аналогично решению предыдущей задачи. Рассмотрите два 
разбиения прямоугольника К= [О; 3] х [О; 1]. Двухточечными элементами пер­
вого из них являются пары {(О, у), (3, 1 - у) 1 у Е [О; 1]}, а четырёхточечными 
элементами второго - четвёрки {(О, у), (1, 1 - у), (2, у), (3, 1 - у) 1уЕ[О;1]}. 

34. 6. Модифицируйте решение задачи 34.4, включив в разбиение R четвёр­
ку вершин прямоугольника К и пары {(х, О), (х, 1) 1хЕ(О;2)}. Другой подход 
к построению того же самого накрытия состоит во введении в 8 1 х 8 1 отно­

шения эквивалентности: (z, w)'"" (-z, w) (см. решение задачи 34.4). 
34. 7. Существуют стандартные накрытия IR х 8 1 -+ 8 1 х 8 1 и IR х IR -+ 

-+ 8 1 х 8 1
' композиции которых с накрытием, построение которого намечено 

в решении предыдущей задачи, являются накрытиями бутылки Клейна ци­

линдром и плоскостью. Нетривиальное накрытие бутылки Клейна бутылкой 

Клейна получится, если модифицировать решение задачи 34.5. Приведём так­
же более геометричное описание искомого накрытия. Пусть q: М -+ М - это 

накрытие ленты Мёбиуса лентой Мёбиуса. Рассмотрим две копии М1 и М2 
ленты Мёбиуса. Пусть q1 : М1 -+ М1 и q2 : М2 -+ М2 - две копии отображе­

ния q. Мы можем склеить М1 и М2 по их общей границе, получив в результа­
те бутылку Клейна. Ясно, что в результате мы построим накрытие бутылки 

Клейна бутылкой Клейна. 

34.8. Прообразы точек имеют вид { (х+ k, ~ + (-l)k- 1 (~ -у) +l') 1 k, l' Е Z}. 
34.9. Мы уже имеем накрытия 8 2 -+ IRP2 и 8 1 х 8 1 -+ К, где К - бу­

тылка Клейна, таким образом, имеем накрытия сферы с k пленками сферой 
с k - 1 ручками при k = 1, 2. Докажем, что подобное накрытие существует 
при любом k. Пусть 8 1 и 8 2 - два экземпляра сферы с k дырами. Обозначим 
через 8, основную, так сказать, сферу с k дырами и рассмотрим отображение 
р': 8 1 U82 -+ 8. Теперь заклеим имеющиеся на 8 дыры пленками (т. е. лента­
ми Мёбиуса), а пары имеющихся на 8 1 и, соответственно, 8 2 дыр цилиндрами 

8 1 х I. В результате мы получим К - сферу с k пленками, а 8 1 u 8 2 с при­
клеенными k цилиндрами гомеоморфно сфере М с k - 1 ручками. Поскольку 
существует накрытие ленты Мёбиуса цилиндром, то р' продолжается до дву­

листного накрытия р: М -+ К. 

34.10. В действительности будет доказано, что всякий локальный гомео­
морфизм является открытым отображением, а, как следует из 34.11, всякое 
накрытие есть локальный гомеоморфизм. Итак, пусть множество V открыто 
в Х, V' = p(V). Рассмотрим точку Ь = р(х) Е V', где х Е V. По определению 
локального гомеоморфизма, найдётся такая окрестность И точки х, что р(И) 

является открытым множеством и отображение р: И -+ р(И) есть гомеомор­

физм. Значит, множество р(И n V) открыто в V', таким образом, оно открыто 
в В, следовательно, оно является лежащей в p(V) окрестностью точки Ь. Та­
ким образом, р(И) - открытое множество. 

34 .11. Если х Е Х, И - правильно накрытая окрестность точки Ь = р( х), 
р- 1 (И) = Ua Va, то найдётся множество Va, которое содержит точку х. В силу 
определения накрытия, Plv": Va -+ И есть гомеоморфизм. 

12 Элементарная топология 
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34.12. Да, существуют; см" к примеру, 34.к. 

34.13. Пусть f: Х - У - локальный гомеоморфизм, G - открытое под­

множество пространства Х их Е G. Предположим, что И - такая окрестность 

точки х (в Х), что множество J(U) открыто в У и сужение flи: И - f(U) яв­
ляется гомеоморфизмом. Если V = W n И, то множество f (W) открыто в f (И), 
значит, оно открыто в У. Ясно, что flw: W - f (W) - гомеоморфизм. 

34.14. Только для всей прямой. Покажем, что если А - собственное под­

множество JR, то Рlл: А - 8 1 не является накрытием. Действительно, у мно­
жества А есть граничная точка х0 , пусть Ь0 = р(х0 ). Нетрудно видеть, что Ь0 
не обладает правильно накрытой (для отображения Рlл) окрестностью. 

34.15. См., к примеру, 34.Н. 

34.16. К примеру, число листов накрытия из задачи 34.I равно pq. Во 
многих примерах число листов бесконечно ( счётно). 

34.17. Все натуральные чётные числа и только они. Первое утверждение 
очевидно, а аккуратно доказать второе на нашем уровне знаний в действи­

тельности невозможно. В приведённом далее рассуждении мы будем исполь­

зовать методы и факты, изложенные в последующих параграфах (ер. 40.3). 
Рассмотрим гомоморфизм р. : 7r 1 ( 8 1 х I) - 7r 1 ( М), который есть мономор­
физм. Известно, что 7r1 (81 х I) ~ Z ~ 7r1 (М), при этом образующая группы 
7r1 (S1 х I) переходит в 2k-кратную образующую группы 7r1 (M). Следователь­
но, в силу 40.G (или 40.Н), накрытие является чётнолистным. 

34.18. Все нечётные натуральные числа (ер. 34.5) и только их (см. 40.4). 
34.19. Все чётные натуральные числа (ер. 34.6) и только их (см. 40.5). 
34.20. Все натуральные числа (ер. 34. 7). 

34.21. Рассмотрим накрытие Т1 =81 х 8 1 
- Т2 = 81 х 8 1: (z, w) 1--* (zd, w). 

Обозначим через S2 поверхность, получающуюся из тора Т2 после того, как 
из него удалили р-1 дыр. Прообразом 8 2 при указанном накрытии является 

поверхность 8 1 , гомеоморфная тору с d(p - 1) дырами. Если каждую из дыр 
(на S1 и 8 2 ) заклеить ручкой, то мы подклеим р - 1 ручек к 8 2 , в результате 
чего получим поверхность М2 - сферу с р ручками, и d(p - 1) ручек - к 8 1 , 

получив поверхность М1 - сферу с d(p - 1) + 1 ручками. Ясно, что накрытие 
8 1 - 8 2 продолжается до d-листного накрытия М1 - М2 • 

34.22. Рассмотрим произвольную точку z Е Z, пусть q- 1 (z) = 
= {у1, У2, ... , Yd}· Если V - окрестность точки z, правильно накрытая 
относительно проекции q, а Wk - окрестности точек yk, k = 1, 2, ... , d, 
правильно накрытые относительно проекции р, то И= n:= 1 q(Wk nq-1 (V)) -
окрестность точки z, правильно накрытая при проекции q о р. Значит, 

q о р: Х - Z - накрытие. 

34.23. Пусть Z есть объединение бесконечного множества окружностей, 
заданных уравнениями х2 + у2 = 2х , п Е N, а У - объединение оси ординат и 

п 

«дважды» бесконечного семействах2 + (y-k) 2 = 
2х, где nEN, n> 1, kEZ. На­
п 

крытие q: У - Z устроено следующим образом: ось ординат «наматывается» 



Указания, комментарии, совеm'Ы и отвеm'Ы 329 

на внешнюю окружность пространства Z, а сужения q на другие окружности 
задаются параллельными переносами. Постройте накрытие р: Х --+ У, ком­

позиция которого с q не будет накрытием. При этом накрытие р может быть 
всего лишь двулистным. 

34.24. 1) Заметим, что топология в слое (индуцированная из Х) дискрет­
на. Значит, если пространство Х компактно, то слой F = р- 1 (Ь) замкнут в Х 
и, следовательно, компактен. Поэтому множество F конечно, таким образом, 
накрытие конечнолистно. 2) Так как пространство В компактно и хаусдорфо­
во, то оно регулярно, значит, у каждой точки имеется окрестность Их, такая, 

что её компактное замыкание Cl Их лежит в некоторой правильно накрытой 
окрестности. В силу компактности базы, В=UИх" X=Up-1 (CIИxJ· Так 
как накрытие конечнолистно, то тем самым Х покрывается конечным чис­

лом компактных множеств, значит, оно само компактно. 

34.25. Пусть И n V = G0 U G1 , где G0 и G1 - открытые подмножества. 

Рассмотрим произведение Х х Z и его подмножество 

У= {(х, k) 1 х Е И, k чётно} U {(х, k) 1 х Е V, k нечётно}, 

являющееся несвязным объединением счётного числа экземпляров множеств 

И и V. Введём в У отношение 

(х, k)""' (х, k + 1), если х Е G1 , k чётно, 

(х, k) ""'(х, k - 1), если х Е G0 , k нечётно. 

Рассмотрим разбиение У на пары эквивалентных друг другу точек и на одно­

точечные подмножества из (У"- (И n V)) х Z. Обозначим через Z факторпро­
странство по построенному разбиению. Пусть р: Z --+ Х - это факторизация 

отображения, являющегося сужением на У стандартной проекции Х х Z --+ Х. 

Убедитесь в том, что р: Z --+ Х является бесконечнолистным накрытием. При­

мените описанную конструкцию к окружности S 1
, являющейся объединением 

двух открытых дуг с несвязным пересечением; что за накрытие в результате 

вы получите? 

35.1. По условию Х =В х F, где F - дискретное пространство, а р = 
=рrв. Пусть у0 Е F - вторая координата точки х0 • Соответствие а~ (!(а), у0 ) 

определяет непрерывное поднятие J: А --+ Х отображения f. 
35.2. Пусть х0 = (Ь0 , у0 ) ЕВ х F = Х. Рассмотрим отображение g = 

= prF of: А --+ F. Поскольку множество А связно, а топологическая струк­
тура в F дискретна, то g - постоянное отображение. Значит, f(a) =(!(а), у0 ), 
следовательно, поднятие единственно. 

35.3. Рассмотрим множество совпадения G ={а Е А/ J(a) = g(a)} отобра­
жений f и g, по условию G -/= !2J. Для всякой точки а Е А выберем связную 

окрестность Va С <р- 1 (Иь), где Иь - некоторая правильно накрытая окрест­

ность точки Ь = <р(а). Если Va n G-/= 50, то Va С G в силу 35.2. В частности, 
если а Е G, то Va С G, следовательно, множество G открыто. Точно так же, 
если а ф_ G, то v;. n G = !25, т. е. Va С А"- G, значит, и множество А" G открыто. 
По условию А связно и G-/= !25, откуда следует, что А= G. 

12· 
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35.5. Покажите, что если Ь0 = -1, х0 =~'то поднятия пути и: t r--+ e3"it не 
существует. 

35.6. Имеем: U(t) = ln(2 - t), V(t) = ln(l + t) + 27Гit, uv = uv, а Vи = vii, где 
u = ln(2 - t) + 27Гi. 

35. 7. Если накрытие нетривиально и при этом накрывающее пространство 
линейно связно, то существует путь s, соединяющий различные точки х0 , х 1 Е 
Е р- 1 (Ь0 ). В силу утверждения 35.Е петля р о s не гомотопна нулю, значит, 
пространство В не односвязно. 

35.8. Это следует из 35. 7. 

35.9. К примеру, пространство JRP2 не односвязно. 

35.10. К примеру, обобщите теорему 35.В на отображения f: sп ---> В при 

п > 1 (ер. 41. Wx и 41.Хх). 

36.1. Это класс а. Действительно, путь s(t) =t2 , накрывающий данный 
путь, заканчивается в точке 1 Е JR, значит, он гомотопен пути s 1 • 

36.2. Если [s] = an, то s"'"' sn, значит, пути 8 и sn оканчиваются в одной и 
той же точке. 

36.3. -Универсальным накрывающим пространством для п-мерного тора 
является пространство !Rn, накрытие р определяется формулой р(х1 , ••• , xn) = 
= (e2

"ix1, ... , е2"iхп ). Отображение deg: 7Г1 ((8 1 )п, (1, 1, ... , 1)) ---. zп определя­
ется следующим образом. Если и - петля на торе и u - накрывающий её путь, 

начинающийся в начале координат, то deg([u]) = U(l) Е zn С !Rn. Докажите, что 
это отображение определено корректно и является изоморфизмом. 

36.4. Там, где мы использовали односвязность п-мерной сферы, другими 
словами, накрытие sп ---> JRpn является универсальным лишь при п:?;::: 2. 

36. 7х. Рассмотрите три случая, именно, когда в пространстве Х: 1) нет 
открытых одноточечных множеств; 2) имеется единственное открытое одно­
точечное множество; 3) существуют два открытых одноточечных множества. 

36.Вх. К примеру, постройте бесконечнолистное накрытие (в узком смыс­

ле) пространства Х (см. 7. V). 

36.9х. Покажем, что 7Г1 (Х) ~ Z. Пространством, накрывающим Х, явля­
ется множество Z с топологией, базой которой являются одноточечные мно­
жества {2k}, k Е Z, и трёхточечные множества {2k, 2k + 1, 2k + 2}, k Е Z. При 
этом р- 1 (а)= { 4k 1 k Е Z}. Как и в случае вычисления фундаментальной группы 
окружности, достаточно показать, что пространство, накрывающее Х, явля­

ется односвязным. Это следует, к примеру, из того что взяв И= {О, 1, 2} и 
V = {2, 3, 4}, получим, что И и V открыты в И U V, односвязны и их пересече­
ние линейно связно. Следовательно, их объединение И U V также односвязно 
(см. 32.11). Приведём также другое рассуждение. Положим Jn ={О, 1, ... , 2п}. 
Определим отображение Hn: Jn х I---> Jn посредством формул 

Нп(х, t) = Х при ХЕ Jn-1, 
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Hn(2n - 1, t) = {
2n-1 

2n-2 

{

2n 

Hn(2n, t) = 2n - 1 

2n-2 

при t =О, 

при t Е (О; 1], 

при t Е [О;~), 

при t Е [~; ~], 
при t Е ( ~ ; 1] . 
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Пусть и - петля в О, образ которой содержится в множестве Jn. Формула 
hп(s, t) = Hn(u(s), t) определяет гомотопию между и и петлёй, образ которой 
лежит в множестве Jn-l· Рассуждая по индукции, получим, что петля и го­
мотопна постоянной петле. 

36.10х. 1) Из результатов задач 32. 7, 36. 7хи 36.Вхследует, что n 0 =4. 2) Из 
вычисления, проведённого при решении задачи 36. 9х, следует, что группа Z 
реализуется как фундаментальная группа четырёхточечного пространства. 

Покажите, что никакая другая нетривиальная группа не может быть фунда­

ментальной группой такого пространства. 

3б.11х. 1) Рассмотрим семиточечное пространство Z ={а, Ь, с, d, е, f, g}, то­
пология в котором определена базой 

{{a},{b},{c},{a,b,d},{b,c,e},{a,b,f},{b,c,g}}. 

Для того чтобы убедиться, в том, что Z не является односвязным, достаточно 
построить его универсальное накрытие в узком смысле, которое в нашем слу­

чае строится так же, как универсальное накрытие букета двух окружностей. 

Вместо «Креста» к рассмотрите пространство к= {а, Ь+, ь_, С+, с_, d, е, f,g}. 
2) В силу 36.10х, необходимо взять по крайней мере пять точек. Рассмотрим 
пространство У = {а, Ь, с, d, е}, топология в котором определена базой 

{{а}, {с}, {а, Ь, с}, {а, с, d}, {а, с, е} }. 

Убедитесь в том, что фундаментальной группой пространства У является сво­

бодная группа с двумя образующими. 

3б.12х. Рассмотрите топологическое пространство 

х = { аа, Ьа, Со, а1, а~' Ь1, ь~' С1, с~' а2, Ь2, С2, d2}, 

топология в котором определена базой 

{аа}, { аа, Ьа, с1}, { ао, Ьа, с~}, 
{ Ьа}' { ао' Ь1' Со}, { ао, ь~' Со}' 
{еа}, {а1, Ьа, са}, {а~, Ьа, са}, 

{ аа, Ьа, Со, а1' ь~' с~' а2}, 
{ ао, Ь0 , с0 , а~, Ь1, с~, Ь2}, 
{ аа, Ьа, Со, а~' ь~, С1, с2}, 
{ао, Ьа, Со, ai, Ь1, с1, d2}· 

37.1. Заметим прежде всего, что, поскольку фундаментальная группа про­
колотой плоскости коммутативна, оператор переноса вдоль петель являет­

ся тождественным гомоморфизмом. Следовательно, если два отображения 

f, g: С" О ~ С "О гомотопны, то они индуцируют один и тот же гомомор­
физм фундаментальных групп. Пусть f - отображение z г-+ z3

• Образующей 
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группы 7Г1 (С, о, 1) является класс о: петли s(t) = e2тrit. Образом f*(o:) является 
класс петли f#(u) = f о и, таким образом, f#(u)(t) = e6тrit, значит, f*(o:) = о:3 =1 
=1 а. Следовательно, f* =1 idтr1 (c--._o, 1 ), откуда и следует, что отображение f не 
гомотопно тождественному. 

37.2. Обозначим через i включение Х -+ lRn. Если отображение f про­

должается до F: JRn -+ У, то f = F о i, значит, f * = F* о i*. Однако, поскольку 
пространство lRn односвязно, гомоморфизм F* тривиален, следовательно, три­
виален и гомоморфизм f*. 

37.3. Обозначим через r.p гомеоморфизм открытого множества ИСХ на 
S1 х S 1 '-{(1,1)}. Если Х =И, то утверждение очевидно, так как группа 
7Г 1 ( S 1 х S 1 

" { ( 1, 1)}) изоморфна свободной группе с двумя образующими. 
в противном случае определим отображение f: х ---> S 1 х S 1

, положив 

f(x) = {r.p(x) при х Е И, 
(1, 1) при х tf. И. 

Проверьте, что f - непрерывное отображение. Теперь возьмем точку х0 Е И 
и рассмотрим гомоморфизм 

Нетрудно видеть, что f * - эпиморфизм. 

37.4. Пусть f(z) = diag{z, 1, 1, ... , 1} ДЛЯ ВСЯКОЙ ТОЧКИ Z Е 8 1 , а g(A) = 
det(A) . 

= I det(A)I для всякой матрицы А Е GL(n, С). Тем самым определены отображе-

ния f: S 1 ---> GL(n, С) и g: GL(n, С) ---> S 1
, композиция g о f которых является 

тождественным отображением. Так как композиция g* о f. = (g о!).= idч(s1), 
то g. - эпиморфизм, следовательно, фундаментальная группа пространства 

GL(n, С) бесконечна. 

37.5х. Это в точности утверждение 37.Кх. 

37. бх. В силу 37. 5х достаточно проверить, что если а Е Int D2 и i - стан­
дартное вложение стандартной окружности S 1 в JR2 

" а, то круговая петля i 
определяет нетривиальный элемент в группе 7Г 1 (JR2 

'- а). Действительно, фор­
мула h(z, t) = z + ta определяет гомотопию между i и круговой петлёй, класс 
которой порождает фундаментальную группу проколотой плоскости JR2 '-а. 

37. 7х. Возьмем произвольную точку а Е JR2
, пусть R > \а\ + т. Рассмотрим 

круговую петлю, определенную формулой r.p(z) = f ( Rz), где z Е S 1
, и стандарт­

ную петлю iн, где iR(z) = Rz. Если h(z, t) = tr.p(z) + (1 - t)iн(z), то 

ih(z, t)i = \Rz + t(f(Rz) - Rz)I ~ R- lf(Rz) - rz\ ~ R- т > ia\, 

значит, отображение h определяет гомотопию в JR2 
'- а между круговыми пет­

лями r.p и iн. Так как петля iн в 1R2 '-а не гомотопна постоянной петле, то и 

r.p не гомотопна постоянной петле. В силу 37.5х, а= J(Rz), где izl < 1, таким 
образом, точка а принадлежит образу отображения f. 
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37. 8х. Проще всего было бы воспользоваться теоремой 37. 5х, проверив, 
что соответствующая круговая петля не гомотопна в JR.2 

' О постоянной петле. 
Конечно, в этой теореме речь идет о круге, а не о квадрате, но квадрат гомео­

морфен кругу, так что с топологической точки зрения нет никакой разницы 

между парой (!2, Fr !2) и парой (D2 , S 1 
). Однако для того чтобы читатель 

лучше осознал основную идею доказательства теоремы 37. 5х, мы приведём 
решение данной задачи, не опирающееся на эту теорему. Предположим, что 

w(x, у)# О nри всех (х, у) Е J2. Рассмотрим пути, идущие по сторонам квад­
рата, именно, 

s 1 (т) = (1, т); s2 (т) = (1- т, 1); s3 (т) =(О, 1- т); s4 (т) = (т, О). 

Ясно, что определено произведение s = s1 s2 s3 s4 , которое является петлёй, го­

мотопной нулю в квадрате J2. Теперь рассмотрим петлю w о s и покажем, что 
она не гомотопна нулю в проколотой плоскости JR.2 'О. Поскольку w(s1 (т)) = 
= и(1) - v(т), то образ пути w о 8 1 лежит в первой четверти. Его началом 
является точка и(l) - v(O) = (1, О), а концом - точка u(l) - v(l) =(О, 1). Так 
как первая четверть является односвязлым множеством, то путь w о 8 1 го­

мотопен в ней любому пути, соединяющему те же точки, к примеру, пути 

'P1 (t) = e"it/2
• Аналогично, путь w о s2 лежит во второй четверти и гомотопен 

в ней пути 'P2 (t) = ei(t+l)/2 . Таким образом, путь w о s гомотопен в JR.2 'О пути 
'Р = 'Р 1 'Р2 'Рз <р4 , который определен формулой 'Р( т) = e2

"ir. Следовательно, класс 
петли w о s является образующей фундаментальной группы n1 (1R.2 '(1, О)), 
в частности, эта петля не гомотопна постоянной петле. С другой стороны, 

в силу 37.G.4, петля w о s гомотопна постоянной петле в JR.2 'О. Полученное 
противоречие доказывает, что и(х) - v(y) = w(x, у)= О при некоторых х Е I и 
у Е I, т. е. что пути и и v пересекаются. 

37. 9х. К примеру, рассмотрите множества 

F = {(1, 1)} U ([О; 1) х О) u пQ1 Zn2~ l х [О; 
2~~ 1], 

00 2п 1 G = {(1,0)} u ([О; 1) х 1) U U -
2 1 

х [-
2 1

; 1]. 
n=l п+ п+ 

37.1 Ох. Нет, нельзя. Проведём доказательство от nротивного. Пусть е = 
= p(F, G) >О. Из результата задачи Ц.11 следует, что точки (О, О), (1, 1) Е F 
можно соединить путём и, образ которого лежит в е/2-окрестности множе­

ства F, а точки (О, 1), (1, О) Е G - путём v с образом в с:/2-окрестности G. При 
этом u(I) n v(I) = !25 в силу выбора с:, что противоре­
чит утверждению задачи 37. Вх. 
Теперь приведём более элементарное решение этой 

задачи. Из результата задачи Ц.22х следует, что L 
существует простая ломаная Г, соединяющая точ-

ки (О, 1) и ( 1, О) и не пересекающаяся с множеством 
G. Рассмотрим многоугольник L (рисунок). Одна из 
оставшихся вершин лежит внутри этого многоуголь­

ника, а другая - вне nего. Следовательно, эти точки 
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не могут принадлежать связному множеству, не пересекающемуся с этим мно­

гоугольником. 

37.12х. Докажем, что если точки х и у соединены путём, не пересекающим 

множество u(S1
), то ind(u,x) =ind(u,y). Действительно, если такой путь s 

существует, то формула 

u(z) - s(t) 
h(z, t) = <pu,s(t)(z) = lи(z) _ s(t)/ 

определяет гомотопию междУ отображениями IРи,х и <ри,у; далее - как в до­

казательстве 37.Lx. Таким образом, если ind(u, х) f=. ind(u, у), то точки х и у 
нельзя соединить путём, образ которого не задевал бы множество u(S1 ). 

37.13х. Предположим, для простоты, что данный круг содержит начало 

координат. Из формулы 

(1 - t)u(z) - х 
h(z, t) = 1(1 - t)u(z) - xl 

следует, что отображение <ри,х гомотопно нулю, значит, ind( и, х) = О. 

37.Цх. 1) ind(u, х) = 1, если lxl < 1, и ind(u, х) =О, если lxl > 1. 2) ind(u, х) = 
= -1, если lx/ < 1, и ind(u,x) =О, если lx/ > 1. 3) {ind(u,x) 1 х Е :IR.2 

'- u(S1
)} = 

={О, 1, -1}. 
37.15х. Лемниската разбивает плоскость на три компоненты. Индекс лю­

бой петли, образом которой является лемниската, относительно любой точки, 

лежащей в неограниченной компоненте, равен нулю. Для любой пары (k, f) 
целых чисел найдётся такая петля и, что её индекс относительно точки из 

одной ограниченной компоненты равен k, а её индекс относительно точки, 
лежащей в другой ограниченной компоненте, равен f. 

37.1 бх. См. решение предыдущей задачи. 

37.17х. Мы вправе считать, что х - начало координат, а луч R совпадает 
с положительной частью оси абсцисс. Будет удобнее рассматривать петлю 

f ( e2тrit) 
и: I --+ 31 : t i-+ 1 f ( e2тrit) 1 · 

Предположим, что множество 1-1 (R) конечно и состоит из п точек. Следо­
вательно, и- 1 (1) = {t0 , t 1 , ••• , tп}, при этом t0 =О и tn = 1. Петля и гомотопна 
произведению петель и;, i = 1, 2, ... , п, каждая из которых обладает следую­
щим свойством: и;(t) = 1 только при t =О, 1. Докажите, что [и;] либо равен 
нулю, либо является одной из образующих группы 7Г1 (S1 ). Значит, если k; -
целое число - образ [и;] при изоморфизме 7Г1 (81

) --+ Z, k = ind(f, х) - образ 
класса [и] при этом изоморфизме, то 

так как каждое из чисел k; - это О или ± 1. 

37.18х. Примените теорему Борсука-Улама к функции, сопоставляющей 

каждой точке земной поверхности пару чисел (t,p), где t есть температура в 
этой точке, а р - давление. 
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38.1. Если р1 : Х _,А и р2 : А _, В являются ретракциями, то и 

Р2 о Р1 : Х _, В есть ретракция. 

38.2. Если р1 : Х _, А и р2 : У _, В являются ретракциями, то и 

Р1 х Р2 : Х х У _, А х В есть ретракция. 

38.3. Положим f(x) =а при х ~а, f(x) =х при х Е [а; Ь], f(x) = Ь при х?:: Ь 
(т.е. f(x) =max{a,min{x,b}}). Тогда f: JR. _, [a;bJ - ретракция. 

38.4. Следствие 38.б или, более привычно: если f(x) = х при всех х Е (а; Ь), 
то из непрерывности функции f следует, что f ( Ь) = Ь, таким образом, не суще­
ствует непрерывной функции на JR., образом которой является интервал (а; Ь). 

38.5. Те свойства, которые передаются от топологических пространств их 
подпространствам и (или) непрерывным образам. К примеру, хаусдорфовость, 

связность, компактность, и т. п. 

38. 6. Следует из 15.4. 
38. 7. Так как это пространство не является линейно связным. 

38.8. Нет, не является. Действительно, группа 7Г1 (JR.P2 ) ~ Z2 конечна, а 
группа ?Г1 (JR.P1

) = ?Г1 (81
) ~ Z бесконечна, следовательно, не существует эпи­

морфизма первой из них на вторую (так же как и не существует мономор­
физма второй на первую). Значит, в силу утверждения 38.F не существует и 
ретракции JR.P2 

_, JR.P1
. 

38.9. Пусть L - это граничная окружность ленты Мёбиуса М. Ясно, что 

?Г1 (L)~7Г1 (М)~Z. Однако (ер. 34.4) нетрудно убедиться (проверьте это!), что 
гомоморфизм i., индуцированный включением i: L _, М, переводит образую­
щую а Е 7Г 1 ( L) в элемент 2(3, где (3 - это образующая группы 7Г 1 ( М) ~ Z. Если 
бы существовала ретракция р: М _, L, то композиция р. о i. переводила бы 
образующую а Е ?Г1 (L) в элемент 2р.(/3) f- а, что противоречит тому, что эта 
композиция является тождественным изоморфизмом фундаментальной груп­

пы 7Г1(L). 

38.10. Пусть L - граничная окружность ручки К. Ясно, что 7Г1 (L) ~ Z, а 
?Г1 (К) - это свободная группа с двумя образующими а и Ь. При этом мож­
но проверить (сделайте это!), что гомоморфизм включения i.: 7Г1 (L) _, 7Г1 (К) 
переводит образующую а Е 7Г1 (L) в коммутатор аЬа- 1 ь- 1 • Предположим про­
тивное: пусть существует ретракция р: К _, L. Тогда композиция р. о i. пере­
водит образующую а Е 7Г1 (L) в нейтральный элемент этой группы, поскольку 
в силу коммутативности группы Z элемент 

является нейтральным. С другой стороны, эта композиция должна совпадать 

с id,,.1 (L). Противоречие. 

38.11. -Утверждение очевидно, так как всякое свойство, сформулированное 
в топологических терминах, очевидно является топологическим. Интересно, 

однако, поставить такой вопрос. Пусть пространство Х обладает свойством 

неподвижной точки и h: Х _, У - гомеоморфизм. Таким образом, мы знаем, 
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что всякое непрерывное отображение f: Х ___, Х имеет неподвижную точку. 
Как, зная это, доказать, что и произвольное непрерывное отображение g: У ___, 
У имеет неподвижную точку? Покажите, что таковой будет точка h(x), где 
х - неподвижная точка некоторого отображения Х ___, Х. 

38.12. Рассмотрим непрерывную функцию f: [а; Ь] ___, [а; Ь] и вспомогатель­
ную функцию g(x) = f(x)-x. Так как g(a) = f(a)-a ~О, а g(b) = f(Ь) -Ь~О, то 
найдётся точках Е [а; Ь], такая, что g(x) =О. Таким образом, f(x) = х, т. е. х -
неподвижная точка отображения f. 

38.13. Пусть р: Х ___,А- ретракция. Рассмотрим произвольное непрерыв­

ное отображение f: А ___, А и композицию g = in о f о р: Х ___, Х. Пусть х -
неподвижная точка отображения g, таким образом, х = f (р( х)). Поскольку 
р(х) Е А, то их Е А, поэтому р(х) = х, значит, х = f(x). 

38.14. Обозначим через w точку букета, являющуюся образом пары 
{ х0 , у0 } при отображении факторизации. 1 => 1 Рассмотрим произвольное 
непрерывное отображение f: Х V У ___, Х V У, пусть, для определенности, 
f(w) Е Х. Пусть i: Х ___, Х V У - стандартное включение, ар: Х V У___, Х -
ретракция, переводящая всё пространство У в точку w. По предположению 
отображение р о f о i имеет неподвижную точку х Е Х, p(f(i(x))) = х, таким 
образом, p(f(x)) = х. Если f(x) Е У, то p(f(x)) =w, значит, x=w. С другой сто­
роны мы предполагали, что f ( w) Е Х, следовательно, f ( w) = w - неподвижная 
точка отображения f. Теперь предположим, что f(x) Е Х. В таком случае 

х = (р о f о i)(x) = p(f(x)) = f(x), 

значит, х - неподвижная точка отображения f. 1 ~1 Следует из 38.13. 

38.15. Поскольку отрезок обладает свойством неподвижной точки 

(см. 38.12), то, в силу 38.Ц, рассуждая по индукции, получаем, что всякое 
конечное дерево обладает этим свойством. Произвольное бесконечное дерево 

этим свойством обладать не обязано; пример - числовая прямая. Однако по­

пробуйте сформулировать дополнительное условие, при выполнении которого 

и бесконечное дерево будет обладать свойством неподвижной точки. 

38.16. Конечно, нет; например, параллельный перенос не имеет неподвиж­
ных точек. 

38.17. Конечно, нет; например, антиподальное отображение х i--; -х не 

имеет неподвижных точек. 

38.18. Пусть п = 2k - 1. Например, отображение 

не имеет неподвижных точек. 

38.19. Пусть п = 2k - 1. Например, отображение 

не имеет неподвижных точек. 
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39 .1. Отображение f: [О; 1] --+ {О} является гомотопической эквивалентно­
стью; гомотопически обратным к нему отображением будет, например, вклю­

чение i : {О} --+ [О; 1]. Композиция i о f гомотопна id1 , так как любые два непре­
рывных отображения I --+ I гомотопны, а композиция f о i: {О} --+ {О} сама 
является тождественным отображением. Конечно, f - не гомеоморфизм. 

39.2. Обозначим через 7ro(X) множество компонент линейной связности 
пространства Х, через 7Го (У) - множество компонент линейной связности го­

мотопически ему эквивалентного пространства У. Пусть f: Х --+ У и g: У --+ 

--+ Х - взаимно обратные гомотопические эквивалентности. Поскольку отоб­

ражение f непрерывно, то оно переводит линейно связное множество в линей­
но связное, следовательно, гомотопические эквивалентности f, g индуцируют 
отображения f: 1Го(Х) --+ 1Го(У) и g: 1Го(У) --+ 7Г0 (Х). Так как композиция g о f 
гомотопна тождественному отображению, то всякая точка х Е Х лежит в той 

же компоненте линейной связности, что и точка g(f(x)), следовательно, ком­
позиция g о f является тождественным отображением. Аналогичным образом, 
тождественна и композиция f о g. Следовательно, f и g являются взаимно об­
ратными отображениями, в частности, множества 7ro(X) и 1Го(У) равномощны. 

39.3. Аналогично 39.2. 

39.4. К примеру, возьмите: точку, отрезок, букет п отрезков при п ~ 3. 

39.5. Докажем, что средняя линия L ленты Мёбиуса М (т. е. образ отрезка 
1 х ~ при факторизации квадРата I х I --+ М) является её строгим дефор­
мационным ретрактом. Геометрическое рассуждение очевидно: в качестве ht 
можно взять сжатие с коэффициентом 1 - t ленты Мёбиуса по направлению 
к её средней линии. Таким образом, h0 тождественно, а h1 отображает Мв L. 
Теперь выпишем соответствующие формулы. Поскольку М является фактор­

пространством квадрата, вначале рассмотрим гомотопию 

Н: I х I х I--+ I х I: (u,v,t) 1-+ (и, (1-t)v + ~). 

При этом Н (и, ~, t) = (и, ~) при всех t Е J. Поскольку 

t t (1 - t)v + 2 + (1 - t)(l - v) + 2 = 1, 

то эта гомотопия выдерживает факторизацию, порождая гомотопию h: М х 
х I--+ М. Имеем Н(и, v, О)= (и, v), значит, h0 = idм, а Н1 (и, v) =(и,~). 

39.6. Буквы Е, F, G, Н, 1, J, К, L, М, N, S, Т, U, V, W, Х, У, Z гомотопи­
чески эквивалентны точке; буквы А, О, Р, Q, R гомотопически эквивалентны 
окружности; буква В - букету двух окружностей. 

39. 7. Это можно доказать различными способами. Укажем лежащие в руч­
ке окружности, объединение которых является её строгим деформационным 

ретрактом. Для этого представим ручку как результат факторизации кольца 

{ z 1 ~ ~ /zl ~ 1} по следующему отношению: ei'P,..., -e-i'P при ер Е [-%; %] и ei'P,..., 

,..., e-i<p при ер Е [ % ; з;]. Образом стандартной единичной окружности при фак­
торизации по указанному отношению эквивалентности и является лежащий 
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в ручке букет двух окружностей. Формула H(z, t) = (1 - t)z + t l~I определя­
ет гомотопию между тождественным отображением кольца и отображением 

z f---4 l~I этого кольца на его внешнюю окружность, причём H(z, t) = z при всех 

z Е 8 1 и t Е J. Факторотображение гомотопии Ни является искомой гомото­
пией кольца. 

39.8. Следствие 39. 7 и 39.I. 

39.9. Вложите каждое из этих пространств в пространство JR.3 
'- 8 1 так, 

чтобы его образ при вложении был деформационным ретрактом этого про­

странства. Укажем ещё одно пространство, гомотопически эквивалентное ука­

занным: объединение сферы 8 2 и одного её диаметра. Его также можно вло­
жить в JR.3 

' 8 1 в качестве деформационного ретракта. 

39.10. Положим А= {(z1 , z2) / 4z2 = zf} с С2 . Рассмотрим отображение 

f: С х (С'- О)-; С2 '-.А: (z1,z2) f---4 (z1,z2+1)· 

Убедитесь в том, что f - гомеоморфизм, а С2 
' А~ С х (С, О) с:: 8 1

• Более 
того, окружность вкладывается в С2 

'- А в качестве его деформационного ре­
тракта. 

39.11. Докажем, что O(n) является деформационным ретрактом про­
странства GL(n, JR.). Пусть (/ 1 , f 2 , ••• , f п) - набор столбцов матрицы А Е 
EGL(n,JR.), каждый из которых мы будем рассматривать как элемент JR.n. 
Пусть (е1 , е 2 , ••• , еп) - результат применения процесса ортогонализации 
Грама-Шмидта. Таким образом, матрица, столбцы которой образованы ко­

ординатами этих векторов, является ортогональной. Векторы ek выражаются 
через f k посредством формул 

el=>..11/1, 

е2=>..21/ 1 + А22/ 2, 

...................... ' 

где >..kk >О при всех k = 1, 2, ... , n. Введём векторы 

и рассмотрим матрицу h(A, t), столбцы которой состоят из координат этих 
векторов. Ясно, что соответствие (А, t) f---4 h(A, t) определяет непрерывное 
отображение GL(n, JR.) х I -; GL(n, JR.). Как нетрудно видеть, h(A, О)= А, 
h(A, 1) Е О(п), причём h(B, t) =В для всех В Е O(n). Таким образом, отоб­
ражение А f---4 h(A, 1) является искомой деформационной ретракцией. 

39.13. Используйте, к примеру, 20.44. 
39.14. Нам понадобится понятие цилиндра Z1 непрерывного отображения 

f : Х -; У. По определению, Z 1 есть пространство, получающееся в результате 
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приклеивания обычного цилиндра Х х I к пространству У вдоль отображения 
Х х О --> У: ( х, О) f-' f ( х). Тем самым Z 1 есть результат факторизации несвяз­
ного объединения ( Х х I) U У, при которой точка ( х, О) Е Х х О отождествля­
ется с точкой f(x) Е У. Будем отождествлять пространство Х с Х х 1 С Z1 , 

пространство У также естественно считать лежащим в цилиндре отображе­

ния. Имеется очевидная строгая деформационная ретракция ру : Z 1 --> У, при 

которой У остается на месте, а точка (х, t) Е Х х (О, 1) отображается в точку 
f(x). Осталось доказать, что если f является гомотопической эквивалентно­
стью, то и пространство Х является деформационным ретрактом Z1 . Пусть 

g: У --> Х - обратная к f гомQтопическая эквивалентность. Таким образом, 
существует гомотопия Н: Х х I--> Х, такая, что Н(х, О)= g(f(x)) и Н(х, 1) = 
= х. Определим ретракцию р: Z1 --> Х как факторотображение отображения 

(Х х J) U У--> Х: (х, t) f-' h(x, t), у f-' g(y). Осталось доказать, что отображе­
ние р является деформационной ретракцией, т. е. проверить, что inx ор гомо­
топно idz

1
. Эта гомотопность следует из следующей цепочки, где значком"' 

обозначена гомотопность, которая в каждом случае следует из гомотопности 

композиции гомотопных отображений: 

inx ор = р = р о idz1 rv р ору= g ору= idz
1 

o(g ору)"' 

rv ру о (g Ору)= (ру О g) Ору=(! О g) Ору rv idy ору= ру "-' idz
1

. 

39.15. Достаточно воспользоваться прямолинейными гомотопиями. 

39.16. Пусть h: Х х I --> Х - гомотопия между idx и постоянным отоб­
ражением х f-' х0 . Формула их(t) = h(x, t) задаёт путь, соединяющий (произ­
вольную) точку х пространства Х с точкой х0 • Следовательно, пространство 

Х линейно связно. 

39.17. Утверждения 1)-4) очевидно попарно эквивалентны. Докажем, что 
они также эквивалентны утверждениям 5) и 6). 
1) ===> 5). Пусть h: Х х I--> Х - гомотопия между idx и постоянным отоб­
ражением. Для любого непрерывного отображения f: У --> Х формула Н = 
=ho (! х id1 ) (или по-другому: Н(у, t) =h(f(y), t)) определяет гомотопию меж­
ду f и постоянным отображением. 
5) ===> 1). Возьмите У= Х и f = idx. 
1) ===> 6). Пусть h - то же, что и выше. Формула Н = f о h определяет гомо­
топию между отображением f: Х --> У и постоянным отображением. 

6) ===> 1). Возьмите У= Х и f = idx. 

39.18. Утверждение 2) верно; утверждение 1) верно, согда пространство У 
линейно связно. 

39.19. Каждое из пространств 1)-5) стягиваемо. 
39.20. 1 ~) Пусть h - гомотопия между idx и постоянным отображени­

ем х f-' х0 , а g - между id у и постоянным отображением у f-' у0 . Формула 

Н(х, у, t) = (h(x, t), g(y, t)) определяет гомотопию между idxxY и отображени­
ем (х, у) f-' (х0 , у0 ). 1 =Н Для всякой гомотопии Н между idxxY и постоянным 
отображением (х,у) f-' (х0 ,у0 ) формула h(x,t) =prx(H(x,y0 ,t)) определяет 
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гомотопию между idx и постоянным отображением х f-+ х0 • Стягиваемость У 

доказывается аналогичным образом. 

39.21. 1) Поскольку х = IR3 'IR1 ~ (IR2 'О) х IR1 ~ 8 1
, ТО 7r1(X) ~ z. 

2) Ясно, что х = IRN 'IRn ~ (JRN-n 'О) х IRn ~ sN-n-1 • Следовательно, если 

N =n+ 1, то Х ~ S 0
; если N =n + 2, то Х ~ 8 1

, поэтому 7r1 (X) ~Z; если N > 
> n + 2, ТО Х ОДНОСВЯЗНО. 
3) Так как S3 'S1 ~ IR2 х S1, то 7r1 (S3 'S1

) ~ 7r1 (S1
) ~ Z. 

4) Если N = n + 1, то Х = IRN ' S N - 1 состоит из двух компонент, одна из кото­
рых является открытым N-мерным шаром, и, значит, стягиваема, а вторая -
гомотопически эквивалентна сфере sN- 1

• Если N> n+ 1, то Х гомотопически 
эквивалентно букету sN-l v sN-n- 1

• Следовательно, при N = 2 и п =о 7r1(X) 

есть свободная группа с двумя образующими; при N > 2 или N = n + 2 мы 
получим группу Z; во всех оставшихся случаях пространство Х односвязно. 
5) ДеформаЦИОННЫМ ретраКТОМ ПрОСтраНСТВа JR3 '-.. 8 1 ЯВЛЯеТСЯ сфера С ДВУМЯ 
отождествленными точками, которая, в силу 39.9, гомотопически эквивалент­
на букету х = 8 1 v 8 2

. Универсальным накрывающим пространствах являет­
ся «гирлянда», представляющая собой прямую IR1

, к которой во всех её целых 
точках приклеены двумерные сферы. Таким образом, 7r1 (IR3 '81) ~ 7r1 (Х) ~ z. 
6) Если N = n + 1, то SN 'sN-l гомеоморфно объединению двух откры­
тых N-мерных шаров, так что фундаментальная группа каждой из двух его 

компонент тривиальна. Конечно, этот факт следУет из общего результата: 

SN 'sп ~ sN-n-l х ]Rn+1 , поэтому фундаментальная группа 7r1 (SN 'sп) ~ z 
при N = n + 2 и является тривиальной в остальных случаях. 
7) Можно показать, что JRP3 

' IRP1 ~ IR2 х 8 1
, но проще показать, что это 

пространство деформационно ретрагируется на 8 1
• в обоих случаях ясно, что 

7r 1 (JRP3 
"- JRP1

) ~ Z. 
8) Так как ручка гомотопически эквивалентна букету двух окружностей, то её 
фундаментальной группой является свободная группа с двумя образующими. 

9) Средняя линия (окружность) ленты Мёбиуса является её деформационным 
ретрактом, значит, фундаментальная группа ленты Мёбиуса изоморфна Z. 
10) Сфера с s дырами гомотопически эквивалентна букету s -1 окружностей, 
поэтому её фундаментальная группа тривиальна при s = 1, а при других зна­
чениях s она является свободной группой с s - 1 образующими. 
11) В результате удаления одной точки из бутылки Клейна получится про­
странство, гомотопически эквивалентное букету двух окружностей, поэтому 

его фундаментальная группа - это свободная группа с двумя образующими. 

12) Лента Мёбиуса с выколотой из неё точкой гомотопически эквивалентна 
«букве е», которая, в свою очередь, гомотопически эквивалентна букету двух 

окружностей. Если из ленты Мёбиуса удалить s точек, то полученное про­
странство будет гомотопически эквивалентно букету из s + 1 окружностей, та­
ким образом, его фундаментальной группой является свободная группа с s + 1 
образующими. 

39.22. Пусть К - край ленты Мёбиуса М, S - её средняя линия и Т -
полноторие, на границе которого лежит К. Рассмотрим вложения i: К --+ 
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-; т,s иj: т, s--> 1R.3 '8. Так как т, 8~(D2 '-.0) х 8 1
, ТО 7Г1(Т,8)~ZЕ!ЭZ. 

Обозначим через а и Ь образующие группы 7Г1 (Т' 8). Пусть о: - образующая 
7Г1 (К) ~ Z, тогда i.(o:) =а+ 2Ь. При этом j.(a) является образующей группы 
7Г1 (1R.3 '-- 8), а j.(Ь) =О. Значит, j.(i.(o:)) #-О. Если бы существовал диск D, 
границей которого является край ленты Мёбиуса и который не имеет с ней 

других общих точек, то тогда D С 1R.3 ' 8, следовательно, край ленты Мёбиуса 
определял бы петлю, гомотопную нулю в IR.3 '8. Однако j.(i.(o:)) #-О. 

39.23. 1) Используем обозначения, введённые в 39.10, и рассмотрим отоб­
ражение 

Q ----> (С, О) х (С2 , А)-::::. 8 1 х 8 1
: (а, Ь, с) f-t (а,~,~). 

Оно является гомеоморфизмом, следовательно, 7Г1 (Q) ~ Z Е1Э Z. 
2) Как следует из результата задачи 39.10, подпространство Q1 гомотопиче­

ски эквивалентно окружности, и, следовательно, его фундаментальная группа 

изоморфна Z. 

40.1. Следует из 40.Нв силу того, что группа р.(1Г1 (Х, х0 )) универсального 
накрытия тривиальна, а значит, её индекс равен порядку фундаментальной 

группы 7Г 1 (В, Ь0 ) базы этого накрытия. 

40.2. Следует из 40.Нв силу того, что группа, в которой существует под­
группа ненулевого индекса, не тривиальна. 

40.3. Все чётные числа. Будем считать что каждая из граничных окруж­
ностей цилиндра отображается на край S ленты Мёбиуса М. Пусть о: - об­

разующая группы 7Г 1 ( 8 1 х /), тогда р. ( 1) = Ьk, где элемент Ь Е 7Г 1 ( М) является 
образом образующей группы 7Г1 (S) при вложении 8----> М. Осталось заметить, 
что Ь=а2 , где а - образующая группы 7Г1 (М) с Z. Таким образом, р.(о:)= 
= a2k, следовательно, индекс р.(1Г1 (81 х /))является чётным числом. Нетруд­
но видеть, что существуют накрытия с произвольным чётным числом листов 

(см. з4.4). 

40.4. Все нечётные числа, см. 41.lOx. 

40.5. См. 41.1ох. 

40.б. См. 41.1ох. 

40. 7. Если база накрытия компактна, а его тотальное пространство неком-
пактно, то, в силу 34.24, накрытие является бесконечнолистным. 

40.8. См. указание к 40. 7. 

40.9. Класс тождественного отображения. 

41.1 х. К примеру, объединение стандартных единичных отрезков на осях 
абсцисс и ординат и отрезков I n = { ( ~, у) 1 у Е I}, n Е N (так называемая «рас­
чёска>> ). 

41. 4х. Это очевидно, так как группа 7Г 1 ( Х, а) тривиальна, так что можно 

положить и = х. 
41.5х. К примеру, таким пространством является окружность. 
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41. бх. Пусть V - наименьшая окрестность точки а, поэтому топология на 

ней антидискретна Пусть ht ( х) = х при t < 1, h 1 ( х) = а. Докажите, что h: V х 
х I-; V - гомотопия. 

41. 7х. Это так, поскольку уже гомоморфизм включения 7r 1 (V, а) -; 
-; 7r1 (И, а) является тривиальным. 

41.8х. Например, таким пространством будет D 2
" {(~,О) J n Е N} (рас­

смотрите точку (О, О)). 

41.Ух. Рассмотрите конус над пространством из примера 41.Вх. 

41.1Ох. Как следУет из теоремы 41.Fx, достаточно описать иерархию клас­
сов сопряженных подгрупп базы и указать накрытия с данной подгруппой. Во 

всех примерах фундаментальная группа данного пространства (базы) комму­
тативна, поэтому достаточно указать все подгруппы фундаментальной груп­

пы и определить их порядок по включению. В каждом случае все накрытия 

подчинены универсальному накрытию, а тривиальное накрытие подчинено 

всем накрытиям. 

1) Универсальным накрытием является отображение р: JR-; 3 1
• Накрытие 

Pk: 8 1 
-; 3 1: z ~ zk, где k Е N, подчинено накрытию Pt, согда число k явля­

ется делителем числа R, при этом подчинение само является накрытием Pt/k· 

2) Поскольку JR2 "О~ 8 1 х JR, ответ аналогичен предыдУщему. 
3) Если М - лента Мёбиуса, то 7r 1 ( М) ~ Z. Таким образом, как и в первом при­
мере, все подгруппы фундаментальной группы базы имеют вид kZ. Отличие в 
том, что при нечётном k накрывающим пространством будет лента Мёбиуса, 
если же число k чётно, то накрывающее пространство - это цилиндР 3 1 х 1. 
4) Универсальное накрывающее было построено при решении задачи 36.Вх. 
Поскольку фундаментальная группа данного пространства изоморфна Z, до­
статочно указать накрытия, группой которых является подгруппа kZ. По­
стройте их самостоятельно. В отличие от примера 1), тотальные пространства 
не гомеоморфны, поскольку в каждом из них - свое число точек. 

5) Универсальным накрытием тора является отображение р: JR1 х JR1 -; 8 1 х 
х 5 1 : (х, у) ~ (e2"i"', e2"iY). Примером накрытия с группой kZ (J} PZ является 
отображение тора на себя 

Более общо, для всякой целочисленной матрицы А= ( ~ ~) можно рассмот­
реть накрытие Рл: 5 1 х 5 1 -; 5 1 х 3 1 : (z, w) ~ (zawь, zcwd), группой которого 
является решетка L С Z (J} Z с базисными векторами а( а, с) и Ь(Ь, d). Накрытие 

р л подчинено накрытию р А', заданному матрицей А' = ( ~; :; ) , если решетка 
L' с базисными векторами а'(а',с') и Ь'(Ь',d') содержится в решетке L. В та­
ком случае базисы {а, Ь} в L и {а', Ь'} в L' можно выбрать согласованными, 
т. е. так, чтобы а' = ka и Ь' = РЬ для некоторых k, f Е N. Подчинение само 
будет накрытием Pk х Pt· Бесконечнолистные накрытия с точностью до экви­
валентности описываются циклическими подгруппами в Z х Z, т. е. векторами 
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а( а, с) Е Z х z. Каждый такой вектор задаёт отображение Ра : S 1 х JR -> 8 1 х 
х 8 1

: (z, t) t-t (zae2
,,.it, zь). Накрытие Ра подчинено накрытию Рь, если Ь = ka, 

k Е Z. Подчинение в таком случае имеет вид S1 х JR: -> 8 1 х JR: (z, t) ,___, ( zk, t). 
Описание подчинений между конечнолистными и бесконечнолистными на­

крытиями оставляется читателю в качестве упражнения. 

41.11х. См. рисунок. 

41.12х. Действительно, всякая подгруппа абелевой 

группы нормальна. Можно также убедиться непосред­

ственно, что для любой петли s: I -> В либо каждый 

путь в Х, накрывающий петлю s, является петлёй (неза­
висимо от его начальной точки), либо ни один из этих 

путей не есть петля. 

41.13х. Это так, поскольку подгруппа индекса два 

всегда является нормальной. 

41.15х. См. пример, построенный в решении задачи 41.11х. 

41.16х. Следствие пункта 4) утверждения 41.Рх. 

42.3. Клеточное разбиение пространства Z очевидно: если em - открытая 

клетка в Х, а en - в У, то em х en будет открытой клеткой в Z, поскольку вт х 
х вп ~ вm+п. Таким образом, п-остовом пространства Z будет объединение 
попарных произведений всех открытых клеток в Х и У, сумма размерностей 

которых не больше n. Теперь надо описать приклеивающие отображения со­
ответствующих замкнутых клеток. Чтобы построить клеточное пространство 

Х, мы начинаем с дискретного топологического пространства Хо, а затем для 

каждого т Е N строим пространство Xm, приклеивая к Xm-l дизъюнктное 
объединение m-мерных шаров Dx" по некоторому приклеивающему отобра­
жению Ua sr;,-;,1 

_, Xm-l· Ясно, ч;о Х можно описать как результат одновре­
менной факторизации дизъюнктного объединения Um,a Dx,a по некоторому 
единому отождествлению. То же самое верно для пространства У. В силу 

перестановочности в данном случае операций факторизации и перемножения 

топологических пространств (см.§ 25х), произведение Х х У гомеоморфно ре­
зультату факторизации дизъюнктного объединения 

U D';,a х D';т,rз 
m,a 
n,(3 

попарных произведений шаров, участвующих в построении пространств Х и 

У. Осталось заметить, что эту факторизацию, в свою очередь, можно про­

извести «ПО остовам», начиная с дискретного топологического пространства 

Z0 = U(D~,a х D~.rз)· Приклеив к нему одномерные клетки вида D1x,a х D~.rз 
и D~,a х D},rз, мы получим 1-остов Z1 , и т.д. В размерностях, б6лыпих 1, опи­
сание приклеивающих отображений может вызвать затруднение. Рассмотрим 

клетку вида em х en. Её характеристическое отображение Dm х Dn -> Х х 

х У есть просто произведение :характеристических отображений клеток em 
и en, при котором образ граничной сферы «шара» Dm х Dn попадает в уже 
построенный остов Zn+m-i· Тем самым определено приклеивающее отобра-
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жение u;: sп+m-l --+ Zn+m-l· Дадим ещё и явное его описание. Для этого нам 
потребуется стандартный гомеоморфизм к: vm+n --+ vm х vn' при котором 
к(sm+п- 1 ) = (sm-1 х Dn) U (Dm х sп- 1 ). Пусть 'Р1: sm-1 --+ Xm-1 и ip2: 3п- 1 --+ 

--+ Yn-l - приклеивающие отображения клеток em и en. Тогда w можно опи­
сать как композицию 

sm+n-1 __, (Dm х sп-1) u (sm-1 х Dп) __, 

--+ (Xm-1 U'P1 Dm) х Уп-1 U Xm-1 х (Уп-1 U'P2 Dп) <-; Zm+п-1, 

где первое отображение - приведение гомеоморфизма к, второе - очевидное 

отображение, определяемое на каждой части как произведение характеристи­

ческого и приклеивающего отображений, а третье отображение - включение. 

42.4. Нет, не останется. Покажите, что топология произведения двух эк­
земпляров клеточного пространства из задачи 42.9 не является клеточной. 

42.5. В действительности при решении предыдущей задачи использова­
лось, ВО-Первых, Представление ~рп = u~=O ~pk, ВО-ВТОрЫХ, ТО, ЧТО ~pk '-._ 
~pk- 1 есть открытая k-мерная клетка. Воспользуйтесь представлением е,рп = 
= u~=O !J:,pk. Докажите, ЧТО ПрИ ВСеХ ЦеЛЫХ k ~ 0 раЗНОСТЬ !J:,pk '-._ !J:,pk-l ГОМеО­
морфна B 2k. При этом ясно, что приклеивающее отображение S 2k- 1 --+ e,pk- 1 

является отображением факторизации. 

42.6. 1) Удалите из квадрата множество, гомеоморфное открытому кру­
гу, ограниченное кривой, начинающейся и заканчивающейся в некоторой вер­

шине квадрата J2. Его дополнение разбито на 10 клеток, а факторпростран­
ство этого дополнения разбито на 5 клеток и гомеоморфно ручке. 
2) Лента Мёбиуса есть факторпространство квадрата, у которого существует 
клеточное разбиение из 9 клеток. В результате факторизации мы получим 
разбиение ленты Мёбиуса, состоящее из 6 клеток. 
3) Как и пространство из предыдущего пункта, 8 1 х I - это факторпростран­
ство квадрата. Или по-другому, см. 42.3. 
4), 5) См. 42.12. 

42. 7. 1) 4 клетки - представьте ленту Мёбиуса как результат фактори­
зации треугольника, при которой все три его вершины склеиваются в одну. 

Покажите, что одной одномерной клетки недостаточно. 

2) 2р + 2 клеток; 3) q + 2 клеток. См. 42.12. То, что данное число клеток яв­
ляется наименьшим возможным, следует из вычисления фундаментальных 

групп этих пространств; см. 46.L. 

42. 8. Нужны хотя бы три клетки: нульмерная, одномерная и ещё одна. 

42.9. См. 21.6. 

42.11. Поскольку всякие две точки ~= лежат в некотором его подпро­
странстве ~N' несложно определить расстояние между ними. Таким образом, 
в ~ 00 имеется метрика, однако эта метрика индуцирует в нём не ту тополо­

гию. Невозможность индуцировать существующую в ~= топологию какой­

либо метрикой следует из того, что в этом пространстве нет счётной базы 

в точке (докажите это). 
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42.12. Докажем несколько утверждений из перечисленных. 
1) Слово аа- 1 описывает факторпространство диска D 2 по разбиению на па­
ры точек окружности, симметричные относительно одного из её диаметров, 

гомеоморфное двумерной сфере. Клеточное разбиение состоит из двух нуль­

мерных клеток, одной одномерной и одной двумерной. 

2) Слово аа описывает факторпространство диска D 2 по разбиению на па­
ры точек окружности, симметричные относительно её центра, гомеоморфное 

проективной плоскости. Клеточное разбиение состоит из трёх клеток: по од­

ной в каждой из размерностей О, 1 и 2. 
7) Рассмотрим р-угольник с вершинами в точках, в которых сходятся рёбра, 
отмеченные символами ai и ь; 1 , а2 и ь11, ... ' ар и ь;~l' и разрежем исходный 
4р-угольник вдоль сторон рассмотренного р-угольника. Из этого р-угольника 

при его факторизации мы получим сферу с р дырками. При факторизации 

оставшихся 5-угольников мы получим р ручек. 

42.13. Таков, например, так называемый полный 5-граф К5 , т. е. простран­

ство с 5 вершинами, каждая пара которых соединена ребром. Его невложи­
мость в JR2 можно доказать, воспользовавшись теоремой Эйлера 45.3. 

44 .1 х. Пусть ф: Dп -+ Х - характеристическое отображение приклеенной 

клетки, i: А -+ Х - включение. Мы вправе считать, что х = ф(О), где О -
центр шара Dп. Введём отображение 

g: Х'-х---+ А: g(z)= {
z при z Е А, 
Ч?('Ф- 1 (z)/!1/Г 1 (z)!) при z ф А. 

Докажем, что отображения idx,x и i о g А-гомотопны. Рассмотрим прямоли­

нейную гомотопию h: (Dп '- х) х I -+ Dп '- х между тождественным отобра­
жением и проекцией р: Dn '- х -+ Dn '- х: z ~ 

1
:

1
• Определим гомотопию 

положив 

h: (А U (Dn '-. х)) Х 1-+ А U (Dn '- х), 

h(z, t) = {:' h(z, t), 
если z Е А, 
если z Е Dn. 

Её факторотображение Н: (Х '- х) х 1-+ Х '- х является искомой А­
гомотопией между id х, л и i о g. 

44.2х. Следует из 44.Jx, в силу того, что замкнутые п-мерные клетки вме­
сте с Xn-l образуют фундаментальное покрытие клеточного пространства Х. 

44.3х. Утверждение об JRpn следует из 44.Jx, поскольку пространство 
JRpn есть результат приклеивания одной п-мерной клетки к пространству 

JRpn-l - см. 42.Н. Утверждение про е,рп доказывается аналогичным образом 

(см. 42.5). С другой стороны, попробуйте дать явные формулы для деформа­
ционных ретракций ]Rрп 'point -+ нpn-l и e,pn '- point -+ е,рп- 1 . 

44.4х. Рассмотрите клеточное разбиение полнотория с одной трёхмерной 

клеткой, двумерным остовом которого является тор, к которому вдоль мери­

диана 8 1 х 1 приклеен круг, и примените утверждение 44.lx. 
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44.5х. Обозначим через е,,,: Dn+i ---+ Х,,, и е'Ф: Dn+i ---+ ХФ характеристи­

ческие отображения (п + 1)-мерной клетки, приклеенной к пространству У. 
Пусть h: 3п х I ---+ У - это гомотопия, соединяющая <р и 'tjJ. Рассмотрим отоб­
ражения f': У U Dn+1 ---+ Х,,, и g': У U nп+i ---+ ХФ, которые являются стан­
дартными вложениями на У, а на шарах пп+~ определены формулами 

, { е'Ф(2х) при lxl ~ ~' 
f(x)= h(

1

:

1

,2-2lxl) при ~ ~ lxl ~ 1, 

, { е"'(2х) при lxl ~ ~' 
g(x)= h(l:l,2/x/-1) при ~ ~ /xl ~ 1, 

Нетрудно видеть, что определены факторотображения f: Х,,, ---+ ХФ и 

g: Х'Ф ---+ Х,,, отображений f' и g'. Покажите, что f и g являются взаимно 
обратными гомотопическими эквивалентностями. 

44.бх. Для доказательства нужно слегка изменить рассуждение, исполь­

зованное при решении предыдущей задачи. 

44. 7х. Пусть А- пространство, получающееся в результате приклеивания 

круга к окружности посредством отображения а: 8 1 ---+ЕР, a(z) = z2
• Тогда 

А ~ 1R.P2
, значит, 7!' 1 (А) ~ Z2 • Следовательно, отображение <р: 8 1 ---+ А: z f-t z3

, 

гомотопно отображению 'Ф = id8 1 • В силу 44. 5х, пространство Х гомотопически 
эквивалентно пространству А Цр D2 , которое совпадает с D 2 Ц, D 2 . Поскольку 
отображение а: 8 1 ---+ D 2 гомотопно постоянному, то (снова в силу 44.Sx) Х 
гомотопически эквивалентно букету D 2 V 8 2

, который гомотопически эквива­
лентен 8 2

: 

Х :::::! А UФ D 2 :::::! D 2 U0 D 2 == D 2 v 8 2 :::::! 8 2
• 

В этом разбиении - две клетки. 

44.9х. Тор 8 1 х 8 1 получается ИЗ букета 8 1 v 8 1 приклеиванием к нему 
2-клетки вдоль некоторого отображения <р: 8 1 ---+ 8 1 v S 1

. Обозначим через 
i включение 8 1 v S1 ---+ А = ( 1 х 8 1

) u ( D 2 х 1) и покажем, что композиция 
i о ер: 81 ---+ А гомотопна постоянному отображению. Действительно, пусть 
а, f3 - стандартные образующие 7Г1 (81 v 8 1 

). Тогда [ер] = аfЗа- 1 rз-1, и 

так как i.({3) = 1Е7r1 (A). В силу теоремы 44.Sx, 

А u,,, D 2 :::::! А v 8 2 = 8 1 v D 2 v 8 2 :::::! 8 1 v 8 2
• 

"Ц.10х. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи и утверждением 

44.sx. 
44.11х. Докажите, что Х ~ 8 1 V 8 1 V 8 2

, значит, 7r1 (X) ~JF2 , в то время как 
У:::::! 8 1 х 8 1

, поэтому 7r1 (У)~ '11 . .2. Так как n 1 (Х) '::J n 1 (У), то сами пространства 
не являются гомотопически эквивалентными. 
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,ц .13х. Рассмотрим клеточное разбиение СР2 , состоящее из одной нуль­
мерной клетки, одной одномерной, двух двумерных клеток и одной 4-клетки. 

При этом можно считать, что 2-остов полученного клеточного пространства 

совпадает с СР1 с СР2 , а 1-остов - с вещественной частью IRP1 с СР1 • Обозна­
чим через т: СР2 --+ СР2 инволюцию комплексного сопряжения, по которой и 

происходит факторизация. Ясно, что СР1 /[z ,,.._, т(z)] ~ D 2
• Рассмотрим харак­

теристическое отображение 'ljJ: D 4 --+ СР1 четырёхмерной клетки данного кле­
точного разбиения. Факторпространство D 4 /[z ,.._, т(z)] очевидно гомеоморфно 
D 4

, поэтому факторотображение 

является характеристическим отображением для 4-клетки пространства Х. 

Таким образом, Х - клеточное пространства, 2-остов которого совпадает 

с кругом D2
• Значит, в силу 44.Jx, Х ~ S4

• 

45.1. См. 39.21. 

45.2. Пусть х ~ S 2
• Обозначим через v = ео(Х), е = С1(Х) и f = с2(Х) чис­

ло нульмерных, одномерных и двумерных клеток пространства Х соответ­

ственно. Выкинув по точке из каждой двумерной клетки пространства Х, 

мы получим пространство Х', которое деформационно ретрагируется на свой 

1-остов. С одной стороны, в силу 45.1, фундаментальной группой 7Г1 (Х') явля­
ется свободная группа ранга f - 1. С другой стороны, 7Г 1 ( Х ') ~ 7Г 1 ( Х 1 ), а ранг 
последней группы, в силу 45.В, равен 1 - х(Х1 ) = 1 - v + е. Таким образом, 
f - 1=1 - е + v, откуда и следует, что х(Х) = v - е + f = 2. 

45.3. Следует из 45.2. 

46.1. Фундаментальная группа сферы sп при п > 1 тривиальна, поскольку 
у sп существует клеточное разбиение, одномерный остов которого состоит из 

одной точки. 

4.6.2. Пространство е,рп односвязно по той же причине, что и сферы sп 
при п > 1 (см. задачу 46.1). 

4б.4х. Выберем по точке х0 и х1 в каждой из компонент связности множе­
ства С так, чтобы их можно было соединить двумя вложенными в одномерный 

остов Х 1 отрезками ел с А и ев С В, общими точками которых являются толь­

ко точки х0 и х1 • Идея состоит в том, чтобы заменить все пространства на 

гомотопически им эквивалентные так, чтобы одномерным остовом простран­

ства Х была окружность, являющаяся объединением отрезков ел и ев. Для 
этого можно использовать технику, примененную при решении задачи 44.Мх. 

Тогда фундаментальная группа одномерного остова полученного в результате 

пространства будет изоморфна Z. Осталось заметить, что образом приклеи­
вающего отображения двумерной клетки не может быть весь 1-остов, так как 

эта клетка лежит либо в А, либо в В, но никак не в них обоих. Значит, оно 

гомотопно постоянному отображению, и, следовательно, при приклеивании 

2-клетки не возникает никаких соотношений. 
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46.5х. Нет, поскольку в условиях теоремы 46.Rx сказано, что множества 
А и В являются открытыми, а в теореме 46. Тх предполагается, что они -
клеточные подпространства, которые лишь в исключительных случаях явля­

ются открытыми. С другой стороны, теорему 46. Тх можно вывести из 46.Rx, 
построив окрестности клеточных подпространств А, В и С, деформационно 

ретрагирующиеся на сами эти пространства. 

46.бх. Вообще говоря, нельзя (приведите пример). 

46. 7х. Проследим, как меняется фундаментальная группа, когда к одно­
мерному остову пространства Х приклеиваются его двумерные клетки. Будем 

считать, что нульмерный остов состоит из точки х0 • На первом шаге к Х 1 при­

клеивается двумерная клетка, пусть <р: 8 1 --> Х 1 - приклеивающее, ах: D 2 ---+ 

Х2 - характеристическое отображение этой клетки. Пусть F С D 2 - замкну­

тый диск (к примеру, радиусом ~), 8 - его граница, А= x(D 2 "Int F) U Х1 , 
В= x(F), тогда С= х(8) ~ 8 1

. Ясно, что Х1 является (строгим) деформаци­
онным ретрактом множества А, поэтому группа 1Г1 (А) ~ 7Г 1 (Х1 ) - свободная 
группа с образующими а;. С другой стороны, множество В-гомеоморфно D 2 

и, следовательно, односвязно. Отображение xls гомотопно ер, следовательно, 
образом образующей группы 7Г1 (С) является класс р = [ip] Е 7r1 (X, х0) прикле­
ивающего отображения данной клетки. Следовательно, в фундаментальной 

группе 7Г1 (Х, х0 ) имеется соотношение р = 1. При приклеивании клеток стар­
шей размерности никаких новых соотношений в этой группе не возникает, 

так как в этом случае С гомеоморфно односвязному (поскольку k > 1) про­
странству 8k. Из теоремы Зейферта-ван Кампена следУет, что соотношениями 
[ip;] = 1 исчерпываются все соотношения меЖдУ стандартными образующими 
фундаментальной группы пространства. 

46.8х. Если т =1 О, то фундаментальной группой является циклическая 
группа порядка lml, если т =О, то фундаментальная группа изоморфна Z. 

46.9х. Эти пространства гомеоморфны, соответственно, 8 2 х 8 1 и 8 3 • 

46.10х. Вместо дополнения узла будем рассматривать дополнение некото­

рой его открытой окрестности И, гомеоморфной Int D 2 х 8 1 , для которой узел 
К является осевой линией. Нам будет удобнее считать, что все рассматрива­

емые множества лежат не в IR.3, а в 8 3
• Пусть Х = 8 3 "-И. Тор, на котором 

лежит узел К, разбивает 8 3 на два полнотория G = D 2 х 8 1 и F = 8 1 х D 2
• 

ПоложимА=G"-И и B=F"-U, тогдаХ =AUB, aC=AnB представляет со­
бой дополнение в торе открытой ленточки, являющейся окрестностью кривой, 

заданной на этом торе уравнением ри = qv, поэтому 11"1 (С)~ 11"1 (А)~ 71"1 (В)~ Z. 
В силу теоремы Зейферта-ван Кампена, фундаментальной группой 11"1 (Х) яв­

ляется группа (а, (3 \ i. ('У) = j. ('У)), где i и j - включения множества С в А 
и В соответственно. Петля в С, класс которой является образующей груп­

пы 7Г 1 (С), р раз обходит тор вдоль его параллели и q раз вдоль меридиана, 
поэтому i.('Y) = аР и j.('Y) = ьq. Значит, 7r1(X) =(а, ь 1 аР = bq). Покажите, что 
Н1 (Х) ~ Z (не забудьте, что р и q взаимно просты). 
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4 6 .11 х. 1) Следует непосредственно из теорем § 46 (или теоремы 4 б. Тх). 
2) Так как множества А= Х V Vy

0 
и В= Ихо V У образуют открытое покрытие 

пространства z и их пересечение А n в = Ихо v VYO связно, то односвязность 

Z следует из результата задачи 32.11. 
3)* Пусть пространство Х С JR3 - конус с вершиной в точке (-1,0, 1) над 
объединением окружностей, заданных в плоскости :IR2 уравнениями х2 + 2х + 

п 

+ у2 =О, п Е N, а пространство У симметрично Х относительно оси О z. Каждое 
из пространств Х и У очевидным образом стягиваемо и, значит, односвязно. 

Попробуйте доказать (это совсем непросто), что их объединение Х U У не 
является односвязным. 

46.12х. Да, является. 

46.13х. Бутылку Клейна можно представить как объединение двух лент 

Мёбиуса, склеенных по их краям - окружностям. 

46.16х. Проверьте, что класс матрицы (_~ 6) имеет порядок 2, а класс 
матрицы (-~ f) - порядок 3. Детали рассуждения можно найти в книге [3, 
с. 211]. 

46.17х. Разрежем тор (соответственно бутылку Клейна) по окружности 
В так, чтобы в результате у нас получился цилиндр, который и будет про­

странством С. Обозначим через /3 образующую группы 7Г1 (В) 9" Z, через а -
образующую группы 7r 1 (С) ~ Z. В случае тора rp1 = rp2 = а, для бутылки Клей­
на ср 1 =а= ср2 1 . Таким образом, в силу теоремы 46. Wx мы получаем задание 
фундаментальной группы тора (а, 1 \ 1а = а1) и бутылки Клейна (а, 1 l 10: = 
= а1-1). 
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МАГАЗИН «МАТЕМАТИЧЕСКАЯ КНИГА» В МЦНМО 

НОВЫЕ ПОСТУПЛЕНИЯ 

./В. А. Зорич. Математический анализ: В 2-х т. - 2012. - 720+832 с. 
Университетский учебник для студентов физико-математических специальностей. Мо­
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кой, а также специалистам в области математики и ее приложений . 

./ А.И.Кострикин. Введение в алгебру: В 3-х ч. - 2012. - 272+368+272 с. 
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многочленов. Помещено большое число упражнений различной степени трудности. Специ­
альный раздел посвящён обсуждению некоторых нерешённых задач о многочленах. 

В части II в максимально доступной форме изложены наиболее важные разделы линей­
ной алгебры. На первый план выдвигаются простые геометрические понятия, на базе кото­
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теории представлений, подкреплённые многочисленными примерами, придают всему изло­
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левы группы, теоремы Силова, представления и характеры конечных групп, алгебры на,ц 

классическими полями. Имеются теоретико-числовые приложения. В заключительной главе 

изложены основы теории Галуа. 

Каждый параграф заканчивается упражнениями. Ответы и наброски решений собраны 

в отдельном разделе. Сформулированы некоторые нерешённые за,цачи . 

./Сборник задач по алгебре (под ред. А. И. Кострикина). - 2012. -408 с. 
Задачник составлен применительно к учебнику А. И. Кострикина «Введение в алгебру» 

(Т. 1. «Основы алгебры». Т. 2. «Линейная алгебра». Т. 3. «Основные структуры алгебры»). 
Цель книги - обеспечить семинарские занятия сразу по двум обязательным курсам: 

«Высшая алгебра» и «Линейная алгебра и геометрия», а также предоставить студентам 
материал для самостоятельной работы . 

./А. Н. Ширяев. Вероятность: В 2-х кн. - 2011. - 552+416 с. 
Настоящее издание (в двух книгах «Вероятность -1» и «Вероятность - 2») представля­

ет собой расширенный курс лекций по теории вероятностей. 

Книги рассчитаны на студентов физико-математических специальностей университетов. 

Могут служить учебным пособием для аспирантов и справочным пособием для специали­

стов. 

Первая книга «Вероятность -1» содержит материал, относящийся к элементарной тео­
рии вероятностей, и может служить пособием для первичного ознакомления с предметом. 

Вторая книга «Вероятность - 2» посвящена случайным процессам с дискретным временем 
(случайным последовательностям) . 

./ Ф. П. Васильев. Методы оптимизации: В 2-х кн. - 2011. - 624+434 с. 
В книге изложены численные методы решения задач оптимизации. Приводятся теорети­

ческое обоснование и краткие характеристики этих методов. Рассматриваются задачи ми­

нимизации функций в конечномерных и бесконечномерных пространствах, а также задачи 

оптимального управления процессами, описываемыми системами обыкновенных дифферен­
циальных уравнений и уравнений в частных производных. 



./ Э. Б. Винберг. Курс алгебры. - 2011. - 592 с. 
Книга представляет собой расширенный вариант курса алгебры, читаемого в течение 

трех семестров на математических факультетах. В нее включены такие дополнительные 

разделы, как элементы коммутативной алгебры (в связи с аффинной алгебраической гео­
метрией), теории Галуа, теории конечномерных ассоциативных алгебр и теории групп Ли. 
Это позволяет использовать книгу не только как учебник по общему курсу алгебры, но и 

как пособие для тех, кто желает углубить свои познания в алгебре. Изложение иллюстри­

руется большим количеством примеров и сопровождается задачами, часто содержащими 

дополнительнь~й материал . 

./ Ю. С. Ильяшенко. Избранные задачи теории динамических сметем. -
2011. -128 с. 

Теория динамических систем делится на две части: многомерные системы (царство хао­
са) и маломерные (царство порядка). К первой, более обmирной области относятся эпимор­
физмы в любой размерности:, диффеоморфизмы в размерности 2 и потоки в размерности 
три и: выше. Ко второй относятся диффеоморфи:змы окружности и векторные поля на плос­

кости, вещественной и: комплексной. Предлагаемая книга посвящена обеим темам. 

В теории многомерных систем она посвящена отысканию новых локально типичных 

свойств динамических систем, и прежде всего исследованию аттракторов. Во второй части 
нас интересуют полиномиальные векторнь1е поля на вещественной и комплексной плоско­

сти. Принятый в этой книге подход основан на связи между случайными и детерминиро­

ванными динамическими системами. 

Книга может служить введением в предмет. Каждая тема описана в ней эскизно, зато 

читатель может войти в курс дела быстрее, чем это позволяет любая монография . 

./А. Хатчер. Алгебраическая топология. - 2011. - 688 с. 
Книга представляет собой введение в алгебраическую топологию (до спектральных по­

следовательностей), включающее в себя как гомотопическую топологию, так и теорию го­

мологий и когомологий (в том числе двойственность Пуанкаре). Ориентированное на гео­
метрические аспекты предмета изложение является тем не менее строгим и подробным. 

В книге имеется большое количество примеров и упражнений; в дополнениях, занимаю­

щих почти половину книги, затрагиваются различные более продвинутые сюжеты (когомо­
логии с локальными коэффициентами, теорема Брауна о представимос'rи, когомологические 

операции, спектры и пр.) . 

./ Д. Мамфорд, Д. Райт, К. Сирис. Ожерелье Илдры. Видение Феликса Клей­
на. - 2011. - 440 с. 

В этой научно-популярной книге (ее старший автор - выдающийся американский мате­

матик Д. Мамфорд, многие книги которого переведены на русский язык) рассказывается 
об одном из важных для математики видов фракталов - так называемых предельнь1х мно­

жествах клейновых групп. Изложение рассчитано на неспециалистов - старшеклассников 

и студентов, интересующихся математикой. Книга бога'rо иллюстрирована. В большинстве 

глав приведены указания к самостоятельным компьютерным экспериментам . 

./ Семинар по суперсиметриям. Т. 1. Алгебра и анализ: основные факты. -
2011. - 410 с. 

Теория суперсимметрий - относительно новое направление в математике. Идеи супер­

симметрии, появившиеся, чтобы разрешить долго казавшиеся неразрешимыми некоторые 

проблемы теоретической физики, быстро выросли в теорию супермногообразий - богатый 

сплав дифференциальной и алгебраической геометрий с собственнь1ми глубокими и по­

ка малоисследованными проблемами. В этой книге изложены основы линейной алгебры в 

суперпространствах и элементы дифференциалоьной и алгебраической геометрий на су­

пермногообразиях. В следующих томах будут исследованы более сложные вопросы. 

Книга насыщена открытыми проблемами разного уровня сложности и будет полезна 
как студентам, так и преподавателям и научным работникам - как математикам, так и 

физикам. 



К. Вуазен. Теория Ходжа и комплексная алгебраическая геометрия: 

В 2-х т. -2010, 2011. -344+368 с. 
Первый том посвящен основам алгебраической геометрии комплексных многообразий 

и, шире, теории кэлеровых многообразий. Наряду с классическим <кэлеровым пакетом> 

(гармонические формы, разложение Ходжа, трудная теорема Лефшеца) освещены такие те­
мы, как вариации структур Ходжа, области периодов и отображение периодов, смешанные 

структуры Ходжа для открытых многообразий, классы циклов и отображение Абеля-Яко­

би, когомологии Делиня-Бейлинсона. 

Основные темы второго тома - монодромия и исчезающие циклы, спектральные после­

довательности, вариации структур Ходжа, алгебраические циклы. 

А. К. Звонкин, С. К. Ландо. Графы на поверхностях и их приложения. -
2010. - 480 с. 

Графы, нарисованные на двумерных поверхностях, всегда привлекали исследователей 

своей красотой и разнообразием связанных с ними трудных вопросов. Теория таких гра­

фов, долгое время казавшаяся сравнительно изолированной, неожиданно оказалась в самом 

центре современных исследований. 

Диапазон этих исследований простирается от теории Галуа до моделей квантовой гра­

витации. Книга представляет собой доступное введение в указанный круг вопросов. Она 
включает такие сюжеты, как накрытия римановых поверхностей, действие группы Галуа 

на вложенных графах (гротендиковская теория «детских рисунков»), метод матричных ин­

тегралов, пространства модулей алгебраических кривых, топологические аспекты теории 

мероморфных функций, а также комбинаторные аспекты инвариантов Васильева. 

А. Е. Полищук. Абелевы многообразия, тэта-функции и преобразование 

Фурье. - 2010. - 312 с. 
Книга является современной монографией по теории абелевых многообразий (как над 

комплексными числами, так и над произвольным полем). Освещены, в частности, такие 

вопросы, как тэта-функции, связь с группой Гейзенберга, преобразование Фурье-Мукаи, 

теория якобианов кривых. 

Получить более подробную информацию об этих и других книгах изда­

тельства МЦНМО, а также заказать их можно через Интернет на сайте 

http://biЫio.mccme.ru/. 

Книги можно купить в магазине «Математическая книга» в здании Мос­

ковского центра непрерывного математического образования. 

Адрес магазина: 119002, Москва, Вол. Власьевский пер., 11. Проезд до стан­
ции метро «Смоленская» или «Кропоткинская», далее пешком. Телефон для 

справок: ( 499) 241-72-85. E-mail: ЬiЫio~mccme. ru. 
Магазин работает ежедневно кроме воскресенья с 1130 до 20°0

• 



В книге рассказывается об основных понятиях топологии. 

В нее включен основополагающий материал по общей 
топологии и введение в алгебраическую топологию, 

которое выстраивается вокруг понятий фундаментальной 

груrmы и накрывающего пространства. Основной материал 

книги содержит большое количество нетривиальных 

примеров и .задач различной степени трудности. Книга 

предназначена для студентов младших курсов. 

ISBN 978-5-94057-894-9 
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